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Satisfaction de requétes dans un réseau radio
synchrone : NP-complétude dans les arbres

Bendt DARTIES, Sylvain DURAND, &rome PALAYSI

Laboratoire d’'Informatique, de Robotique et de Micro&tenique de Montpellier,
161 rue Ada, 34392 Montpellier Cedex 5 France - Fax: +33/0 46185 00
e-mail: {darties,sylvain.durand,palays@lirmm.fr

Nous étudions un probleme algorithmique inspiré dedragrtes de routage rencontrées dans des réseaux sans-fil
multisauts. Nous cherchons a satisfaire un ensemble détexJde communication dans un environnement radio ou les
émissions de deux noceuds trop proches génerent une zbneulléage. Pour satisfaire une requéte il est possibleide
assigner une route dans le réseau que devra suivre le reelskgrequéte. Pour éviter les brouillages nous envisege

de temporiser I'@mission de certains nceuds. Notre obgxsttide minimiser le temps nécessaire pour satisfairesdas
requétes. Nous montrons ici que ce probleme, dont l&tuété entamée dans des travaux précédents, est Npletom
lorsque la topologie du réseau est un arbre.
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1 Introduction

Nous nous intéressons a un probleme algorithmiquern@shi fonctionnement de réseaux sans-fil dans
un modelehalf-duplex (un nceud du réseau ne peut a la fois @émettre un messageestexoir un autre,
mais il peut ignorer une réception pour procéder a unis&an),A-port- émission(émission omnidirec-
tionnelle : chaque message émis par un nceud atteint tounsdesls voisins)]l-port-r éception(chaque
nceud ne peut recevoir qu'un seul message a la fois). Uneiptesec de ce modele est détailléee dans
[Che04] et apparait déja pour des problemes de brobHeiE85] ou de rassemblemergdtheringen an-
glais) [BPO5, BGK 06]. Les réseaux que nous considérons sont synchronésmpes est divisé en étapes
de longueurs égales (@lotg et chaque message doit étre intégralement émis etdags un seul slot.
Enfin la topologie des réseaux est fixée et connue par umdaeer. C'est dans ce contexte qu'émerge
notre probleme algorithmique : satisfaire le plus rapidetipossible une collection dequétes de com-
munication (une requéte est un couple de nceuds du réseau) en indmwanteuds du réseau les dates
auxquelles ils doivent faire suivre les paquets qui transipar eux.

Le réseau radio est initialement modélisé par un grapieat®G = (V,E) ouV représente I'ensemble
des noeuds d’un réseauetensemble des transmissions possiblespdrcours’ dans un graph@ est une
liste ordonnée de sommets du graphe, telle que 2 sommetéaatfs dans la liste sont adjacents d@ns
Nous considérerons seulement g@scours simplespour lesquels le nombre d’occurences d’'un sommet
dans la liste est au plus 1. Un parcours modélisera partia soe route de communication dans le réseau.
Lataille d'un parcours est son nombre de sommets moins 1. Un graplet une collection de requétes
étant donnés, nous appeldosction de routageune fonctionP qui a toute requéte = (s,t) associe un
parcourd(r) (ouP;) deG commencant et terminant respectivementgett. Un graphes, une collection
de requéteR et une fonction de routage étant donnés, assignation de dategst une fonction qui, a tout
couple(r = (s,t),x) our € Retx e P(r) avecx # t *associe un entier naturel positif : la date a laquelle le
sommetx doit relayer le message de la requéténe assignation de datdsestvalide si et seulement si

T Nous utiliserons la terminologie de [CRO3].
* le dernier noeud du parcours, destinataire du message, hélpaelayer.
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pour toute requéteavecP; = (Xo, X1, ..., X) la propriétéd(r,xp) < d(r,x1) < ... < d(r,xc) est vérifiee. Elle
est de plusans conflitsi et seulement si lorsquir, x;) = d(r’,y;) les conditions suivantes sont satisfaites :

— Xi #Yj (pas de multiplexage, un nceud n'émet qu’'un seul messayois)

— Xiy1 7 Yj etyji1# % (half-duplex)

— (%,Yj+1) ¢ E(G) et(yj,Xi+1) ¢ E(G) (A-port-emission et 1-port-réception)

Par la suite, comme nous ne considérerons que des grapbet&sisymétriques, nous les assimilerons,
pour plus de commodité, a des graphes non orientés.

2 Le probleme DAWN-paths

Compte tenu d’'une collection de requétes de communicatgatisfaire dans un réseau radio synchrone,
le probleme DAWN-pathdJate Assignment in Wireless Netwpsle propose de trouver une assignation de
dates correcte et sans conflit le long de routes de commigric&te probleme se formalise comme suit :
DONNEE :Un graphe non orier# G, une collection de re@tes R= {ri =(s,)1<i < K}, une fonction
de routage P sur R qui associechaque regate  un chemin Pr;) reliant les sommets de,run entier
D > Oborné par|V(G)| x |R].

QUESTION :Existe-t-il une assignation de date valide et sans conflé tpue le nombre dtapes requis est
inférieur ouégala D ?

Nous appelons min-DAWN-paths la version optimisation calyrme DAWN-paths, consistant a trouver
une assignation avec un nombre minimal d'étapes. La figprédente une instance de DAWN-paths avec
une solution optimale.

(@) (b)

Fic. 1: (a) Une instance(G,R,P) de DAWN-paths contenant 2 requétes = (AF), ro = (G,K), P(r1) =
(A,B,C,D,E,F) andP(r2) = (G,H,1,J,K). (b) Une assignation de dates valide, sans conflit, et ofstitbj.

Il a été montré dans des travaux précédents [DP06] queDAWN-paths était un probleme NP-difficile
et non approximable en général. Le probleme DAWN-pashpelynomial lorsqu® < 2 et NP-Complet
pourD > 3. par ailleurs il a également été proposé dans le mapepun algorithme polynomial lorsque
le nombre de requétes est une constante.

3 DAWN-paths dans les arbres

Nous montrons dans cette section que DAWN-paths est NP-@bmpme lorsque la topologie du réseau
est un arbre. Le lecteur pourra vérifier par lui-méme lemnrhes suivants.

Lemme 1 Consicerons :
une instancéG, R, P,D) de DAWN-paths,
une reqéte re R de parcours assceiP(r) = (s,...,X,Y,...,t),
une chéne C dont les sommets sont les entj{ér® + 1] (G doitétre tel que (G) NV (C) = 0),
une reqéte , = (1,D+1),
— un entier i€ [1,D].
Notons H le graph¢V (G) UV (C),E(G) UE(C) U{{y,i}}). Nous affirmons que :
— Linstance(H,RU{rp},P,D) peutétre construire depui§G, R,P,D) en temps polynomig|

§ Rappelons qu® < |[V(G)| x |R|



— soit d une assignation de date valide et sans conflit ppuRU {r},P,D), alors d(r,x) # .

Soulignons que 96 est un arbre, alorkl I'est également. Cette construction sera utilisée damsduve
du théoreme 1, pour restreindre les dates d’émissiosilples de certains nceuds (en empéchant les autres
dates). Le prochain lemme a pour objet les instafied3)-tendues que nous définissons ci-dessous.

Définition 1 (une instance(u, D)-tendue) Soient u et D deux entier naturels, avecDr. Uneinstance
(u,D)-tendue est une instance de DAWN-patls R, P, D) ou C est une chiae (avec\(C) = {1,2,...,D+
7u} et E(C) = {{i,i+1}|vi € [1,D+7u—1]}) et R estun ensemble de reqetes{rs,r1,r2,rz,...,ry,fu}
avecy={(7i—-57i+D—-9)}etr;i={(7i—6,71+D—8)}|Vie [1,u].

Dans la figure 2, I'ensemble des requétes, s, Ix, I, x, %} SUr la chain€; 47 représente une
instancg 3, 26)-tendue. Pour satisfaire ces requétes en 26 étapes snil2ipossibilités se présentent pour
chaque couple de requétesetr;: la requéta; part a I'etape 1 et a I'étape 3, ou biem; part & I'étape 5
etria I'étape 1. Ensuite, aucune temporisation n’est pasgibur n'importe quelle requéte. Le lemme 2
formalise cette propriété des instances tendues :

Lemme 2 Consicerons une instancgl, D)-tendue, u et etant deux entierséfinis. Soit d une assignation
valide et sans conflit pour cette instance. Nous proposanaffemations suivanted € [1,u] :
— d(ri,7i—5) € {1,5},
d(ri,7i —6) € {1,3},
diri,j+1) =d(ri,j)+1, VjeP(r)—{7+D-9},
—d(ri,j+1) =d(ri,j)+1, VjeP(r)—{71+D-8}.
Pour tour entier i€ [1,u] et j€ P(ri) :
— sid(r,7i—5)=1alorsd(ri,j)=j—7i+6etd(ri,j)=j—71+9
— sid(ri,7i—5)=5alorsd(rj,j) = j—7i+10etd(ri,j) = j— 7 +7

Nous énoncons le théoréme suivant :
Théoreme 1 Le probEme DAWN-paths est NP-Compldime lorsque le graphe déseau est un arbre.

Preuve: La preuve est basée sur une réduction polynomiale de plitamuelle instance du probléme
NP-Complet bien connu 3-SAT, vers une instaf@eR, P,D) de DAWN-paths dans laquelie est un arbre.

Soitlsat = (U,W) une instance de 3-SAT, composée d'un ensemble de varidbie$xi, X2, ..., X} €t
d’un ensemble de claus®é = {cj,Cy,...,Cm} de 3 littéraux chacune. Notons= |U|, m= |W|, et posons
D=m+7n+3.

Considérons une instan¢e, D)-tendue(G1, Ry, P,D). L'idée générale de la preuve consiste & faire cor-
respondre 2 requétesetri a chaque variablg € U. Par soucis de clarté nous noteropda requéte; et
rg larequéte;.

SoitGz un arbre tel qu¥/ (G2) =V (G1)U{(ci,1), (¢, 2)[i € [1,m]} etE(Gz) =E(G1)U{{(ci,1),(ci,2)},
{7n+i,(ci,1)}]i € [1,m] }. Par la suite nous notorsle couple(c;, 1) etc} le couple(ci,2) pour tout entier
i. Soit R, 'ensemble de requétes = (cf,ct)|i € [1,m]}. Considérons maintenant I'instan(@;, Ry U
R2,P,D) (voir la figure 2 pour un exemple).

F1G. 2: Un grapheG; et un ensemble de requétBsU Ry, construits depuis une instantgat = (U,W) ol U =
{x1,X2,x3} etW = {c1,Cp}. Ici D =m+7n+3 = 26.
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En appliquant la construction proposée dans le lemme leplissfois, nous créons une instarice
(G,R,P.D) : pour chaque requétg, = (c5,cy) avecJ € [1,m] nous empéchons; d’émettre vers le
message de la requétg a toutes les dates< D, excepté pour 3 étapes définies a partir des littéraux
contenus dans la clause : si c; contient le littéral positif (resp. négatif) associdaavariablex;|i < n,
alorscj est autorisé a transmettre a I'étajpe 7i + 6 (resp. j— 7i + 8) ou j = 7n+J. De cette fagon, sf
est dans; et sid(ri,s(ri)) = 1 alors la requéte; pourra étre satisfaite a la dage- 7i + 6, ce qui ne sera
pas le cas di(ri,s(ri)) = 5 (on peut faire une remarque similaire pour un littérajaté appartenant ;).
PuisqueG; est un arbre(s est également un arbre (et la fonction de routage est &tajld a taille del
est polynomiale dans la taille deat, etl peut étre construite en temps polynomial. Nous verifioressjii
existe une solution eD étapes pour, alors il existe une solutionlgat et réciproguement.

Considérons une assignation de dates valide et sans curflitChoisissons une requétg|i € [1,m).
D’aprés le lemme 2 et pour chaque entier[1, n], une requéte parnirx,r } doit démarrer a I'étape 1, et
l'autre des que possible. Une date a été affectée aueoupc’). Notre construction implique qu'il existe
au moins un littéral (positif ou négatif) dans la clausetel que la requétg a débuté avant: En affectant
la valeur« Vrai » a toutes les variables si ry, débute a I'etape 1 (cad. avamf) et « Faux» sinon, nous
obtenons une solution a l'instanka.

Réciproquement, s'il existe une solutiohgaT, alors nous pouvons déduire une solution pour l'instance
| : pour chaque variabbg nous débutons la requéte avantry si et seulement s§ a la valeur "Vrai”. Pour
chaque clause, r, déemarre a la premiere étape autorisée et disponibtee(étape existe puisque la clause
¢; est satisfaite par au moins un littéral.

Comme DAWN-paths appartient clairement a NP nous pouvonslare. O

4 Conclusion

Nous savions déja qu'il n’existait pas (sous réserve uest bien different déNP) d’algorithmep-
approchant (avep une constante positive) pour le probleme min-DAWN [DP@ns ce papier, nous
venons de démontrer que le probleme reste NP-completldaregbres, mais la preuve utilisée ne nous
permet pas de conclure au sujet de I'approximabilité dblg@roe dans ce cas de restriction. Nous pouvons
donc rechercher un algorithnpeapprochant pour le probleme min-DAWN dans les arbres.

Mentionnons aussi que la preuve de ce papier, pour la NP{étmae dans les arbres, ne concerne pas
des restrictions particulieres comme le gathering ou t&adcast. Par contre nous avons pu vérifier, en
adaptant la preuve, que la NP-complétude demeure ménrdgsoarbres de degré borné (en particulier de
degré au plus 3). ll reste donc a découvrir la compledit@robleme dans les chaines.
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