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R�esum�e

Un portrait de dominos est une approximation d’une
image r�ealis�ee a partir des dominos d’un nombre donn�e
de boites. Ce probl�eme fut pos�e la premi�ere fois en 1981
et des portraits de dominos ont �et�e obtenus depuis par
des techniques de programmation lin�eaire, capables de
produire des solutions optimales mais qui restent tr�es
lentes et incapables de passer �a l’�echelle. Nous propo-
sons dans cet article une nouvelle approche qui supprime
ces limitations et produit des portraits de haute qualit�e.
Elle repose sur des techniques de recherche op�eration-
nelle, de programmation par contraintes et de traitement
d’image. Son e�cacit�e r�esulte de la r�esolution d’un 
ot
�a coût minimum identi��e comme le coeur du probl�eme.
Elle fournit des portraits qu’on peut di�cilement dis-
tinguer visuellement de l’optimum dans des temps de
r�esolution beaucoup plus faibles.

1 Introduction

En 1981, Kenneth Knowlton d�eposa un brevet aux
Etats Unis intitul�e \Representation of Designs" [4]
dans lequel il proposait de produire des images
monochromes en utilisant des dominos. Vingt ans
plus tard, Robert Bosh expliquait �a CP-AI-OR 2006
(Constraint Programming, Arti�cial Intelligence and
Operations Research) comment les techniques d’opti-
misation peuvent être utilis�ees dans un contexte artis-
tique de cr�eation d’images et de portraits en soulignant
les qualit�es artistiques des images g�en�er�ees tout comme
les d�e�s scienti�ques que repr�esentent les probl�emes
sous-jacents. Bosh est connu en particulier pour ses
portraits de dominos qui consistent �a repr�esenter une
image par un nombre donn�e de boites de dominos. Des
dominos �a neuf points sont utilis�es �a cette �n o�rant
donc 55 dominos depuis le domino vierge 0-0 jusqu’au
domino 9-9. Les dominos �a neuf points o�rent ainsi
un bon spectre de niveaux de gris depuis le noir com-

plet (domino vierge) jusqu’au blanc presque complet
(domino 9-9).

Fig. 1 { Un portrait de George Boole est pr�esent�e sur
la gauche, puis une s�equence de portraits de dominos
g�en�er�es �a partir de cette image et utilisant 1, 4 et 16
boites de dominos.

Un ensemble de dominos se pr�esente ainsi comme
une palette de niveaux de gris qui est utilis�ee pour
g�en�erer l’image. Cette palette est contrainte dans la
mesure o�u une boite ne contient qu’un seul domino
de chaque type et qu’on ne peut pas "briser" un do-
mino en deux mais qu’on doit utiliser la pi�ece dans son
int�egralit�e.

Plusieurs exemples de portraits de dominos de
George Boole sont pr�esent�es �gure 1. Naturellement,
plus le nombre de dominos dont on dispose est impor-
tant, plus l’approximation de l’image est bonne. La
�gure 2 montre un portrait de Boole nettement plus
large (fait �a partir de 49 boites de dominos) sur lequel
le lecteur peut distinguer chaque domino individuelle-



Fig. 2 { Le portrait de George Boole g�en�er�e par notre approche en utilisant 49 boites de dominos a neuf points
c’est �a dire 49 � 55 = 2695 dominos.

ment.
Bosh s’est int�eress�e �a l’obtention de portraits opti-

maux (nous d�e�nirons ult�erieurement la notion d’op-
timalit�e pour un portrait). Sa technique qui s’appuie
sur la programmation lin�eaire passe di�cilement �a
l’�echelle et demande des temps de r�esolution tr�es im-
portants.

Nous proposons dans ce papier une nouvelle tech-
nique de g�en�eration de portraits de dominos qui four-
nit des solutions non optimales mais pratiquement
indi��erenciables visuellement de l’optimum dans des
temps de r�esolution tr�es courts. Il s’agit donc de
construire une approximation d’une image en utilisant
un nombre donn�e de boites de dominos neuf-neuf [3, 2].
Nous avons adopt�e une approche similaire �a celle de
Knowlton [4] (et plus tard Knuth [5]), dans laquelle
l’image est partag�ee en rectangles vides auxquels les
dominos sont a�ect�es. Au lieu de traiter ce probl�eme
comme un probl�eme d’a�ectation traditionnel que l’on
peut r�esoudre �a l’aide de la m�ethode hongroise, nous
proposons une formulation sous la forme d’un 
ot �a
coût minimum. Cette �etape d’a�ectation peut d�es lors
s’e�ectuer en temps constant, o�rant une tr�es grande
robustesse �a l’algorithme �nal par rapport �a la taille de

la donn�ee (ici le nombre de boites de dominos). En re-
vanche, l’orientation des dominos doit être d�etermin�ee
pour r�eduire le probl�eme complet a un probl�eme de 
ot
et peut donc s’av�erer tr�es �eloign�ee de l’organisation op-
timale des dominos. L’algorithme que nous proposons
ici, s’appuie sur une recherche locale �a large voisinage
qui identi�e les r�egions du portraits pour lesquelles un
changement de l’organisation des dominos est suscep-
tible d’am�eliorer le rendu complet de l’image.

L’article est organis�e de la mani�ere suivante. Sec-
tion 2 pr�esente le probl�eme du portrait de dominos et
explique en d�etail sa formulation. Nous r�esumons en-
suite bri�evement section 3 un mod�ele lin�eaire existant
pour ce probl�eme et capable de fournir des portraits
optimaux, ainsi que les approches heuristiques qui ont
�et�e �etudi�ees pour ce probl�eme. La section 4 d�ecrit
notre approche en deux temps et sa contribution cen-
trale bas�ee sur le probl�eme du 
ot �a coût minimum.
Section 5 pr�esente une am�elioration pratique de cette
technique dans un contexte de recherche locale. En�n,
les r�esultats sont pr�esent�es section 6.



2 Le probl�eme du portrait de dominos

Un portrait de dominos peut être g�en�er�e �a partir de
n’importe quelle image source. La premi�ere �etape est
de convertir cette image en noir et blanc en utilisant
par exemple la commande UNIX pgm. Chaque pixel
se voit donc attribu�e un niveau de gris compris entre
0 (noir) et 255 (blanc).

Nous consid�erons ici des dominos �a neuf points.
Il y a 55 dominos dans un jeu complet de do-
minos a neuf points : 10 dominos dont les deux
faces ont des valeurs identiques, i:e: des valeurs com-
prises dans f (0; 0); : : : ; (9; 9)g ainsi que 45 dominos
non sym�etriques dont les valeurs sont comprises dans
f (v1; v2)jv1 2 f 0; : : : ; 8g; v2 2 f v1 + 1; : : : ; 9gg. La sur-
face couverte par un jeu unique de dominos est de 110
unit�es (cellules), puisque chaque domino couvre 2 uni-
t�es. Pour un ensemble de s2 dominos, l’image noir et
blanc est divis�ee en 11s� 10s cellules. La colonne et la
ligne de chaque cellule sont d�enot�ees ci et r i . gi;j d�e-
note la valeur moyenne des niveaux de gris des pixels
contenus dans une cellule, remise �a l’�echelle entre 0 et
9. gi;j correspond d’une certaine mani�ere �a la valeur
parfaite du "demi" domino �a placer sur cette cellule.

Chaque domino ayant deux valeurs identiques pos-
s�ede deux orientations possibles (�etant sym�etrique),
verticale et horizontale tandis qu’un domino non sym�e-
trique peut être plac�e selon quatre orientations puis-
qu’il peut être retourn�e selon chacun des axes. Pour
k = s2 boites de dominos, nous utiliserons une grille
de taille 11s � 10s qui doit être remplie par les 55 � k
dominos même si en pratique n’importe quelle grille
avec 110 � k cellules peut convenir. Les notations sui-
vantes seront utilis�ees par la suite :

{ k est le nombre d’ensembles (ou boites) de domi-
nos et N = 55 � k est le nombre total de dominos.

{ di = (p1
i ; p2

i ) repr�esente le domino num�ero i , avec
pq

i 2 f 0; : : : ; 9g
{ gij est la valeur de la cellule (r i ; cj ) comprise entre

0 et 9. Elle repr�esente le niveau de gris optimal
qu’il faudrait id�ealement avoir sur cette cellule.
La matrice compl�ete des valeurs gij est appel�ee
par la suite la matrice des niveaux de gris.

Le coût de positionnement d’un demi-domino pq
l sur

une cellule (r i ; cj ) est �egal a (pq
l � gij )2. On peut noter

que ce coût est quadratique et crô�t plus vite que l’er-
reur de sorte que les grandes erreurs sont largement
p�enalis�ees. Le probl�eme est de positionner les dominos
sur la grille de sorte que le coût total (la somme des
coûts de chaque cellule) soit minimum et que chaque
domino soit utilis�e une et une seule fois. Une represen-
tation graphique du proc�ed�e de calcul de la matrice
des niveaux de gris qui permet de d�e�nir les coûts de
placement est donn�ee �gure 3.

(a) Les niveaux de gris sont
calcul�es par cellule.

(b) Les niveaux de gris
sont remis �a l'�echelle entre
0 : : : 9.

(c) Un exemple de place-
ment des dominos.

Fig. 3 { Illustration du processus permettant de sp�e-
ci�er le probl�eme �a partir d’une image et d’un nombre
donn�e de dominos.

3 Un mod�ele de programmation lin�eaire

Robert Bosh propose dans [3] un mod�ele lin�eaire en
nombres entiers pour ce probl�eme. Son mod�ele s’ap-
puie sur des variables bool�eennes sp�eci�ant l’orienta-
tion d’un domino ainsi que la cellule sur laquelle est
positionn�ee sa face (demi domino) de r�ef�erence. Des
contraintes stipulent ensuite que chaque domino doit
être utilis�e une fois et que chaque cellule de la grille
doit être couverte par un domino. La taille des mo-
d�eles obtenus de cette mani�ere est assez importante,
même pour un programme lin�eaire. Un mod�ele pour
k = 49 comporte plus d’un million de variables et cinq
mille contraintes. Bosh rapporte n�eanmoins que ces
probl�emes sont relativement faciles �a r�esoudre mais
exigent presque deux heures de calcul pour k = 49
par exemple.

Nous avons utilis�e ce mod�ele comme r�ef�erence dans
nos exp�erimentations, avec une am�elioration simple,
non d�ecrite par Bosh dans ses papiers, mais utilis�ee par
Knowlton, consistant �a conserver uniquement l’orien-
tation optimale d’un domino. Un domino peut en e�et
être plac�e selon deux orientations sur une paire don-
n�ee de cellules mais l’une des orientations domine sou-
vent l’autre en terme de coût et seule cette derni�ere



peut être consid�er�ee sans perdre la solution optimale.
Il s’agit d’une forme de sym�etrie bris�ee au niveau de
chaque domino.

Le passage a l’�echelle de ce mod�ele est n�eanmoins
tr�es limit�e et nous pr�esenterons une approche non op-
timale mais beaucoup plus e�cace dans la section sui-
vante avant de montrer comment l’appliquer dans un
sch�ema de recherche locale �a large voisinage.

4 Une g�en�erations en deux �etapes

Dans son brevet original, Knowlton utilise un pro-
cessus en deux �etapes pour la g�en�eration de portraits.
La premi�ere �etape consiste �a g�en�erer un positionne-
ment initial sur la grille de dominos vierges ou rec-
tangles de deux unit�es de longueur, i.e. �a diviser la
grille en paires de cellules adjacentes, sur lesquelles
vont être plac�es les dominos dans la phase suivante. Il
choisit comme heuristique �a cette �etape de maximiser
la di��erence moyenne des deux coûts de chaque rec-
tangle (i:e: les deux niveaux de gris gi;j pr�esents dans
les deux cellules d’un même rectangle). La deuxi�eme
�etape consiste �a a�ecter les dominos sur ces rectangles
de mani�ere �a minimiser le coût provenant de la di��e-
rence entre le nombre de points d’une face d’un domino
et la valeur optimale de niveaux de gris attendue sur
la cellule correspondante. Donald Knuth reconnâ�t par
la suite dans cette �etape un probl�eme d’a�ectation [5],
mais comme les deux �etapes sont ind�ependantes, il n’y
a aucune garantie d’obtenir un r�esultat proche de l’op-
timal.

Nous nous appuyions ici sur une modi�cation de la
m�ethode de Knowlton dans laquelle le pattern initial
de rectangles est g�en�er�e al�eatoirement. Les dominos
sont ensuite plac�es dans ce pattern en r�esolvant le pro-
bl�eme d’a�ectation. Cette approche repose sur le fait
que le probl�eme devient polynomial si le pattern ini-
tial est connu puisque l’a�ectation elle même est po-
lynomiale. On peut donc envisager une m�ethode de
recherche au niveau des patterns seulement pour iden-
ti�er le portrait optimal. En pratique nous montrerons
que n’importe quel pattern al�eatoire fournit une bonne
borne sup�erieure sur le coût du portrait. Nous pr�esen-
tons �a pr�esent les deux �etapes en d�etails.

4.1 G�en�eration du pattern de rectangles

La g�en�eration d’un pattern al�eatoire de rectangles
sur la grille est e�ectu�ee en utilisant l’algorithme 1. Le
pattern d�esigne une couverture de la grille par des rec-
tangles de deux unit�es de longueur. La g�en�eration de
ce pattern peut se voir comme un probl�eme de packing
et un exemple d’un tel pattern est donn�e �gure 4.

Algorithme 1 proc�ede en remplissant la grille du bas
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Fig. 4 { Un exemple de pattern sur la droite qui couvre
la matrice des niveaux de gris sur la gauche.

vers le haut, ligne par ligne depuis la cellule gauche
jusqu’�a la cellule droite de chaque ligne (lignes 2 et 3
de l’algorithme). �A chaque �etape, l’algorithme a�ecte
al�eatoirement un rectangle verticalement ou horizon-
talement (ligne 4) avant de passer par une �etape de
propagation. D�es qu’une cellule est entour�ee par trois
cellules d�ej�a couvertes par un rectangle, l’orientation
du rectangle couvrant cette cellule est connue et peut
être propag�ee (ligne 5{6). Cette propagation s’e�ec-
tue jusqu’�a l’obtention d’un point �xe ou l’obtention
d’une. Une contradiction est lev�ee d�es qu’un nombre
impair de cellules constituant un espace connexe appa-
râ�t sur la grille. En e�et chaque domino doit couvrir
deux cellules et tout espace connexe doit comporter un
nombre pair de cellules. A l’obtention d’une contradic-
tion, une petite r�egion du pattern est e�ac�ee en �elimi-
nant les rectangles positionn�es sur un certain nombre
de lignes.

Cette approche non-d�eterministe est tr�es e�cace
pour la g�en�eration d’un pattern al�eatoire en pratique.
En particulier, l’�etape de red�emarrage partiel �a chaque
contradiction est beaucoup plus e�cace qu’un algo-
rithme de backtrack complet quand le nombre de do-
minos devient important.

4.2 R�esolution du probl�eme d’a�ectation comme
un 
ot �a coût minimum

Une fois que le pattern est connu, le placement op-
timal des dominos est un probl�eme polynomial, c’est
un probl�eme d’a�ectation optimale.

La �gure 5 pr�esente un exemple de ce probl�eme d’af-
fectation. On peut noter que le coût c(di ; ha; bi ) d’af-
fectation d’un domino di = (p1

i ; p2
i ) dans un rectangle

donn�e avec deux niveaux de gris ha; bi est d�e�ni comme
le meilleur coût entre les deux orientations possibles du
domino :

c(di ; ha; bi ) = min ((p1
i � a)2+(p2

i � b)2; (p1
i � b)2+(p2

i � a)2):
(1)



Algorithm 1 G�en�eration al�eatoire de patterns
1: while il existe une cellule vide sur la grille do
2: i  la premi�ere ligne contenant une cellule vide
3: j  la premi�ere colonne telle que (i; j ) est vide
4: Place un rectangle al�eatoirement sur la position (i; j ); (i + 1; j ) ou (i; j ); (i; j + 1)
5: while il existe (i; j ), une cellule vide avec trois voisines orthogonales couverte par un rectangle et toute

r�egion connexe de cellules vides est de taille paire do
6: Place un rectangle pour couvrir (i; j ) et la cellule adjacente �a (i; j )
7: end while
8: if Il y a une r�egion connexe de la grille avec un nombre impair de cellules sur la grille then
9: E�ace une partie de la couverture de rectangles

10: end if
11: end while
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Fig. 5 { Un exemple de probl�eme d’a�ectation

La r�esolution de l’a�ectation peut se faire de ma-
ni�ere tr�es e�cace en utilisant la m�ethode hongroise
en O(n3). Cependant, n repr�esente ici le nombre in-
dividuel de dominos qui peut devenir rapidement tr�es
important. Un bon portrait peut exiger une centaine
de boites de dominos ce qui implique 5500 dominos. La
m�ethode hongroise est clairement incapable de passer
�a l’�echelle dans notre contexte.

Nous proposons une nouvelle formulation de cette
�etape comme un probl�eme de 
ot �a coût minimum. On
peut observer sur le graphe bipartite de la �gure 5 que
chaque domino sur la partie gauche du graphe est pr�e-
sent en k exemplaires et que de nombreux rectangles
sur la partie droite ont des coûts identiques. En fait,
puisque le nombre de points varie entre 0 et 9 dans
chaque cellule, il n’y a que 55 paires de coûts possibles
pour deux cellules adjacentes. Nous pouvons tirer parti
de ces sym�etries dans une autre formulation du pro-
bl�eme qui n�ecessite les notations suivantes :

{ Nous d�enoterons par r�egion , un ensemble de rec-

tangles qui poss�edent des paires de coûts iden-
tiques dans le pattern. La r�egion j correspond
aux rectangles de coût hj 1; j 2i et le nombre de
tels rectangles est d�enot�e capaj . Par ailleurs, le
nombre total de r�egions est d�enot�e par nbArea et
nbArea � 55.

{ x ij est le nombre de dominos de type i a�ect�e a
la r�egion j .

{ c(di ; j ) est le coût d’a�ectation du domino di dans
la r�egion j . c(di ; j ) est le même coût que pr�e-
c�edemment de sorte que c(di ; j ) = c(di ; hj 1; j 2i )
comme d�e�ni par l’�equation 1.

Dans le pattern donn�e �a la �gure 4, il y a six r�e-
gions (nbArea = 6) d�e�nies par les paires de coûts
suivantes : fh6; 3i ; h2; 1i ; h2; 0i ; h4; 4i ; h1; 1i ; h9; 9ig .

Le probl�eme d’a�ectation optimale peut être r�e�ecrit
comme suit :

Minimise
P

i;j c(di ; j ) � x ij

subject toP
j x ij = k; 8i � 55P
i x ij � capaj ; 8j � nbArea

(2)

La premi�ere contrainte de ce programme lin�eaire im-
pose que k dominos de chaque type soit a�ect�es. La se-
conde fait en sorte que pas plus de capaj dominos ne
soient a�ect�es �a la r�egion j . En pratique, il y a exacte-
ment capaj dominos pour remplir la r�egion j puisque
nous avons

P
j capaj = 55 � k.

Ce probl�eme est davantage compr�ehensible et e�-
cacement r�esolu comme un probl�eme de 
ot �a coût
minimum sur le graphe pr�esent�e �a la �gure 6, ou les
variables x peuvent être interpr�et�ees comme la quan-
tit�e de 
ot circulant du domino i a la r�egion j .

Il y a deux observations importantes �a faire sur cette
formulation. En premier lieu, il est uniquement n�eces-
saire de connâ�tre la r�egion dans laquelle on d�ecide de
placer un domino et pas o�u pr�ecis�ement dans cette r�e-
gion. En second lieu, nous avons uniquement besoin
de savoir combien de dominos de chaque type sont af-
fect�es dans chaque r�egion et pas o�u chaque domino
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Fig. 6 { Le probl�eme d’a�ectation des dominos au pattern vu comme un 
ot de coût minimum.

individuellement est a�ect�e. La formulation sous la
forme d’un 
ot �a coût minimum prend ces sym�etries
en compte et permet une r�esolution beaucoup plus ef-
�cace du probl�eme d’a�ectation. On peut �egalement
remarquer que la taille du graphe (nombre d’arcs et
de noeuds) supportant le 
ot est ind�ependante de k ;
Seules les capacit�es et la quantit�e de 
ot augmentent
avec k (ici k est la taille de la donn�ee) ce qui rend
l’approche extrêmement robuste �a l’augmentation de
k.

Une fois r�eduit �a un 
ot, le probl�eme peut être r�e-
solu de nombreuses fa�cons. Il est facile par exemple
d’utiliser la formulation lin�eaire (voir mod�ele 2) qui
poss�ede la propri�et�e d’int�egralit�e et n’exige donc que la
r�esolution de sa relaxation continue. D’un autre côt�e,
de nombreux algorithmes existent pour le 
ot �a coût
minimum e.g. l’algorithme SSP (Successive Shortest
Path (SSP) [1]) envoie la quantit�e maximale de 
ot le
long du chemin le plus court entre la source et le puit a
chaque it�eration. La complexit�e d’un tel algorithme est
en O(n � max j 2f 1:::nbArea g(capaj )) ou n est le nombre
de noeuds.

Un algorithme alternatif, le Enhanced Capacity Sca-
ling [1] poss�ede une complexit�e en O((m log n)(m +
n log n)), ou n est le nombre de noeuds et m le nombre
d’arcs du graphe de 
ot. Cela montre notamment que
la formulation sous la forme d’un 
ot �a coût minimum
permet de r�esoudre cette �etape en temps constant
puisque sa complexit�e est ind�ependante de k, i.e du
nombre de boites de dominos utilis�ees pour le portrait.

5 Am�eliorer la recherche du pattern par
recherche locale

L’utilisation d’un 
ot �a coût minimum permet de
r�esoudre l’�etape d’a�ectation en temps constant. Il y
a une derni�ere di�cult�e sur laquelle il faut se pencher
pour pouvoir g�en�erer des portraits de qualit�e, c’est le
choix du pattern constituant les donn�ees d’entr�ee du

ot.

Ce pattern joue un rôle important l�a o�u les niveaux
de gris ne sont pas homog�enes ; le pattern dans des
zones de coût uniforme n’a pratiquement aucune in-

uence sur le coût �nal. Du point de vue du 
ot, cela
signi�e qu’un changement du pattern qui n’a�ecterait
pas la taille des r�egions du graphe de 
ot, i.e. les va-
leurs capaj , n’a aucun e�et sur l’a�ectation optimale.
Par cons�equent, nous allons faire en sorte de pertur-
ber le pattern par recherche locale de mani�ere a faire
varier les valeurs des capaj pour tenter d’am�eliorer le

ot.

L’algorithme que nous avons utilis�e peut se voir
comme une recherche locale �a large voisinage [8] dans
l’espace des patterns qui permettent de couvrir le por-
trait. Elle fonctionne de la mani�ere suivante :

1. Les r�egions de la grille o�u les valeurs des niveaux
de gris sont h�et�erog�enes et donc o�u le pattern est
susceptible d’être am�elior�e sont identi��ees. Nous
noterons par X l’ensemble des cellules (i; j ) cor-
respondant �a ces r�egions.

2. Un �el�ement x 2 X est s�electionn�e et retir�e de X .
Si X est vide, alors nous s�electionnons une cellule



al�eatoirement.

3. M dominos situ�es autour de x sont retir�es du pat-
tern courant. x peut se voir comme le centre d’une
nouvelle r�egion vide dans le pattern.

4. Tous les patterns possibles qui peuvent remplir
cette zone vide sont �enum�er�es. Pour chacun de
ces patterns, les valeurs de capaj sont mises �a
jour et le nouveau 
ot �a coût minimum correspon-
dant au coût de ce nouveau pattern est calcul�e.
Notons que cette �etape est une r�e-optimisation
globale �etant donn�e que les dominos qui �etaient
a�ect�es pr�ealablement dans cette r�egion peuvent
maintenant être plac�es �a un endroit compl�etement
di��erent.

5. On revient �a l’�etape 2 (ci-dessus) tant que l’am�e-
lioration moyenne du coût sur les 20 derni�eres it�e-
rations reste au dessus d’un certain seuil (tr�es pe-
tit en pratique).

Les cellules de l’ensemble X sont pond�er�ees de ma-
ni�ere �a ce que les cellules adjacentes �a celles d�ej�a s�e-
lectionn�ees aient moins de chance d’être s�electionn�ees
que celles qui sont plus ind�ependantes. Ce proc�ed�e vise
simplement �a maximiser l’impact des premi�eres it�era-
tions et �a assurer une convergence globale plus rapide.

(a) \La jeune �lle �a la perle"
de Vermeer.

(b) La r�egion X d�etect�ee par
FAST pour k = 225.

Fig. 7 { La s�election de cellules int�eressantes pour
orienter le travail de recherche locale.

Le premier point est r�ealis�e en utilisant un algo-
rithme issu du traitement d’image et destin�e �a la d�e-
tection de contour, corner d�etection, ou la d�etection
d’�el�ements int�eressants d’une image pour extraire cer-
taines caract�eristiques et tenter de d�eduire le contenu
d’une image. Nous utilisons l’algorithme FAST (Fea-
tures from Accelerated Segment Test) [6, 7]. Cette ap-
proche semble tr�es ad�equate au traitement de portraits
dans la mesure o�u elle souligne les caract�eristiques im-
portantes du visage (yeux, bouche, cheveux etc...) qui
sont critiques pour le rendu �nal du portrait. La �-
gure 7 montre le r�esultat de FAST sur la \Jeune �lle
�a la perle".

Tab. 1 { Comparaison de la m�ethode hongroise et du

ot �a coût minimum pour r�esoudre le probl�eme d’af-
fectation des dominos au pattern.

#Boites de Temps (en secondes)
Dominos Flots Min Hongrois

9 0.23 0.47
25 0.15 6.87
49 0.15 50.17

121 0.17 734.69
2,500 0.31 -

10,000 0.63 -

Le voisinage explor�e est d�e�ni par tous les pat-
terns possibles qui peuvent s’ins�erer dans l’emplace-
ment vide donc dans une petite zone de 2 � M cellules
de la grille (M = 15 est utilis�e en pratique dans le pa-
ram�etres de l’algorithme pour les exp�erimentations).

L’�enum�eration est r�ealis�ee en utilisant la propaga-
tion d�ecrite dans l’algorithme 1 et dans un contexte
de recherche arborescente compl�ete. En�n le probl�eme
de calcul du 
ot �a coût minimum par rapport �a de
petits changements des capaj est un probl�eme d’ana-
lyse de sensibilit�e sur le 
ot �a coût minimum et peut
se faire de mani�ere incr�ementale [1]. Le 
ot optimal
est maintenu pendant la recherche locale sur les capaj

re
�etant les changements e�ectu�es au niveau du pat-
tern. Ceci est rendu possible par l’e�cacit�e du mod�ele
de 
ot et son comportement incr�emental.

6 Exp�erimentations

Robert Bosh �a propos�e un mod�ele de programma-
tion lin�eaire en nombres entiers (ILP) pour r�esoudre
ce probl�eme, que nous avons discut�e pr�ec�edemment et
que nous utiliserons comme r�ef�erence. Nous avons choi-
sis "La jeune �lle �a la perle" (Figure 7) de Vermeer’s
pour servir de servir de base �a nos exp�erimentations.
Tous les temps rapport�es sont les temps n�ecessaires
�a g�en�erer et r�esoudre le probl�eme ; ils n’incluent pas
le temps n�ecessaire �a la conversion de la solution en
image proprement dite.

Dans un premier temps, nous comparons les per-
formances du 
ot �a coût minimum et de la m�ethode
Hongroise pour mettre en �evidence la robustesse de
l’algorithme de 
ot et le gain obtenu via ce mod�ele
(Table 1). L’algorithme de 
ot utilis�e est le SSP, men-
tionn�e auparavant, dont l’e�cacit�e est su�sante pour
nos besoins et qui reste facile �a impl�ementer. Claire-
ment, la m�ethode Hongroise ne passe pas �a l’�echelle,
tandis que le 
ot se comporte pratiquement en temps
constant. La variation minime du temps de r�esolution
(par rapport �a l’augmentation de la taille) pour le 
ot
provient du temps n�ecessaire �a la g�en�eration du pro-
bl�eme.



Tab. 2 { Comparaison de la qualit�e et la vitesse des approches ILP et g�en�eration al�eatoire d’un pattern.
ILP Pattern + 
ot (100 runs) %Ecart

k Coût Temps (s) Coût Moy Coût Min Temps (s) Moy Min

1 1,192 1.04 1,260 1,222 0.02 5.96 2.52
4 4,844 13.8 5,228 5,139 0.04 7.99 6.09
9 11,255 65.9 12,183 12,013 0.07 8.26 6.73

25 33,673 325.62 36,265 35,998 0.12 7.71 6.90
49 69,585 7,030.29 74,075 73,639 0.13 6.45 5.83

121 171,961 9,797.55 181,768 180,991 0.16 5.72 5.25
225 376,176 44,895.86 386,870 386,326 0.17 2.84 2.69

(a) Optimal (ILP)

(b) Pattern al�eatoire + 
ot

(c) Recherche �a large voisinage (LNS)

Fig. 8 { Comparaison de l’approche ILP, la g�en�eration
d’un pattern al�eatoire et l’approche compl�ete combi-
nant le 
ot et la recherche locale.

Dans un deuxi�eme temps, nous indiquons la qualit�e
moyenne d’un pattern al�eatoire (sur 100 ex�ecutions)
pour di��erents nombres de dominos a�n de montrer
qu’un pattern al�eatoire fournit d�ej�a une borne sup�e-
rieure de qualit�e sur le portrait par rapport aux va-
leurs optimales donn�ees par ILP(Table 2). Le mod�ele
ILP est r�esolu avec CPLEX en utilisant le mod�ele de
Bosch discut�e a la section 3. La Table 2 pr�esente le
coût de la solution optimale ainsi que le coût moyen et
le meilleur coût des 100 patterns al�eatoires g�en�er�es. Il
est int�eressant de remarquer que la qualit�e des portrait
obtenus pour un pattern al�eatoire crô�t avec l’augmen-
tation du nombre de dominos. Des portraits �a moins
de 2.69% de l’optimum sont trouv�es en utilisant 225
boites de dominos. Une di��erence importante entre les
m�ethodes r�eside aussi dans le temps de r�esolution qui
se chi�re en fraction de seconde pour le pattern et
peut monter jusqu’�a plusieurs heures pour ILP avec
un grand nombre de dominos.

Finalement, la Table 3 montre les r�esultats du mo-
d�ele ILP et l’approche bas�ee sur le 
ot mise en oeuvre
dans le cadre d’une recherche �a large voisinage (LNS).
Cette derni�ere est capable de produire des portraits
d’excellente qualit�e �a quelques pour-cents de l’opti-
mum dans des temps de r�esolutions beaucoup plus
faibles. On peut di�cilement distinguer les images pro-
duites de l’optimum pour "La jeune �lle �a la perle". Sur
la �gure 8, trois portraits sont pr�esent�es utilisant 49
boites de dominos et correspondant �a la valeur opti-
male obtenue par ILP, un pattern al�eatoire et la re-
cherche �a large voisinage (LNS). Pour les tailles in-
t�eressantes (entre 9 et 225 boites de dominos), la re-
cherche locale est nettement plus e�cace que le mo-
d�ele lin�eaire sans perte de qualit�e visible sur l’image
(la di��erence est toujours en dessous de 2.45%).

Nous n’avons pas pu appliquer ILP pour des por-
traits de plus de 225 boites de dominos �a cause de pro-
bl�emes de m�emoire. En revanche, des portraits consti-
tu�es de 10; 000 boites de dominos (55; 000 dominos)
sont tout �a fait abordables par notre technique. En
fait, l’optimisation du pattern devient de moins en
moins importante plus le nombre de dominos aug-
mente. La �gure 9 pr�esente un portrait d’Alan Tu-



Tab. 3 { Comparaison de la qualit�e et la vitesse de
l’approche ILP et l’approche de 
ot dans un cadre de
recherche locale.

ILP LNS
k Coût Opt Tps(s) Coût Tps(s) %�ecart

1 1,192 1.04 1,207 8.32 1.26
4 4,844 13.80 4,903 14.00 1.22
9 11,255 65.90 11,512 14.54 2.28

25 33,673 325.62 34,498 15.72 2.45
49 69,585 7,030.29 70,977 17.66 2.00

121 171,961 9,797.55 175,669 27.34 2.16
225 376,176 44,895.86 380,408 32.71 1.13

ring g�en�er�e �a partir de 361 boites de dominos, et rap-
porte les temps de r�esolution n�ecessaires pour le 
ot
�a coût minimum et la phase de recherche locale dans
sa l�egende. Nous avons aussi g�en�er�e un portrait avec
10; 000 dominos dans des temps encore plus courts
�etant donn�e que la phase de recherche locale devient
de plus en plus courte.

7 Conclusion

Nous avons propos�e une nouvelle technique de r�e-
solution pour le probl�eme de portrait de dominos qui
s’appuie sur une formulation originale d’une partie du
probl�eme comme un 
ot �a coût minimum combin�ee a
une recherche locale �a large voisinage. Un gain de plu-
sieurs ordres de grandeur est observ�e sur les temps de
r�esolutions pour obtenir des portraits a quelques pour-
cent de la valeur optimale. Cette approche ne fournit
pas des valeurs optimales mais produit des portraits
de haute qualit�e en quelques secondes. Elle est par
ailleurs extrêmement robuste �a l’augmentation de la
taille du probl�eme.

Des id�ees mises en oeuvre pourraient s’av�erer utiles
dans un contexte de probl�emes de packing avec un coût
de positionnement absolu. Le probl�eme de packing est
ici tr�es facile puisqu’il n’est constitu�e que de rectangles
de même taille, mais l’approche globale pourrait se r�e-
v�eler int�eressante dans des applications plus complexes
o�u les objets sont de formes di��erentes.

Cette application pr�esente et manipule des algo-
rithmes connus de Recherche Op�erationnelle (Hon-
grois, Flot �a coût minimum et analyse de sensibilit�e
du 
ot), des techniques de recherche (recherche locale
�a large voisinage ; recherche arborescente avec propa-
gation de contraintes) ainsi qu’un algorithme issue du
traitement d’image (FAST). Elle semble donc pour
cette raison particuli�erement adapt�ee pour enseigner
la Recherche Op�erationnelle. Elle a �et�e utilis�ee avec
beaucoup de succ�es �a la Discovery Exhibition 2007 de

Cork1 destin�ee �a la d�ecouverte de la science pour des
adolescents âg�es de 10 �a 16 ans.
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Fig. 9 { Un portrait de dominos d’Alan Turing g�en�er�e par notre approche en utilisant 361 boites de dominos,
i.e. 19,855 dominos. La phase de 
ot �a coût minimum pour ce portrait demande 0.194 secondes, et la recherche
locale 33.965 secondes. Nous avons aussi g�en�er�es un portrait beaucoup plus large de 10,000 boites de dominos
(55,000 dominos), pour lequel le 
ot prends 0.539 secondes et la recherche locale 26.285 secondes. Ce portrait
n’est pas inclus dans le papier puisqu’il ressemble pratiquement �a une image en niveaux de gris.




