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Résumé

Le calcul de la borne inférieure (LB) pour les solveurs
Max-SAT basés sur la méthode de Séparation et Evaluation
(Branch and bound) a généralement deux composantes :
(i) la composante sous-estimation, qui détecte les sous-
formules disjointement inconsistantes et considéere le nombre
de ces sous-formules détectées comme une sous-estimation
de LB, et (ii) la composante inférence, qui applique les
regles d'inférence qui, dans le meilleur des cas, explicitent
une contradiction permettant d’'incrémenter LB. Dans ce pa-
pier, nous nous concentrons sur l'interaction entre la com-
posante sous-estimation et la regle d’inférence dite résolu-
tion de cycle, qui a été récemment montrée trés puissante
dans deux solveurs Max-SAT de I'état-de-I'art : MAX-DPLL et
MaxSatz. MAX-DPLL applique la regle de résolution de cycle
de fagon exhaustive, mais ne combine pas son application a
la composante calculant la sous-estimation, tandis que Max-
Satz le fait mais avec une application limitée de la résolution
de cycle. Notre objectif est d’obtenir une meilleure intégra-
tion de la régle de résolution de cycle avec la composante
sous-estimation afin d’améliorer la qualité de LB. Dans ce
but, nous avons défini plusieurs heuristiques qui guident I'ap-
plication de la résolution de cycle dans MaxSatz. La plus per-
formante de ces heuristiques nous a permis d’obtenir une va-
riante de MaxSatz, appelée MaxSatg, qui applique la résolu-
tion de cycle lorsque la composante sous-estimation est sus-
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ponents : (i) the underestimation component, which detects
disjoint inconsistent subformulas and takes the number of de-
tected inconsistent subformulas as an underestimation of the
LB, and (ii) the inference component, which applies inference
rules that, in the best case, makes explicit a contradiction
which allows us to increment the LB. In this paper we fo-
cus on the interaction of the underestimation component with
the cycle resolution inference rule, which recently has proven
very powerful in two state-of-the-art Max-SAT solvers : MAX-
DPLL and MaxSatz. MAX-DPLL applies cycle resolution ex-
haustively but does not combine its application with the un-
derestimation component, while MaxSatz combines the un-
derestimation component with a limited application of cycle
resolution. Our aim is to obtain a better integration of the
cycle resolution rule with the underestimation component to
improve the quality of the LB. To this end, we have defined
several heuristics which guide the application of cycle reso-
lution in MaxSatz. The best performing heuristic allows us
to obtain a variant of MaxSatz, called MaxSatg, which ap-
plies cycle resolution when the underestimation component
is likely to detect an inconsistent subformula. Our experimen-
tal investigation shows that MaxSatgz substantially improves
MaxSatz on a considerable number of hard instances.

Introduction

ceptible de détecter des sous-formules inconsistantes. Notre
étude expérimentale montre que MaxSatz améliore sub-
stantiellement MaxSatz sur un nombre considérable d'ins-
tances difficiles.

Les solveurs exacts Max-SAT les plus compétitifs (par
exemple ([1]; [5]; [8]; [11]; [12]; [13])) implémentent
diverses variantes de la méthode Séparation Et Evaluation
(BnB) selon le schéma suivant : Pour une formule CNF
donnée, BnB explore I'espace de recherche de toutes les
affectations possibles dans une recherchemfondeur
d’abord. A chaque noeud, BnB compare la borne supé-

Abstract

The lower bound (LB) computation method of modern
branch and bound Max-SAT solvers has generally two com-
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rieure (UB), qui est la meilleure solution déja trouvée (ale Max-SAT Evaluation 2008t d’autres de Max-2SAT,
ce moment 1a) pour une affectation compléte, avec la borndax-3SAT et MaxCUT) montre qu&laxSatz est nette-
inférieure (LB), qui est la somme du nombre de clauses fanent plus performant qudaxSatz

sifiées par l'affectation partielle courante, plus, une sous-

estimation du nombre de clauses qui seraient falsifié
si cette affectation partielle était complétée (achevée).

LB > UB, BnB coupe le sous-arbre en-dessous du noeud . . .
En logique propositionnelle, une variableeut prendre

courant et retourne en arriére (i.e. en faisant un backtrack). : L
Si LB < UB, BnB tente de trouver une meilleure solutionlﬂes valegrs 0 (pour Fau'x) o_u 1_(pour Vrai). Un I|ttehaést.
une variablex; ou sa négatior;. Une clause est une dis-

en instanciant une nouvelle variable en plus. La solution . o
de Max-SAT est la valeur d&/B aprés exploration de la jonction de littéraux et une formule CNF est un ensemble

totalité de I'espace de recherche. de clauses (ou UkT logique de ces clauses). Une affec-

0 o i tation de valeurs de vérité aux variables propositionnelles
La méthode de calcul de LB implémentee dans les sokayistait le littéralx si x prend la valeur 1 et satisfait le

veurs MaxSatz [11] et MiniMaxSat [6] qui sont basés sufiaral % six prend la valeur 0, satisfait une clause si elle

BnB (et qui ont été les plus performants solvegrm- satisfait au moins un de ses littéraux et satisfait une formule
SAT Evaluation 2007a deux composantes : (i) la com- cNF s elle satisfait toutes les clauses de cette formule. Une
posante de sous-estimation, qui détecte les sous-formulggse vide, noté&l, ne contient aucun littéral et ne peut
disjointement inconsistantes et considére le nombre de C§§nc atre satisfaite. Un littéril dans une formule CN§
sous-formules détectées comme une sous-estimation, et @y ynjjttéral d’échecsi la propagation unitaire détecte une
la composante d'inference, qui applique les regles d'infésqniradiction dangAl mais pas dang.

rence qui, dans le meilleur des cas, explicitent une contra- pjax-SAT est pour une formule CNF, le probléme qui
diction (clause vide) qui permet d'incrémenter LB. Lesconsiste & trouver une affectation de valeurs de vérité aux

deux composantes sont appliquees, en principe, a chaqygiaples propositionnelles, qui minimise le nombre de
noeud de I'espace de recherche. clauses falsifiéds

La composante de la sous-estimation utilise la propa- Les formules Max-SATp, et @, sont équivalentes g,
gation unitaire [9] (ou la propagation unitaire renforcéeet g, ont le méme nombre de clauses falsifiées pour toute
avec la détection de littéral d’échec [10]) pour détecteaffectation compléte de toutes les variableggdetg,. Une
les sous-formules inconsistantes avec un faible colt caégle d'inférence Max-SAT est correcte si elle transforme
la propagation unitaire peut étre implémentée de maniétthe instance en une autre qui lui est équivalente.
tres efficace. Elle a l'inconvénient de calculer la sous-
estimation en local, au noeud courant, et par conséquent, L
une nouvelle sous-estimation doit étre recalculée a pas- 1ravaux précédents
tir de zéro a chaque noeud, méme lorsque des contra- o .
dictions sont retrouvées dans I'espace de recherche arit Composar_ﬂe SOUS'ESt'mat'O\n : La plus simple

us-estimation [14] consiste a compter le nombre de sous-

dessous du noeud courant. La composante inférence s??— les disioint ] istantes. f .
monte ce probléme car toute clause vide dérivée du noe mules disjontement Inconsistantes, formees par une
ause unitaire avec le littérdlet une autre clause uni-

courant par I'application de régles d’inférence reste dan " i X -
re avec le littéral complémentaire dig(l). Les sous-

les noeuds descendants. En outre, les regles dinférenty

ajoutent des nouvelles clauses qui peuvent aider a détjeg_tlmatlons considérant des clauses plus longues incluent

ter des nouvelles sous-formules inconsistantes ou a ap pregle-staret UP. Erregle-starf1], la sous-estimation de

quer une régle d'inférence supplémentaire. Leur inconvé'—B est le nombre de sous-formules disjointement inconsis-

nient est qu'elles augmentent le codt en temps d’exécutioffMeS de la formelf.... lil1v...vli} dans l'instance.

car les clauses ajoutées doivent étre retirées lorbalels En UP [9], la sous-estimation est le nombre de sous-
tracking formules disjointement inconsistantes qui peuvent étre dé-

tectées avec une propagation unitaire (UP). UP fonctionne
de la facon suivante : Elle applique la propagation unitaire

ﬁante sous-estimatiat _celll_g de linférence Et Cef" ql;:gd jusqu'a ce gu'une contradiction apparaisse. Ensuite, UP
Ily a une structure particuliere (que nous appelorsriac- identifie, en inspectant le graphe d’'implication, un sous-

ture de cyclg dans une instance Max-SAT. Nous €élabo; nsemble de clauses a partir duquel une réfutation uni-

rLo;s pIu&egrs sttrzlalteg|es wsantt adan|1el|orer Iatqua![[te Sire peut étre construite, et tente d’en déduire de nouvelles
en combinant la composante de la sous-estimation &f i jictions parmi les autres clauses avec une nouvelle

gegﬁa (Ijjee I?e:‘?igtleog grgggi?ﬁieq\lj;égi cetmsrl;tu;e ?f propagation unitaire. L'ordre dans lequel les clauses uni-
y ' MExSatzapp taires sont propagées a un impact évident sur la qualité de

|[ée MaxSatg, qui incorpore notre plus performante straté-
gie. Notre étude expérimentale (avec des instances relevantiCe qui revient & vouloir maximiser le nombre de clauses satisfaites.

%? Préliminaires

Dans ce papier, on étudie l'interaction entrectanpo-
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LB [10]. Récemment, une version de I'UP dans laquelle s
le calcul de LB est rendue plus incrémental, a été mise au livl, = 0O (1)
point dans [4]. 2 l1VI2

UP peut étre améliorée par la détection des littéraux \ . s .
. . . . ; Notons que la régle détecte une contradiction a partir de
d'échec UP:) comme suit [10] : Etant donnée une ins- q 9 P

13, 11 VIy, I et par conséquent, remplace ces clauses par
tance Max-SATg sur laquelle nous avons déja appllquel 1V'2, 72 €1 P q P P

UP et une variabl& apparaissant, a la fois, positivement etune clause vide. De plus, elle ajoute la cligl}selz pour
négativement dars nous appliqu,ons UPq:y\xet AQAR s'assurer que le nombre de clauses faI5|f|eeq>1d_et de
Si UP génére une contradiction, a la fois, a partipdex elt ¢ reste le meme quanig= 0, I2=‘O (dans, ce cas lyaz

o .o ' ' . . lauses falsifiées). En plus des régles précédentes, MaxSatz
@AX, alors I'union des deux sous-ensembles inconsistan

) — 1] incorpore les régles suivantes :
identifiés par UP, en excluartetx, est un sous-ensemble ] P g

inconsistant dep. Puisque I'application de la détection de I, 0

littéraux d’échec, a chaque variable, est coliteux en temps, T1V 1y Vi

la détection est appliquée a un nombre réduit de variables Lvls =—  lyVis 2)
en pratique : SoiVar(p) 'ensemble des variables propo-

sitionnelles apparaissant dapsel que chacune de ces va- T =

- N N e . kVlks1 Pavaresi

riables (i) n'apparait pas dans les clauses unitaires et (ii) i

apparait au moins deux fois positivement et deux fois né- kil

gativement dans des clauses binaitéBr détecte, pour | O

chaque variable de Var(g), si x et X sont deux littéraux T \il Vv

d’échec dep. Une fois qu’une sous-formule inconsistante Tl |2 Tl IZ |3 3
y est détectéey est supprimée de, la sous-estimation est IVl = liVi2Vis (3)
incrémentée de 1 et le sous-ensemble de variataesp) l2Vls

dans lequel des littéraux d’échec sont recherchés est mis a | -

jour, en tenant compte de la nouvelle formule CNF déri- 1 —

vée. Les variables apparaissant dans des clauses unitaires IVl LV

ne sont pas considérées parce qu’elles ne conduiront pas 213 l2Vls

a une contradiction si UP a été appliquée.d_e fait de o = " (4)
sélectionner des variables avec au moins deux occurrences 1k V Ik+1 e Ves

positives et deux négatives dans des clauses binaires, est ler1 V2 Nt V2 Vs
déterminé empiriquement. Ces variables donnent au moins ~ 'kr1V k3 ey V2 Vikes

deux nouvelles clauses unitaires lorsqu’une valeur de vérité 2 Vikis

leur est affectée. i R .
Indépendamment et en paralléle aux regles de MaxSatz,

plusieurs régles pour Max-SAT pondéré, y comprisda

solution de chaingqui est équivalente a la régle 2 dans le
La Composante Inférence :  Une alternative pour amé- Cas non pondéreé) et la résolution de cycle, ont été définies
liorer la qualité de LB consiste a appliquer des régle§ans [5, 8]. Ces regles ont été incorporées dans le solveur
d'inférence efficaces pour Max-SAT. Malheureusement, I¥IAX-DPLL [8]. MAX-DPLL implémente une résolution
régle de résolution appliquée en SAT (c'est-a-dire, déduir@e cycle limitée a 3 variables :

DV D’ a partir dexVv D etxV D’) préserve la satisfiabilité

des formules mais pas leur équivalence, et ne peut donc étre l1vlz .
appliquée aux instances Max-SAT. :71 Vlls = :} Vv ||2 Vv ||3 (5)
\ s e . vV ViV
Des regles d'inférence efficaces pour Max-SAT, ana- 2V 1Vi2Vis
logues a celles appliquées en SAT incluentdigle de lit- Dans la suite, quand nous disdmésolution de cyclé,

téral.pur et celle de Iaclausg presque commuiig] (si  hoys entendons la résolution de cycle restreinte & 3 va-
une instance Max-SAT contient une clausg D et une jgpjes. |l est a noter que les régles 3 et 4 dans MaxSatz et la
clausexv D, ouD est une disjonction de littéraux ; les deux;gsolution de cycle dans MAX-DPLL, traitent une structure
clau_ses,sont remplacégs EArEn prathu_e,'cette regle est spéciale T1VI,,11 V1,12V T3 que nous appelorgructure
appliquée lorsque® contient au plus un littéral). de cycleNotons qu’une structure de cycle ne constitue pas,
Une régle d'inférence qui ajoute des clauses supplémea-elle seule, une sous-formule inconsistante. MAX-DPLL
taires est laégle-starsuivante [11] : Sip, = {I1, [1 VI,  applique la résolution de cycle de maniére illimitée : il rem-
lo}ug | alors@ = {0J, 11 VI}ug est équivalente &;.  place tout sous-ensemble de trois clauses binaires représen-
Cette régle peut aussi étre présentée comme suit : tant une structure de cycle par une clause unitaire et deux
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clauses ternaires. Quant a MaxSatz, il applique la résoltddaxSatz-07 comprend la détection de littéraux d'échec

tion de cycle de facon limitée : il I'applique uniguementdans lacomposante sous-estimatieh est la version uti-
lorsque la propagation unitaire détecte une contradictidisée dandvlax-SAT Evaluation 2007
contenant une structure de cycle. Supposons gue MaxSatz-07 doive résoudre une instance

Laresolution de cycle est trés utile quand son applicatiosontenant les clauses (la sous-formugy xo, X1 \V X3, X2 \V
nous permet de déduire une sous-formule inconsistante G&rx; \/ x4, %1 \V Xs,Xa \V Xs.
la LB est incrémentée dans un tel cas. En revanche, il n'est| 5 détection de littéral d’échec détecte la précédente

pas clair si les clauses déduites (une unitaire et deux tefpys-formule inconsistante, mais deux applications de ré-
nglres) seront plus utiles que Igs trois clauseg binaires d'okp|ytion de cycle, qui ne sont pas exécutées dans MaxSatz-
gine. Dans le reste de ce papier, nous étudions I'utilité dg7 remplacent ces six clauses &, V Xp V Xs, X1V X2 V.

la résolution de cycle lorsqu'aucune sous-formule incong, 'y, \/x,\/ %s, X1 Vx4 VV Xs. Donc, outre le fait d’explici-

cycle. dans le sous-espace au-dessous du noeud courant, les nou-

Les regles précédentes peuvent étre considérées com@fies clauses sont ajoutées et peuvent aider a détecter de
des applications des regles de résolution compléte pogpyvelles contradictions.

Max-SAT, définies dans [7, 3]. Regardons un autre exemple qui met en évidence ['uti-

lité des clauses ajoutées par la résolution de cycle au cours

Combinaison de la sous-Estimation a [IInférence : de la détection de littéraux d’échec.
Dans les récents et performants solveurs, les composanfagpposons que l'instance contienne
sous-estimatiortinférencecoopeérent plutdt au lieu de tra- X1VX12, X1V X2, X2 V X3, X2VX4, X3 V X4,
vailler de fagon indépendante. Par exemple, MaxSatz utk V Xs, X5V Xe, X1V X7, X6 VV X7,
lise la propagation unitaire pour détecter des sous-formulesV Xz, Xg V' X3, Xg VV X4, Xg VV Xg , Xg V X10, Xg V X11, X9 V X190V
inconsistantes et, dés qu’une contradiction est trouvée,
applique une régle d'inférence si la sous-formule inconsid-a Régle 3 et la Regle 4 ne sont pas appliquées car il n'y a
tante détectée correspond aux prémisses d’une de ses réglas de clauses unitaires. Dans ce cas, la détection de littéral
d’inférence. Ceci est effectué par I'inspection du graphd’échec sur la variable; donne, a partir de deux premiéres
d’implication construit par la propagation unitaire. Remardignes, la sous-formule inconsistante
guons que les regles 3 et 4 appliquent la résolution de cyclke V X2, X2 V X3, X2 V X4, X3V X4, X1 V X5, X5V X, X1 V X7,
en utilisant la propagation unitaire. X \V X7

On note que les trois clauses binaireglo, 11 V13,12 VI3  Aprés suppression de cette sous-formule, la détection de
dans unestructure de cyclénpliquent le littéral d’échet;.  littéral d’échec ne peut pas redétecter de nouvelles sous-
Cependant, quand les versions existantes de MaxSatz, éormules inconsistantes. En revanche, si la résolution de
richies d’'une détection de littéral d’échec dans la compasycle est appliquée & V x3, X2 V X4, X3V X4, CeS clauses
sante sous-estimation, détectent deux littéraux complémespnt remplacées pat, Xo V X3V X4, X2 V X3 V X4, PUIS
taires d’échec, ils incrémentent la sous-estimation mais @ composante sous-estimatiatétecte alors deux sous-
vérifient pas si la résolution de cycle peut étre appliquédormules inconsistantes au lieu d’'une seule : la premiére
Donc, une combinaison de résolution de cycle a la détepar la détection de littéral d’échec sur la variakle
tion du littéral d’échec pourrait étre un moyen naturel poukz, X1 V X2, X1 V Xs, X5V Xg, X1 V X7, X6 V X7
améliorer MaxSatz. et la deuxiéme par la détection de littéral d’échec sur la va-

MiniMaxSat utilise la propagation unitaire pour détecterriablexg :
des sous-formules inconsistantes et, une fois une contradkg-V X2, Xg V X3, Xg VV X4, Xg V X9, Xg VV X10, Xg V X11 , X9 V X10V
tion est trouvée, il applique la regle de résolution de MaxX11, X2 VX3V Xa.
SAT a la sous-formule inconsistante détectée si la plus Notons que le littéral d’échec détecté en utilisant la pro-
grande résolvante dans la réfutation a une arité inférieurgagation unitaire ; dans I'exemple ci-dessus) n'a pas
4, sinon il incrémente tout simplement la sous-estimationbesoin d’apparaitre dans la structure de cycle détectée
(X2 V X3, X2VX4, X3V X4). Une fois un littéral d’échec dé-
tecté, la détection de la structure de cycle dans le graphe
d’'implication a un co(t négligeable.

Dans les exemples suivants, nous montrerons lintérat D€ maniere générale, lorsque WR() et UP(AI) dé-

d'appliquer la résolution de cycle dans différents scéndiUisent, a la fois, une contradiction, on nom@el'en-

fios qui ne sont pas pris en compte dans la derniére versiéﬁmble de clauses ayant permis de déduire la contradiction

publiée de MaxSafz appelée MaxSatz-07 dans ce papierfjans UPQA). Si§ contient la structure de cyclg v Iz,

[1Vl3, T2 V13, alorsly a été instancié @rai dans la propa-
2http ://www.laria.u-picardie.fr/~cli/EnglishPage.html gation unitaire. Si la résolution de cycle est appliquée, les

4 Larésolution de cycle dans MaxSatz
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trois clauses binaires sont remplacéed pat deux clauses Algorithm 1: flAndCyclég, 1), fonction générique pour
ternaires.§ demeure inconsistant apres suppression degompiner la résolution de cycle et la détection de littéral

trois clauses binaires et ajoutideDonc GUS)—{I,1} de-

d'échec

vient une sous-formule inconsistante plus petite. Les deuX |npyt: Une instance Max-SA® et un littérall
clauses ternaires obtenues par application de la résolutionoutput: ¢, dans laquelle la résolution de cycle est

de cycle peuvent alors étre utilisées pour détecter d’autres

peut-étre appliquée, et useusEstimation

littéraux d’échec, ce qui augmente la probabilité d'obtenin pegin

de meilleures bornes inférieures. Dans I'exemple ci-dessus,
Sy = {X1, X1V X2, X2 V X3, X2 V Xg, X3 V Xa} demeure incon- 5
sistant aprés avoir remplaggV X3, X2 VX4, X3V Xq parxy 4
(S, devient {1, X1 VX2, X2}). Ainsi, apres avoir incrémente

la sous-estimation de 1, nous avons deux autres clausgs
ternaires supplémentaireg (/ X3 VX4 €tX VX3V Xg) qui ¢4
peuvent étre utilisées pour détecter de nouvelles contradic-
tions. Si UP@AI) déduit une contradiction, mais Upl) -
ne le fait pas, la sous-estimation ne peut étre incrémen-
tée. Dans ce cas, I'utilité d’appliquer la résolution de cycleg
dansS, n'est pas claire.

sousEstimationr— O ;

if UP(@A {l}) génére une contradictiothen

appliquer la résolution de cycle dagsi S

contient une structure de cycle ;

if UP(@A {l}) géneére une contradictiotihen
appliquer la résolution de cycle dagpsi
S contient une structure de cycle ;
sousEstimatior— 1 ;

return la nouvelleg et sousEstimation

9 end

5 Différentes stratégies pour combiner la ré-
solution de cycle et la détection de litté-
raux d'échec

L'algorithme 1 montre de maniére générique une com-
binaison de résolution de cycle a la détection de littéraux
d’échec. Notons premiérement quel, slest pas un littéral
d’échec,| n'est pas détecté et aucune résolution de cycle
n'est appliquée a aucune structure de cycle contdnént
revanche, puisqueest détecté en premier lieu, la résolution
de cycle peut étre appliquée a une structure de cycle conte—
nantl, méme sI n’est pas un littéral d’échec. Donc, l'ordre
de traitement dé et est important. Deuxiemement, la ré-
solution de cycle est appliquée au plus une fois pour chaque
littéral d’échec. Par exemple, gicontientX; V Xz, X1V Xa,

Xo VX3, X1 V X4, X1VXs, X4 V X5 €t X1 est détecté comme un
littéral d’échec, la résolution de cycle est uniquement appli-
quée a la structure de cycle détectée, par exengle xo,

X1V X3, Xo V X3.

Dans le but d'analyser I'impact de la résolution de —
cycle sur la performance de MaxSatz, nous avons défini
un certain nombre de solveurs qui appliquent, a différents
"degrés”, la résolution de cycle :

— MaxSatz-07: Version standard de MaxSatz. Outre la
UP, elle implémente toutes les regles d'inférence de
MaxSatz et la détection de littéral d’échec, dans la
composante sous-estimation .

MaxSatz: Version optimisée de MaxSatz-07. Les sol-
veurs ci-dessous ont été implémentés a partir d’'elle
comme version de base.

MaxSatz; : Soit occ2(l) le nhombre de clauses bi-
naires contenant le littérdl dans@. Si occ2(l) >
oc2(l) > 2, appelerflAndCycle @, ), sinon, si
oc2(l) > oc2(l) > 2, appeleflAndCycle @, I). No-

tons que sbcc2(l) > occ2 (), la probabilité de trou-
ver une contradiction quardest vrai est plus petite
que lorsqué est vrai. Ainsi, la résolution de cycle est
appliquée probablement en caslogt| sont tous les
deux des littéraux d’échec. Comparé a MaxSatz, aprés
détection de littéraux d’écheéetl et aprés incrémen-
tation de la sous-estimation de 1, MaxSQazlus de
clauses pour détecter d’'autres littéraux d’échec en ap-
pliquant la résolution de cycle.

MaxSatz.; : Similaire & MaxSatg mais sioc2(l) >
oc2(l) > 2, appelerflAndCycle @, I), sinon, si
oc2(l) > oc2(l) > 2, appelerflAndCycle @, I). On
remarque que, généralement, il y aura plus d’'applica-
tions de résolution de cycle dans MaxSatgue dans
MaxSatz. Ces sont les cas ou la résolution de cycle
est appliquée, mais la sous-estimation ne peut étre in-
crémentée (i.e., le cas dtest littéral d’échec maib

ne I'est pas).

MaxSatz., : Dans cette version, la résolution de cycle
est appliquée de facon exhaustive a chaque noeud
apres application de I'UP et des regles d'inférence
(régle 1, regle 2, régle 3 et la régle 4), et avant d’ap-
pliquer la détection de littéral d’échec. L'application
est exhaustive car aucun sous-ensemble de clauses bi-
naires correspondant & une structure de cycle ne reste
dans l'instance courante. Notons que le patteknl,,
I1vls, T V13 est relativement facile & détecter. On
fixe un littérall; a vrai et, parmi les clauses unitaires
I2,13,...,Ik, on cherche des clauses binaires contenant
deux littéraux; etlj (2<i<j<k), ce qui peut étre ef-
ficacement implémenté en utilisant un algorithme de
filtrage sur des listes de clauses binaires contehant
oulj. Il est & noter que la résolution de cycle n'est
pas combinée a la détection de littéraux d’échec dans
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MaxSatgz,.

— MaxSatZ! : Il s'agit d’'une version de MaxSatzlans
laquelle la résolution de cycle est appliquée de fagon FIG. 1 —Temps moyen pour MaxCUT
exhaustive comme un prétraitement, au noeud racine
de l'arbre de recherche, et est appliquée comme dans
MaxSatz dans le reste des noeuds. Remarquons que
le "prétraitement” n'a aucun impact sur une instance .
ne contenant pas de clauses binaires (par exempleg
les instances Max-3SAT). Dans ce cas, MaxSatz
n’est que MaxSatz Bien que tous les sous-ensembles
de clauses binaires correspondant a une structure

MaxCut - 100 noeuds

MAX-DPLL ——
MiniMaxSat -
MaxSatz-07 --x--
maxsatz s
maxsatzg, --—=--

n seco

pfe

maxsatz® e

cycle sont remplacés dans le prétraitement, la réso% maxsatz}
lution de cycle peut toujours étre appliquée au cours™ maxsatz+

de la recherche, car (i) les clauses ternaires peuvent I maxsatzg -
devenir binaires et (i) les regle 1, régle 2, régle 3 et 500 600 700 800 900

regle 4 qui s’appliquent dans UP, avant la détection nombre d'aretes

de littéraux d’'échec, peuvent transformer des clauses

binaires et ajouter des clauses ternaires. Par exemple,

si @ contient les clauses V X2, X1 V X3, X2 V X3, X2 et

X3, hous n'avons pas de structure de cycle. En appli-

quantlaregle 1, nous avons une clause vidg €%z,  FG. 2 — Nombre moyen d'applications de la résolution de cycle (ex-
X1V X3, X2V X3. Maintenant, la résolution de cycle peutcepts les regles 3 et 4) pour MaxCUT

étre appliquée.
ppliq MaxCut - 100 noeuds

— MaxSatzP : C’est MaxSatz muni d’'une application < 10406
. , . . . e
exhaustive de la résolution de cycle, mais unlquementf 900000 |
au noeud racine, comme un prétraitement. MaxSatz 2 g0 |
est simplement MaxSatz pour les instances (ou for-2 700000 |
L E
mules) ne contenant pas de clauses binaires. 2 600000 | maxsatz,.
© 588888 [ maxsatzg+ -
z 7 - ) 4 L
6 Résultats expérimentaux et Analyse o 300000 | maxsatz, -
§ 200000 maxsatze
. - . , .= [ P o
Nous avons mené des expérimentations, d’une part afirf 100000 | mr:;‘:;z 77777
de comparer les différentes stratégies entre elles, mais aus8i 0 S
2 ini , i 500 600 700 800 900
pour les comparer a MAX-DPLL et MiniMaxSat de l'autre  *
part. Nous avons donc utilisé les versions de MAX-DPLL nombre d'aretes

(appelée égalememmolbar) et MiniMaxSat qui ont parti-
cipé aMax-SAT Evaluation 2067

Comme benchmarks, nous avons considéré des instances
MaxCUT créées a partir de graphes générés aléatoirement,
mais aussi des instances générées aléatoirement de Max- FIG. 3 —Nombre moyen de backtracks pour MaxCUT
2SAT, Max-3SAT et toutes les instances de la catégorie

- . MaxCut - 100 noeuds
Max-SAT non pondéré dslax-SAT Evaluation 2001es

1.8e+06
expérimentations ont été effectuées sur un cluster Linux ol ; gov06 | 1
les noeuds ont pour processeur : 2GHz AMD Opteron avec ;

1.4e+06
1Go de RAM, sauf pour les instances aléatoires Max-3SAT | 5e406 |

dont les expérimentations ont été réalisées sur un MacPrg 1e+06 |
2,8 GHz avec deux Quad-Core Intel Xeon processeurs et &  go000

maxsatz ———
maxsatzP

g I
Go de RAM 8 500000 I maxsatz? s
Nous avons comparé tous les solveurs sur les trois types 400000 | maxsatZe: s
d’'instances MaxCUT, Max-2SAT et Max-3SAT. Ainsi, 200000 | maxsatzgt ---a--

5 i =g maxsatz, ---o--
nous avons résolu des ensembles de 100 instances (par 0 L
nombre de clauses et par type d’'instances). Pour les ins- 500 600 700 800 900
tances Max-2SAT, nous avons considéré 120 variables et nombre d'aretes

Shitp :/Mmww.maxsat07.udl.es/

292



FIG. 4 —Temps moyen pour Max-2SAT FIG. 7 —Temps moyen pour Max-3SAT

Max-2SAT - 120 variables Max-3SAT - 60 variables
3000 4500
4000 r 1
7 2900 ‘@ 3500 f 1
3 3
S 2000 MaxSatz-07 —— § 3000
3 maxsatz ——— 8 2500 1
9 1500 3
S maxsatz . --x-- 8 2000 1 maxsatzg ——
3 1000 maxsatzp @ 3 1500 maxsatz N
e [ - e
g maxsatch 5 1000 | Maxsatz-07
500 maxsatzg ---e-- 500 & | maxsatzg+ --a
maxsatz, ---e--- maxsatz, ---=---
0 0 L L
1500 1600 1700 1800 1900 1400 1600 1800 2000
nombre de clauses nombre de clauses

FIG. 5 — Nombre moyen d'applications de la résolution de cycle (ex-FIG. 8 — Nombre moyen d’'applications de la résolution de cycle (ex-
cepté les régles 3 et 4) pour Max-2SAT cepté les régles 3 et 4) pour Max-3SAT

Max-2SAT - 120 variables Max-3SAT - 60 variables

600000 3.5e+07

500000 3e+07

400000 2.5e+07

maxsatze: —— 26407
maxsatzg+
maxsatz, --x--
maxsatz? a
maxsatz ---=---

maxsatz? -~

300000 maxsatzg. ——

maxsatzg+ -
maxsatz, —-x--
- maxsatz s
— Maxsatz-07 ---=---

1.5e+07

200000 16407

100000 f<fifii”” 5e+06

#applications de la resolution de cycle
#applications de la resolution de cycle

0 0
1500 1600 1700 1800 1900 1400 1600 1800 2000

nombre de clauses nombre de clauses
FIG. 6 —Nombre moyen de backtracks pour Max-2SAT FIG. 9 —Nombre moyen de backtracks pour Max-3SAT
Max-2SAT - 120 variables Max-3SAT - 60 variables
3.5e+06 6e+06
36406 5.5e+06
5e+06
2.5e+06 4.5e+06
g g 4e+06
8 2e+06 maxsatz —— 8 350+06
g 1.5e+06 maxsatzP - & ' 3e+06 Maxsatz-07 ——
3 maxsatzl o S € maxsatzg,
le+06 maxsatz.+ - 2.56+06 maxsatz -
500000 maxsatz, ---=--- 2e+06 maxsatzg+ o
maxsatzg. ---o-- 1.5e+06 | maxsatz, ---s=---
0 ST, 1e+06 & : :
1500 1600 1700 1800 1900 1400 1600 1800 2000
nombre de clauses nombre de clauses
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fait varier le nombre de clauses de 1500 & 1900. De male la résolution de cycle ralentit considérablement Max-
niére analogue, les instances Max-3SAT ont eu un nomb&atz sur les instances Max-3SAT. En effet, Maxgait
de clauses s’échelonnant de 1400 & 2000 pour 60 variablaegstématiquement le solveur le plus performant parmi les
Quant aux instances MaxCUT, nous leur avons considésdlveurs comparés.
des graphes aléatoires de 100 noeuds, pour un nombreNous avons également comparé, sur toutes les ins-
d’arétes variant de 500 & 900. Ce qui fait des instanceance Max-SAT Evaluation 20Q7 les solveurs sui-
Max-SAT de 100 variables avec un nombre de clauses comants : MaxSatz-07, MiniMaxSat, MAX-DPLL, MaxSatz,
pris entre 1000 et 1800. MaxSatz et MaxSatg.. Nous avons utilisé une limitation

Les résultats sont présentés dans les figures numérotéestemps de 1800 secondes comme dans I'Evaluation. Les
de 1 a 9. La légende est affichée dans le méme ordre d@sultats obtenus sont présentés au tableau 1, ou la pre-
performances (courbes) que les solveurs comparés. L'ar@ére colonne contient la nomenclature de linstance, la
horizontal représente le nombre de clauses (pour les indeuxiéme colonne, le nombre d'instances de chaque série
tances MaxCUT, le nombre d’arétes correspond a la moét le reste des colonnes représente la moyenne du temps né-
tié du nombre de clauses) et 'axe vertical est la moyenngessaire & chaque solveur pour résoudre les instances avec
du parameétre (temps, nombre d’applications de résolutida limitation de temps. Le nombre d’instances résolues,
de cycle combinée a la détection des littéraux d’échec alans la limitation de temps, est affiché entre parenthéses.
nombre de backtracks ; selon la figure) nécessaire a un sbk résultat en gras veut dire que le solveur est le plus per-
veur pour résoudre une instance de la série. Les applicrmant pour l'instance courante, et celui en italique signi-
tions des régles 3 et 4 ne sont pas comptées. fie que le solveur est en seconde position en performance.

Les résultats de MAX-DPLL et MiniMaxSat ne sont pas Nous constatons que les solveurs de la famille MaxSatz
affichés dans la figure 4 car les deux solveurs sont tropgpassent en performance le reste des solveurs. Nous pou-
lents, pour Max-2SAT, par rapport aux autres solveurs. Legns notamment remarquer que le solveur MaxSalest
résultats de MAX-DPLL ne sont pas affichés dans la figurgbsent gu’une seule fois de la premiere et deuxieme posi-
7 pour la méme raison. Notons que pour MAX-DPLL ettion & la foi¢, et ceci pour toutes les instances confondues,
MiniMaxSat, seule la performance en temps a été montrégauf pour les instances DIMACS-MOD ou c'est Max-

Pour les instances Max-3SAT, nous n'avons pas montrdatz qui est second. Notons que Maxgatméliore glo-
les résultats de MaxSdtzet MaxSat? puisque le prétrai- balement MaxSatz en combinant la détection de littéraux
tement n'a aucun impact sur Max-3SAT. d’échec a la résolution de cycle. Aussi, on peut noter que
dQur les instances Max-3SAT, plus le rapport (nombre de

Dans les précédentes expérimentations, nous avons X
servé que MaxSaizet MaxSatz. créent des arbres de clauses sur nombre de varlable_s) est grand, plus Ia_perfor-
:mance des solveurs de la famille MaxSatz est meilleure.

tailles similaires (voir les figures backtracks), ce qui signi: _ ) > ]

fie que 'application exhaustive de la résolution de cyclé® dui explique I'écart en performance constaté entre les

dans MaxSatz ne contribue pas a I'amélioration de la LB instances Max-3SAT du tableau et celles de la figure 7.

ni & réduire la taille de I'arbre de recherche par rapport 4 Généralement, ces résultats représentent une preuve em-

MaxSatg. pirique qu’il est préférable d’appliquer la résolution de
Nos expérimentations montrent clairement que |é:ycle de facon limitée mais "raisonnée’, comme dans

nombre dapplications de la résolution de cycle peut aug/\2xSatz, que de 'appliquer de fagon exhaustive comme
menter vertigineusement sans grand intérét a cause d'uffa"S MaxSai. Néanmoins, nous n'avons pas observe
application exhaustive (comme dans MaxSatzomparé d aussi grano_les dlﬁe_rences de _performance sur les ?uﬁres
a une application plus "modérée” (comme dans Max3Jatz expérimentations puisque ces instances sont, en général,
Par exemple, la figure 8 (Max-3SAT pour 2000 C|ausesr)elat|vement faciles pour la famille des solveurs MaxSatz.
montre que MaxSatz applique un peu moins de 34 mil-
lions de fois la résolution de cycle tandis que MaxSatz .
I'applique environs 3 fois moins. Et ceci avec un net écar? Conclusions
en temps d’exécution; allant d’environs 2700 secondes
pour MaxSatz a 4500 secondes pour MaxSatdvoir

la figure 7, point 2000 clauses). Situation similaire dan
I'exemple de la figure 5 (Max-2SAT), mais avec un écar

Les solveurs modernes et rapides BnB pour Max-SAT
ont généralement deux composantes pour le calcul de la
B : la composante de sous-estimation et celle de I'infé-

. ) . rence. La composante sous-estimation détecte autant que
moindre en performance (voir la figure 4). : o : .
L | de Ia famille MaxSat ol ; possible des sous-formules disjointes et inconsistantes, et
€s so vleurs eda amll € Max ?I’Z' sont p L(st per orfTa composante inférence applique des regles d'inférence
mants que le reste des solveurs, et a l'intérieur de cette g5 5 nsformer une instance en une autre qui lui est équi-

mille, les plus mauvais solveurs sont ceux ayant le moiNgy ante Nous avons étudié la combinaison dédeection
(MaxSatz) et ceux ayant le plus (MaxSgalzappliqué la

résolution de cycle. En particulier, I'application exhaustive “Uniquement pour les instances RAMSY.
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TAB. 1 —Instances deMax-SAT Evaluation 2007

Type d'instance #1 | MaxSatz-07 | MiniMaxSat | MAX-DPLL maxsatz | maxsatz | maxsatz.
MAX3SAT/40VARS 40 1.05 (40) 3.34 (40) 7.20 (40) 1.12(40) | 1.02(40) | 1.75 (40)
MAX3SAT/50VARS 40 5.90 (40) 25.79(40) 57.64 (40) 6.68 (40) | 5.76 (40) | 9.87 (40)
MAX3SAT/60VARS 40 14.24(40) 77.53(38) 272.90 (40) | 17.20(40) | 16.07(40) | 25.40(40)
MAX3SAT/70VARS 40 48.82(40) 207.90(35) | 334.33(29) | 63.49(40) | 59.90(40) | 94.38(40)

SPINGLASS 20 69.40(20) 4.56 (20) 24.02 (10) | 21.44(20) | 21.23(20) | 34.36(20)
RAMSEY 48 8.99 (34) 29.81(34) 20.40 (35) | 13.59(34) | 13.57(34) | 19.79(34)
MAX2SAT/100VARS 110 | 1.78(110) 9.62 (110) 29.02 (110) | 1.30(110)| 0.44 (110) | 0.59 (110)
MAX2SAT/140VARS 110 | 29.57(110) | 121.54(99) | 235.40(96) | 19.57(110)| 5.72 (110)| 4.89 (109)
MAX2SAT/60VARS 110 | 0.03(110) 0.19 (110) 0.69 (110) | 0.02 (110) | 0.01(110)| 0.02 (108)
MAX3SAT/40VARS 50 1.50 (50) 5.53 (46) 9.54 (50) 1.58(50) | 1.47 (50) | 2.44 (50)
MAX3SAT/60VARS 50 23.33(50) 111.81(50) | 339.96 (48) | 27.28(50) | 25.37(50) | 40.20(50)
MAX3SAT/80VARS 50 | 197.58(49) | 230.82(37) | 241.94 (28) | 227.87(48)| 215.91(48)| 257.16(46)
MAXCUT/DIMACS _MOD | 62 83.86(52) 100.06(48) | 127.82(48) | 92.42(52) | 103.62(52)| 122.31(50)
MAXCUT/RANDOM 40 5.58 (40) 15.88(40) 55.54(40) 4.56 (40) | 4.54 (40) | 8.34(40)
MAXCUT/SPINGLASS 5 44.96(3) 1.62 (3) 4.75 (2) 13.34(3) 13.25(3) 21.24(3)

de littéral d’échea I'application de laésolution de cycle  [6]
Nous avons trouvé que I'application exhaustive de résolu-
tion de cycle n'est pas aussi efficace que I'on puisse es-
pérer, et que lorsque la propagation unitaire détecte deu 7]
littéraux d’échec complémentaires, la résolution de cycle
peut étre appliquée, réduisant ainsi le nombre de clauses
dans la sous-formule inconsistante courante et faisant ap-
paraitre deux nouvelles clauses ternaires, celles-ci serviror{?]
aux futures applications de la détection de littéral d’échec.
Ainsi, larésolution de cycleombinée a lalétection de lit-

téral d’échecutilise une bonne stratégie permettant de dé-[9]
tecter beaucoup plus de sous-formules inconsistantes dans
la composante sous-estimation du solveur. Ces idées ont été

Heras, F.; Larrosa, J.; and Oliveras, A. 2007. Mini-
MaxSat : A new weighted Max-SAT solver. In SAT-
2007.

Larrosa, J., and Heras, F. 2005. Resolution in Max-
SAT and its relation to local consistency in weighted
CSPs. In 1JCAI-2005, 193-198.

Larrosa, J.; Heras, F.; and de Givry, S. 2008. A lo-
gical approach to efficient max-sat solving. Atrtificial

Intelligence 172(2-3) :204-233.

Li, C. M. ; Manya, F. ; and Planes, J. 2005. Exploiting

unit propagation to compute lower bounds in branch
and bound Max-SAT solvers. In CP-2005, 403-414.

implémentées dans un nouveau solveur appelé MaxSatpig] Li, C. M.; Manya, F.; and Planes, J. 2006. Detec-

Les résultats expérimentaux ont clairement montré que
MaxSatz améliore substantiellement MaxSatz-07 sur de

nombreuses et difficiles instances Max-SAT.
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