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Résumé : Le probléme de la reconstruction d’images est celui d’estimer une image a variable
continue & partir des observations discrétes. Depuis les travaux pionniers de Shannon, de
nombreuses méthodes ont été proposées dans la littérature pour la reconstruction d’images
a partir de données observées avec un échantillonnage choisi, qu’il soit régulier ou irrégulier.
Nous nous sommes focalisés sur le probléme global de la restauration d’une image satellitaire
comprenant : la reconstruction d’une image réguliérement échantillonnée & partir d'une
image irréguliérement échantillonnée (les positions des échantillons sont supposées connues);
la prise en compte de la fonction de flou de I’appareil optique (supposée connue); la prise
en compte du bruit. Nous proposons une méthode par minimisation de fonctionnelle, dans
laquelle nous utilisons une norme ! pour le terme d’attache aux données, et la variation
totale (VT) ou une transformée en ondelettes (Dual-Tree Complex Wavelet Transform)
comme terme de lissage. Cette méthode est trés rapide et converge en O (%) ou k est le
nombre d’itérations alors que la plupart des méthodes de minimisation existantes convergent

O(L).

Mots-clés : Optimisation convexe, methodes variationnelles, norme I', ondelettes, restau-
ration d’image, déconvolution, imagerie satellitaire.
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Satellite image reconstruction from irregular sampling

Abstract: The problem of image reconstruction consists in estimating an image in a con-
tinuous setting from discrete observations. Beginning with the pioneering work of Shannon,
several methods have been proposed for image reconstruction from regularly or irregularly
spaced discrete observations. We focused on irregular sampling image reconstruction which
includes: regular sampling image reconstruction form irregularly spaced samples (we assume
that the locations of samples are known); image deconvolution by taking into account the
Point Spread Function of the optics (supposed to be known); restoration of the noise due to
acquisition by the sensors. We propose a method minimizing a functional for which we use
an [*-norm for the data term, and Total Variation (TV) or a wavelet transform (Dual-Tree
Complex Wavelet Transform), for the smoothing term. This method is very fast and has a
convergence rate in O (%) where k is the iteration number while most minimization methods
converge in O(ﬁ)

Key-words: Convex optimization, variational methods, I'-norm, wavelets, image restora-
tion, deconvolution, satellite imaging.
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Reconstruction d’images satellitaires a partir d’un échantillonnage irrégulier 5

Chapitre 1

Présentation

Depuis maintenant plusieurs années, la technologie numérique a pris le monopole dans plu-
sieurs domaines, en particulier celui de 'imagerie. Bien que le passage analogique/num-
érique (échantillonnage) induise une perte d’information, les avantages sont certains. Un
des problémes majeurs apparu avec la technologie numérique est celui de la reconstruction
d’une image a partir des observations discrétes dont on dispose. Ces observations peuvent
aussi bien étre issues d’un échantillonnage régulier qu’irrégulier. Dans ce rapport, nous nous
sommes intéressés au cas particulier de la reconstruction d’images satellitaires & partir d'un
échantillonnage irrégulier.

1.1 Position du probléme

Dans le cadre de la collaboration franco-italienne du programme ORFEOQO (programme per-
mettant & la fois Pacquisition d’images optiques et radar), il est prévu du coté francais de
lancer deux satellites optiques haute résolution. Ces satellites, nommés Pléiades, et qui de-
vraient étre lancés d’ici 2010 pour le premier et en 2011 pour le second auront les propriétés
suivantes :

Longueurs d’onde d’acquisition : bleu, vert, rouge et proche infrarouge.

Résolution : 0.7m.

— Fauchée (champ de vue) : 20km.

Par ailleurs, de maniére a pouvoir répondre & des besoins de cartographie fine, notamment
en zone urbaine et en complément de prises de vues aériennes, les satellites Pléiades devront
permettre ’acquisition de paires stéréoscopiques quasi-instantanées ainsi que la réalisation
de mosaiques d’images de tailles 120km par 120km. Enfin, leur mobilité permettra d’acquérir
des images en tout point du globe en ’espace d’une journée.
Dans ce cadre d’acquisition, la reconstruction d’une image super-résolue a partir d’une paire
stéréoscopique peut s’avérer intéressante. Si I'on considére deux prises de vue d’une méme
scéne mais avec un angle différent, alors on peut considérer qu'une des deux images est

RR n°® 6732



6 Carlavan, Weiss, Blanc-Féraud, Zerubia

échantillonnée irréguliérement par rapport a la premiére. Dans ce contexte, la reconstruction
d’une image & partir de ’autre ou la fusion de la paire stéréoscopique peuvent étre vues
comme des problémes de reconstruction & partir d’un échantillonnage irrégulier.

1.2 Images utilisées

Comme il a été décrit précédemment, les images utilisées sont des paires stéréoscopiques.
La figure [Tl montre un exemple d’une paire stéréoscopique ainsi que l'image des disparités
d’une image & l'autre.

Fig. 1.1  Exemple d’une paire stéréoscopique (QCNES (& gauche et au centre) et des
disparités d’une image a l’autre (a droite). Plus un élement se sera déplacé entre les deux
images et plus il sera sombre sur "image des disparités. Les images n’étant pas prises au
méme moment, on remarque que les voitures ont bougé d’'une image & I'autre. De méme,
I’ombre de I'immeuble en bas au centre est légérement différente.

Dans le cadre de ce travail, le CNES a mis & notre disposition deux couples d’images : le
couple d’images de la prison Saint-Michel & Toulouse prises a ’aide du capteur Pélican et
celui de Marseille, simulation du satellite Pléiades. Ensuite pour chaque couple, la société
CS nous a fourni une image des disparités entre les paires stéréos. Le paragraphe suivant
décrit algorithme qui a été utilisé par CS.

1.2.1 Construction des images

Pour trouver les valeurs des disparités entre les paires stéréos, la société CS a utilisé 1'algo-
rithme MARC (Multirésolution Algorithm for Refined Correlation) développé par le CNES.
Dans cet algorithme, le modéle utilisé est le suivant :

up(x) = up(x + 0(x)) + gp(2) (1.1)

oll up et up, sont les paires stéréos et 6(x) est un décalage en fonction de z. Dans ce modéle,
les images sont considérées comme faiblement bruitées (g, représente un bruit gaussien). La

INRIA



Reconstruction d’images satellitaires a partir d’un échantillonnage irrégulier 7

valeur du déplacement est donné en maximisant le rapport de corrélation suivant :
_ [ p(zo — z)up(z + m)p(z)de
\/f o(zo — 2)ud(x +m)dx [ p(xo — )0 (v)dz

Po (M) (1.2)

Dans cette expression, ¢ est la fenétre de corrélation, elle définit I'intervalle sur lequel la
corrélation est calculée. Dans [[], une étude est faite sur le choix de taille et de forme op-
timal de cette fenétre afin de limiter les artefacts dus au processus de stéréovision, comme
par exemple I’adhérence (dilatation de certains objets autour de contours trés marqués).

Dans cet algorithme, une hypothése est faite sur les valeurs de 6(x) qui ne doivent pas
étre trop fortes par rapport aux variations de wup. Les points trouvés ne respectant pas
cette hypothése ne sont pas pris en compte. Pour résoudre ce probléme, 'algorithme utilise
une approche multi-échelle. Enfin, pour obtenir une précision subpixélique de la valeur des
disparités, il est nécessaire d’obtenir une image continue lors du calcul du coefficient de cor-
relation. Cette étape est expliquée dans [].

Une fois la valeur des disparités obtenue, il est possible d’utiliser deux images différentes
pour le probléme d’échantillonnage irrégulier qui consiste & reconstruire une image & partir
de la deuxiéme et des disparités. La figure montre la grille irréguliére obtenue en appli-
quant les disparités entre les deux images d’une paire stéréo & une grille réguliére.

a5
200 | 202 204 206 208 210 212 214 216 218 220 200 | 202 204 206 208 210 212 214 216 218 220
x

F1G. 1.2 — Comparaison d’une grille réguliére de taille 20x20 et d’une grille irréguliére. Cette
grille irréguliére est obtenue par application de la disparité entre les deux images d’une paire
stéréo sur une petite zone.

Finalement, nous décrivons les images par le modéle suivant :

w=An(h+I)+e (1.3)

RR n°® 6732



8 Carlavan, Weiss, Blanc-Féraud, Zerubia

avec :

I la scéne observée,

h la réponse impulsionnelle du systéme optique dont I’expression
est fournie par le CNES BI7),

Ay la grille irréguliére d’échantillonnage

définie par Ax(.) = > (. — k),
ALEA

les A\r sont les positions des échantillons et § réprésente la fonction Dirac,
1six =0,

définie par §(x) = .
0 sinon

€ un bruit di au capteur optique du systéme et aux erreurs de disparités. Dans le cadre

de notre application, nous considérons en priorité ces erreurs de disparités, nous

modéliserons ce bruit comme étant impulsionnel (partie [3]).
(1.4)

1.3 Approches variationnelles

Il existe de nombreux algorithmes de reconstruction a partir d’un échantillonnage irrégulier
(cf. |9, 1] par exemple). La plupart de ces algorithmes considérent la grille irréguliére
comme étant une grille réguliére pertubée par un léger décalage £ [14]. Néanmoins lorsque
ce décalage devient plus important, ces algorithmes deviennent trés approximatifs. Il est
difficile de résoudre ce probléme en essayant une inversion directe dans le domaine de Fourier
car les fonctions de transfert des optiques sont des filtres passes-bas et s’annulent quand on
s’approche de la fréquence de Nyquist. En conséquence, une inversion directe fait exploser le
bruit contenu dans I'image méme si celui-ci est trés faible (voir figure [[3)). Nous formulons
donc notre probléme comme la recherche de la solution exacte u* qui verifie I’équation
suivante :

g=Ap(h*xu*)+e (1.5)

ol g est 'observation, i.e. 'image échantillonnée irréguliérement. Nous cherchons & minimiser
g, soit g — Ax.(h * u) ce qui est formulé par :

ut = argunelﬂig}v |Ax-(h*u) — gD (1.6)

ol ||||§ désigne une norme [P & la puissance p. Le choix de p dépend du type de bruit
4 minimiser. Pour un bruit gaussien, un choix naturel est p = 2, pour un bruit de type
impulsionnel on prendra p = 1 [3]. Cependant, la formulation ([CH) (moindres carrés) fait
également exploser le bruit. Il est alors nécéssaire de régulariser les solutions présentes wvia,
par exemple, une approche variationnelle :

u* = arg min [[Ap.(hxu) —glb+  AJ(u) (1.7)
ueRN ~——

Attache aux données  Régularisation

INRIA



Reconstruction d’images satellitaires a partir d’un échantillonnage irrégulier 9

ou J(u) est Popérateur de régularisation qui est fonction de u et de ses dérivées, A\ est le
paramétre de régularisation. Certains opérateurs favorisent mieux la parcimonie (séparation
bruit/signal) et permettent de reconstruire plus finement I'image tout en filtrant le bruit (cf.
chapitre Hl). Un opérateur trés répandu en traitement d’image est J(u) = ||Vu|; [22]. Cette
régularisation se nomme la Variation Totale (VT) et permet de conserver les contours de
I'image mais lisse les textures [I] (effet "cartoon™).

Les images représentant les disparités entre les couples d’images peuvent présenter des er-
reurs. Ces erreurs ont de grandes répercutions sur la reconstruction de l'image, en particulier
sur le repositionnement des contours des objets. Ceci peut étre vu comme du bruit impulsion-
nel sur l'intensité. Notre modéle doit donc étre robuste a ce genre de bruit (une application
possible aprés le rééchantillonnage pourrait étre la fusion des images). De plus, nous sou-
haitons garder une certaine qualité de I'image et donc ne pas lisser les contours. Nous nous
placons donc dans le cas p = 1 car nous souhaitons minimiser un bruit impulsionnel et nous
régularisons le modéle en utilisant la variation totale, on cherche donc :

arg min ||Ax.(h*xu) — gll1 + A|Vul1 (1.8)
u€RN

F1G. 1.3 — Inversion directe du systéme pour une image bruitée avec un bruit blanc gaussien
(RSB = 3.58dB). A gauche I'image de départ (QCNES, a droite le résultat aprés inversion
directe.

Afin d’expliciter le terme Ap.(h * u), nous passons dans le domaine de Fourier (on désigne
par F l'opérateur de transformée de Fourier discréte et F~1 I'opérateur inverse) :

arg min [|Ax.(hxu) = glls + Al[Vuly = arg min [FHF(An- (R u)) = gl + M| Vull,

RR n°® 6732



10 Carlavan, Weiss, Blanc-Féraud, Zerubia

= arg min [|[F7H(F(Ar) * (F(h)F () — gl + N[ Vull (1.9)

u€ERN

En notant G la transformée de Fourier de Ay, et en substituant le produit matriciel au
produit de convolution, (L) peut se réécrire sous la forme :

arg min IFHGF(W)F () = glls + MVl (1.10)

L’expression de F(h) est celle donnée par le CNES (BI1), on la notera H. Enfin, en rem-
placant l'opérateur F par son expression matricielle F', nous obtenons :

arg rg]%{r}v |F~Y(GHFu) — g1 + | Va1 (1.11)

En notant S = F~!G, ([CI) peut se réécrire sous la forme :

arg min ||SHFu — g|l1 + A|Vul|1 (1.12)
u€RN

Avec F l'opérateur de transformée de Fourier, H la transformée de Fourier de la fonction de
transfert de 'optique h et, enfin, S un opérateur permettant de passer d’'une image complexe
échantillonnée réguliérement & une image réelle échantillonnée irréguliérement (expression
donnée a la partie BZ2)). Pour plus de simplicité, nous écrirons par la suite :

arg min ||Au — g|l1 + A||Vul1 (1.13)
u€eRN

Cette modélisation est celle que E. Bughin avait utilisé dans [3]. Pour résoudre ce probléme,
il avait également utilisé une descente de gradient qui convergeait en O(#) (nous verrons

dans le chapitre Bl comment contourner la non-dérivabilité de la norme [!). Ce taux de
convergence n’est pas optimal, il est donc crucial de trouver des algorithmes rapides tels que
ceux proposés dans [10] ou [Z5]. Dans [I0], la méthode des points intérieurs est utilisée. Dans
[25], une méthode est developpée pour résoudre ces fonctionnelles a 'aide d’un algorithme
proposé par Y. Nesterov [I7]. Dans la suite de ce rapport, nous détaillons un algorithme
encore plus récent et plus perfomant du méme auteur [20].

INRIA
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Chapitre 2

Etat de Part : algorithmes rapides

2.1 Gradient composite

Dans un premier temps, Y. Nesterov [20] cherche & déterminer le minimum local d’une
fonction ¢ définie par :

p(x) = f(z) + ¥(z), €@ (2.1)

avec f contintiment dérivable et convexe, ¥ une fonction convexe fermée (c’est a dire une
fonction convexe dont 'épigraphe est un ensemble fermé) sur un ensemble Q. Une fonction
dérivable f est fortement convexe sur ) de paramétre de convéxité v > 0si Vo, y € Q :

(Vf(z) = V)2 —y) = v]z-yl3 (2.2)

Le cas v = 0 correspond & une fonction dérivable convexe. Une hypothése est faite sur ¥
qui doit étre une fonction simple c’est & dire une fonction ou arg mig (¥ (y) + %lly — z|13)
ye

est calculable. La fonction f est contintiment différentiable et son gradient est supposé L -
lipschitzien :

IVf(z) = VWl < Lellz —yll2, Va,y e (2.3)
Nous disposons du lemme fondamental suivant [A4]) :
L
F@) < f) + (Vi) —y) + Sle -yl VoyeQ (2.4)

avec 0 < L < Ly. Y. Nesterov généralise ce lemme en y ajoutant la fonction W, il obtient
ainsi :

f@) +¥(z) < fly) + (V)2 —y) + §||a: —yl?* + ¥(z) (2.5)

D’ou, grace a 1) :

o(x) < fy) +(VI(y),z—y)+ §|\x—y||2+\11(a;) (2.6)

RR n°® 6732



12 Carlavan, Weiss, Blanc-Féraud, Zerubia

La fonction ¢ & minimiser est donc approchée par le terme de droite de 'expression précé-
dente. Y. Nesterov utilise cette approximation pour approcher le minimum de la fonction ¢.
La constante L nous dispense de connaitre la valeur exacte de la constante de Lipschitz Ly
(qui peut étre difficile & determiner), une simple estimation de cette constante est suffisante,
les algorithmes la réajustent au fil des itérations (cf. parties ZZ et Z3J). Y. Nesterov définit :

mr(y;x) = f(y) +(Vf({y),z —y) + gllﬂr —yl? + ¥ (x) (2.7)
Ti(y) = argminmy,(y; v) (2.8)

L’opérateur T, (y) réalise une descente de gradient sur cette approximation, permettant ainsi
de de calculer le minimum local sur ’ensemble Q). Comme f est convexe, le minimum local
sur () devient un minimum global. Le premier algorithme [20] illustre ce gradient composite.

2.2 Meéthode a base de gradient

Y. Nesterov donne ’algorithme suivant [20)] :

Algorithm 1 Méthode de gradient
Initialiser yo et Lo € [0, L¢]
My = Ly
for £ > 0 do

L = My
repeat
T =Tr(yx)
if ¢(T) > mp(yx; T) then
L= Ly,
end if
until ¢(T') < mr(yr; T)
ye =T
L = max(Lo, L/v4)
end for

avec v, > 1 et v > 1, les deux paramétres qui ajustent la valeur de L afin d’avoir la
meilleure estimation. Y. Nesterov démontre [20] que cet algorithme converge en O (%) il
pose :

yp(a) = o™+ (1 —a)yr € Q,a € [0,1] (2.9)
Alors : u
(Yr+1) < d(yk) < ma, (Yrs Tr(yr)) < IJQS o(y) + Tklly —urll3 (2.10)

INRIA
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) . Mo .
< i, [olaw + (1= a)u) + M55 s~ o713 211)
Il pose également :
Alors : )
. " YuL o
o) < i, [olm) ~ (6t - 9(a")) + 25 2] (213)
Si ¢(yo) — ¢(x*) > v, L R?, alors la solution optimale est a* =1 et donc :
o o YulfR?
o) — o(a*) < Tl (2.14)
Sinon la solution optimale est o* = 4)(%’;);;;5*) < 4)(%2)5;}5;”*) <1 et donc :
P(yk) — o(a™)]?
D(yrr1) < dyr) — L A/) LfR(2 ) (2.15)
11 définit : ]
A= ———— 2.16
T o) — o) (210
En remplacant cette équation dans ([ZI3), il obtient :
1 k+1
A > A — >\ —_— 2.17
Ay 7 =R s Ay 9 2 (217)
avec : ) )
Ao = > 2.18
"7 0lyo) — da*) T L R? (219
Finalement, pour tout k£ > 0 :
o o YulgR®
o) = ola") < - (2.19)

De la méme fagon, si ¢ est fortement convexe sur () de paramétre de convexité vy alors si
1%
L_(; > 2y

k
oun) — 9(a") < (M) (6(u0) — oly")) <

Ve

avec y* = yi(a*). Sinon :

k
¢(yk>—¢<x*>§(1— Vo ) G(0) — B(y™) Yk >0 (2.21)

Cet algorithme est similaire a celui proposé par P. L. Combettes [6] et converge également en
@) (%) Cependant cet algorithme peut étre accéléré [I8] pour atteindre un taux de conver-
gence en O (k—12)

RR n°® 6732



14 Carlavan, Weiss, Blanc-Féraud, Zerubia

2.3 Meéthode accélérée & base de gradient

Pour cette version accélérée [20] de I’algorithme, Y. Nesterov considére le probléme suivant :
min (6(2) = f(2) + ¥(2) (2.22)

ou V¥ est une fonction fermée fortement convexe sur E. Cette formulation admet que le
domaine de définition de W soit différent de F, ceci permet de résoudre les problémes sous
contraintes. Afin d’améliorer le taux de convergence du précédent algorithme, Y. Nesterov
utilise la technique de I’estimation de fonctions [19], il met & jour récursivement les séquences
suivantes :

e la séquence de minimisation xy.
e la séquence croissante des Ay = Ap_1 +ag, Vk>1, Ag =0
e la séquence des fonctions estimeées :

() :lk(x)—l—Ak\IJ(x)—F%Hx—xOH%, Wk >0 (2.23)

ol zp est la solution initiale, et Ix(x) sont les fonctions linéaires de E. Le point important
de cet algorithme est qu’a chaque itération, les relations suivantes soient respectées :

{Rllc t (k) < 9f = miny(z)

' : ) (2.24)
Ri : Yr(x) < Apd(z) + 5|l — 20|53,V € E

Ces deux relations justifient le taux de convergence de 1’algorithme ([ZZH). Y. Nesterov pro-
pose l'algorithme suivant :

Algorithm 2 Méthode de gradient accelérée
Initialiser o (z) = L|lz — 20|23, Ao = 0, Lo € [0, L], v € [0, vy]

2
for £k > 0 do
L = Lk
repeat
2
Résoudre a de A:—i—a = 21++Ak

Apxptavy

Calculer y = SE3E2E | puis T (y)
i (¢ (T1 (), — To(v)) < 216/ (TL )] then
L= Ly,

end if
until (¢'(Tw(y)),y — To(y)) > ¢ (Tew))I3
Y =Y, My = L,ap41 = a
Liy1 = Mi/va, kg1 = Thay,(Yk)s Arr1 = Ai + g1
Ypt1(x) = V() + arg1 [f(@rg1) + (Vf(@ha1), ¢ — Tpgr) + V()]

end for

INRIA



Reconstruction d’images satellitaires a partir d’un échantillonnage irrégulier 15
avec vy le paramétre de convexité de la fonction ¥ et :
v = arg min ¥y () (2.25)
reE

Une itération de cet algorithme est deux fois plus longue que celle de ’algorithme présenté
précédemment car le gradient de la fonction f est calculé deux fois, cependant il est demontré
dans [20] que son taux de convergence est meilleur puisqu’il converge en O (1%2) En effet,

de part les relations R}C et R% :

Avdlan) < 6 = minGe(e) < () < Axdla) + 3l — ol

Ac(6(x) — 6(@)) < gllo — ol

1
d(xr) — ¢(a*) < —||lz* —xol|3, VEk>1
2Ak

D’autre part, d’aprés 'algorithme :

Ly < Mg <Ly, Vk>0

Mka%
A =A — Pkt oy >
k+1 k+ Qry1 21+ vAy) >
De plus, pour v > 0 :
M,
App1 S App (L +vAg) = Tk (Api1 — Ap)?

= [ -] [ ] < T [ - A7) eala)

2 2
<2451 M, [A,lcfl - A}/ﬂ <2Ap 117 Ly [A,lcfl - A}/ﬂ

D’ou :
]€2

A >
k = 2'YuLf7

Yk >0

De la méme facon, si v > 0, alors :
1/2 1/2]2
VAR Ap+1 < Akp1 (L+vAg) < 2Ak+1"/uLf {Ak—i-l — Ak

D’ou :

Ay > A2 [1 + 27:”]
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En tenant compte du fait que A9 = NL[O > ﬁ I'équation [Z32) peut se réécrire comme :

1 ——12(k=1)
™ [1+1/27 LJ . VE>1 (2.33)

En conséquence, Y. Nesterov obtient le taux de convergence suivant :

Ay >

uL - 2
$a) — a”) < w VE > 1 (2.34)

De plus, si ¥ est fortement convexe (v > 0), alors le taux de convergence satisfait & la fois
I’équation précédente et celle-ci :

v
27uLf

—2(k—1)
] . Vk>1 (2.35)

o) — 0le) < 257 " — ol |1+
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Chapitre 3

Solution proposée

Cette partie se consacre a la mise en oeuvre de la version accélérée de I’algorithme de Y.
Nesterov pour le probléme de restauration.

3.1 Résolution

Le probléme est le suivant :

arg min ||Au — g[[1 + A||Vul[y (3.1)
u€RN

Pour mettre en oeuvre au mieux cet algorithme, il est nécéssaire de correctement choisir
quels termes représenteront les fonctions f(u) et ¥(u). La fonction ¥ doit étre simple et
convexe. Cependant dans notre probléme, aucun des deux termes n’est une fonction simple
et convexe. Nous pourrions rajouter un terme du type %|u — g||*, mais ceci modifierait
sensiblement le modéle. Or il apparait que la fonction ¥ n’est pas indispensable pour obtenir
le taux de convergence annoncé par Y. Nesterov pour son algorithme. Nous prenons donc
U(u) = 0 (son paramétre de convexité vaut ainsi vy = 0). En conséquence, nous prenons
f(u) = ||Au — g|l1 + A|[Vu||1. Cette fonction est bien convexe, mais non-dérivable car la
norme [!' n’est pas dérivable en 0. Nous allons donc la régulariser de la facon suivante :

N
L =)\ Jud+ p (3.2)
i=1

[l

Finalement, nous avons :

f(u) = [[Au = gl + ATy (w) (3-3)
U(u)=0
avec Jy,(u) = ||Vul|1,,. La suite des calculs est donnée dans annexe A, nous obtenons :
1
Tr(y) =y -7 VIy) (3.5)
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o (Au—g) ~ \div Vu
crrn () () e

k
v =x0— Y _ a;Vf(z;) (3.7)
i=1
1 1\* 1
=— — 24— :
a i + <L> FT (3.8)
A%+ N||div]|3
L, _ LA + Mdiv]? 59)
L
Pour plus de simplicité, nous définissons : wy = Zle a;V f(x;). Ainsi :
Wg41 = Wk + a/k;+]_vf(xk+1), Vk>0, wy=0 (3.10)
B devient :
Vp = XTo — Wk (3.11)

Nous connaissons la valeur de la constante de Lipschitz Ly, il n’est donc pas nécéssaire de
I’estimer, ’algorithme se résume ainsi a :

Algorithm 3 Méthode de gradient accelérée
Initialiser Ag =0, wg =0
for £ > 0 do

2
_ 1 1 2
¢=1; + (Lf) + LfA”C
Vi = o — Wk
_ Apzptavy
Y = 74 ra

Tra1 = Y — 75 V.S (Yr)
Wit1 = W + aV f(xp41)
App1=Ax+a

end for

avec T la solution initiale & notre probléme. La régularisation de la norme I! nous permet
seulement d’obtenir un taux de convergence en O(%) Cependant si notre objectif est de
minimiser le probléme régularisé, alors nous obtenons bien un taux de convergence en O(k—lg)
Pour certains problémes, le choix de la fonction ¥ peut, en plus, apporter une accélération
non négligeable & I’algorithme. Pour un probléme de type (% — !, il est avantageux de suivre
I'idée de Y. Nesterov [20]. Il suggere de réallouer le terme ¥ au sein de la fonction f. En
effet, il propose de choisir un terme fortement convexe pour la fonction V¥, typiquement
W(u) = %|lu— g||* (de paramétre de convexité ) et de poser :

flu) = flu) = ¥(u) = f(u) - %Ilu—gll2 (3.12)
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Sous la condition que le paramétre de convexité de la fonction ¥ soit inférieur & celui de f,
la fonction f est convexe. Cette méthode permet, en autre, de minimiser exactement notre
probléme. En effet :

min ¢(u) = min [f(u) + \I/(u)} = min [f(u) —U(u)+ \Il(u)} = min f(u) (3.13)

uel uel uel uekE

L’algorithme est de plus nettement plus rapide que si nous avions simplement choisi ¥ (u) =
0.

3.2 Reéalisation

Pour la mise en oeuvre de cet algorithme nous utilisons la librairie ITK qui fournit en
autre, un algorithme de FFT (VNL), algorithme non optimal, mais sous licence libre. Les

opérateurs V et div seront programmés en utilisant les schémas numériques proposés par A.
Chambolle [ :

Sl (i sii< N
Veu(i, j) = u(zf ) —uli, j) sti <N, (3.14)
Osit=N
D) —w(i ) sid < N
Vyu(i,j) = U(Z.’ I ) ~ulig)sig <N, (3.15)
O0sij=N
vy (1,5) —vs(t —1,5)sil<i< N vy(i,5) —vy(d,j—1)sil<j< N
divv =, (i,5)sii=1 +uy(i,j)sij=1
—v,(i—1,7)sii =N —vy(t,j—1)sij=N
(3.16)
L’expression de la fonction de transfert de 'optique est celle fournie par le CNES :
H(fy, fy) =€ *V f3+f§e_ﬁfysinc(wafz)sinc(wafy) (3.17)

Pour calculer 'opérateur de transformée de Fourier inverse irréguliére ainsi que son ad-
joint, nous avons conservé la méthode employée par E. Bughin [3] qui avait choisi d’utiliser
I'USFFT (Unequally Spaced Fast Fourier Transform) proposée par G. Beylkin [2]. Dans son
papier, G. Beylkin démontre que la transformée de Fourier d’une image peut étre vue comme
une interpolation spline d’ordre m. En effet, une transformée inverse de Fourier s’écrit de la
facon suivante :

,_.

N—-1N-—
27X 1k z27r/\jY21

Z agie” N N (3.18)

k=0 1=0
st

avec ay; les coefficients de Fourier. Ceci e
peut se réecrire sous la forme :

une interpolation classique sinus cardinal, qui

27X 1k 27X

u(Aj) = Z Z wge N oW (3.19)
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avec :
ay pour (k,1) € [0, N/2 — 1],
ag—ny pour k€ [N + N/2,2N —1],1 € [0, N/2 — 1],
wk = { apq—ny pour k € [0, N/2 —1],1 € [N 4+ N/2,2N — 1], (3.20)
a(p—nNy(i—n) pour k € [N +N/2,2N —1],l € [N + N/2,2N — 1],
0 sinon

Cette étape correspond & un suréchantillonnage par mise a zéro des hautes fréquences (zero
padding) pour le cas d’une transformée de Fourier non centrée (dans ce cas, les hautes
fréquences sont au milieu de I'image). G. Beylkin [2] cherche ensuite les coefficients vy; de
I'interpolation spline tels que :

2N—12N—-1
uh)= D> > B (2% N\ — k)BT (2N — 1) (3.21)
k=0 [=0

Nous avons la relation suivante :

2N—12N—1 i2nX k1 127  oly

Z Z wk111€ N e N =

k1=0 11=0
2N—-12N-1
SN kB (@ N1 — k)BT (25 Njo — 1) (3.22)
ko=0 [2=0

La seconde partie de ’équation correspond & une convolution de la fonction v par une spline.
En passant ([B22) dans l'espace de Fourier, nous obtenons la relation suivante :

Vi = =2t (3.23)
bri

Ou V est la transformée de Fourier de v, et D est la transformée de Fourier de B L’algo-
rithme est alors le suivant :
e Partir d’'une image réguliére dans I’espace de Fourier.
e Faire un suréchantillonnage en ajoutant des 0 dans les hautes fréquences. Nous obte-
nons alors des coefficients de Fourier wy;.
e Diviser les coefficients wy; par les coefficients de Fourier d’une fonction spline d’ordre
m.
e Repasser dans ’espace réel pour obtenir une image suréchantillonnée et déconvoluée
par une fonction spline. Ceci nous donne une image v.
e Calculer l'interpolation spline de v aux points irréguliers A;. Nous obtenons alors une
approximation de u aux points A;.
De la méme facon l’algorithme pour le calcul de ’adjoint est le suivant :
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Calculer linterpolation spline pour obtenir une image suréchantillonée dans 'espace
réel.

Prendre la transformée de Fourier.

Faire une déconvolution des splines dans I’espace de Fourier.

Couper les hautes fréquences pour obtenir une image de la taille désirée.

3.3 Reésultats

Cet algorithme a été testé sur deux images mises & disposition par le CNES : I'image de
la prison Saint-Michel & Toulouse prise & ’aide du capteur Pélican (de taille 1000 par 1000
pixels) et celle de Marseille (de taille 972 par 972 pixels), simulations du satellite Pléiades

(cf. figure B).

F1G. 3.1 — Images de départ (de gauche & droite) : Toulouse et Marseille (échantillonnages
irréguliers), (QCNES.

Le résultat sur la figure a été obtenu en 110 itérations, calculé en 15 minutes (cf. figure
B3). La méthode non accélérée, avec les mémes paramétres, atteint le méme résultat aprés
2h30 de calculs (2300 itérations). La qualité du rééchantillonnage est trés bonne puisque les
seuls différences sont liées aux objets qui se sont déplacés durant les deux prises de vues (cf.
figure B2). En terme de perfomances, par rapport a la descente de gradient, nous gagnons
plus d’un facteur 20 sur le nombre d’itérations. Cependant, I'itération est plus longue dans
notre cas, car le gradient de la fonction f doit étre calculé une fois de plus, et donc le gain de
temps de calcul est voisin de 10, ce qui est déja important. Nous allons maintenant étudier
plus en détails I'influence des paramétres sur la méthode proposée.
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FiGg. 3.2 De gauche a droite et de haut en bas : I'image obtenue, I'image & obtenir, la
différence des deux images et enfin la différence de I'image & obtenir avec I'image de départ
(i.e avant rééchantillonnage).
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10° . . . .

Meéthode accélérée

= = = Meéthode classique

200 300 400 500
Nombre d'itérations

100

F1G. 3.3 — Comparaison des algorithmes (algorithme de Nesterov version accélérée et mé-
thodes classiques) sur une image de taille 1000x1000 pixels.
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Influence du paramétre A :

Le paramétre \ est le paramétre de régularisation de la variation totale. Ce terme est donc
lié au filtrage de 'image considérée. C’est pour cela qu’il faut le choisir en fonction de la
puissance de bruit contenu dans I'image. Les différents tests représentés sur la figure B4
montrent le résultat de I'algorithme en fonction de A pour un bruit gaussien, bien que notre
modéle ne soit pas trés robuste a ce genre de bruit, pour lequel une norme 2 sur le terme
d’attache aux données serait plus appropriée.

F1G. 3.4 — Image obtenue pour une image bruitée avec un bruit blanc gaussien (RSB = 4.80
dB) selon différentes valeurs de A (de gauche & droite : A=0.1, A=0.7, A =1).

Comme on peut le voir, une forte valeur de A filtre correctement ’image mais la lisse aussi
énormement. Pour éviter cela, et en tenant compte du fait que nos images sont faiblement
bruitées, nous prendrons A = 0.3. De plus, nous avons préféré étre efficace sur le bruit
impulsionnel, de facon & atténuer les erreurs sur les images des disparités, ce qui justifie
I'utilisation de la norme [!. La figure montre 'efficacité de la norme [ sur un bruit
impulsionnel de type “poivre & sel” de probabilité 10%. En effet, utliser une norme {2 pour
ce genre de bruit oblige & fortement lisser I'image (forte valeur de \), alors que la norme [!
a complétement supprimé le bruit.

Influence du parameétre i :

Le paramétre p est le terme qui régularise la norme ['. Une valeur trop importante de p
faussera cette régularisation ce qui se traduit par un effet de flou sur 'image comme le
montre la figure Cependant ceci n’est visible que lorsque le paramétre A est important.
La vitesse de convergence de I’algorithme étant en % (figure B), il est plutot avantageux de
prendre un p assez grand, les images étant faiblement bruitées, nous prendrons un A faible
et cet effet ne sera pas présent. Néanmoins cette valeur de p dépend aussi de la dynamique
des images. L’image de Toulouse posséde une dynamique beaucoup plus grande que celle de
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FiG. 3.5 Rééchantillonnage et filtrage de bruit de type “poivre & sel” (de gauche a droite :
image d’origine bruitée, résultat de la norme [!, résultat de la norme [2).

F1G. 3.6 — Effet de flou selon la valeur de p (de gauche a droite : p =1, p =5, u = 10 pour
A =10).
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Marseille. En conséquence, nous adapterons la valeur de p en fonction de 'image a traiter :
on prendra p = 2 pour l'image de Marseille et i = 10 pour celle de Toulouse.

T
’

’
L

T
.
Lol

0 100 200 300 400 500 600 700 800

Nombre d'itérations

FiG. 3.7 Convergence de l'algorithme en fonction de p sur une image de taille 1000x1000
pixels.
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Chapitre 4

Régularisation dans le domaine
des ondelettes

Nous avons vu précédemment que la variation totale était efficace sur les zones homogénes
de I'image ainsi que sur les contours mais qu’elle se comportait mal sur les textures. Pour
résoudre ce probléme, nous allons effectuer une régularisation dans le domaine des onde-
lettes. Les ondelettes permettent de mieux représenter les zones hétérogénes (et conservent
ainsi le détail des textures) que la variation totale. D’autre part, elles offrent une meilleure
parcimonie (séparation bruit/signal), cette régularisation sera également plus efficace pour
le filtrage du bruit gaussien. Nous reformulons le probléme de la fagon suivante :

arg min ||Au — g||1 + M| Tul|1 (4.1)
ueRN

avec T la transformation en ondelettes. Cette modélisation n’est pas courante et relativement
récente [23]. En effet, pour ce probléme, une modélisation nettement plus répandue dans la
littérature est une modélisation de parcimonie [§] :

arg min [[AT 'y —gli + Ally|x (4.2)
yeRN

ol y est le vecteur des coefficients de la transformée en ondelettes et Y ! la transformée
en ondelettes inverse. Dans le premier modéle (modéle de régularisation), la minimisation
est faite directement sur le signal tandis que pour le modéle de parcimonie, la minimisation
est faite sur les coefficients de sa transformée en ondelettes. Le chapitre [l compare ces deux
modéles.

Les ondelettes classiques ne présentant pas d’invariance par translation et rotation, nous

avons choisi d’utiliser la "Dual-Tree Complex Wavelet Transform" (Transformée en Onde-
lettes Complexes) de N. G. Kingsbury [12].
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4.1 Transformée en ondelettes complexes

N. G. Kingsbury a introduit dans [T2] une transformeée en ondelettes complexes qui permet de
résoudre les problémes d’oscillations, d’aliasing et d’invariance par translation et rotation des
transformations en ondelettes réelles classiques. Il est important de noter que la transformée
de Fourier ne souffre pas de ces problémes, car, a I'inverse des transformées en ondelettes
réelles, elle est basée sur des sinusoides complexes :

eI = cos(Qt) + jsin() (4.3)

Ces deux composantes sinusoidales forment une paire de transformation de Hilbert (c’est
a dire qu’elles sont déphasées de 90° 'une de Vautre), ensemble elles forment un signal
analytique e/, qui présente de bonnes propriétés pour le traitement du signal (dont une
représentation sur une seule moitié des fréquences : 2 > 0). En s’inspirant de ce modéle, N.
G. Kingsbury construit une ondelette complexe & partir de deux ondelettes réelles :

Pe(t) = r(t) + jobi(t) (4.4)

Par analogie avec I'équation [3), 1,-(¢) est réelle et paire et 1;(t) est réelle et impaire. De
plus, si 9,(t) et ¥;(t) forment une paire de transformation de Hilbert, alors .(t) est un
signal analytique.

Une approche pour obtenir cette ondelette analytique est d’utiliser deux transformations
en ondelettes réelles, la premiére donne la partie réelle de la transformation, tandis que la
deuxiéme donne la partie imaginaire, introduisant ainsi une redondance d’un facteur 2 (4 en
2D).

Les bancs de filtres utilisés pour cette transformation sont réprésentés sur la figure Bl La
transformation inverse est donnée sur la figure Chacune des deux transformations en
ondelettes réelles utilise deux series de filtres différents, qui doivent également étre différents
des filtres du premier niveau pour que la transformation en ondelettes soit analytique. Soient
he(n) et g¢(n) les filtres passe-bas et passe-haut du banc de filtres supérieur, h°(n) et g°(n)
les filtres passe-bas et passe-haut du banc de filtres inférieur, nous avons :

'@/J(t) = '@[Jge (t) + j'@[]g" (t) (4-5)

Ainsi )4 (t) est paire tandis que ¥4 (t) est impaire. Les coefficients de I’arbre supérieur
sont donc sous-échantillonnés de maniére & ne garder que les coefficients pairs tandis que
I’arbre inférieur conserve les coefficients impairs. Les filtres du premier niveau sont iden-
tiques (h(n) = h°(n) et g¢(n) = g°(n), les deux arbres sont ainsi décalés d’un échantillon
a ce niveau), tous les coefficients sont donc conservés, et on observe une invariance parfaite
au premier niveau.

Les filtres assurent que v (t) soit analytique, autrement dit que 4. (¢) soit la transformation
de Hilbert de tge(2).

Yo (t) = H{vge (1)} (4.6)
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F1G. 4.2 — Transformée inverse en ondelettes complexes 1D.
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Ceci implique la rélation suivante sur les filtres :
9°(n) = g°(n—0.5) (4.7)

Aux niveaux j > 1 les filtres doivent donc étre décalés de 3 échantillon (§ en 2D) afin
d’obtenir une invariance par translation. Ceci est realisé en utilisant des filtres de longueurs
différentes, i.e. des filtres de longueur paire h®, g¢ pour un arbre et des filtres de longueur
impaire h°, g° pour 'autre arbre. N. G. Kingsbury obtient ainsi une transformation en on-

delettes approximativement invariante par translation.

En utilisant des bancs de filtres séparables, la transformée 1D peut étre étendue a des
signaux bidimensionnels. N. G. Kingsbury [T5] a montré qu’une telle transformée restait
efficace du point de vue du temps de calcul, et que I'on obtenait de meilleures propriétés de
directionalité qu’avec ’équivalent réel malgré la séparabilité. La propriété de reconstruction
exacte est conservée, ainsi que la presque invariance par translation.

On note (aa,da) et (ap,dp) les signaux d’approximation et les détails pour les deux arbres
A (arbre supérieur) et B (arbre inférieur). Les détails d4 et dp peuvent donc étre inter-
prétés comme la partie réelle et la partie imaginaire d’un signal complexe z = d4 + i dp.
La propriété importante de cette transformée est que le seuillage des coefficients |z| donne
beaucoup moins d’artéfacts que le seuillage des coefficients d’une transformée réelle [I3].

La régularisation [* de notre modéle réalise indirectement un seuillage (seuillage doux de
seuil A dans le cas du modeéle de parcimonie, cf. chapitre ), ce qui a pour conséquence de
lisser notre image comme le montre la figure B3 Tl faut donc étre prudent, dans le cas d’'une
déconvolution, a correctement choisir le paramétre A pour éviter de trop lisser 'image.

F1G. 4.3 Image bruitée dont les coefficients ont été seuillés en utilisant un seuillage doux.
De gauche a droite : image d’origine bruitée par un bruit blanc gaussien (RSB = 4.57dB),
résultat par seuillage doux (RSB = 12.60dB).
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4.2 Mise en oeuvre

Afin d’utiliser cette régularisation dans notre algorithme, il est nécéssaire de déterminer
I’expression de T* I'opérateur adjoint de la transformation en ondelettes complexes Y. Pour
simplifier ce calcul, nous considérons la transformation non décimée sur un seul niveau. Les
coefficients complexes z sont donc déterminés de la fagon suivante :

z=g°*x (4.8)

En utilisant une écriture matricielle, cette équation peut se réécrire comme le produit de la
transformation en ondelettes complexes T et du vecteur z :

z="Tx (4.9)
Dans ce cas, T est égale a la matrice de Toeplitz du filtre ¢g° :
9°(0)  g°(1) e g%n—1)
9°(=1)  ¢°(0) ¢°(1) - g°(n—2)
T = : : (4.10)
2 : g9°(1)
Plentl) e gl g(0)
L’opérateur transposé conjugué (ou adjoint) T* s’écrit alors de la fagon suivante :
9°(0)  g°(=1) .- e g%(=n+ )
g°(h)  ¢°(0) g¢°(=1) - g°(=m+2)
T = : : (4.11)
5 - g°(-)
Ph-1) ) g0)

C’est la matrice de Toeplitz du filtre renversé g°. En conséquence pour réaliser ’adjoint,
nous utiliserons la structure de la transformée inverse et les filtres duaux seront les filtres
retournés de la transformée en ondelettes complexes. Ce calcul a été validé en verifiant la
propriété suivante :

(Yz,y) = (x,T*y) Va,y € RY (4.12)

Pour implanter ’algorithme, il est également nécéssaire de calculer la constante de Lip-

schitz du nouveau probléme. Le calcul est similaire au précédent modele (cf. [A33), par

analogie nous posons V = T, nous obtenons alors :

_ AR+ AT
I

Les filtres de la transformée en ondelettes complexes sont tous de norme inférieure ou égale
4 1, nous pouvons donc écrire que || T3 < 1.

Ly (4.13)
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4.3 Reésultats

Ce modéle a été testé sur le probléme de rééchantillonnage, les résultats sont donnés sur la
figure £l Les modéles étant différents, nous pouvons difficilement comparer leur vitesse de
convergence, néanmoins, la régularisation par ondelettes nécéssite moins d’itérations pour
converger (82 itérations contre 110 itérations pour la variation totale) cependant notre im-
plantation de la transformée en ondelettes complexes n’est pas optimale et une itération est
4 fois plus longue qu’une itération de I'algorithme avec variation totale.

Nous pouvons remarquer que les résultats sont bien meilleurs en terme de qualité de recons-
truction, les textures n’étant plus lissées comme avec la régularisation par variation totale.

Néanmois, le seuillage doux intrinséque & cette régularisation lisse légérement l'image et
diminue l'intensité des petits élements.

FiG. 4.4 De gauche a droite et de haut en bas, I'image d’origine, 'image bruitée (RSB =
15.62 dB), le résultat avec la variation totale (RSB = 24.09 dB), et le résultat avec la
régularisation par ondelettes (RSB = 24.42 dB).
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Chapitre 5

Comparaison dual /primal

Le probléme présenté dans le chapitre précédent peut étre écrit sous sa forme duale [4, 24 25].
Cette formulation duale semble étre plus perfomante que la formulation primale [25].

Ce chapitre se consacre & la comparaison entre les modélisations duale et primale sur un pro-
bléme de type BV —1*, puis sur le probléme de reconstruction. Les methodes sont comparées
grace a I'algorithme de Y. Nesterov.

5.1 Modéle BV —[1
Nous considérons le probléme suivant (probléme de type BV — ! [Z1]) :
. €
arg min M|u — gl + [Vl + 5llu— g[l3 (5.1)
ueRN 2
Le terme §||u—g||§ est requis pour effectuer la comparaison primal/dual. Pour appliquer ’al-
gorithme de Y. Nesterov, ce probléme doit étre différentiable, on introduit donc le paramétre

p pour régulariser la norme [!. T’équation &I devient :

. € 2
argurgﬂlg}v Mo —=gll1,n+ |Vl + 5”“ —9ll3 (5.2)

5.2 Algorithme primal

Pour cet algorithme, nous appliquons simplement le schéma de Nesterov directement sur le
probléme (&32). Nous prenons :

f(u) = Mlu—=gll1p+[[Vul

Ly (5.3)

() = = lu— gl (5.4)
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Pour simplifier les calculs nécéssaires & la mise en oeuvre de cet algorithme, nous utilisons
Popérateur proximal [Al [6]. Cet opérateur est défini de la fagon suivante :

. 1
prox,y (z) = arg min <a\If(y) + =y — 96||g> (5.5)
yey 2

Dans le cas de fonction indicatrice pour ¥, 'opérateur proximal est un opérateur de projec-
tion sur le méme ensemble [6] :

— _ : 2
pmgK@)—HK@)—mgﬁgHy—ﬂb (5.6)

avec IIx Popérateur de projection sur cet ensemble (son expression est determinée par la
caractérisation de l’ensemble K, voir section suivante) et y g la fonction indicatrice sur

I’ensemble K :
Osiye K
XK@)={ (5.7)

00 sinon

L’algorithme présenté a la section Bl peut se réécrire de la fagon suivante [24] :

Algorithm 4 Méthode de gradient accelérée sur le probléme primal BV — [!
Initialiser Ag =0, wg =0
for £ > 0 do

2
_ 14eAg 1+cAy 1+cAy
o

vk, = proxy, ¢ (zo — wy)

yp = Actan,
_  Viyr)
Th+1 = prOXTlf\p (yk —Lf )
Wit1 = Wi + aV f(xp41)
App1 = Ar +a
end for

avec xg la solution initiale et :

_ w-9 4 Vu
VI = A e e (m) 68)

AT HdiVH2

L
d I
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5.3 Algorithme dual

Pour I’écriture duale de cet algorithme, nous utilisons une autre approximation de la norme
I! basée sur la régularisation de Moreau-Yosida [T6] :

w
ol = max (@) - Slyl3) (5.10)

YERN, |ly[loo <1

Nous réécrivons le probléme (22) en utilisant cette définition :

. 3
arg min (Allu =gl + IVulli, + Sllu - gll%) (5.11)
uwERN 2
. € K 2
- Mu—g, Vu, “Nu—gll3 - = 5.12
arg min (yeﬁﬂ@ﬁmgl (u=9:9) +{Vu,y) + 5llu—gl3 2IIyllz) (5.12)
. € M 2
= Cu — F, —Ju—gl3 - % 5.13
arg min <yeR5ﬁTm<1< u—Fy) + 5llu—gll2 2IIyllg) (5.13)

(5.14)

c— (AVI) F= (Aog> (5.15)

La recherche du max sur y est, en fait, indépendante de la recherche de I’ argmin sur u,
nous pouvons donc les inverser :

avec :

. g
arg min, (Mu = gl + 1 Vullu + 5 = gl13) (5.16)
= max (arg min (Cu—F.y) + = u—gll3 ~ £ )y)3 (5.17)
YyERN [lyllec <1 u€RN 2 2

Soit : - u

s(u) = (Cu = F,y) + = [lu—gll3 = Syl (5.18)
Nous cherchons :

arg min s(u) (5.19)

uwERN

Nous avons :
Vs(u)=C*y+e(u—g)=0

D'ou : o
u=_€y+g (5.20)
avec C* la matrice adjointe de C :
C* = (M —div) (5.21)
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L’équation (22) peut alors se réécrire sous la forme :

1 1%
Cg—F,y) — —IC*yl5 — Slyll3 5.22
e (1Co=Fa) - e - B1ig) (5.2
1 M
= i —||C*y|3 — (Cg — F. =lvll3 5.23
in (el = o ) + 1) (5:23

Pour ce probléme nous utilisons également ’algorithme de Y. Nesterov, légérement modifié
du fait de la présence de la condition ||yl < 1, qui se traduit par des projections sur
I’ensemble K :

K ={yeRY|lylle <1} (5.24)

Pour cet ensemble, 'opérateur de projection est défini de la fagon suivante (projection sur
une boule [*° de rayon 1) :

si |z| < 1,
Ty (x) = {xf I (5.25)
m Sinon
Nous prenons :
1 *
fly) =5 IC yll3 — (Cg — F,y) (5.26)
_ Hy2
V(y) = 5 llyllz + xx(y) (5.27)

L’algorithme s’écrit alors de la facon suivante :

Algorithm 5 Méthode de gradient accelérée sur le probléme dual de BV — !

Initialiser Ag =0, wg =0
for £ > 0 do
2
a= L \/(—“L“f“’“) + 24, A
v = Mg (o — wr)

_ Agzitavg
Ye = T A 7a

1 = Ik (yk - —va(fk))

Wit1 = Wi + aV f(xp41)
App1 = A +a
end for

avec zo la solution initiale et Ly la constante de Lipschitz du gradient de la fonction f :

L
Ly =—[C3 (5.28)

INRIA



Reconstruction d’images satellitaires & partir d’un échantillonnage irrégulier 37
De plus :
C*||3 = max ||C*q|3 5.99
1C7 13 ezt 1Cqll3 ( )
= max ||\q — div ¢||? 5.30
max [Ag ql2 (5.30)
< max (N[|q|l3 + [|div|[3]|l3) (5.31)
llall2<1
< max (A% + [|div]3) llgl3) (5.32)
llall2<1
D’ou : .
Ly = Z(\ + [[div]}3) (5.33)

La figure BEdl montre les différentes courbes de convergence entre les deux algorithmes. Nous
remarquons qu’il est plus intéressant d’utiliser notre algorithme sur le probléme dual plutot
que sur le probléme primal. Le modéle dual converge plus rapidement vers la solution et de
maniére plus stable. Une descente de gradient sur ce probléme est relativement inefficace ce
qui montre bien la supériorité des schémas de Y. Nesterov pour ce type de problémes.

\ Nesterov Dual, £=10"
1o Nesterov primal, u=104“t
Gradient projété primal, u=10 -4
1072 I I I 1 I I I I I
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900

Nombre d'itérations

|
1000

F1Gg. 5.1 — Comparaison des algorithmes primal, dual et de la descente de gradient sur le

modéle BV —[1.
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5.4 Application au probléme de reconstruction

Nous modifions légérement le modéle du probléme donné afin de pouvoir implanter son dual.

Le nouveau probléme de reconstruction s’écrit ainsi :
€
arg min, (14— gl + NIVl + Sl - g13)
g min, (|| Au — glly + A Vull + Sl — gl

Sous sa forme duale, ce probléme devient :

1 1%
_F = * 2 P 2
e (<Cg ) — 52107l 2|y|2>

. 1 2 1% 2
yelRNITﬁlyrllloogl (25”0 yllz = (Cy ) 2 Iyl

C= (AAV> F= (g) C* = (A* —Adiv)

1
fly) = 2—8||0*y|\§ —(Cg—Fy)

avec :

Nous prenons :

I
W(y) = Sllll3 + xx )
D’ou : 1
Ly= g(||A*H§ + M|\ div]|3)

L’algorithme pour résoudre ce probléme est le méme que précédemment :

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)

(5.39)

(5.40)

Algorithm 6 Méthode de gradient accelérée sur le probléme dual

Initialiser Ag =0, wg =0
for £ > 0 do
2
a = L \/(—”L“f“‘k) + 24, HpA
v = g (20 — wy)

_ Apxiptavg
Y = Anta

Ty = g (yk - —va(fk))

Wit1 = Wi + aV f(Tr41)
App1 = A +a
end for

La figure montre les résultats des deux modéles sur ce probléme de rééchantillonnage.
Nous remarquons clairement que la méthode primale est bornée tandis que la méthode
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duale ne I'est pas. De plus, on remarque que cette méthode est plus efficace sur les premiéres
itérations méme si, a la fin, les deux méthodes se rejoignent. Cette méthode semble également
beaucoup plus stable. En terme de temps de calcul, une itération de la méthode duale est
deux fois plus longue qu’une itération de la méthode primale, mais est plus efficace pour
déterminer le minimum.

SE R IR
Ll s

’

esterov Dual
lesterov Primal ~ -
~ -

i 1 1 1 1 1 =

0 50 100 150 200 250 300

Nombre d'itérations

Fig. 5.2  Comparaison des algorithmes primal et dual sur le probléme considéré.
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Chapitre 6

Comparaison
régularité/parcimonie

La régularisation par ondelettes effectuée dans ce rapport n’est pas une modélisation habi-
tuelle. En effet, un modéle plus répandu dans la littérature est le modéle de parcimonie. Ce
chapitre établit une comparaison entre ces deux modéles.

6.1 Modéle de parcimonie

Le modéle de parcimonie [8] est le modéle le plus utilisé & I’heure actuelle pour les ondelettes.
I s’écrit de la maniére suivante :

A
* = in =|| Ay — zol|3 6.1
Y arggggzll y —zoll3 + [lyll (6.1)

avec xq les observations. L’opérateur A est 'opérateur de reconstruction. Il s’agit, en fait,
d’une minimisation sur les coefficients en ondelettes d’un signal plutdt que sur le signal lui-
meéme.

Pour effectuer la comparaison entre les modéles, nous utilisons pour commencer une trans-
formée en ondelettes de Haar, redondante, non décimée.

Pour cela, I’étape de décomposition (opérateur A=!) consiste a créer, a partir de I'image
d’origine, 4 images décalées circulairement de 1 pixel les unes par rapport aux autres (dé-
calage vers le bas, la droite, la diagonale bas-droite et nous disposons de I'image d’origine).
Nous appliquons, ensuite sur chaque image une transformée 2D en ondelettes de Haar sur 4
niveaux (le décalage nous permet a la fin de conserver tous les coefficients) multipliée par un
facteur 1 (nécéssaire pour obtenir I'orthonormalité). Nous obtenons alors une transforma-

2
tion redondante d’un facteur 4 non décimée. Ainsi Y = R*V, ou N est le nombre de pixels
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de I'image.

Pour la recomposition (opérateur A), nous appliquons, sur chaque image, la transforma-

tion inverse de Haar. Chaque image recomposée est ensuite décalée (décalage de 1 pixel vers

le haut, la gauche, la diagonale haut-gauche et nous disposons de I'image d’origine). Nous
1

en réalisons la somme, puis nous multiplions par le facteur 3.

De part 'orthonormalité des ondelettes de Haar, nous pouvons facilement démontrer que
A = Afl

Afin de comparer ces deux modéles, nous utilisons une descente de gradient réécrite pour
utiliser 'opérateur proximal. Ceci peut s’écrire de la maniére suivante :

1
s =vroxy (o0 79100 (62)
avec U(x) = ||z|1, f(z) = %HAQ} — 20||3 et L la constante de Lipschitz du gradient de la
fonction f :

L=AJA"I3 (6.3)
A3 =1 (6.4)

D’apreés [6], nous avons :
prox. |, = sign(z) max ([|z[l; —~,0) (6.5)

Ceci correspond a un seuillage doux de seuil . Nous obtenons 1’algorithme suivant :

Algorithm 7 Descente de gradient sur le modéle de parcimonie

Initialiser yq

for £ > 0 do

e = Vf(ye) = NA*(Ayx — x0)

Yr1 = sign(yp — %) max (lyx — %[ — £,0)
end for

6.2 Modéle de régularité

Le modéle de régularité se présente sous la forme :
2" = argmin 2 |1z — @03 + | A%, (6.6)
z€X 2

avec X = RY. Pour ce modéle, nous sommes obligés de passer & la forme duale, car nous
ne pouvons pas appliquer directement ’opérateur proximal. En effet, nous ne pouvons pas

INRIA



Reconstruction d’images satellitaires a partir d’un échantillonnage irrégulier 43

choisir ¥(z) = ||A*x||; car ceci n’est pas une fonction simple. Sous sa forme duale, I'équation

D) se reécrit :

1
*— —arg min —|Aq||? — (zo, A 6.7
q quHMSZAH qll2 — (o, Aq) (6.7)

La solution z* est donnée par x* = —AT‘I + xg. Nous prenons ¥ comme étant la fonction
indicatrice sur ’ensemble K, défini par :

K ={qeRY|qll <1} (6.8)

La descente de gradient peut alors se réécrire de la maniére suivante :

qk+1 = Prox_1 g (qk _ vf(qk)) _ HK <qk _ Vf‘(qk)) (69)
g Ly Ly
avec :
¥(q) = xx(q) (6.10)
£(@) = 55l 4al3 ~ (v, Aq) (611)
D’ou : 1 1
Ly =314%5 = (6.12)

L’algorithme est donc le suivant :

Algorithm 8 Descente de gradient sur le modéle de régularité

Initialiser yq

for £ > 0 do
me = V) = 3 A" (Ayy) — A"
Yrr1 = Uk (yx — i)

end for

Les figures 61 et montrent les résultats de reconstruction pour ces deux modéles. La
reconstruction avec le modéle de parcimonie donne de gros artéfacts, alors que ceux-ci sont
moindres avec le modéle de régularité. C’est pour cela qu’on le préférera.

Cette décomposition en ondelettes n’est, comme on peut le voir, pas trés bien adaptée, elle
permet cependant de bien mettre en évidence les défauts relatifs aux différents modéles.

6.3 Comparaison avec le modéle BV — [!

On recommence ’experience en y intégrant cette fois-ci une déconvolution par une gaussienne
(c = 1) et en utilisant les ondelettes de N.G. Kingsbury. Nous rajoutons également une
comparaison avec le résultat du modéle BV — ['. Nous comparons ainsi :
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F1G. 6.1 — De gauche a droite et de haut en bas : I'image d’origine, I'image d’origine bruitée
(0 = 15), le résultat du modéle de parcimonie et enfin le résultat du modéle de régularité.

F1a. 6.2 — De gauche a droite : zoom sur le résultat du modéle de régularité et zoom sur le
résultat du modéle de parcimonie.
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v =arg?rfg§1%|\HT‘ly—on§+ Iyl (6.13)

x* :argminéHHx—x()Hg—!— T2 (6.14)
z€X 2

* — argmin 2||Hz — o2 + |V (6.15)
zeX 2

Comme on peut difficilement utiliser la dualité, nous avons choisi d’utiliser une descente de
gradient sur chaque probléme en régularisant la norme ' avec un paramétre y identique

pour chaque modéle :
N

L =Y\ Jud+ p (6.16)
i=1

[l

Les algorithmes sont les suivants :

Algorithm 9 Descente de gradient sur le modéle de régularité
Initialiser yo, Ly = A[|H [|3[|T (|3 + &
for £ > 0 do

_ _ —% IT* -1 _ Yk

Yk+1 = Yk — L%Uk
end for

avec ||H||3 = |73 = 1 et H* = H. L’opérateur T ~* se construit en utilisant la structure
de la transformée directe et les filtres sont les filtres de la transformée en ondelettes com-
plexes inverse retournés (cf. chapitre H).

Algorithm 10 Descente de gradient sur le modéle de parcimonie
Initialiser yo, Ly = \|H||3 + —|—%HT||§
for £k > 0 do

=V = \H*(Hy, — (Gl (S
Nk f(yk) ( Yk 330)"’ (m)

Yk+1 = Yk — L%ﬂk
end for

avec ||T[]3 = 1.
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Algorithm 11 Descente de gradient sur le modéle BV — [*
Initialiser yo, Ly = \|H||3 + %||d1v||§
for £ > 0 do

_ _ * _ A 4
Ny = Vf(yr) = A\H*(Hyg, — x0) — div (m)
Yk4+1 = Yk — L%Uk
end for

avec ||div||3 = 8. La figure B3 illustre le résultat obtenu. Comme précédemment, le modéle
de régularité donne beaucoup moins d’artéfacts que le modéle de parcimonie, cependant les
deux modéles détériorent autant les contours en lissant ’image. La variation totale débruite
correctement 1’image tout en conservant les contours, malheureusement ce sont les textures
qui sont lissées. Il est difficile de dire quel est le modéle le plus perfomant, néanmois le modéle
de régularité semble bien approprié pour de nombreuses applications dont la restauration
d’images satellitaires par exemple, o la faible présence de bruit permet de ne pas trop lisser
I'image tout en faisant de la déconvolution.
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F1G. 6.3 De gauche a droite et de haut en bas : I'image d’origine floutée et bruitée (o = 15),
le résultat du modéle de parcimonie, le résultat du modéle de régularité et le résultat de la
variation totale.
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Chapitre 7

Conclusion et perspectives

En conclusion, nous avons adapté un schéma numérique récent pouvant convenir & une
vaste catégorie de problémes de traitement d’images, dont la restauration. Il conduit & un
algorithme trés rapide et présente un taux de convergence bien meilleur que les principales
méthodes de minimisation actuelles. Nous avons également comparé un modéle de type
I! — TO (Transformation en Ondelettes) et [! — VT (Variation Totale), chacun des deux
apportant son lot d’avantages et de défauts : la variation totale est efficace sur les contours
des objets, mais lisse les textures tandis que la transformation en ondelettes restaure cor-
rectement les textures, mais lisse I'image et crée des artéfacts.

En perspectives de ce travail, il serait intéressant d’approfondir ce probléme de reconstruc-
tion en l’élargissant & un probléme de super-résolution & partir de paires stéréoscopiques.
Enfin, il serait également intéressant d’approfondir la comparaison parcimonie/régularité en
utilisant une décomposition sur un dictionnaire pour la transformation en ondelettes.
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Annexe A

Calcul de Ty (y) :

On cherche :
Ti(y) = arg min my(y; z) (A1)
mu(y; ) = ) + (VI )a — ) + 5 o — i3 (A2)
On a I
Vo) + V2 (970~ ) + Vi (Flle = vl =0 (A3
Vi) +Lz—-y)=0 (A.4)
On en déduit : .
Tr(y) =z =y - 7VIy) (A.5)

Calcul de vy, :

Nous cherchons maintenant ’expression de v, = argmin, ¥ (z). Nous pouvons écrire par
récurrence que :

k
Yule) = o(2) + Y ailf (2:) + (VS (@), @ — 25) + ¥(2)] (A.6)
i=1

Avec Yo(z) = 3|z — zoll2”. De plus :

k
Vb () = Vipo () + Z ai[Vf(x;) + V()] =0 (A7)
k
a:—xo—l—Zain(xi) =0 (A.8)
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Soit : .
Vg =X =Xg — Zain(xi) (A.9)

=1

Calcul de a :

On cherche a la solution de I’équation :

Ak"i - = 2% (A.10)
En posant A = % on a:
%aQ—)\a—Ak)\:O (A.11)
Le discriminant de cette équation donne :
A =X\ £ 24,0 (A.12)

a est la solution positive des deux solutions car la suite Ay doit étre croissante, soit :

1 [71\? 2
a=A+VA+24; Zz-f— (z) +EAk (A.13)

Différentielle de [|A. — g1, :

Pour calculer la différentielle de |A. — g||1,,,, nous allons faire un calcul au sens de Gateaux
(dérivée selon un vecteur). Par exemple, si l'on cherche la dérivée d’une fonction F' en u,
nous allons calculer :

. F(u)+ F(u—+th)

lim

i

(A.14)

Par soucis de clarté, on note F, la norme [! régularisée ||A. — g[/1,,. On cherche alors la
dérivée de F), définie par :

Fyiu— Fyw) = V ((Au); — gi) + 122 (A.15)

Soit ¢, la fonction de R dans R définie par :

bprx — a2+ p? (A.16)

On a donc la relation suivante :

Fu(u) = Z b ((Auw); — gs) (A.17)
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Calculons maintenant le développement & 'ordre 1 de F,(u + th), t € R et h appartenant
au méme espace que u :

Mz

Fyu(u+th) (% ((Au)i — gi) + t(Ah)i¢), ((Au); — gz‘))
=1
N
= Fu(w)+ Y _t(Ah)id), ((Au); — g;) (A.18)
=1

En utilisant ¢}, (z) = x/y/2% + p? et en notant que Zaibi =< a,b > on peut réécrire

[A1R) sous la forme :

(Au—g)
F,(u+th)=F,(u)+t< Ah, A.19
L+ th) = B () T (A.19)
En utilisant la relation < Au,v >=< u, A*v > dans ([(AT9), on a alors :
Au —
Fu(u+th) = F,(u) +t < h, A* (Au—9) > (A.20)
(Au — g)* + p?

En reportant (A17) et [(A20) dans (A1), on obtient la dérivée de F), selon la direction h :

/ i * (Au—g)
B (u) >=< ik JA < (Au—g)Q—i—,LLQ) > (A.21)

h
=Tl

Et donc :

/ A% (AU — g)
Fi(u)=A < S N2> (A.22)

Différentielle de J,(u) :

Pour calculer cette dérivée, il suffit de faire le méme calcul que prédemment en posant A =V
et g = 0. De plus, en utilisant le fait que V* = —div, on obtient la formule suivante :

, — div Vu
F(u) =—d <7\/|VU|27+MQ> (A.23)
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Calcul de la constante de Lipschitz L; :

Soit :
Fu(u) = [[Au — g1, + Au(w) (A.24)

On recherche une constante Ly telle que V(u,v) € RN x RN on a:
IVE,(u) = VE,(0)|l2 < Lyllu — vl (A.25)

On a, alors, les relations suivantes :

VE,(u) = VF,(v)|l2 = ||A -4
IV Fpu(u) @l = | < (Au—g)2+u2> ( (A”‘9)2+“2>

_ ,\(div <¢%> —div < IVv|2 — ) )H (A.26)

Comme Popérateur A* est lindaire, ||A*u — A*v||3 = |A*(u — v)||3 < [|A*||3]|u — v]|3. Tl en
est de méme pour l'opérateur div. On a donc en utilisant I'inégalité triangulaire :
[VE.(u) = VF,(v)ll2 < [|A7]2 -
g g VAu—=g)2+ 2 (Ao —g)? + 2
. \% \Y%
+A[|div]2 _ - - (A.27)
VNP2 NP 2
On définit la fonction v, pour tout x € RY par :
1
NCEEE bu(z1)
saw=| = |=] (4.28)
7 ) \aow
On a alors V(z,y) € RV x RY :
N
() — Yl = Z (Pu(@i) — Dulyi))? (A.29)
=1
En remarquant de plus que V(z,y) e R x R :
0u@) = 0u() = [ 610t < [l — ol (4.30)
y
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Donc :

N
[Yu(x) =@l < Z|I¢L||§o|$i—y¢|2 (A.31)
< T ellz =yl
En introduisant v, dans (AZ27), on a alors :
IV F () — VEW()ll2 < 147 a4 (Au — ) — s (Av = gl
FANdiV 2l tplloo (IVull) = pu([Vol)ll2

< A2 llYullool[Au = Avllz + Alldiv]l2¢hu]loo [ Ve — Vo2
< ulloo (A [[2]| Allz + Alldiv([2]|V]]2) [|w — v|2 (A.32)

En remarquant que ||¢,|/c = %, on trouve finalement la valeur de Ly suivante :

_ [IAJI3 + Aldiv]|3

L
! 1t

(A.33)

Le calcul de || A2 est donné dans la section suivante et on prendra || A||2 < 1, celui de ||div]|2
est connu [25] et on sait que ||div]s < 2v/2.

Calcul de ||A]|; par la méthode des puissances itérées :

La méthode des puissances itérées est une méthode permettant de calculer la valeur propre
dominante d’une matrice diagonalisable. Soit A une matrice de R" x R™ diagonalisable. On
note (\;);=1..n les valeurs propres ordonnées de A.c’est-a-dire :

Al > (A2 > ... > Al (A.34)

Soit vg un vecteur quelconque de R™, et (ug, ..., u,) une base de R™. On peut alors I’écrire
sous la forme :

Vo = Zaiui, a; €R (A35)
i=1

Soit la suite de vecteurs :

Wy, = (A.36)

A’UQ, sik=1
Awg_1, sikeN*\{1}
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En utilisant la définition (A35) de vg, on peut alors écrire :
n
wp =Y oiMu;, VkeN* (A.37)
i=1

Ou encore

n k
i
wy = )\’f <a1u1 + E o (/\—1) ul> , VkeN* (A.38)

=2

k
Or d’aprés [(A34), lim <)\—l> = 0. Donc le vecteur wy converge vers un vecteur propre de

k—oo 1
A associé a la valeur propre A1, soit :

AWse = MWeo (A.39)
On a donc lalgorithme suivant :
vg € R™
Wy = Vg (A.40)
Uk = Tl
avec :
klim lwilloo = |A1] (A.41)

Lemme du gradient :

Ici f est une fonction convexe dont le gradient est L ¢-lipschitzien. Soit ¢(y) = f(z+v(y—=x)) :

¢/ (@) = &' (B)ll2 = Iy = )" (Vf(x + aly — 2)) = VF(z + By — )|l
<Ny —2)2ll(VF(x +aly —2) = Ve + 8y —2))ls (A42)

Or:
IVf(u) = Vi@)ll2 < Lgllu—vl2 (A.43)
D’ou :
¢ (@) = &' (B2 < I(y — 2)|3Lslle — B2 (A.44)
De plus :

1
F) = f(@) = (y = )"V f () = ¢(1) — ¢(0) — ¢/(0) = /0 ¢' (o) da — ¢/(0)

! / / ! 2 Ly 2
— [(W@-s0Nda< [ ly-aliLrada=FLly-al} (ad)
0 0

INRIA



Reconstruction d’images satellitaires a partir d’un échantillonnage irrégulier

a7

D’ou : I
f) < f@) + (VF(@)y — o) + Flle = yll3

D’autre part, comme f est convexe :
fy) = (@) 2 (Vf(z),y —x)

On obtient ainsi :

f@)+(Vf@),y —z) < fly) < flz) +(Vf(@),y —2) + %Ilm—yl\é

RR n°® 6732
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