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Résumé Les processus auto-régressifs bifurcants sont souvent utilisés pour modéliser les
divisions cellulaires, voire notamment le travail originel de Cowan et Staudte (1986), et
celui de Guyon (2007) concernant la détection du vieillissement cellulaire. Pour prendre
en compte la mort possible des cellules, nous utilisons un arbre de Galton-Watson pour
modéliser la généalogie incomplete, et introduisons la notion de chaine de Markov bifur-
cante sur un arbre de Galton-Watson. Apres avoir calculé les estimateurs du maximum de
vraisemblance liés a ce modele, nous établissons leur consistance et leur normalité asymp-
totique, pour finalement construire un test qui permette de décider du vieillissement des
cellules.

Mots clés détection du vieillissement cellulaire, processus de Galton-Watson, auto-
régressif bifurcant.

Abstract Bifurcating autoregressive processes are widely used for modelling cell lineages,
see e.g. the work of Cowan and Staudte (1986) and that of Guyon (2007) dealing with
the detection of cellular aging. To take into account the possible death of cells, we use a
Galton-Watson tree to model the maybe incomplete genealogy, and are thus led to define
bifurcating Markov chain on Galton-Watson tree. After computing the maximum like-
lihood estimators for our model, we prove their consistency and asymptotic normality.
Finally, we use these results to build a test to decide whether cells age or not.

Key words detection of cellular aging, Galton-Watson process, bifurcating autoregres-
sive process.

1 Introduction

Ce travail a pour origine des expériences effectuées par une équipe de biologistes (Stewart
et al. (2005)) sur la bactérie Escherichia coli. Cette bactérie est un organisme unicellulaire
qui se reproduit en se divisant par son milieu. Les deux cellules filles possedent donc

1



|
<+—Pole
:) Cell growth
( I Beginning of call division
|

New pole cell 3— @) I:D- -= Old pole cell

Old pole——= | «— Mew poles——: -——0ld pole
|

(:3}3(:3:)

DD s, O D0 [
/ \ cellioral for two

leasttwo ¥ divisions
divisions

Pole

Figure 1: Divisions cellulaires d'E. coli, d’apres Stewart et al. (2005)

chacune une extrémité neuve, appelée nouveau pole, et une extrémité ancienne, appelée
vieux pole. On attribue un age a la cellule, I’age de son vieux pole, au sens du nombre
de divisions depuis lesquelles ce vieux pole existe. En s’appuyant sur la figure 1, on
peut remarquer qu’a chaque génération une cellule donne naissance a deux cellules, qui
ont chacune un nouveau pole, et qu'une des deux cellules présente un vieux pole d’age 1
(qui correspond au nouveau pole de sa mere), alors que l'autre présente un pole d’age plus
grand que 1 (qui correspond au vieux pole de sa mere). La premiere cellule est appelée fille
de type nouveau pole, et la seconde fille de type vieux pole. Les données expérimentales
de Stewart et al. (2005) suggerent que le taux de croissance de la fille de type nouveau
pole est significativement plus grand que le taux de croissance de la fille de type vieux
pole.

Guyon (2007) a modélisé ’évolution du taux de croissance par une chaine de Markov
asymétrique sur un arbre binaire régulier, encore appelée chaine de Markov bifurcante. Ce
modele permet de prendre en compte une répartition asymétrique du taux de croissance
de la cellule entre ses deux filles, selon leur type. A partir de la, Guyon construit un
test pour détecter une différence entre les taux de croissance des deux filles selon leur
type de pole. Dans ce modele, on suppose que les cellules ne meurent jamais (la mort
signifie ici que la cellule ne se divise pas). Cette hypothese est satisfaite dans le cas
d’un milieu saturé en nourriture, mais dans des conditions de stress, les cellules mortes
peuvent représenter une part plus significative de la population. Nous prenons en compte
cet effet aléatoire en utilisant un arbre de Galton-Watson pour modéliser la généalogie,
et nous étudions un modele de chaine de Markov sur un arbre de Galton-Watson au lieu



d’un arbre régulier. L’estimation des parametres d’un auto-régressif bifurcant a déja été
étudiée, nous mentionnons, dans le cas symétrique, Hwang, Basawa et Yeo (2008), et le
récent travail de Bercu, De Saporta et Gégoud-Petit (2008) dans le cas asymétrique.

2 Le modele

Nous décrivons la généalogie des cellules par un arbre binaire. La cellule initiale est
numérotée 1, elle donne naissance a deux filles, 2 et 3. Plus généralement, la cellule ¢
donne naissance a deux filles numrérotées 2i et 2¢ + 1, et par convention, 2¢ désignera la
cellule de type nouveau pole, 27 4+ 1 la cellule de type ancien pole. Les ensembles

G, ={2",...,27" =1}, T, =U_G; et T =U,G,

désignent alors respectivement la r-eme génération, le sous-arbre des r 4+ 1 premieres
générations et I’arbre binaire complet. Le taux de croissance de la cellule 7 est X;. Si
une cellule meurt (i.e. elle ne se divise pas), nous considérons qu’elle ne croit pas. Nous
travaillons avec le modele de type auto-régressif suivant :

e avec probabilité p; o la cellule ¢ se divise en deux cellules vivantes 27 et 27 + 1 et

Xoi = oaX; + Bo + e,
Xoiy1 = X, + /i + e2i41,

ou ((£2i,€2i41),% > 1) est une suite i.i.d. de vecteurs gaussiens centrés, de matrice
de covariance
1
02(/) 'i), o?>0, pe(-1,1),

e avec probabilité py la cellule 7 se divise en deux cellules dont une seule est vivante,
de type nouveau pole, et
Xoi = g X + By + €,
olt (gh;,7 > 1) est une suite i.i.d. de gausiennes N (0, of?),
e avec probabilité p; la cellule 7 se divise en deux cellules dont une seule est vivante,

de type ancien pole, et
Xoiv1 = o4 X; + 01 + 5/2i+17

ot (€h; 1,7 > 1) est une suite 1.i.d. de gausiennes N (0, 07).

Pour achever la mise en place du modele, nous précisons que les coefficients ay, aq, ay
et o sont dans | — 1, 1], les coefficients 3y, 81, By et 3] sont dans R, et les trois suites
((2i5€2i41),1 > 1), (5,7 > 1) et (5,7 > 1) sont indépendantes.



A partir de ce modele, détecter le vieillissement revient a tester (ag, By) = (a1, 81) contre
(a0, Bo) # (a1, Br)-

Nous introduisons de nouvelles notations : G, T et T* désignent les ensembles de cellules
vivantes parmi G,., T, et T respectivement. Le processus (|G|, > 0) est alors un proces-
sus de Galton-Watson, dont la loi de reproduction a pour moyenne m := 2p; o + p1 + po.
Nous nous plagons sous ’hypothése m > 1 (cas surcritique).

3 Résultats

Pour commencer, nous calculons 0" = (&g, 35, &7, 1), I'estimateur du maximum de vraisem-
blance de 6 = («, fo, a1, £1) basé sur T,.. Pour § € {0,1}

. Cov" (X, Xoits)

et 0 = Moy (Xoirs) — a5 Moy (X,),

% = Varr(X;)
ou
Moy" (X :_ZX“ Var(X :—ZX2 (Moy"(X;))?%,
T,| i€Tr T.| i€Tr
Cov"(Xi, Xaips) = —— Z Xi Xoirs — Moy (X;) Moy (Xais5),

| T| ieT,

et T, = {i € T*, 2i € T* et 2i + 1 € T*}. Cet ensemble est naturellement apparu lors
du calcul des estimateurs, et plus généralement, ce sont bien évidemment les cellules vi-
vantes qui vont apporter de I'information. Ceci nous amene a étudier le comportement
asymptotique du processus (|Gi|, k > 0).

Lemme (Harris (1963)) : 1l existe une variable aléatoire positive W telle que

|GZ’ p.s.,L?

mk k—oo

avec {W = 0} = Up>o{|G;| =0} et P(W =0) < 1.

w,

Nous pouvons alors énoncer les deux résultats suivants concernant I’estimateur gr.
Proposition 1 : Supposons que la loi de Xo admette des moments de tous ordres. Alors
Les>000" —— Lawsop0.

Proposition 2 : Supposons que la loi de Xy admette des moments de tous ordres. Alors

- Ar loi
g0 To V20" = ) —— 1w G,
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ou G4 est un vecteur gaussien de dimension 4, indépendant de W, centré, et de matrice
de covariance

K ,OK 1 — U1
— 52 K = 2 -1
M =0 ( K ) avec = (UQ ,ul) ( m Lo > )

ou puy et po sont les moments d’ordre 1 et 2 respectivement d’une certaine loi de probabilité
L.

Nous donnons le schéma de la preuve : le processus (X;,i € T*) défini ci-dessus est
une chaine de Markov bifurcante sur un arbre de Galton-Watson. L’étude du comporte-
ment asymptotique de tels processus fait apparaitre une chaine de Markov standard, Y.
Sous I'hypothese fondamentale d’ergodicité de cette chaine de Markov auxilliaire, nous
prouvons la loi des grands nombres et le TCL fonctionnel pour les chaines de Markov
bifurcantes sur un arbre de Galton-Watson. Les objets limites font intervenir la mesure
invariante de Y, que nous appelons p. Dans le cas particulier du modele de type auto-
régressif décrit ci-dessus, l'ergodicité de la chaine de Markov auxilliaire Y se montre
aisément, et les valeurs de p1 et uo sont explicitées en fonction des parametres du modele.
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