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Estimation par plug-in du taux d'entropie d'unpro
essus markovien de sauts à espa
e d'état �niPhilippe RegnaultLaboratoire de Mathématiques Ni
olas Oresme, Université de Caen BP 5186,14032 CAEN 
edexRésuméL'entropie d'une loi à valeurs dans un ensemble �ni est largement utilisée danstoutes les appli
ations impliquant des variables aléatoires. L'équivalent naturel pourun pro
essus aléatoire est son taux d'entropie, s'exprimant 
omme une fon
tion de laprobabilité invariante et du générateur pour un pro
essus markovien de sauts homo-gène, ergodique, à espa
e d'état �ni.On 
onstruit un estimateur par plug-in de 
e taux d'entropie dans le 
as de l'obser-vation d'une traje
toire du pro
esssus sur une longue période de temps. On démontreque 
et estimateur a de bonnes propriétés asymptotiques, il est 
onvergent et asymp-totiquement normal ; sa varian
e asymptotique est expli
ite dans la plupart des 
as.Le 
as des pro
essus à deux états, parti
ulièrement lié à l'étude de durées de vieou de la �abilité d'un système, fait l'objet d'une étude numérique détaillée.Abstra
tThe entropy of a distribution with �nite support is widely used in all appli
ationsinvolving random variables. A natural equivalent for random pro
esses is the entropyrate. For ergodi
 pure-jump �nite state Markov pro
esses, this rate is an expli
itfun
tion of the asymptoti
 distribution and the in�nitesimal generator .We estimate the entropy rate by plug-in from the observation of one long traje
toryof the pro
ess. This estimator is proven to be strongly 
onsistent and asymptoti
allynormal with expli
it varian
e in most of the 
ases.The 
ase of two-state Markov pro
essess, widely used in reliability or survival dataanalysis is detailled and illustrated.Mots-
lés : Statistique mathématique, statistique des pro
essus, pro
essus mar-koviens de sauts, ergodi
ité, taux d'entropie, estimation paramétrique.1 Introdu
tionL'entropie d'une loi P sur un ensemble �ni E,
H(P ) = −

∑

x∈E

P (x) log P (x),a été introduite par Shannon [7℄ en 1948 dans le 
adre de l'étude des 
odes de
ompression : il a montré que si (Xn)n∈N est une 
haîne de Markov ergodiqueà espa
e d'état �ni, le quotient 1
n
H(P(X1,...,Xn)) admet une limite H(X) lorque

n tend vers l'in�ni, appelée taux d'entropie de la 
haîne, représentant le tauxde 
ompression optimal de 
odes de 
ompression.1



L'utilisation de l'entropie dépasse largement 
e résultat original : une boîte àoutils statistique 
omplète a été développée et appliquée dans un grand nombrede domaines (voir [3℄).La notion de taux d'entropie introduite par Shannon s'adapte aux pro
essusmarkoviens de sauts ergodiques à espa
e d'état �ni 
omme suit.Soit X = (Xt)t∈R+ un pro
essus markovien de sauts ergodique à valeursdans un ensemble �ni E. On note X(T ) la restri
tion de X à l'intervalle [0, T ].Dé�nition :L'entropie partielle de X est HT (X) =

∫
fX(T )

log
(
fX(T )

)
dm où fX(T )

est lavraisemblan
e de PX(T )
par rapport à une mesure dominante m.Le taux d'entropie H(X) de X est la limite de 1

T
HT (X) lorsque T tend versl'in�ni.
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Fig. 1 � Une traje
toire d'un pro
essus de markov à 
inq étatsUne mesure dominante m de PX(T )
a été 
onstruite par Albert dans [1℄ etreprise par Bad Dumitres
u dans [4℄. La vraisemblan
e asso
iée y est expli
itée,permettant d'établir une formule expli
ite du taux d'entropie d'un pro
essusde Markov ergodique, fon
tion de son générateur A = (ai,j)(i,j)∈E2 et de saprobabilité invariante π, soit

H(X) = −
∑

i∈E

π(i)
∑

j∈E,j 6=i

ai,j log ai,j +
∑

i∈E

π(i)
∑

j∈E,j 6=i

ai,j . (1)2 Estimation du taux d'entropieL'estimation du taux d'entropie d'une 
haîne de Markov a été abordée parG. Ciuper
a et V. Girardin dans [2℄ puis par V. Girardin et A. Sesboüé dans[5℄. Les auteurs y proposent un estimateur par plug-in du taux d'entropie, basésur l'estimation de la matri
e de transition de la 
haîne et de sa loi stationnaire.On adapte i
i 
ette démar
he au 
as d'un pro
essus à temps 
ontinu.2



La probabilité invariante π d'un pro
essus de Markov ergodique est 
ara
-térisée par l'égalité π.A = 0. La probabilité invariante est don
 une fon
tion dugénérateur. A. Albert a établi dans [1℄ une formule expli
ite, pré
isément
π(i) =

a(i,i)

∑
k∈E a(k,k)

,où a(i,i) est le (i, i)-ième 
ofa
teur de A.Ce résultat, joint au théorème de Bad Dumitres
u, implique que le tauxd'entropie est une fon
tion du générateur,
H(X) = h(A).On 
onstruit alors un estimateur par plug�in de H(X),
ĤT = h(ÂT ),où ÂT est un estimateur du générateur.A. Albert ([1℄) a 
onstruit un estimateur ÂT par maximum de vraisemblan
edu générateur d'un pro
essus ergodique. Expli
itement,

ÂT (i, j) =





nT (i, j)

rT (i)
si i 6= j et rT (i) 6= 0,

0 si i 6= j et rT (i) = 0,

−
∑

j 6=i

ÂT (i, j) si i = j.où nT (i, j) est le nombre de transitions de l'état i à l'état j et rT (i) est le tempsde séjour en i durant l'intervalle de temps [0, T ]. Cet estimateur possède debonnes propriétés asymptotiques :� ÂT 
onverge presque sûrement vers A,� √
T

(
ÂT − A

)
L→ N (0, Σ2

A) où Σ2
A est une matri
e diagonale dont les 
o-e�
ients diagonaux sont ai,jρ/ai,i, où ρ est le produit des valeurs propresnon nulles de A.3 Propriétés asymptotiques de l'estimateurL'estimateur ĤT = h(ÂT ) hérite alors des propriétés de ÂT .Théorème : Aves les notations données plus haut,1. ĤT est fortement 
onsistant, soit ĤT

p.s.→ H(X),2. si la dérivée Dh(A) de h en A est non nulle, ĤT est asymptotiquementnormal et de varian
e asymptotique expli
ite, soit
√

T
(
ĤT − H(X)

)
L→ N (0, Σ2

H) où Σ2
H =

∑

(i,j)∈E2,i6=j

ai,j

a(i,i)
ρ

(
∂h

∂ai,j

(A)

)2,3. Si Dh(A) = 0, alors 2T
(
ĤT − H(X)

)
L−→

∑

(i,j)∈E,i6=j

λi,jχ
2(1),ave
 λi,j = ai,jρ/a(i,i). 3



Démonstration :1. Puisque ÂT 
onverge presque sûrement vers A et que h est 
ontinue, ĤT =
h(ÂT ) 
onverge presque sûrement vers h(A) = H(X).2., 3. Pour les ditributions asymptotiques, on propose la démonstration du 
asparti
ulier d'un pro
essus à deux états dans la se
tion suivante. Le le
teurpourra se reporter à [6℄ pour une démonstration dans le 
as général.Dans le 
as où Dh(A) ne s'annule pas, la varian
e asymptotique est unefon
tion expli
ite du générateur A, soit Σ2

H = s(A). Son estimateur par plug-in
Σ̂2

HT
= s(ÂT ) est fortement 
onsistant, d'où le résultat suivant.Corollaire : Si Dh(A) 6= 0 alors √T (ĤT − H(X))/Σ̂HT

L−→ N (0, 1).4 Cas d'un pro
essus à deux étatsDans le 
as parti
ulier d'un pro
essus à deux états, on peut pré
iser le ré-sultat du théorème pré
édent 
omme suit.Théorème :1. Si le générateur n'est pas uniforme, alors √
T (ĤT − H(X)) → N (0, Σ2

H)quand T tend vers l'in�ni,où Σ2
H =

a1,2a2,1

(a1,2 + a2,1)3
(
(−a1,2 − a2,1 log(a1,2a2,1) + a2,1)

2

+(−a2,1 + a1,2 − a1,2 log(a1,2a2,1)
2)

).2. Si le générateur est uniforme, alors 2T (H(X) − ĤT ) → χ2(2) quand Ttend vers l'in�ni.Démonstration :1. La dérivée de h en A est nulle si et seulement si le générateur est uniforme(a1,2 = a2,1 = 1). En e�et, la formule ( 1) devient, pour n = 2,
H(X) =

a1,2a2,1

a1,2 + a2,1
(2 − log(a1,2a2,1))où A =

(
−a1,2 a1,2

a2,1 −a2,1

) et a1,2, a2,1 > 0don

∂h

∂a1,2
(a1,2, a2,1) =

−a1,2a2,1 + a2
2,1 − a2

2,1 log a1,2a2,1

(a1,2 + a2,1)2
,

∂h

∂a2,1
(a1,2, a2,1) =

−a1,2a2,1 + a2
1,2 − a2

1,2 log a1,2a2,1

(a1,2 + a2,1)2
.Le système d'équations

{ −a1,2a2,1 + a2
2,1 − a2

2,1 log a1,2a2,1 = 0

−a1,2a2,1 + a2
1,2 − a2

1,2 log a1,2a2,1 = 04



admet pour unique solution (a1,2, a2,1) = (1, 1).2. Si A n'est pas uniforme, le résultat est une 
onséquen
e de la méthodedelta.3. Si A est uniforme, un développement de Taylor de h à l'ordre 2 donne
ĤT − H(X) = − 1

4

[(
ÂT (1, 2) − a1,2

)2

+
(
ÂT (2, 1) − a2,1

)2
]

+ o
(
‖ÂT − A‖2

)
,la dérivée 
roisée étant nulle pour le générateur uniforme.Or √T

(
bAT (1,2)−a1,2

ΣA(1,2) ,
bAT (2,1)−a2,1

ΣA(2,1)

)
L−→ N (0, Id), don


T




(
ÂT (1, 2) − a1,2

)2

Σ2
A(1, 2)

+

(
ÂT (2, 1) − a2,1

)2

Σ2
A(2, 1)


 L−→ χ2(2).Le résultat en dé
oule immédiatement puisque Σ2

A(1, 2) = Σ2
A(2, 1) = 2.Les �gures 2 et 3 illustrent respe
tivement la 
onvergen
e pon
tuelle del'estimateur ĤT dans le 
as d'un générateur non uniforme et dans le 
as dugénérateur uniforme. L'estimateur a été 
al
ulé à partir de la simulation d'unpro
essus de Markov pour un intervalle de temps [0, 5000]. Dans les deux 
as,la 
onvergen
e est très rapide, d'autant plus que le générateur est pro
he dugénérateur uniforme (la 
onvergen
e y étant plus rapide puisque la dérivée y estnulle).
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Fig. 2 � Convergen
e de ĤT pour
(a1,2, a2,1) = (2, 3)
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Fig. 3 � Convergen
e de ĤT pour
(a1,2, a2,1) = (1, 1)Les �gures 4 et 5 illustrent respe
tivement la 
onvergen
e de la fon
tion derépartition empirique de √T (ĤT −H(X))/ΣH vers 
elle d'une loi normale pourle 
as d'un pro
essus de générateur non uniforme et la 
onvergen
e de la fon
tionde répartition empirique de 2T (ĤT − H(X)) vers 
elle d'une loi du χ2 à deuxdegrés de liberté pour un pro
essus de générateur uniforme. Dans les deux 
as,les fon
tions de répartition empiriques ont été obtenues après la simulation de

200 traje
toires sur les intervalles de temps [0, 1000], [0, 2000] et [0, 3000].5
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Fig. 4 � Convergen
e de la fon
tion de répartition empirique de √
T (ĤT −

H(X))/ΣH vers 
elle de la loi normale 
entrée réduite pour (a1,2, a2,1) = (2, 3)
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Fig. 5 � Convergen
e de la fon
tion de répartition empirique de 2T (ĤT −H(X))vers 
elle de la loi du χ2(2) pour (a1,2, a2,1) = (1, 1)Référen
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