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Résumé

On considere ici des plans pour mélanges de mélanges, dits MoM (Mixture of
Mixtures), ou chaque composant principal est lui méme un mélange de compo-
sants secondaires. Les contraintes de ce type de systéme conduisent tres souvent
a la sur-paramétrisation de la réponse lorsque un modele polynomial classique est
adopté, c’est pourquoi un type spécial de modélisation est requise. Les modeles pro-
posés dans la bibliographie sont obtenus par multiplication de polyndmes associés a
chaque contrainte MoM. Ils sont ensuite ajustés sur des plans dit réseaux de Scheffé
multiples mais leur taille est souvent problématique & mettre en oeuvre. Nous pro-
posons alors ’adaptation des outils de la géométrie algébrique tels que les bases de
Grobner afin d’obtenir ’ensemble maximal de monémes identifiables a partir d’un
plan d’expérience proposé.

Mots clés : Plan d’expérience pour mélange, mélange de mélanges, composants
principaux et secondaires, modeles identifiables, bases de Grobner.

Summary

We consider mixture-of-mixtures (MoM) experiments. In such case every major
component is a mixture of some minor components. Classical polynomial models are
surparametrized for MoM. One usual way to obtain regular models is to mulitply all
the polynomial mixture models associated to each major component. Such models
can be fitted using multiple-lattice designs but these designs are constituted by
a big number of experiments. Our goal is to use algebraic geometry, and more
precisely Grobner basis, in order to obtain for every fixed design the maximal set
of identifiable monomials under the MoM constraints.

Keywords : Experimental designs for mixtures, mixture of mixtures, major and
minor components, identifiable models, Grébner bases.

Systeme pour mélange de mélanges

En général un plan d’expérience pour mélanges est un type particulier de plan dont
les facteurs expliquant certaines propriétés du mélange sont les ingrédients qui le com-
posent. On suppose que la réponse a modéliser dépend uniquement des proportions des
composants.



Un mélange classique de ¢ composants, avec x; la proportion du composant ¢, est défini
par le point (21,29, - ,x,) de R? satisfaisant les contraintes suivantes :

Ti+xo+ . H+ax,=1¢e Vi=1---,q, v, >0

Les contraintes ci-dessus délimitent le domaine expérimental, qui est un polyedre de di-
mension ¢ — 1 de R?. Il peut étre exprimé comme ’enveloppe convexe de la base canonique
de R?, appelé simplexe et dénoté par S,,.

Par exemple, I'ensemble de tous les mélanges a 3 composants est le triangle équilatéral
dans R? défini par :

Ss={(z,y,2) eR’: z+y+z=1 z,9,2>0}

On peut trouver dans le livre de Cornell (2002) des plans dits réseauxr de Scheffé uti-
lisables pour estimer des surfaces de réponse polynomiales. Pour m un entier positif, le
{g,m}—réseau de Scheffé & ¢ composants est le plan constitué par l’ensemble de points
(1, ,x4) € Sy 0U z; € {O,%,%,--- ,mT_l,l}.

Les plans pour mélanges classiques ne permettent que ’exploration d’un seul mélange a
la fois. Il y a des cas ou 'expérience pour mélanges est conduite afin de modéliser les pro-
priétés de plusieurs types de mélange en méme temps, donc on suppose que la formulation
est un mélange de mélanges que I'on appellera systeme MoM (mixture of mixtures).

Considérons un systeme MoM dont les composants principaux (CP) sont des mélanges de
composants secondaires (CS), chacun d’eux étant associé a un seul CP. Soit p le nombre
de CP dont les proportions sont données par le vecteur (wy,ws,--- ,w,) et ¢; le nombre
de CS associés au i-eme CP dont les proportions sont (yi1, Yi2, - - - , Yig; ). Alors, le systeme
de contraintes que lie les proportions est représenté par :

Wi = Yi1 + Yio + -+ Yig, (1)
w1+---+wp:1 (2)

Piepel (1999) introduit la classification des systéemes MoM en deux types, si les proportions
de CP sont fixées on dit que le plan est de type A et si elles sont variables on dit type B.

Pour les plans de type A on divise chaque équation de (1) par w;, en définissant x;; = %,

donc le systeme (1)-(3) est remplacé par les contraintes z; + o +- - -+ 244, = 1 et x;; > 0.



Modeles polynomiaux

Les plans d’expérience MoM trouvés dans la littérature sont les plans proposés par
Lambrakis (1968), réutilisés par Piepel (1999) et Cornell & Ramsey (1998). Ce type
de plan est construit sur des réseaux multiples de Scheffé avec un modele de réponse
formé par la multiplication de polynémes canoniques associés a chaque contrainte (1)-
(2). On appelle canonique un polynéme identifiable sur le réseau de Scheffé. Pour les degrés
1,2 et 3 ces polynomes sont obtenus par réparametrisation en remplacant la contrainte
x; +---+ 1z, = 1 dans le polynome usuel de meme degré.

Les réseaux de Scheffé, simples et multiples, sont des plans saturés par rapport au po-
lynome canonique associé au plan. On dit que le plan est saturé lorsque la taille du plan
est égale au nombre de parametres a estimer.

Exemple. Pour le systeme MoM de type A avec p = 2, ¢1 = 2, ¢ = 3 et les polynomes
canoniques de degrés deux et un respectivement, le modele multiplicatif adopte la forme
suivante :

P(x) = a1211T21 + A2T11T22 + A3X11T23 +
a4T12221 + A5X12T22 + GT12T23 +

A7r11T12T21 + AgT11XT12T22 + A9T11T12L23

Bien que le modele multiplicatif soit le plus recommandé pour étudier ’ensemble des in-
teractions, la taille du plan requis pose des problemes pour des nombreux CP et CS.

Tres peu de modeles alternatifs existent dans la bibliographie. Nigam (1973) propose un
modele réduit a partir du polynome quadratique classique sur deux groupes de variables
secondaires traités comme des facteurs et non pas comme de composants principaux dans
un mélange.

D’autre part, si I'on essaie de modéliser la réponse pour un systeme MoM de type A a
Iaide d'un polynéme de premier ordre tel que P(x) = a,+ >0 > % aijz45, le modele ne
sera pas identifiable a cause des contraintes z;; + @y + -+ 24y, = 1, Vi=1,---p.

Vu les difficultés entrainées par les contraintes MoM lorsqu’un modele précongu est adopté,
il est possible d’utiliser les travaux de Pistone et Wynn (1996). Les auteurs utilisent la

théorie des bases de Grobner pour obtenir des modeles polynomiaux identifiables a partir
d’un plan d’expérience donné qui est alors la solution d'un systeme d’équations.

L’idée de la méthode est de sélectionner un plan d’expérience de taille adéquate, de

construire un systeme d’équations polynomiales de la forme P, = 0, P, =0, -+, P, =0
(dit variété affine, dont les solutions sont les points du plan) puis d’obtenir la base de
Grobner pour 'ensemble de polynémes { Py, Py, -« , Pi} sur un ordre choisi. A partir de



la base de Grobner on déduit les confusions d’effets et les termes dominants selon 1'ordre
choisi, on obtient ensuite 1’ensemble de mondmes identifiables pour le plan donné. On
remarque que le nombre de monomes obtenus est toujours égal a la taille du plan.

Exemple. Pour le systeme MoM de I'exemple précedent, considérons le réseau multiple
de Scheffé {q1 = 2,m; = 2}x {ga = 3, my = 1} ou la matrice du plan est :

1 0 1 0 0]
1 0 01 0
1 0 0 0 1
01 1 00
D=101 01 0
01 0 0 1
1 1
B B
P 1000
L 2 2 .

Les contraintes MoM associées sont : x11 + x12 = 1 et x91 + x99 + x93 = 1. Pour chaque
variable x;; on construit une équation de la variété affine en utilisant les proportions de

cette variable selon le plan donné, ainsi, pour z1; on a I’équation (x1; —1)(z11 — %)xn = 0.

Le logiciel Maple peut étre utilisé pour obtenir la base de Gobner et 'ensemble de
monomes identifiables.
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