N

N
N

HAL

open science

Régression bayésienne avec contraintes de régularité et

de forme
Christophe Abraham

» To cite this version:

Christophe Abraham. Régression bayésienne avec contraintes de régularité et de forme. 4lemes
Journées de Statistique, SFdS, Bordeaux, 2009, Bordeaux, France, France. inria-00386592

HAL Id: inria-00386592
https://inria.hal.science/inria-00386592
Submitted on 22 May 2009

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://inria.hal.science/inria-00386592
https://hal.archives-ouvertes.fr

REGRESSION BAYESIENNE AVEC CONTRAINTES DE
REGULARITE ET DE FORME
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Montpellier SupAgro
UMR Analyse des systémes et biométrie
2, Place Pierre Viala, 34060 Montpellier

Mots clefs : Régression bayésienne, loi a priori impropre, contraintes de forme, régularité,
mouvement brownien intégré.

Abstract

A Bayesian method for regression under shape restrictions and smoothness conditions is
proposed. The support of the prior distribution is included in the set of piecewise linear
fonctions. It is shown that the proposed prior can be arbitrarily close to the distribution
induced by the addition of a polynomial with random coefficients and a (m — 1)-fold inte-
grated Brownian motion. Thanks to the piecewise linear property, it is easy to introduce
shape constraints. The regression fonction is estimated by the posterior mode. The pos-
terior mode can be computed by a simulated annealing algorithm. The shape constraint
is taken into account thanks to the proposal distribution of the simulated annealing algo-
rithm. Simulations from the posterior distribution are obtained by a Metropolis-Hastings
algorithm.

Résumé

On propose une méthode bayésienne de régression sous contraintes de régularité et de
forme. On construit une loi a priori qui charge les fonctions linéaires par morceaux.
On montre que cette loi a priori peut étre arbitrairement proche de la loi induite par
I’addition d’un polynome a coéfficients aléatoires et d’'un mouvement brownien intégré
m — 1 fois. Ainsi, bien que linéaire par morceaux, la fonction de régression se comporte
approximativement comme une fonction de classe C™~1. La linéarité par morceaux permet
d’introduire des contraintes de forme. L’estimateur choisi est le mode a posteriori. Il est
calculé a partir d’un algorithme de type recuit simulé dont I'étape de proposition garantit
la vérification de la contrainte de forme. Des simulations suivant la loi a posteriori sont
obtenues grace a un algorithme de type Metropolis-Hastings.

1 Introduction

Considérons le modele usuel de régression : les observations (t1,41),. .., (tn, yn) avec
(ti,y:) € [0,1] x R, sont supposées indépendantes et de méme loi (iid) avec
Yi = f(tz)_'_gza izla"'7n7 (1)
g N(O,O’Q).



Le probleme consiste a estimer la fonction de régression f sous des contraintes de régularité
et de formes. Les contraintes de formes envisagées sont multiples : monotonie, uni-
modalité, convexité, succession de parties croissantes, décroissantes, convexes ou concaves,
etc.

Les travaux sur la régression sous contraintes sont assez nombreux en statistique classique
(pour une description des principales méthodes nonparamétriques classiques, voir Dele-
croix & Thomas-Hagnan, 2000). Les méthodes proposées concernent principalement la
régression isotonique et se décomposent souvent en deux étapes : le lissage pour satisfaire
la contrainte de régularité et 1'isotonisation pour satisfaire la contrainte de monotonie. Par
contre, en statistique bayésienne, les travaux sont plus rares et relativement récents (Cai
& Dunson, 2007, Neelson & Dunson, 2004, Holmes & Heard, 2003 et Lavine & Mockus,
1996). Comme dans le cadre classique, ils concernent surtout la régression isotonique.

D’un point de vue théorique, le cadre bayésien se préte bien a la régression sous con-
traintes. En effet, la loi a posteriori étant absolument continue par rapport a la loi a
priori, il suffit donc de choisir une loi a priori qui ne charge que les fonctions f qui
vérifient les contraintes considérées. D’un point de vue pratique, le choix de la loi a priori
n’est pas simple car il doit permettre le calcul de la loi a posteriori (éventuellement a
partir de simulations). Sans contrainte de forme, une loi a priori commode pour effectuer
une régression bayésienne nonparamétrique, consiste a supposer que f est un processus
gaussien (O’Hagan, 1978). La régularité de f peut alors étre controlée a partir de la fonc-
tion de covariance du processus. L’objet de cet article est de proposer une méthode qui,
dans une certaine mesure, étend la loi a priori ci-dessus a la prise en compte de contraintes
de forme.

Dans la Section 2, on propose une loi a priori qui s’adapte a des contraintes de régularité
et de forme. On montre que cette loi a priori est une approximation en dimension finie
d’une loi a priori proposée par Wahba (1990) induite par la somme d’un polynoéme a
coefficients aléatoires et d’'un mouvement brownien intégré m — 1 fois. La Section 3 est
consacrée a l'inférence sous des contraintes de forme et de régularité. En particulier, on
montre que I'estimateur bayésien peut étre calculé a partir d'un algorithme de type recuit
simulé et qu’il est possible de générer suivant la loi a posteriori a partir d’un algorithme
de type Metropolis-Hastings.

2 La distribution a priori

On propose de construire f par interpolation linéaire des points (1/j, f;;) pourl € {0,..., j}.
On note f; = (fjo, fj1,---, fj;)’. Bien que linéaire par morceaux, on souhaite que f soit
arbitrairement proche d’une fonction lisse. Ainsi, la distribution de f devra favoriser les
fonctions dont les accroissements ont de faibles variations. Il convient donc de définir



une version discrete des dérivées successives de f. Pour cela, on définit A; la matrice de
dimension j x (j + 1) telle que :

0 -1 1
Aj =] ' .
0 0 -1 1

On pose f;o) = f; et on construit par récurrence le vecteur colonne fj(m) =Aj_mt1 f](m_l).
On remarque f](m) est de dimension (j—m+1)x1. En posant f](m) = (f(m) e f](?))’, fj(lm)

m
peut étre interprété comme la dérivée a l'ordre m de f au point /] pjour le{m,...,j5}.
Pour assurer la régularité de f, on impose simplement aux dérivées d’ordre m, aux points
[/j pour [ > m, d’étre des variables aléatoires, indépendantes conditionnellement & o2, de
loi N(0,0%j/)) ot A est un réel positif. Cette condition conduit naturellement & une loi

a priori impropre de f; de densité conditionnellement & o vérifiant :

plse?) e { -2 rarag ). )

2502
ou AT = Aj_p11...Aj. On conviendra, par la suite, qu’une variable aléatoire suit la loi
impropre U si sa densité par rapport a la mesure de Lebesgue est constante sur R. Si en
plus de la loi impropre (2), on impose un loi inverse Gamma pour ¢ et on obtient la loi
a priorl 7; sulvante :

0% ~ IG(a,b),
f9 ~u, did, 1e {0,1,...,m — 1}, (3)
£ N0, A 50% L ).

Par exemple, si m = 2, f est une fonction aléatoire linéaire par morceaux définie a partir
; L e .
de 'ordonnée a l'origine fjo, la pente a 'origine f;;" = j(fj1 — fjo) et les dérivées secondes

en 1/j, i) = 32(fiu = 2fju-1+ fru-2) pour L € {2, 5}, avec fiolo? ~ U, fi'0? ~ U et
f](lz)|0,z ~ N(0,\"Yjo?), 1€{2,...,j}.

Bien que 7; soit impropre, il facile de voir a partir de (2) que la loi a posteriori est une loi
normale inverse Gamma dont les parametres sont explicitement connus (les calculs sont
similaires & ceux du modele conjugué normal inverse Gamma).

Le théoreme suivant montre que la loi a priori converge lorsque le pas de discrétisation

77! tend vers 0. On désigne par [z] la partie entiere de z, et pour tout k,[ et p entiers,
M, (1, p) désigne le nombre de k-uplets (I,..., 1) € NFtels que p <1, < ... <l <.



Théoreme 2.1 1) Ils existent des variables aléatoires Uy, Uy, ..., Upn_1 €t Zn,...,Z;
indépendantes de lois Uy ~ U pour | < m — 1 et Z; ~ N(0,1) pour I > m telles que

m—1

=3 My Ly 40,67,
=0

Ym(t) _ jfm+1/2 Z Mm71<l

J

2) 8ij — oo, My(L,[jt])/j" — t'/I! et Y]* converge en loi vers un mouvement brownien
intégré m — 1 fois, noté W™.

Ainsi, si j — oo, f;(t) tend en loi vers la fonction aléatoire suivante :

m—1

ZUl + —Wm( )-

=

Pour une telle loi a priori, Wahba (1990) montre que l’espérance a posteriori de f est une
fonction spline qui est solution du probleme des moindres carrés pénalisé par une terme

de la forme
1
/ (£ ()2
0

3 Reégression avec contraintes de formes

La fonction f étant linéaire par morceaux, il est facile de controler sa forme. Soit S;
I’ensemble des vecteurs f; tels que f respecte la contrainte de forme. Par exemple, si on
impose a f d’étre croissante, on a :

Si={fi R fio< fu<... < fh
et pour une régression unimodale, on a :
- ,
S;=U_{feR": fio<...< fu>...> fi;}-

Il suffit alors de choisir comme loi a priori la loi introduite dans la section précédente
conditionnée par I’évenement {f; € S;}. On obtient ainsi une loi a priori ﬁf dont la
densité est donnée, a une constante pres, par :

A
p(fj702> O<p<02) exXp {_QJUQfJI(A;n/A;ﬂ)f]} 1{fjesj}’
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ol 14 désigne la fonction indicatrice de I’ensemble A. La forme est garantie par 'indicatrice
1{f,es;) et la régularité est controlée par m dans la mesure ou f est proche d'un mou-
vement brownien intégré m — 1 fois. Pour la loi a priori 7}", il est facile de voir que la
densité de la loi a posteriori est proportionnelle 1 gy multiplié par la densité de loi
normale inverse gamma que I'on aurait obtenu sans considérer la restriction a S;.

On propose d’estimer f par le mode a posteriori. En effet, contrairement a I’espérance
a posteriori, le mode a posteriori vérifie nécessairement les contraintes de forme. Un
algorithme de type recuit simulé est bien adapté a notre contexte pour estimer le mode
de la distribution a posteriori. En effet, cet algorithme est constitué d'une étape de
proposition suivi d'une étape d’acceptation. La prise en compte de la contrainte de forme
sera réalisée lors de I’étape de proposition de la fagon suivante. Un indice I € {0,..., 7} est
choisi au hasard suivant une loi uniforme sur {0, ..., }, puis la valeur de f;; est changée
par un tirage aléatoire uniforme sur un ensemble I; de valeurs de f; compatibles avec la
contrainte de forme. Par exemple, pour une contrainte de croissance, I} = [f;;—1, fji+1]
pourl € {1,...,5—1}, Iy = [fi1 — k, fa] et I; = [fj -1, fjj—1 + k] ou k est un réel positif
arbitraire. Une bande de confiance autour de I'estimateur pourra étre obtenue a partir
de simulations suivant la loi a posteriori de f. Ces simulations sont réalisées a partir
d’un algorithme de type Metropolis-Hastings. En effet, cet algorithme est composé d'une
étape de proposition et une étape d’acceptation. Nous proposons de prendre en compte la
contrainte de forme au cours de ’étape de proposition comme pour 'algorithme de recuit
simulé ci-dessus.

Bibliographie

[1] Cai, B. and Dunson, D.B. (2007) Bayesian multivariate isotonic regression splines:
Applications to carcinogenicity studies, Journal of the American Statistical Association,
102, 1158-1171.

[2] Delecroix, M. and Thomas-Agnan, C. (2000), Spline and Kernel Regression under
Shape Restrictions, dans Smoothing and Regression: Approaches, Computation, and Ap-
plications, Michael G. Schimek (ed.), Jhon Wiley & Sons, New-York, 109-133.

[3] Holmes, C.C and Heard, N.A. (2003), Generalized Monotonic Regression Using Ran-
dom Change Points, Statistics in Medicine, 22, 623-638.

[4] Lavine, M. and Mockus, A. (1996), A nonparametric Bayes Method for Isotonic Re-
gression, Journal of Statistical Planning and Inference, 46, 235-248.

[5] Neelon, B. and Dunson, D.B. (2004), Bayesian Isotonic Regression and Trend Analysis,
Journal of Statistical Planning and Inference, 60, 741-759.

[6] O’Hagan, A. (1978), On curve fitting and optimal design for regression (with discus-
sion), Journal of Royal Statistical Society B, 41, 358-367.

[7] Wahba, G. (1990), Spline models for observational data, CBMS-NSF series STAM,
Philadelphia.



