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Résumé : Une nouvelle approche est proposée pour décrire la dégradation d’un sys-
tème. Cette approche consiste à considérer la dégradation (Dt)t≥0 comme la somme d’un
processus gamma (Yt)t≥0 et d’un mouvement brownien (Bt)t≥0, indépendant de (Yt)t≥0,
multiplié par une constante τ ∈ R. On suppose que le processus gamma (Yt)t≥0 est sta-
tionnaire. Pour n trajectoires indépendantes observées à des instants tj = jT/N pour
j ∈ {1, . . . , N}, on estime les paramètres du modèle de dégradation par la méthode des
moments. Ensuite, on étudie le comportement asymptotique des estimateurs.

Abstract : A new approach is proposed to describe the degradation of a system. This
approach is to consider the degradation (Dt)t≥0 as the sum of a gamma process (Yt)t≥0

and a Brownian motion (Bt)t≥0 independent of (Yt)t≥0, multiplied by a constant τ ∈ R.
We assume that the gamma process (Yt)t≥0 is stationary. For n independent trajectories
observed at instants tj = jT/N for j ∈ {1, . . . , N}, we estimate the parameters of the
degradation model by the method of moments. Then, we study the asymptotic behaviour
of the estimators.

1 Introduction et modèle
Pour certains types de modèles de dégradation, le processus caractérisé par des accrois-

sements non négatifs et indépendants est approprié. L’un de ces processus est le processus
gamma. Un processus gamma implique que l’état d’un système à travers le temps ne
s’améliore pas, et donc ce système ne peut pas revenir à son état initial. Ce processus
est fréquemment proposé dans la littérature [8] non seulement parce que les calculs sont
souvent explicites mais aussi parce que ce processus modélise bien la variabilité temporelle
de la détérioration et permet de déterminer des politiques de maintenance optimales.
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Depuis les travaux d’Abdel-Hameed [1], plusieurs auteurs ont proposé le processus
gamma comme processus de dégradation [3−6]. Par ailleurs, Barker [2] modélise la dégra-
dation d’un système par une fonctionnelle d’un mouvement brownien multidimensionnel.
Ce processus n’est plus monotone, mais permet de prendre en considération de petites
réparations au cours du temps.

Aussi, nous proposons un modèle de dégradation D = (Dt)t≥0 qui combine ces deux
approches de la manière suivante :

∀t ≥ 0 , Dt = Yt + τBt

où (Yt)t≥0 est un processus gamma de paramètres ξ ∈ R+ et η (une fonction strictement
croissante) et (Bt)t≥0 est un mouvement brownien. Ce modèle est défini pour τ ∈ R et les
deux processus sont indépendants. Sans perte de généralité, on peut supposer que τ ≥ 0
car τBt et −τBt ont la même loi pour tout t ≥ 0.

2 Estimation des paramètres
On suppose qu’on observe D(1), . . . , D(n) n processus de dégradation indépendants et

identiquement distribués à des instants équirépartis tj = jT/N pour j ∈ {1, . . . , N}. Les
paramètres du modèle sont estimés par la méthode des moments. Quelques propriétés
asymptotiques sont ensuite étudiées.

2.1 Méthode des moments

En utilisant les trois premiers moments, on va déterminer les estimateurs des para-
mètres par la méthode des moments. Pour tout j ∈ {1, . . . , N} et k ∈ N, on note par m(k)

le moment non centré d’ordre k des accroissements D(i)
tj −D

(i)
tj−1

(comme le processus de
dégradation est à accroissements stationnaires et comme tj = jT/N , ces accroissements
ne dépendent ni de i ni de j). Les trois premiers moments sont égaux à :

m(1) =
αT

Nξ
,

m(2) =
m(1)

ξ
+
(
m(1)

)2
+
τ 2T

N
,

m(3) = m(1)

[
2

ξ2
− 2

(
m(1)

)2
+ 3m(2)

]
.

Soit m̂ l’estimateur empirique des trois premiers moments. L’estimateur θ̂ =
(
ξ̂, α̂, τ̂ 2

)
=
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g(m̂) par la méthode des moments de θ = (ξ, α, τ 2) est défini par :

ξ̂ =

√
2m̂(1)

m̂(3) + 2 (m̂(1))
3 − 3m̂(1)m̂(2)

,

α̂ =
Nξ̂m̂(1)

T
=
Nm̂(1)

T

√
2m̂(1)

m̂(3) + 2 (m̂(1))
3 − 3m̂(1)m̂(2)

,

τ̂ 2 =
N
[
m̂(2) − m̂(1)/ξ̂ −

(
m̂(1)

)2]
T

=
N

T

[
m̂(2) −

√
m̂(1) (m̂(3) + 2(m̂(1))3 − 3m̂(1)m̂(2))√

2
−
(
m̂(1)

)2]
.

On note que si n = 1, alors on observe une trajectoire à plusieurs instants tandis que
si N = 1, alors on observe n trajectoires au même instant T .

2.2 Propriétés de l’estimateur

On commence par montrer l’identifiabilité de θ et la consistance de l’estimateur θ̂.
Comme les accroissements D(i)

tj −D
(i)
tj−1

sont indépendants et identiquement distribués, m̂
converge presque sûrement vers m quand n tend vers l’infini. Comme la fonction g est
continue, on obtient par des méthodes classiques (voir [7]) que :

θ̂ = g(m̂)
ps−−−→

n→∞
g (m(θ)) = θ.

On montre ensuite la normalité asymptotique de l’estimateur. En appliquant la δ-
méthode (voir à nouveau [7]), on montre la proposition suivante.

Proposition 1 Pour tout θ ∈ R+
∗ × R+

∗ × R+, on a à N fixé :
√
nN

(
θ̂ − θ

)
d−−−→

n→∞
N
(
0, GΣGT

)
,

où Σ = (σkl)1≤k≤l≤3 est la matrice de variance-covariance des accroissements D(i)
tj −D

(i)
tj−1

telle que :
∀1 ≤ k ≤ l ≤ 3, σkl = m(k+l) −m(k)m(l)

et où G est la matrice des dérivées partielles de θ par rapport aux m(i) pour i ∈ {1, . . . , 3}.

D’autres régimes asymptotiques seront étudiés, en particulier le cas où n est fixé et
N tend vers l’infini ainsi que le cas où n et N tendent vers l’infini tous les deux (dans ce
cas, il peut y avoir dépendance entre N et n).
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