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Résumé. On considère le processus linéaire (Xt, t ∈ Z) à valeurs dans R,
dé�ni de la manière suivante: Xt =

∑∞
i=0 ai(θ)εt−i où (εt)t∈Z est une suite

de variable aléatoire dans R, indépendants et identiquement distribués, et où

θ ∈ Θ avec Θ ⊂ Rq. (Xt)t∈Z est supposé un processus linéaire, gaussien et

à longue mémoire. On se propose, dans cette note, d'estimer le paramètre θ

par la méthode du Minimum de Distance d'Hellinger. On établit, sous certaines

conditions, des théorèmes limites de l'estimateur ainsi obtenu.

Hellinger Distance Estimates of Linear Long Memory Processes

Abstract. In the present paper, a framework for parametric estimation in

linear time series is developed. Strong consistency and some asymptotic prop-

erties of minimum Hellinger distance estimates for a determined class of linear

models are investigated. The main interest for these estimates is motivated by

their robustness under perturbations as it has been emphasized in Beran (1977).

The second part of the paper is devoted to the study of the asymptotic distri-

bution of kernel densities which ensure the existence and the optimal properties

of the estimates.

1. Introduction Nous considérons un processus gaussien (Xt)1≤n, centré

et à longue mémoire de densité f(., θ). Ici, θ est supposé apparténir à un sous-

ensemble compact Θ de Rq. Le but de cette note est d'estimer le paramètre

vectoriel θ basé sur un nombre �ni d'observations X1, ..., Xn et d'étudier ses

propriétés asymptotiques sous certaines conditions. Par ailleurs, dans cette

classe d'estimation, Beran(1977, 1978, 1981) et Hili(1995, 1999, 2008) ont util-

isé le Minimum de Distance de Hellinger. Cette méthode a été introduite

pour la première fois par Beran (1977) dans le cas des observations indépen-

dantes. Ensuite Hili l'a dévéloppé en 1995, 1999 et en 2008 dans le cas des

processus fortement mélangeants et des processus bilinéaires. Dans notre cas,
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nous nous intéréssons aux processus linéaires à mémoire longue. Nous cons-

tuisons un estimateur θ̂n du paramètre θ. La distance de Hellinger se dé�nie

comme suit ||f̂1/2
n (.) − f(., θ)1/2|| où || . || est la norme L2 et f̂n est un es-

timateur non paramétrique de la densité de Xt. Nous dé�nissons alors θ̂n =
arg minθ∈Θ(

∫
R |f̂

1/2
n (x) − f1/2(x, θ)|2dx)1/2 avec x ∈ R. Dans le paragraphe 2,

on dé�nit les notations et les hypothèses utiles. Le paragraphe 3, qui constitue

l'essentiel de cette note, concerne les théorèmes-limites (convergence presque

sûre et propriétés asymptotiques) de l'estimateur.

2. Théorèmes-Limites

Théorème 1: convergence presque sûre: - Supposons que de (A1) à (A4)
sont véri�ées. Si f(x, θ) est continue sur un support compact et si pour tout

x, f(x, θ) est continue au point θ, pour toute suite (bn) telle que bn → 0,
(nbn)l → ∞ et bn = nαL(n) = o(nα/l) pour tout 3 ≤ l ≤ 5, −1 < α < −1/4
et L(n) une fonction à variation lente à l'in�ni. Si θ est à l'intérieur de Θ,

alors: θ̂n = T (f̂n) → θ = T (fθ), p.s. quand n → ∞.

Indication de preuve: Du lemme 3 Supx∈R

∣∣∣f̂n(x)− f(x, θ)
∣∣∣ → 0 a.s. when n →

∞. Alors Prob
{

limn→∞ f̂
1/2
n (x) = f1/2(x, θ) for all x

}
= 1. Ainsi,

∫
R f̂n(x)dx =∫

R f(x, θ)dx = 1, alors H2

(
f̂n(x), f(x, θ)

)
=

{∫
R

[
f̂

1/2
n (x)− f1/2(x, θ)

]2

dx

}1/2

→

0 a.s. when n → ∞. T (f̂n(.)) = θ̂n et T (f(., θ)) = θ, du lemme 1 on a le

resultat ♦

Theorem 2: distribution asymptotique : - Supposons que (A1)−(A5), et le
lemme 3 sont véri�és. Si (i)

∫
R g̈(x, θ)g(x, θ)dx est une matrice (q×q)−matrix

non singulière, (ii) W (., θ) admet un support compact alors, la distribution

asymptotique de Jn[θ̂n− θ] converge vers une loi normale ou vers un processus .

Indication de preuve: Du lemme 2, on a: [θ̂n−θ] =
∫

R W (x, θ)
[
f̂

1/2
n (x)− f1/2(x, θ)

]
dx

+ vn

∫
R Ṙ(x, θ)

[
f̂

1/2
n (x)− f1/2(x, θ)

]
dx, où vn →p 0. Pour a ≥ 0 , b > 0,

nous avons l'égalité algébrique :

a1/2 − b1/2 = 2−1b−1/2(a− b)−
[
2b1/2(a1/2 + b1/2)2

]−1
(a− b)2

Les théorèmes 1 et 2 utilisent les lemmes ci-après.

Lemme 1: - Supposons que (A3) est véri�ée. Si f(., θ) est continue sur R, alors

(i) Pour tout g ∈, F, B(g) 6= ∅. (ii) Si B(g) est reduit à un seul élément,

alors T est continue sur g dans la topologie de Hellinger. (iii) T (f(., θ)) = θ

uniquement sur Θ.
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Indication de preuve: Voir le lemme 3.1 dans Hili (1995)♦

Lemme 2: - Supposons que Rθ = f1/2(., θ) satisfait les hypothèses (A1)− (A4).
Alors, {f̂n}n∈N converge vers f(., θ) dans la topologie de Hellinger. T (f̂n(.)) =
T (f(., θ))+

∫
R ρ(x, θ)

[
f̂

1/2
n (x)− f1/2(x, θ)

]
dx + vn

∫
R ṘT (f(.,θ))(x)

[
f̂

1/2
n (x)− f1/2(x, θ)

]
dx

où ρ(x, θ) = −
[∫

R R̈T (f(.,θ))(x)f1/2(x, θ)dx
]−1

ṘT (f(.,θ))(x) avec vn une matrice

(q × q) dont ses composantes converge vers zéro quand n →∞.

Indication de preuve: Voir théorème 2 dans Beran (1977)♦

Lemme 3: - Sous l'hypothèse (A4), si la densité f(., θ) des observations satis-

fait les hypothèses (A1)−(A3), alors f̂n(.) converge vers f(., θ) dans la topologie

de Hellinger, pour tout x ∈ R.

Indication de preuve: Nous avons
∣∣∣f̂n(x)− f(x, θ)

∣∣∣ =
∣∣∣f̂n(x)− E(f̂n(x)) + E(f̂n(x))− f(x, θ)

∣∣∣
ainsi,

∣∣∣f̂n(x)− f(x, θ)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣f̂n(x)− E(f̂n(x))

∣∣∣ +
∣∣∣E(f̂n(x))− f(x, θ)

∣∣∣. Pour la

preuve du second terme de l'inégalité de droite, nous utiliserons Ould (2001) ,

et Wu, W.B. and Mielnicsuk, J. (2002) pour le premier terme♦
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