N

N

Loi du temps de franchissement d’un seuil par un
processus gamma

Christian Paroissin, Ali Salami

» To cite this version:

Christian Paroissin, Ali Salami. Loi du temps de franchissement d’un seuil par un processus gamma.
41émes Journées de Statistique, SFdS, Bordeaux, 2009, Bordeaux, France, France. inria-00386747

HAL Id: inria-00386747
https://inria.hal.science/inria-00386747
Submitted on 22 May 2009

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://inria.hal.science/inria-00386747
https://hal.archives-ouvertes.fr

LOI DU TEMPS DE FRANCHISSEMENT D’UN SEUIL PAR UN
PROCESSUS GAMMA

Ch. Paroissin' & A. Salami?

L Université de Pau et des Pays de I’Adour, Laboratoire de Mathématiques et de leurs Applications -
UMR CNRS 5142, Avenue de I’"Université, 64013 Pau cedex, France, cparoiss@Quniv-pau.fr
2 Université de Pau et des Pays de I’Adour, Laboratoire de Mathématiques et de leurs Applications -
UMR CNRS 5142, Avenue de I’Université, 64013 Pau cedex, France,ali.salami@Quniv-pau.fr
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Résumé. On considére le processus gamma comme modéle de dégradation. Le temps
de franchissement d’un seuil déterministe ou aléatoire est étudié. Dans le premier cas, la
loi est caractérisée de maniére exacte. Dans le second cas, on propose d’approcher le cas
général par celui ou le seuil est aléatoires de la loi donnée par un mélange de lois d’Erlang.

Abstract. We consider the gamma process as a degradation model. The hitting time
of a deterministic or random level is considered. In the first case, the distribution is given
explicitely. In the second case, we propose to approximate the general case by considering
mixtures of Erlang distributions.

1 Introduction et modéle

Le processus gamma est un des processus stochastiques les plus utilisés en fiabilité
pour modéliser la dégradation d’un systéme. On rappelle la définition de ce processus |[6].
Soit £ € RT et n = (m)+>0 une fonction réelle strictement croissante et nulle en zéro. On
dit que (D) est un processus gamma si et seulement si : (1) Dy = 0; (2) ses accroissements
sont indépendants; (3) ses accroissements sont de loi gamma. Plus précisément, pour tout
t et 9, Dyy5 — Dy est une variable aléatoire de loi gamma de parameétres (&, 7,45 — 7). Ceci
implique que toutes les marginales de ce processus sont aussi de loi gamma : pour tout
t >0, la densité de Dy est :
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ou I'(+) est la fonction gamma. Le cas ot 1 est linéaire, 1, = at, est celui le plus souvent
considéré dans la littérature. En effet, dans ce cas, le processus (D;) est & accroissements
stationnaires : pour tout ¢ et 0, Dyys — Dy et Ds ont méme loi. Alors (D;) est un processus




de Lévy. Ce cas particulier permet d’effectuer de nombreux calculs. Quelques cas non-
linéaires sont également considérés. Le plus fréquent des cas non-linéaires est celui ou
n est une fonction puissance, i.e. de la forme 7, = at®. Pour ce modéle, 3 est souvent
considéré comme connu lors de l'estimation des paramétres. Lawless and Crowder [4] ont
par ailleurs considéré une autre cas non-linéaire en choisissant la courbe de Paris-Erdogan
pour 7; modélisant la propagation d’une fissure.

2 Temps de franchissement

La panne d’un systéme est souvent considérée a travers le processus de dégradation.
Dans ce cas, on suppose en général que le systéme est en panne dés que le niveau de
dégradation dépasse un certain seuil. On considére ici deux cas : le premier ot le seuil est
déterministe et le second ou le seuil est aléatoire.

3 Cas d’un seuil déterministe

Soit ¢ une constante strictement positive au seuil critique de dégradation. On considére
alors la variable aléatoire T, définie par :

T.=inf{t>0; D, >c} .
Puisque le processus (D;) est a trajectoires croissantes, on a :
Vi>0, P[T.>t=PD,<c.
Le résultat ci-dessous généralise celui de Park et Padgett [5] :

Proposition 1 Supposons que la fonction n est dérivable. Alors, la densité de T, est :

fr.(t) =n, (‘P(m) — log (g)) (1 — F(gt(;?ctgf))%ggém) (g)m 2 Fo (e, 1o e+, me+-15 —c/€))

ou U est la fonction digamma, T'(-,-) la fonction gamma incompléte supérieure et o Fy la
fonction hypergéométrique généralisée d’ordre (2,2).

3.1 Cas d’un seuil aléatoire

Depuis Darticle d’Abdel-Hameed [1], plusieurs auteurs ont considéré le probléme du
temps d’atteinte d’un seuil aléatoire C'. Partant de la proposition précédente, il est facile
de calculer la fonction de répartition de T lorsque C est une variable aléatoire de loi
exponentielle de paramétres p :



Proposition 2 La densité de T est :

fre (t) = nj(1 4 p&) =™ log(1 + pé) .

Ce résultat a été démontré par Frenk and Nicolai [3| par une autre technique. Les
calculs ne sont pas aussi simples dans le cas général. Cependant il est possible d’approcher
la loi de C' par une loi de type phase, par exemple par un mélange de lois d’Erlang. On
rappelle que 'ensemble des mélanges de lois d’Erlang est dense dans 1’ensemble des lois
a valeurs dans R* [2]. Il est alors facile de montrer la convergence en loi des temps de
franchissement. On a le résultat suivant pour le mélange de lois d’Erlang :

Proposition 3 Supposons que la loi de C est celle d’un mélange de lois d’Erlang de la
forme :

Vre R, , Zpl k—l e Pr

avec (p1,...,pn) tel que py +---+pp, =1 etp; >0, p>0cetky,....k, > 0. Alors la
fonction de répartition de Ty est :

noo ks
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