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Weibull Généralisé et Log-normale dans le modele AFT.

Luc CLERJAUD,Consultant.

Résumé
Les travaux précédents ont montré que la loi de Weibull Géisér présente une
meilleure qualité d’ajustements de la fonction de survie lguoi Lognormale lorsque
les taux d’hasard sont en forme de, dans le modéle AFT. Or on a vu que ces lois
ajustent presque de méme qualité cette fonction de sumsgue les taux d’hasard
ont la forme em. Les tests d’hypothéses seront envisagés pour montreadaede
Weibull Généralisée est largement meilleure en qualitéaggjon lorsque la fonction
de risque est en forme de

Abstract

We have seen, according to these propositions, the GeredaliVeibull distribution
of life-time duration fit better these survival function théne Log-normal distribu-
tion, when the hazard rate function hasua— shaped. AFT-Lognormal and AFT-
Generalized Weibull fit better these survival functions ase ofN-shaped hazard
functions according to the last studies, but these modslsvfth the same quality of
fits. We propose testing these hypothesis by using hypstlesss in order to show
how this GW distribution fits significanty better thesesHiifiee durations than Log-
normal distribution. Then, we will test Log-normal agail¢G distributions when the
hazard rate have a- shape.

Les hypothéses de distributions des temps de survie sogégtgya I'heure actuelle,
tel que les lois exponentiels(fonction de risque constéoginormal(fonction de risque
monotone), et log-logistiques avec des variables corssthamts le temps( [BagNik02],
[Law03], [ME98],[Nel04], [Vie88], [Sin71]).Ces modelesspvent étre aussi util-
isés lorsque les courbes de taux d’hasard ont une forme. eNous considérons
I'application de la loi de Weibull Généralisé (GW) [BagNiKD8ans le modele ALT.
([Bag78], [Nel04]).

On se propose de tester les hypothéses, soit les temps de suikent une loi Log-
normale ou soit ils suivent une loi de Weibull Généraliséjrpmontrer le degré de
significativité de la qualité d'ajustement de la fonctionsigtvie par rapport ~ la loi
Log-normale.
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1.1. Estimation dans le modéle AFT-GW
1.1.1. Le modeéle AFT : définition

Soitz(-) = (20 (-) ... 2m (), 2@ (t) = 1, le vecteur des variables & m di-
mension, dynamiques dans le temps,aglest a une dimension, = 1,...,m, et
2 |e vecteur des stress ou covariantes usuels(tempérajuiien dimensions (stan-
dard,normal) qui varient dans le temps.Supposons que égedier viel ., sous stress
x(-) est une variable aléatoire qui est positiveggt) la fonction de survie dé.:

S"L()(t) =P {Tz() > t} (11)

Le modéle AFT est vérifié dans I'ensemliiledes covariantes(ou stress) s'il existe
une fonctionr : £ — R, tel que

Su0s(t) = So (/Ot r[x(r)]dr) V() € E, (1.2)

ou .S est la fonction de survie correspondant & des conditionsales et standards.Si
x(7) = x € E; est constant dans le temps, alors

Sy (t) = So(r(zx)t), Vo € Ey. (1.3)

Dans le cas paramétriquy appartient & unéamille de fonctions paramétriséest
doncr(x) est paramétrisé.

On considére les fonctions de survie sous stress ustigltivant les lois distribution,
telles que:
So(t) =1—@ (vInt), v >0, (Lognorma) (1.4)

ou ®(u) est la fonction de répartition de la loi Normale,
So(t) =exp{l — (1 +t")"}, v, >0, (Generalized Weibull (1.5)

En tenant compte des lois Lognormal et Weibull Généraligamrgu’hypothése de loi
de distribution dans le modéle AFT(1.2), nous obtenons ledates AFT-lognormal
et AFT-GW respectivement.Les estimations de la fonctiasudvie sont en fonction
des plans d’expériences : premiers plan d'expérience,iéieexplan d’expérience,
etc...

1.1.2. Estimation des parameétres et des fonctions de survie: mes&{FT-GW

Si on considére le premier plan d’expérience, sous dessstmsstant n; unités
sont tests dans des conditions ol les covariantes:sonti = 1,...,k). Soitt; la
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durée maximale d’expérimentation pouiiéme échantillon. Soit = (5, . .. ,ﬂm)T

un vecteur de parametre de régression. La durée de vig-éems unités du-eme
groupe est notd;;. Soit X;; = T;; A t; etd;; = 1{T;; <t;}. La fonction de
vraissemblance est:

5ij

k n; ) . B
o = e )

i=1j=1

X exp{l — (1 + (eiﬁTz(i)Xij)y)’y} (1.6)

Ol]x(i) = (xio,. . ,l'im), T0 = 1.

La fonction de scores est exprimée @aK3, v,~) et la matrice d’'information

de Fischer pal (3,v,7) = (Iis (8, ¥57))) (m+43)x (m+3)» OUL1s (B, ;) est moins la
dérivée partielle dén L.

L'estimateur des fonctions de survies sous stress ustiéli@eut étre égale a :

S0 (t) = exp {1 - (1 + (eBTw(O)t)ﬁ>v} 1.7)

avec ses intervalles de confiances de niveaw «). Dans le cas du second plan
d’'expérience, 'estimation des paramétres, de la fondi®survie et ses intervalles
de confiances de niveg — «) sont obtrnu par la maximisation de la fonction de
vraissemblance qui, issue des propriétés de Sedyakingmatneée par:

i

L@y =TT {wre e 00X, 8,7)7 7 (1 (X B ) T X
=1

exp {1 — (1 + (fi(X:,8,7)")"}, (1.8)
ou X; est le moment de défaillance éiéme unité et

t )
filt, B,7) = / —FT VW) gy

0

1.1.3. Estimation des paramétres et des fonctions de survie: mesi&{FT-LN
L'estimation est identique que celle du modéle AFT-WG(powgitwill Général-

isé).La fonction de vraissemblance pour ce modéle AFT-bagal est défine, dans
le cas du premier plan d’expérience, par:

. 84 .
1 InX;; — ATz \ | In X;; — 8Tz
[ h(n e ﬂ G<n e ) @)
0 X o o

k ng
Lo =111

i=1j=1
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oUh(u) = —G'(u), AM(u) = g((‘;)) € R.G(u)=1— ®(u). P(u) estla fonction de
répartition de la loi normale centrée réduite.

De méme, grace au calcul de scores et d’'informations de éisbastimateur de la
fonction de survie sous stress usu€) peut étre égale a:

S, (t) = exp {1 - (1 + (e—é%(“’ t)ﬁ>ﬁ} (1.10)

avec ses intervalles de confiances de nivdad o). Apres estimation, nous mettons

Figure 1.1. Point and interval estimators of survival and hazard rate functions
under usual stress(®.

en évidence I'importance d’écart d’ajustement des dondéesurvie entre ces deux
lois de distribution(Log-normal, WG) en terme d’ajusteméatia fonction de survie

lorsque les taux de défaillance sont en forme_dePour cela, nous allons utiliser le
test du Khi-deux avec les classes de Neyman-Pearson[Pr96].

1.2. Loi Lognormal ou WG : Test d’hypothéses

Supposons 2 hypothéses de distributions des durées derggsé le taux d’hasard
est en forme de). On suppose qu'il y & classes dans un échantillon de taille n (par
exemple n durées de vie enregistrées). Soit un vecteur geeinées’ =(v1, ...v,.) "
etp = (p1,...,p)T un vecteur de probabilités basé sur les hypothéses deseloiisd
tributions. Mais si les varaibles aléatoir@y,11,...,T,, correspondant au durees de
vie,sont i.i.d, alors :

P (T, < t) = F(x) (1.11)
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Figure 1.2. Intercept points between two density functions :

Dans le modéle AFT, on suppose 2 hypotheggsest I'hypothése ou les durée de vie
suivent une loi Log-normale €f; est I'hypothése ou elles suivent une loi WG. C’est
adire:Hp : f(t) = fun(t) contreH; : f(t) = fwa(t), ol fwe(t) est la fonction
de densité de probabilité de la loi de Weibull Généraliség gt(t) est la fonction de
densité de probabilité de la loi Lognormale.

Les classes de Neymann-Pearson sont déterminées parnesd@ra;, ..., oy 0l a;
est le point d'intersection d’ordre j vérifianfy ¢ (t) = frn(t). Soientl; etls, 2
classes telles quely = {t: fwg > frnv} de cardinalby etlo = {t: fwe < fin}
de cardinal,. La statistique utilisée pour 2 classes seulement est tistijae de
Rao-Robson-Nikulin:

~ ~

Y2(0) = X2(0) + %AT@) (i(@) - J(§)> T AG) (1.12)

ou
B11(0) ... Bim(0)
B(0) = : :

Br1 (9) R ﬂm.n(e)

m est la dimension dé et :

1 3])1;
i (0) = ,
Pil®) V/pi(0) 99;
AB) = (A1(0), ..., A, (0))T avec :
= viopi
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pouri = 1,...retj = 1,...,s. Oup;(8) = [ [f(t,0)dt,i = 1,...7. ni(f) est
la matrice d’information de Fischer de I'échantillon ai@®) = 57(0)3(0) est la
matrice d'information de Fischer des données groupéess Bgles temps de survies
suivent la loi de Weibull Généralisée, et la statistiqigfssuit asymptotiquement la

loi x%. On rejetteH, avec un niveau de risque= 0,01 siY,? > ¢,

On obtient alors 1y = 220 etvy, = 130 etp; = 0,6218152 et p, = 0,3781848.
Aprés estimation de la statistique de Rao-Robson-NikainpbtientY,? = 0, 3616
et la signification est de, 5475672 > 0,01. On ne peut rejeter I'hypotheg&,. Donc
la loi WG ajuste largement mieux que la loi Log-normale lortpsetaux d’hasard ont
la forme enu.

1.3. conclusion

Les tests d’hypothéses ont largement péblicité la loi WGtdsdni de distribution
des duré de vie qui ajuste le mieux lorsque les taux d’hasairthdorma enJ. On
le retrouve dans les travaux précédents. Ce n’est pas sargrque la loi WG ajuste
largment mieux la fonction de survie que la loi Log-norma&e. le retrouve ce résultat
sur le graphique (voir figure ). Ultérieurement, on ira tektdoi WG contre a loi Log-
normale par rapport a I'ajustement de la loi de suruvie dameddéle AFT, lorsque
les taux d’hasard ont la forme en ultérieurement.
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