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Résumé : Lors d’un précédent travail, nous avons élaboré un modele bio-plausible du
traitement rétinien, inspiré par la littérature neuro-biologique [4]. Une caractéristique
forte de ce modele est de reproduire le retard temporel de la composante surround du
filtrage, ainsi qu’observé dans les rétines biologiques. Dans ce rapport, nous étudions
les possibilités de reconstruction d’image, a partir de la réponse d’un tel modele de
rétine a I’apparition soudaine d’une image statique.

Ce rapport se concentre principalement sur la partie du modele réalisant un filtrage
spatio-temporel linéaire de 1’'image en entrée, et qui peut étre vue comme une appli-
cation linéaire d’un espace 2D (I’image) vers un espace 2D+T (réponse temporelle de
la rétine). Nous introduisons la pseudo-inverse de Moore-Penrose de cette application
linéaire, qui constitue une reconstruction linéaire optimale en termes de robustesse au
bruit. Nous étudions la structure particuliere de cette pseudo-inverse, due a la nature
du filtre rétinien avec retard temporel de la composante surround. Du fait de ce retard
temporel, la reconstruction basée sur la pseudo-inverse fait passer en premier lieu les
basses fréquences spatiales de I’image, une propriété qui pourrait avoir des corrélats
perceptuels.
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Retinal filtering and image reconstruction

Abstract: In previous work, we have proposed a bio-plausible model of retinal pro-
cessing, based on the physiological literature [4]]. A strong characteristic of this model
was to reproduce the temporal delay of the surround component of filtering, as ob-
served in real retinas. In this report, we study the possibilities of image reconstruction
based on the response of such a model to the sudden appearance of a static image.

In this report, we mostly focus on the first stage of the model, which performs linear
spatio-temporal filtering on the input image. We view this stage as a linear application
from a 2D space (the image) to a 2D+T space (the temporal response of the retina),
which bears an optimal inverse transformation in terms of robustness to noise: the
pseudo-inverse of Moore-Penrose. We study the particular structure of this pseudo-
inverse, due to the structure of retinal filtering with a delayed surround component.
As a result, the pseudo-inverse-based image reconstruction reconstructs low spatial
frequencies before high spatial frequencies. This property could have psychophysical
correlates, for example during perception of very short image presentations.

Key-words: Retina model, spatio-temporal filtering, image reconstruction
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4 Adrien Wohrer, Pierre Kornprobst and Marc Antonini

1 Introduction

Comment notre cerveau exploite-t’il le signal de la rétine? Y a-t’il des consé-
quences perceptuelles dA»es 2 la structure particuliére center-surround du filtrage ?
Et peut-on s’inspirer de ses propriétés dans une optique plus ‘computer vision’, typi-
quement pour des algorithmes de codage ? Pour commencer a étudier ces questions,
une premiere étape est de comprendre les possibilités de reconstruction de ’image ori-
ginale, a partir de la sortie rétinienne. C’est ce que nous faisons ici, en prenant pour
base un modele simple de filtrage rétinien.

Le modele de rétine considéré ici est un modele ‘minimal’, qui peut se décomposer
en deux étapes successives de ﬁltrageﬂ :

1. Filtrage linéaire spatio-temporel d’un input visuel I(x,y,t) pour obtenir une
‘activité’ de sortie A(x,y,t), par convolution avec un noyau spatio-temporel
K(z,y,t).

2. Génération de spikes (ou potentiels d’action) a partir de A(x, y, t), par un tableau
discret de ‘cellules’ (typiquement, une par pixel).

Ce rapport se focalise principalement sur le premier point, celui du filtrage linéaire
rétinien : nous cherchons a caractériser la reconstruction ‘optimale’ de I’entrée visuelle
a partir de I’activité rétinienne A(x,y,t), dans le cas ou I’entrée est constituée d’une
image fixe apparaissant au temps ¢ = 0 :

I(xaya t) = I(x?y)]lt>0~

La nature particuliere du filtre rétinien K (x,y,t) est rappelée en Section [2| Les
propriétés de la reconstruction linéaire par pseudo-inverse sont présentées en Section
Bl Enfin, en Section 4} nous évoquons de possibles pistes de travail futur : incorpo-
ration des spikes dans le processus de reconstruction (Section [4.T)), applications a la
compression d’images et/ou de video (Section .1.3), validation psychophysique de la
pertinence de la pseudo-inverse en termes de perception (Section §.2).

2 Le filtre linéaire rétinien

2.1 Forme générale du filtre

Dans notre modele de rétine, un filtre spatio-temporel linéaire K (x,y,t) emméne
de ’input visuel I(x,y,t) a une ‘activité’ analogique A(z,y,t) de la rétine, par la
relation de convolution

Az, y,t) = K %I (z,y,1).

Spatialement, le filtre K a toujours une symetrie circulaire en (x,y) (typiquement, il
s’exprime a I’aide de Gaussiennes...). Pour avoir des equations un peu plus concises,
je noterai par la suite une unique variable spatiale  dans les equations qui suivent :

Az, t) = K « I (x,t).

Le filtre K(z,t) a une forme générale bien spécifique, celle d’une différence de
Gaussiennes (DOG) dont la Gaussienne extérieure (le ‘surround’) posseéde un retard
temporel sur la Gaussienne interieure (le ‘center’) :

K(z,t) = C(z,t) — S(x,t), (1)

!Ce modele ‘minimal’ est une version simplifiée du modele bio-plausible proposé dans [4]], et implémenté
sous forme d’un simulateur a grande échelle.

INRIA



Filtrage rétinien et reconstruction d’image 5

ou C et S sont des filtres
1. spatialement passe-bas (typiquement, des Gaussiennes),

2. temporellement, tels que S présente un retard par rapport a C.

Plusieurs variantes formelles sont possibles pour implémenter un tel filtre, suivant la
complexité qu’on s’autorise dans le choix des noyaux spatiaux et temporels qui vont
servir de ‘briques’ pour construire les filtres C' et S, et suivant qu’on désire utiliser un
formalisme discret ou plutdt continu pour I’espace et le temps. .. Pour fixer les idées,
nous considérons dans ce rapport une expression particuliere du filtre K, exprimée dans
un formalisme continu. D’autres expressions alternatives sont évoquées en appendice,
ainsi que les liens entre formalismes continu et discret.

Avant de présenter le filtre K lui-méme, nous présentons nos notations pour les
filtres élémentaires, passe-bas, qui seront composés pour construire le filtre K.

2.2 Notations : Briques élémentaires de filtrage

Temporellement, la brique élémentaire est le noyau exponentiel :

E(t) =10 op(~1/7)

dont la réponse intégrée est croissante de 0 a 1 (filtre normalisé) :

t
/ E-(u)du =1 — exp(—t/7).
u=0
Sa transformée de Fourier est quant a elle

1
E (&) = ————.

Nous considererons aussi un noyau plus général, abusivement appelé ‘fonction
Gamma’ par les biologistes, qui est obtenu en cascadant n + 1 noyaux exponentiels
de parametre 7 :

t" exp(—t/T)

ETL,T(t) = :[I-t>0 T”+1

dont la réponse intégrée est aussi croissante de 0 a 1 (sans expression simple). Sa
transformée de Fourier est simple, vu que c’est juste la convolution (=multiplication
dans Fourier) de n + 1 noyaux exponentiels :

1

En (&) = Arjre)mit

Ce filtre, également passe-bas, reproduit mieux la cascade de filtrages passe-bas qui
ont lieu dans les premieres couches de la rétine, principalement dA»s au mécanisme de
phototransduction.
Spatialement, notre brique élémentaire sera le noyau Gaussien :
22

1
Go(z) = WGXP(— ﬁ),

RR n° 6960



6 Adrien Wohrer, Pierre Kornprobst and Marc Antonini

ol n est la dimension de I’espace (ici, n = 1 ou 2), et la notation 2 représente le carré
de 1a norme du vecteur z (soit 22 + 32, en dimension 2). L’intégrale spatiale de G, est
1 (filtre normalisé), et sa transformée de Fourier est

Golea) = exp (— 2520

Remarquons qu’ici comme plus loin, nous utilisons une notation trés simple pour la
transformée de Fourier : la transformée de Fourier de f(x) est simplement notée f (&)
(et de méme pour les transformées de Fourier temporelles, mais ces dernieres ne nous
resserviront pas).

2.3 Le filtre rétinien

Dans ce rapport, nous nous concentrerons sur I’expression suivante de filtrage réti-
nien :

X(z,t) = dp(x,t) — wsGog () Erg (1), (2)
T(t) = Enp rp * (00 — waFr,) (£), 3)
K(xat):TiX(xvt)a 4

ou les convolutions sont appliquées de droite a gauche. Avant tout, remarquons que
nous sommes bien dans le cadre d’une opposition center-surround K (z,t) = C(x,t)—
S(x,t) comme expliqué plus haut, avec

C(z,t) = 6o(x)T(t), et 5)
S(@,t) = wsGoy (2)(T * Er,)(2). (6)

Expliquons le choix de cette forme particuliere.

Le filtre X (x,t) défini en décrit I’opposition ‘center-surround’ typique de la
rétine, dans une version la plus épurée possible. Le signal center est une simple co-
pie non filtrée de I’entrée lumineuse, symbolisée par le Dirac dg(z, ). On retranche
a ce signal center un signal surround, obtenu comme une moyenne spatio-temporelle
du center (filtrage passe-bas), d’étendue spatiale og et avec un délai temporel 5. Le
poids relatif des deux signaux est fixé par wg € [0, 1], typiquement trés proche de 1.

Le filtre T'(t) défini en (3)) modélise le reste du filtrage femporel ayant lieu dans la
rétine. Il se décompose en deux parties distinctes : tout d’abord, un filtrage passe-bas
Ep - (t) modélise les délais de transmission successifs dans la rétine, dont la princi-
pale cause biologique est la cascade de phototransduction dans les photorécepteurs.

Ensuite, le filtre passe-haut o(t) — w4 E;, (t) contrdle la balance temporelle de la
rétine entre un comportement ‘soutenu’ (lorsque w4 = 0) et un comportement totale-
ment ‘transitoire’ (lorsque w4 = 1). Les origines biologiques de ces comportements
transitoires sont de natures diverses : ils naissent en partie de I’inhibition produite par
les cellules amacrines de la rétine, et en partie de phénomenes plus généralisés d’adap-
tation neuronaleﬂ Typiquement, w 4 est assez proche de 1 (comportement transitoire).

2En réalité, ces multiples comportements transitoires ont lieu a des échelles temporelles distinctes, et ne
sont pas forcément de nature treés linéaire [3]]. La formule de filtrage linéaire passe-haut a deux parametres
(w A,7T4) retenue ici est donc une modélisation trés minimale.

INRIA



Filtrage rétinien et reconstruction d’image 7

Un exemple de noyau 7'(t) est représenté en Figure[I}B.

Le filtre rétinien est alors défini par () comme la composition des deux effets de
filtrage : opposition center-surround X, et ensemble du filtrage temporel 7". Tout le
filtrage spatial a lieu au niveau du filtre X. Cependant, X n’est pas qu’un filtre spatial,
mais bien un filtre spatio-temporel non séparable, puisque le surround est associé a un
délai temporel 7g, qui est au centre de nos préoccupations dans ce rapport.

2.4 Réponse a une image statique

Le filtre K défini en (2)-@) peut s’appliquer de maniere générale a une séquence
visuelle I (x, t)ﬂ Cependant, ce rapport se concentre sur les propriétés de réponse a une
image statique I(zx).

On suppose donc que la rétine était ‘au repos’ (A(z,t) = 0) pour t < 0, et que
soudain apparait une image statique (z,t) = I(x)1;>0. Dans ce cas, en utilisant (5)-
@, la réponse rétinienne A = K x [ s’écrit :

Az,1) = I()Ro(t) — ws(Gos * I)(2)Rs(t), (7)

ou
Ro(t) = / | Tl ®)
Rs(t) = / _O(TiETS)(u)du 9)

sont les réponses temporelles intégrées respectives du center et du surround.

De plus, le retard temporel 7s du surround par rapport au center implique que

Rc(t) >> Rg(t) si  est petit, proche de 0
(‘retard a I’allumage’ du surround)
Re(t) ~ Rs(t) si ¢ est grand, proche de + oo
(le surround ‘rattrappe’ le center),
et donc :
A(z,t) = I(z)Rc(t) si ¢ est petit, proche de 0
(pas de filtrage spatial)
Az, t) ~ ((60 — Gos) % I)(z)Re(t) si t est grand, proche de + oo

(filtrage passe-haut spatial).

Les noyaux rétiniens sont représentés en Figure |1| dans deux cas distincts. Dans
le premier cas (panneau A), le filtrage temporel supplémentaire 7(¢) est absent (soit
K(z,y,t) = X(z,y,t)), ce qui permet de visualiser les effets ‘purs’ d’un retard du
surround. Dans le second cas (panneau B), le filtrage supplémentaire 7'(¢) est égale-
ment pris en compte, avec des valeurs typiques de la rétine des mammiferes.

Dans les deux cas, le retard du surround se traduit par la transition, au cours du
temps, d’une réponse spatialement ‘complete’ (toutes les fréquences passent) a une
réponse spatialement passe-haut. Notre but dans ce rapport est de mieux comprendre
les implications de cette propriété en termes de reconstruction d’image.

3Ce filtre a d’ailleurs des propriétés intéressantes en termes de détection de mouvement [4].

RR n° 6960
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Retinal filters - Fourier domain Cont. Retinal filters - Spatial domain ~ Diracs
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FIG. 1 — Réponse rétinienne a une image statique. Evolution au cours du temps du
noyau spatial ¢; donnant I’activité rétinienne au temps ¢, en réponse a I’apparition
d’une image statique (au temps ¢t = 0). Parametres biologiques typiques. Dans le plan
spatial, les Diracs (en x = 0) sont symbolisés par des cercles et leur intensité se lit sur
I’échelle de droite. En A, seule la pure opposition center-surround est prise en compte,
avec délai du surround (noyau X de I’équation (2)). Parametres o5 = 1, 7¢ = 4 ms,
wg = 1. En B, le filtrage temporel supplémentaire 7T'(t) est également pris en compte
(équation (E])). Parameétres 7p = 5ms, np = 5, 74 = 20 ms, w4 = 0.75. Il en découle
une évolution temporelle beaucoup plus lente. Cependant, dans les deux cas, le retard
du surround (toujours 4 ms) a des effets notables.
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Filtrage rétinien et reconstruction d’image 9

3 Reconstruction par la méthode de la pseudo-inverse

Comme énoncé dans 1’introduction, nous cherchons a ‘inverser’ la transformée ré-
tinienne, comme premiere étape vers une meilleur compréhension du codage rétinien.
Dans le cas simplifié qui nous concerne ici, il s’agit de reconstruire I’image en entrée
I(x) a partir de la sortie analogique de la rétine A(z,t), définie en (7).

Sans contrainte supplémentaire, cette reconstruction peut s’effectuer d’une infinité
de manieres différentes, en exploitant 1’équation (7). On peut par exemple considé-
rer seulement les tous permiers instants de la réponse rétinienne, puisque I(x) ~
A(x,€)/Rc(€) pour € assez petit. Sinon, on peut reconstruire I () a partir d’une paire
quelconque d’instants de la réponse rétinienne :

_ Rs(t2)A(x,t1) — Rs(t1)A(x, t2)
Yltnst2) >0, 1) = g e Rl — Rs(e) Foll)

Cette inifinité de reconstructions possibles est intuitive, puisque 1’espace d’arrivée est
de dimension 2D+T tandis que I’espace de départ est 2D. Cependant, nous allons pou-
voir caractériser une reconstruction particuliere, unique et optimale en un sens a défi-
nir : la pseudo-inverse de Moore-Penrose.

(10)

3.1 Pseudo-inverse de Moore-Penrose

Formalisme linéaire. Considérons donc 1’application linéaire ® qui envoie toute
image I(z) € Z, vers 'activité rétinienne correspondante 2D+T, A(x,t) € O, don-
née par (7). On notera simplement :

A=®J (11)

Nous ne définirons pas rigoureusement la nature des espaces fonctionnels de départ
et d’arrivée, Z et O. Nous supposerons leur régularité suffisante pour effectuer nos
calculsﬂ En particulier, nous supposerons Z et O munis du produit scalaire canonique
sur les fonctions intégrables :

<mhn:/hmmmm:/h@m@mg

x

/Z1 (x,t) Zo(x,t) dx dt

Timax
< Z13Z2 >(9 :/
t=0

Tl’nax
/ / Z1(60, 1) Za (60, 1) dE, dt.
t= o

0

Les secondes égalités, concernant les transformées de Fourier spatiales des fonctions,
sont dA»es a I’égalité de Plancherel-Parseval. De fait, I’espace de Fourier spatial va
offrir une description beaucoup plus simple de notre probleme.

Remarquons qu’on a imposé a 1’espace d’arrivée O d’étre borné en temps : ¢t €
[0, Tinax]. Cette condition, nécessaire a la bonne définition des équations futures, re-
vient a reconstruire ’image a partir d’une durée finie et pré-déterminée de réponse
rétinienneﬂ Enfin, un élément Z de O sera noté indifférement Z(z,t) ou Z;(z), sui-
vant les cas.

4Par exemple, Z et O sont supposés assez réguliers pour que P et sa pseudo-inverse puissent étre entié-
rement caractérisées par des transformées de Fourier (voir la suite).
5Cette condition pourra étre étendue 2 Tax = ~+oo dans certains cas particuliers, voir la suite.

RR n° 6960



10 Adrien Wohrer, Pierre Kornprobst and Marc Antonini

Banc de filtres. La transformée ® peut étre vue comme un filtrage de I’image par
un banc de filtres spatiaux indexés par le temps, {¢: }+c[0,7;,...]> Ot chaque filtre ¢; est
donné par I’équation (7)) :

di(x) = do(x)Re(t) — wsGog(x)Rs (1), (12)
¢1(&x) = Re(t) — wsexp ( — (€205)%/2) Rs(t). (13)

On a également indiqué I’expression des filtres {¢; } dans 1’espace de Fourier spatial.
Notre probleme équivaut alors & reconstruire au mieux 1’image I(z) a partir des
‘cartes d’activité” successives { A¢()}ic[0,7,,.,] données par

A(x) = ¢y ¥ I (2). (14)

Remarque : La notion de banc de filtres est classique en traitement d’image. En général, ces
bancs sont indéxés de maniere discrete, alors qu’ici nous avons une indexation continue par le
temps ¢. Du point de vue peu rigoureux de ce rapport, il s’agit 1a uniquement d’une différence
formelle d’écriture.

Pseudo-inverse de Moore-Penrose. L’application linéaire ® n’est pas inversible,
puisque les espaces de départ Z et d’arrivée O n’ont pas la méme dimension. La dimen-
sion d’arrivée étant beaucoup plus grande, ® n’est pas surjective, et admet une infinité
d’inverses 4 gauche ® ! vérifiant

®1d = 1d;. (15)

Remarquons que de tels inverses a gauche existent uniquement parce que ® est injec-
tive. Pour le filtre rétinien étudié ici, cette injectivité est garantie puisque (I0) fournit
trivialement une (infinité) d’inverses linéaire

Cependant, parmi cette infinité d’inverses a gauche, on peut en caractériser une de
facon unique : la pseudo-inverse de Moore-Penrose T, qui seule vérifie la propriété
suivante, plus contraignante que (I3)) :

&P est le projecteur orthogonal sur Im(®). (16)

Parmi toutes les inverses 4 gauche possibles @1, &1 est celle minimisant la norme
sup ||® Y| = max,co-(|®12|/|7|) (avec la norme L? définie plus haut). Cette pro-
priété découle de la définition (I6).

Robustesse au bruit. Supposons qu’un bruit blanc W (x, y, t) soit ajouté a I’activité
rétinienne A(x,y,t). Pour toute inverse a gauche @1, la reconstruction bruitée sera
alors

S L A+W)=T+®'W.

SPlus précisément, une définition rigoureuse des espaces Z et O serait nécessaire pour réellement définir
quelles sont les transformées linéaires ‘acceptables’ entre Z et O, avant de pouvoir affirmer leur injectivité
ou surjectivité. Par ailleurs, la formule d’inversion triviale (T0) fonctionne uniquement parce que nous avons
choisi un signal center ne réalisant aucun filtrage spatial : ¢’est un Dirac, dont le transformée de Fourier est
partout égale a un. Si le center est lui aussi associé a un filtrage spatial Gaussien, comme c’est généralement
le cas dans les modeles traditionnels de rétine, I’injectivité de ¥ n’est plus garantie : elle dépend du choix
précis des espaces Z et O. On évoque rapidement cette question en appendice.

INRIA



Filtrage rétinien et reconstruction d’image 11

Alors, @ est I’inverse 4 gauche qui minimise la variance du bruit reconstruit ®~11¥.
Nous ne démontrerons pas cette propriété dans le formalisme linéaire de ce rapporlﬂ A
la place, nous proposons une justification intuitive, en prouvant les vertus de la pseudo-
inverse dans le cas d’un espace beaucoup plus simple.

Considérons I’exemple le plus simple de transformée linéaire non surjective, ou ® envoie
de R dans R?, avec ®(1) = (20,%0). Ses inverses & gauche sont donc les formes linéaires
® !(z,y) = ax + by telles que axo + byo = 1. Ajoutons alors un bruit W = (W, W,,) tel
que W, et W, soient indépendants, de méme loi et de variance 2. La reconstruction bruitée de la
valeur 1 sera alors @ 1 (®(1)+ W) = 1+aW, +bW,, de variance (a® +b*)0? = || @ ||?0>.
La pseudo-inverse &, qui minimise ||® ~"||, est donc bien celle qui minimise la variance de la
reconstruction bruitée.

La pseudo-inverse est donc I’inversion optimale, en un sens de robustesse au bruit.
Par conséquent, il est justifié : (1) de s’intéresser a cette inverse en particulier a des fins
de reconstruction, (2) de s’intéresser a d’éventuels liens entre la pseudo-inverse et la
perception humaine des images.

Noyaux duaux. Dans le cas du filtrage rétinien, ® possede une propriété d’invariance
par translation spatiale, puisque découlant de convolutions spatiales avec les noyaux
¢¢. Par symétrie et unicité, la pseudo-inverse @ est donc elle aussi invariante par
translation spatiale.

Il existe donﬂ des noyaux duaux {$; }+=o. 1, qui ‘implémentent’ & par convo-
lution spatiale. Soit, pour tout ensemble de cartes d’activité Z = {Z;(z)} € O :

Timax o
®tZ(z) = / (o * Z,)(x) dt 17)
o

en utilisant, pour la seconde ligne, le fait que la convolution équivaut a une multiplica-
tion dans le domaine de Fourier. Calculer la pseudo-inverse revient donc simplement a
calculer les noyaux duaux {¢;" }i—o.7,...

Remarque : D’un point de vue ‘traitement d’image’, le fait que ® ne soit pas surjective
rappelle le cadre des frames, ou la pseudo-inverse est également un outil fondamental, et ou
les noyaux {qzﬁ,‘f }4=0.. Thnax constituent le frame dual du frame {p+ }t—0.. 7, - VOIr par exemple
Mallat 99 [2]].

Caractérisation dans I’espace de Fourier. Comment calculer la pseudo-inverse ®* 2
Une premiere méthode est purement numérique : Discrétiser le temps et I’espace, pour
créer une version matricielle M de 1’application ®. Cette matrice est de grandes di-
mensions, puisque ses deux dimensions sont indexées respectivement par des espaces
2D et 2D+T. On peut alors calculer sa matrice pseudo-inverse M T avec un logiciel
quelconque de calcul matriciel, et en retirer les noyaux duaux {gbj' } =0, » €D TE-
organisant les coefficients de M *ﬂ

7Cela nécessiterait, encore une fois, une meilleure formalisation des espaces Z et O.

8En admettant que T est suffisemment réguliére, i.e., qu’elle peut s’exprimer via des distributions
ponctuelles et des intégrales spatio-temporelles.

9 Plus précisément, M et M+ possédent une invariance par translation spatiale en dehors de leurs ‘bords
spatiaux’ (qui ne sont pas les bords ‘physiques’ de la matrice, du fait de la ré-indexation de chaque espace
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Cependant, une méthode plus belle et rapide est de passer dans le domaine de Fou-
rier spatial, ou les noyaux duaux possédent une expression analytique simple. D’apres
(16), @+ est défini de maniére univoque par le fait que #P+ est le projecteur ortho-
gonal sur Im(®). Soit :

VI€CIT,ZcO,<Z,®>=<®d"7Z ®I >

[ zen@rer - [ [ ae ([ oz ) aEne
L[ zemerne = [ [ zeitic) ore [ o

A la deuxieme ligne, on a utilisé 1’expression de T Z(&,). A la troisieme ligne,
on a inversé les variables temporelles muettes u et ¢. Par souci de concision, on a omis
le domaine d’intégration temporelle [0, Tr,ax], ainsi que les densités d€,., dt, et du.

Mais la derniere équation est vraie pour toutes fonctions Z et I. Elle implique
donc une égalité en tout point des deux noyaux servant a calculer respectivement les
intégrales de droite et de gauche. D’ou, V¢ € [0, Tinax] et V&, :

(&)
o (&) = )
t [T 16, (€0)] du

On obtient donc une caractérisation analytique simple, dans 1’espace de Fourier, des
noyaux duaux ¢;. Cette formule est générale : elle ne dépend pas du choix des noyaux
{¢+}, dans la mesure ot ceux-ci admettent effectivement une pseudo-inverse.

19)

. . . Tnax —_ o

Une condition nécessaire, par exemple, est que [, 5" |, (&;)|? du soit bien défini
pour tout &,. Cette propriété est assurée des lors que Tinax < +00. Remarquons de
plus que la forme des noyaux pseudo-inverses dépend du temps T},,.x, qui est donc un

parametre du systéme{ﬂ[ﬂ

3.2 La pseudo-inverse rétinienne

Filtres duaux. On peut a présent appliquer la méthode de la pseudo-inverse au filtre
rétinien décrit en Section [2] Dans le cas ou les filtres ¢; sont donnés par (13), une
application directe de la formule (I9) meéne aux noyaux duaux :

_ (bxog)?

Ro(t) —wge™ 2  Rg(t)
Tone T Con? oo L
/ R% — 2’lUS / RC'RS e 2 -+ w% / R?g e_(EzUS)
0 0 0

Ces noyaux duaux sont représentés en Figures [2] et 3] (deuxieme ligne), dans 1’es-
pace de Fourier ainsi que dans 1’espace réel ou ils sont typiquement obtenus comme
la somme d’un Dirac et d’un noyau passe-bas (type Gaussienne) ou passe-bande (type
différence de Gaussiennes). On remarquera que I’étendue spatiale de ces noyaux est
bien supérieure a I’étendue des noyaux rétiniens directs ¢;.

¢ (&) =

sur une seule dimension). Il suffit donc de considérer un ‘patch’ spatial de taille suffisante pour que les effets
de bords soient absents du ‘centre spatial® (pas le centre physique) des matrices. Les coefficients de M,
pris au ‘centre spatial’, redonnent alors tous les noyaux duaux, sans effets de bords.

10Perceptuellement, il s agirait du ‘temps caractéristique’ nécessaire 2 la perception d’une image statique.
Mais il est peu probable qu’une telle grandeur puisse étre définie avec exactitude dans le cas de la perception
cérébrale.

1Ce paramétre peut étre supprimé, au profit de Tinax = 0o, dans le cas particulier d’un filtre T(t)
totalement transitoire (soitw 4 = 1 dans 1’équation @), dont la réponse intégrée retombe a 0 pour t — +o0.
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Filtrage rétinien et reconstruction d’image 13

Reconstructions partielles. Comment s’implémenterait ‘physiquement’ la recons-
truction (17), appliquée a I activité rétinienne A(z, t) ? Comme le temps intervient dans
la reconstruction sous forme d’un indice d’intégration, une idée intuitive est d’intro-
duire la ‘reconstruction spectrale partielle’ de I'image au temps ¢ € [0, Tyyax), comme :

Ry(z) = / [t F o) (@) i

Ri(&) = b (62)Pu(éz) du

u=0

t
[y lpu(€)]? du
T Tmax .
[ gy (€42 du
Quelle que soit la fréquence spatiale €, considérée, R(S,. #) vérifie R(€.,0) = 0 et

R(&:, Tmax) = 1, ce qui traduit le fait que la reconstruction est totale une fois au temps
Thnax- B¢ permet de définir une ‘reconstruction partielle’ de I’'image I en entrée, donnée

simplement par Rec,(z) = R; * I (z), et qui vérifie naturellement Recy, = I.

max

Profils temporels de transmission. Les Figures [2| et |3[ résument les propriétés des
filtres rétiniens, et de la reconstruction par la pseudo-inverse. La Figure [2] correspond
au cas ou le filtrage temporel supplémentaire 7'(¢) est absent (seule reste 1’opposition
center-surround minimale par le noyau X). La Figure [3| correspond au noyau rétinien
complet. Le point capital est que les courbes successives R;, dans I’espace de Fourier,
ne sont pas paralleles : on observe des ‘profils’ temporels de transmission différents
selon la fréquence spatiale.

Plus précisément, que le filtrage temporel supplémentaire T'(¢) soit présent ou non,
les basses fréquences spatiales sont transmises plus 1ot par le processus de reconstruc-
tion partielle. Intuitivement, cette propriété est due au fait que les filtres {¢; }, pour ¢
proche de T},,x, ne transmettent presque plus les basses fréquences. Pour optimiser la
robustesse au bruit, une reconstruction optimale devra donc baser son information de
basses fréquences principalement dans les premiers instants de 1’activité rétinienne (¢
proche de 0).

Par opposition, ’information de hautes fréquences reste présente, avec la méme
force, du début a la fin de I’activité rétinienne. En I’absence de filtrage temporel sup-
plémentaire, la reconstruction optimale reconstruit donc I’information de hautes fré-
quences a une vitesse constante (Figure[2] en bas a gauche).

Enfin, Uintroduction du filtrage rétinien supplémentaire 7'(¢) modifie encore la
force donnée par la reconstruction aux différents instants de 1’activité rétinienne, en
mettant le plus grand poids de reconstruction sur les instants ou cette activité est la plus
forte. Visuellement, la ‘vitesse’ de reconstruction n’est alors plus constante, méme pour
les hautes fréquences (Figure 3] en bas a gauche).

Pour conclure cette présentation de la reconstruction linéaire, une application vi-
suelle est proposée en Figure |4l On y présente la réponse A;(z,y) de la rétine, et les
reconstructions partielles Rec;(z,y), & des instants correspondants (Figure E]-C). On
observe bien une reconstruction exacte de I’image (T,.x = 100 ms, différence en
norme L' entre 