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❚❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s∗

❍❛③❡❧ ❊✈❡r❡tt† ❉❛♥✐❡❧ ▲❛③❛r❞‡ ❙②❧✈❛✐♥ ▲❛③❛r❞† ▼♦❤❛❜ ❙❛❢❡② ❊❧ ❉✐♥‡

❆❜str❛❝t

❲❡ ❣✐✈❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠✱ ✐♥ R
3✱ ♦❢ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✱

t❤❛t ✐s✱ t❤❛t ❛r❡ ♣❛✐r✇✐s❡ s❦❡✇ ❛♥❞ ♥♦t ❛❧❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣❧❛♥❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡
t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦r t❤r❡❡ s✉❝❤ ❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ tr✐s❡❝t♦r ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❢♦✉r ✉♥❜♦✉♥❞❡❞
❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ ❡✐t❤❡r ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r q✉❛rt✐❝ ♦r ♦❢ ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r ❝✉❜✐❝ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡ t❤❛t ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t ✐♥
r❡❛❧ s♣❛❝❡✳ ❊❛❝❤ ❝❡❧❧ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t✇♦ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦♥ ❛ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣❛r❛❜♦❧♦✐❞
t❤❛t ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❜② t❤r❡❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♣r♦♦❢
t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✇❤✐❝❤ r❡❧✐❡s ❤❡❛✈✐❧② ✉♣♦♥ ♠♦❞❡r♥ t♦♦❧s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r ❛❧❣❡❜r❛✱ ❛♥❞ ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ✐ts ♦✇♥ r✐❣❤t✳

❚❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s s♦♠❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❧✐♥❡❛r s❡♠✐✲❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡sts ❢♦r s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❡❛❝❤
t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ❛♥❞ ❢♦r s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ❢♦✉r ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r✳ ❚❤✐s
❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ❛♥s✇❡r q✉❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ♣♦✐♥t✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢
✇❤✐❝❤ ❝❡❧❧ ✐t ❧✐❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❛r❝s ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ❛r❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ✐♥ s♦♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡
♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♠♣❧② t❤❛t ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ♦❢ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ❝❛♥ ❜❡ s♦rt❡❞ ❛❧♦♥❣ ❡❛❝❤ ❜r❛♥❝❤ ✉s✐♥❣ ♦♥❧②
❧✐♥❡❛r s❡♠✐✲❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡sts✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❞✐s❥♦✐♥t ♦❜❥❡❝ts ✐s ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ✐♥t♦ ❝❡❧❧s✱ ♦♥❡ ❝❡❧❧ ♣❡r ♦❜❥❡❝t✱
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝❡❧❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts t❤❛t ❛r❡ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❛t ♦❜❥❡❝t t❤❛♥ t♦ ❛♥②
♦t❤❡r ♦❜❥❡❝t✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❧✐♥❡s ✐♥ R3 ✉♥❞❡r t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♠❡tr✐❝✳

❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ❛ tr❡♠❡♥❞♦✉s ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡s❡❛r❝❤✳ ❋♦r ♣♦✐♥ts ✉♥❞❡r t❤❡
❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♠❡tr✐❝✱ t❤❡s❡ ❞✐❛❣r❛♠s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ❛r❡ ✇❡❧❧ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛s ✇❡❧❧
❛s r♦❜✉st ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡①✐st ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥ ❛♥② ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✷✱ ✹✱
✷✶✱ ✸✻❪✮✳ ❙✉❝❤ ❞✐❛❣r❛♠s✱ ✇❤♦s❡ ❜✐s❡❝t♦rs ❛r❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s✱ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛✣♥❡ ❞✐❛❣r❛♠s✳

◆♦♥✲❛✣♥❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s✱ ✇❤♦s❡ ❜✐s❡❝t♦rs ❛r❡ ❝✉r✈❡❞✱ ❛r❡ ❢❛r ❧❡ss ✇❡❧❧ ✉♥❞❡rst♦♦❞✳ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s
♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❜✉t ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐✈❡❧② ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡❧② ✇❡✐❣❤t❡❞ ♠❡tr✐❝s✱ s✉❝❤ ❛s ▼ö❜✐✉s✱
❆♣♦❧❧♦♥✐✉s ✭♦r ❏♦❤♥s♦♥✲▼❡❤❧✮✱ ♦r ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❞✐❛❣r❛♠s✱ ❛r❡ t②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ✭s❡❡ ❬✺❪ ❢♦r ❛ r❡❝❡♥t s✉r✈❡②✮✳
❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ s❡❣♠❡♥ts ❬✷✸❪ ♦r ❡❧❧✐♣s❡s ❬✶✼❪ ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❞✐❛❣r❛♠s✳

❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ ❧✐♥❡s✱ s❡❣♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ♣♦❧②❤❡❞r❛ ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ♥♦♥✲❛✣♥❡ ❞✐❛❣r❛♠s ❢♦r ✇❤✐❝❤
✈❡r② ❧✐tt❧❡ ✐s ❦♥♦✇♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ n
❧✐♥❡s ♦r ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts ✐♥ R3 ✐s ❛♥ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❜❡st ❦♥♦✇♥ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✐s Ω(n2) ❛♥❞ t❤❡
❜❡st ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✐s O(n3+ǫ) ❬✹✼❪✳ ■t ✐s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ s✉❝❤ ❞✐❛❣r❛♠s ✐s ♥❡❛r✲q✉❛❞r❛t✐❝✳
■♥ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ n ❧✐♥❡s ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r✱ c✱ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❑♦❧t✉♥ ❛♥❞ ❙❤❛r✐r
❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ O(n2+ǫ)✱ ❢♦r ❛♥② ǫ > 0 ❬✷✺❪✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❢❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❡①❛❝t❧② t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♦❜❥❡❝ts✳ ▼♦st ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦
❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s ♦❢ ❛ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡
❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ❬✶✶✱ ✸✸❪✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ s♦♠❡ ♣r♦❣r❡ss ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣

∗❆ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ ✷✵✵✼ ✐♥ t❤❡ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✸r❞ ❆♥♥✉❛❧ ❆❈▼ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❈♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr② ❬✶✾❪✳

†▲❖❘■❆ ✲ ■◆❘■❆ ▲♦rr❛✐♥❡ ✲ ❯♥✐✈❡rs✐t② ◆❛♥❝② ✷✱ ❋✐rst♥❛♠❡✳◆❛♠❡❅❧♦r✐❛✳❢r
‡▲■P✻ ✲ ■◆❘■❆ ❘♦❝q✉❡♥❝♦✉rt ✲ ❯♥✐✈❡rs✐t② P✐❡rr❡ ❡t ▼❛r✐❡ ❈✉r✐❡✱ ❋✐rst♥❛♠❡✳◆❛♠❡❅❧✐♣✻✳❢r
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✭❛✮

X

Y

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ✸ ❧✐♥❡s ℓ1✱ ℓ2✱ ❛♥❞ ℓ3 ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✿ ✭❛✮ ❱♦r♦♥♦✐ ✷❉ ❢❛❝❡ ♦❢ ℓ1 ❛♥❞ ℓ2✱ ✐✳❡✳✱
s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ❡q✉✐❞✐st❛♥t t♦ ℓ1 ❛♥❞ ℓ2 ❛♥❞ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡♠ t❤❛♥ t♦ ℓ3✳ ✭❜✮ ❖rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✷❉ ❢❛❝❡
♦♥ ❛ ♣❧❛♥❡ P ✇✐t❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ (X, Y )❀ t❤❡ ♣❧❛♥❡✬s ♥♦r♠❛❧ ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ♦❢
ℓ1 ❛♥❞ ℓ2 ❛♥❞ t❤❡ X ❛♥❞ Y ✲❛①❡s ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ t✇♦ ❜✐s❡❝t♦r ❧✐♥❡s ✭✐♥ P✮ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ℓ1 ❛♥❞ ℓ2
♦♥ P✳ ❚❤❡ ✷❉ ❢❛❝❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❢♦✉r ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r q✉❛rt✐❝✳

❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢ q✉❛❞r✐❝s ✭❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ✐s ❛ ❝❡❧❧ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✮ ❬✸✱ ✶✹✱ ✶✺✱ ✶✻✱
✷✹✱ ✸✹✱ ✹✸✱ ✹✺❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛♥② ♣❛♣❡rs r❡♣♦rt✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✶✷✱ ✶✽✱ ✷✷✱ ✹✾❪✮✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠
♦❢ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s✳ ❆ r♦❜✉st ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r ♦❜❥❡❝ts
r❡q✉✐r❡s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ t❤♦r♦✉❣❤ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ❝❛s❡s✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ t❤r❡❡ ❛♥❞ ❢♦✉r ❧✐♥❡s✱
♣♦✐♥ts ♦r ♣❧❛♥❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤✐s ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ ♣r♦❣r❡ss ♦♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐ss✉❡s✱ ❛♥❞
✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r ♣r♦✈✐♥❣ t✐❣❤t ✇♦rst✲❝❛s❡ ❜♦✉♥❞s✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❤❡r❡ ❛ ❢✉❧❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② t❤♦✉❣❤ ❞✐✣❝✉❧t ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ✐♥
❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳

▼❛✐♥ r❡s✉❧ts✳ ❖✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧t✱ ✇❤✐❝❤ s❡tt❧❡s ❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ♦❢ ❑♦❧t✉♥ ❛♥❞ ❙❤❛r✐r ❬✷✺❪✱ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✭s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✶✮✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶ ❚❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤r❡❡ ♣❛✐r✇✐s❡ s❦❡✇ ❧✐♥❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❛
❝♦♠♠♦♥ ♣❧❛♥❡ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ❚❤❡ tr✐s❡❝t♦r ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❢♦✉r ✐♥✜♥✐t❡ ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ ❡✐t❤❡r ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r q✉❛rt✐❝✶

♦r ♦❢ ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r ❝✉❜✐❝ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡ t❤❛t ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t ✐♥ P3(R)✳ ❊❛❝❤ ❝❡❧❧ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t✇♦ ❝♦♥s✐sts ♦❢
t✇♦ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦♥ ❛ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣❛r❛❜♦❧♦✐❞ t❤❛t ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❜② t❤r❡❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r✳

❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡✱ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✱ ❛ ♥❡✇ ♣r♦♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❤✐❝❤ r❡❧✐❡s ❤❡❛✈✐❧② ✉♣♦♥ ♠♦❞❡r♥ t♦♦❧s
♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r ❛❧❣❡❜r❛ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ✐ts ♦✇♥ r✐❣❤t✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥

✶❇② ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r q✉❛rt✐❝✱ ✇❡ ♠❡❛♥ ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❢♦✉r ✇✐t❤ ♥♦ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥t ✐♥ P3(C)✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛ ♣♦✐♥t
p ∈ P3(C) ♦❢ ❛ s✉r❢❛❝❡ S ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ s✐♥❣✉❧❛r ✐❢ ✐ts t❛♥❣❡♥t ♣❧❛♥❡ ✐s ♥♦t ❞❡✜♥❡❞ ❛t p✱ t❤❛t ✐s✱ ❛❧❧ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡
sq✉❛r❡✲❢r❡❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡✜♥✐♥❣ S ❛r❡ ③❡r♦ ❛t p✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛ ♣♦✐♥t p ∈ P3(C) ♦❢ ❛ ❝✉r✈❡ C ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ✐♠♣❧✐❝✐t ❡q✉❛t✐♦♥s
E1 = E2 = 0 ✐s s✐♥❣✉❧❛r ✐❢ t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ♦❢ C ✭t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ E1 ❛♥❞ E2✮ ✐s ❛t ♠♦st
✶ ✇❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t p✳ ✭◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② E1 ❛♥❞ E2 s❤♦✉❧❞ ❝♦♥t❛✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♦♥ C✳✮ ❆
❝✉r✈❡ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ s✐♥❣✉❧❛r ✐♥ P3(C)✱ ♦r s✐♠♣❧② s✐♥❣✉❧❛r✱ ✐❢ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st ❛ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ s♣❛❝❡
P3(C)✳ ❆ ❝✉r✈❡ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ s✐♥❣✉❧❛r ✐♥ P3(R) ✐❢ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st ❛ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ s♣❛❝❡ P3(R)✳

✷



♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤♦s❡ tr✐s❡❝t♦r ✐s ♥♦t ❣❡♥❡r✐❝✱ t❤❛t ✐s✱ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛
❝✉❜✐❝ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷ ❚❤❡ tr✐s❡❝t♦r ♦❢ t❤r❡❡ ♣❛✐r✇✐s❡ s❦❡✇ ❧✐♥❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣❧❛♥❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢
❛ ❝✉❜✐❝ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧♦✐❞ ♦❢ ♦♥❡ s❤❡❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ s❦❡✇ ❧✐♥❡s ✐s ♦❢ r❡✈♦❧✉t✐♦♥✳

❚❤✐s ✇♦r❦ ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ♣r♦✈❡ s♦♠❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r
❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s ❛♥❞ ♠❡❞✐❛❧ ❛①❡s ♦❢ ❧✐♥❡s ♦r ♣♦❧②❤❡❞r❛✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
r❡s✉❧ts✳

▼♦♥♦t♦♥✐❝✐t② Pr♦♣❡rt② ●✐✈❡♥ t❤r❡❡ ♣❛✐r✇✐s❡ s❦❡✇ ❧✐♥❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣❧❛♥❡✱ t❤❡r❡
✐s ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ❢♦✉r ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ❛r❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸ ●✐✈❡♥ ❛ ♣♦✐♥t p t❤❛t ❧✐❡s ♦♥ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤r❡❡ ♣❛✐r✇✐s❡
s❦❡✇ ❧✐♥❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣❧❛♥❡✱ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧
♣♦✐♥t p ❧✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠s ✐♥ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ p❀ s✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐❢ p ❧✐❡s ♦♥
t❤❡ tr✐s❡❝t♦r✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♣♦✐♥ts ♦♥ ❛♥② ♦♥❡ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ♠❛② ❜❡ ♦r❞❡r❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s
♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ t❤r❡❡ ✐♥♣✉t ❧✐♥❡s ❤❛✈❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱
t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡s❡ ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠s ♠❛② ❜❡ ❝❤♦s❡♥ r❛t✐♦♥❛❧✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡s❡ t❡sts ❡♥❛❜❧❡ ✉s t♦ ❛♥s✇❡r q✉❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ♣♦✐♥t✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝❡❧❧ ✐t ❧✐❡s✳ ◆♦t✐❝❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡s❡ t❡sts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐
❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ n ❧✐♥❡s s✐♥❝❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ s✉❝❤ ❞✐❛❣r❛♠s r❡q✉✐r❡s ❧♦❝❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❡q✉✐❞✐st❛♥t t♦
❢♦✉r ❧✐♥❡s ♦♥ ❛ ❱♦r♦♥♦✐ ❛r❝ ♦❢ t❤r❡❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❧✐♥❡s✳

❇❡❢♦r❡ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ ♦✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② r❡❝❛❧❧
s♦♠❡ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ❛t t❤❡ ❢r♦♥t✐❡r ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r ❛❧❣❡❜r❛ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦✉r ✇♦r❦
✐♥ t❤❛t ❝♦♥t❡①t✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❛r❣❡ ❜♦❞② ♦❢ ✇♦r❦ t❤❛t ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ●❡♦♠❡tr② ❚❤❡♦r❡♠ Pr♦✈✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥
✜♥❞✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠❡❛♥s ♦❢ ♣r♦✈✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❣❡♦♠❡tr② t❤❡♦r❡♠s ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✽❪✮✳ ❆♥♦t❤❡r t♦♣✐❝✱
❝❧♦s❡r t♦ ♦✉r ❝♦♥❝❡r♥s✱ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r ❛❧❣❡❜r❛ t♦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr②❀ ❡①❛♠♣❧❡s
❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♣r♦❜❧❡♠s r❡❧❛t✐♥❣ t♦ ♠♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❬✷✼✱ ✹✹❪✮ ♦r t♦ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s ✭s❡❡ ❬✼❪ ❢♦r ❛ r❡❝❡♥t r❡❢❡r❡♥❝❡✮✳ ❖✉r ✇♦r❦ ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♠♦r❡ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡r✲
❛ss✐st❡❞ ♣r♦♦❢s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❝♦❧♦r t❤❡♦r❡♠ ❬✶✱ ✸✽❪ ♦r t❤❡ ◆P✲❤❛r❞♥❡ss ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠✲✇❡✐❣❤t
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❬✸✺❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♣r♦✈✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✈❛r✐❡t✐❡s ♦❢
r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts✱ ✉♣ t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✈❡r② ❢❡✇ ❝♦♠♣✉t❡r✲❛✐❞❡❞ ♣r♦♦❢s ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣
s✉❝❤ r❡s✉❧ts ✭s❡❡ ❬✷✾✱ ✸✵❪ ❢♦r t✇♦ s✉❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❣❡♦♠❡tr②✮✳

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ ✜rst ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ♦❢ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s
✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❲❡ t❤❡♥ ♣r❡s❡♥t✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ s♦♠❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢
t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ❛♥❞ ♣r♦✈❡ t❤❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝✐t② Pr♦♣❡rt② ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✽✮✳ ❲❡ t❤❡♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❛♥❞ ❣✐✈❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❢♦r s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ❛♥❞ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳

✷ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s✱ ♣❛✐r✇✐s❡ s❦❡✇ ❛♥❞ ♥♦t ❛❧❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣❧❛♥❡✳
❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ✐s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ❜② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ tr✐♣❧❡ts ♦❢ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ♦♥❡ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳

❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ❜② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ tr✐♣❧❡ts
♦❢ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❡ ✜rst s❤♦✇✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❛t t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ♦❢ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧
♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❛❧✇❛②s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ❢♦✉r ❧✐♥❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ♣❛✐r✇✐s❡ ✐♥t❡rs❡❝t✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤✐s✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t

✸



t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ✐s ❛❧✇❛②s ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r ✐♥ P3(R) ❛♥❞ ❤❛s ❢♦✉r s✐♠♣❧❡ r❡❛❧ ♣♦✐♥ts ❛t ✐♥✜♥✐t②✳ ❚♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡
tr✐s❡❝t♦r ✐s ❛❧✇❛②s ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r ✐♥ P3(R)✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❜✐s❡❝t♦rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣❛r❛❜♦❧♦✐❞s✳

❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡s✉❧t t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ q✉❛❞r✐❝s ✐s ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r q✉❛rt✐❝ ✭✐♥ P3(C)✮ ✉♥❧❡ss
t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ♣❡♥❝✐❧ ❤❛s ✭❛t ❧❡❛st✮ ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ r♦♦t✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡♥ t❤✐s
❡q✉❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ r♦♦t✱ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡♥ ✐ts ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ∆ ✐s ③❡r♦✳

❚❤✐s ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❤❛s s❡✈❡r❛❧ ❢❛❝t♦rs✱ s♦♠❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ tr✐✈✐❛❧❧② ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡
r❡♠❛✐♥✐♥❣✱ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏❣r♦s ❢❛❝t❡✉r ✑✱ ✐s ③❡r♦ ✭♦✈❡r t❤❡ r❡❛❧s✮ ♦♥❧② ✐❢ ❛ s✐♠♣❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ F ✐s ③❡r♦ ✭s❡❡ t❤❡
▼❛✐♥ ▲❡♠♠❛ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ t✇♦ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤✐s r❡s✉❧t✳ ❲❡ ✜rst ❣✐✈❡ ❛ s❤♦rt ❞✐r❡❝t ♣r♦♦❢ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ♣r♦♦❢ ✐s ❡❧❡❣❛♥t✱ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ♥♦ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ ❤♦✇ ✇❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ t❤❡ r❡s✉❧t✳ ❲❡
❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t ❛ s❡❝♦♥❞ ♣r♦♦❢✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✱ ✇❤✐❝❤ r❡❧✐❡s ❤❡❛✈✐❧② ✉♣♦♥ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ t♦♦❧s ♦❢ ♠♦❞❡r♥ ❛❧❣❡❜r❛
❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛♥② ❞❡t❛✐❧❡❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s ❧♦♥❣❡r ♣r♦♦❢ ✐s ✐♥❞❡❡❞
❤♦✇ ✇❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❚❤❡♦r❡♠s ✶ ❛♥❞ ✷ ❛♥❞ ♦♥❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✐♥s✐❣❤t ❣❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ♣r♦❝❡ss
✇❡r❡ ✇❡ ❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ t❤❡ s❤♦rt❡r ♣r♦♦❢✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤✐s ❧♦♥❣❡r ♣r♦♦❢ t♦ ❜❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ✐ts ♦✇♥ r✐❣❤t ❜❡❝❛✉s❡
✐t ❞❡♠♦♥str❛t❡s ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦t❤❡r ♣r♦❜❧❡♠s✳

❚❤✐s ♣r♦♦❢ ❣♦❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ ✜rst s❤♦✇✱ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✺✱ t❤❛t t❤❡ ❣r♦s ❢❛❝t❡✉r ✐s ♥❡✈❡r ♥❡❣❛t✐✈❡ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❘❆●▲✐❜ ▼❛♣❧❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❬✸✼❪✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐t ✐s ③❡r♦ ♦♥❧② ✇❤❡♥ ❛❧❧ ✐ts ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ ③❡r♦
✭▲❡♠♠❛ ✻✮✳ ❲❡ t❤✉s ❝♦♥s✐❞❡r✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ t❤❡ s②st❡♠ t❤❛t ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❣r♦s ❢❛❝t❡✉r ❛♥❞ ❛❧❧ ✐ts ♣❛rt✐❛❧
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ ✐ts ●rö❜♥❡r ❜❛s✐s ❬✶✵❪✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ●rö❜♥❡r ❜❛s✐s ♦❢ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s
✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❡t ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s t❤❛t ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ r♦♦ts ❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s②st❡♠ ✭♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐t
❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ s❛♠❡ ✐❞❡❛❧✮✳ ■t ❛❧s♦ ❤❛s t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ✐t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡q✉❛❧ t♦ 1 ✐❢
❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s②st❡♠ ❤❛s ♥♦ ❝♦♠♣❧❡① r♦♦t✳

❚❤❡ ●rö❜♥❡r ❜❛s✐s ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤r❡❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ s✐①✳ ❲❡ ✜rst ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡
❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ F ❜② ❢❛❝t♦r✐♥❣ t❤❡s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❲❡ t❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r s❡♣❛r❛t❡❧② t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ F ✐s ③❡r♦✱ t❤❡ ♦t❤❡r ❢♦r ✇❤✐❝❤ F 6= 0✳ ❲❤❡♥ F 6= 0✱ s♦♠❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞
s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥ t❤❡✐r ♦✇♥ r✐❣❤t✱ ②✐❡❧❞ ❛♥♦t❤❡r ●rö❜♥❡r ❜❛s✐s✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ r❡❛❧
r♦♦ts✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤r❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❢♦✉r✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛s ♥♦ r❡❛❧
r♦♦t ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s ♥♦ r❡❛❧ r♦♦t ❛♥❞ t❤✉s t❤❛t t❤❡ ❣r♦s ❢❛❝t❡✉r ✐s str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ♦♥ t❤❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤✉s ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ∆ = 0 ♦♥❧② ✐❢ F = 0 ❛♥❞ t❤✉s t❤❛t✱ ✇❤❡♥ F 6= 0✱ t❤❡
tr✐s❡❝t♦r ✐s ❛❧✇❛②s ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r q✉❛rt✐❝ ✐♥ P3(R)✳

❚❤❡♥✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ F = 0✱ ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✱ ❜② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ F = 0 ✐♥ ∆ ❛♥❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ q✉❛❞r✐❝s ♦✈❡r t❤❡ r❡❛❧s ❬✶✺❪✱ t❤❛t t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ✐s ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r ❝✉❜✐❝ ❛♥❞
❛ ❧✐♥❡ t❤❛t ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t ✐♥ P3(R)✳

❲❡ ❝❛♥ t❤✉s ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ✐s ❛❧✇❛②s ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r q✉❛rt✐❝ ♦r ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r ❝✉❜✐❝ ❛♥❞
❛ ❧✐♥❡ t❤❛t ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t ✐♥ r❡❛❧ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤✉s t❤❛t t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ✐s ❛❧✇❛②s ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r ✐♥ P3(R)✳ ❲❡
t❤❡♥ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ❛❧✇❛②s ❝♦♥t❛✐♥s ❢♦✉r s✐♠♣❧❡ r❡❛❧ ♣♦✐♥ts ❛t ✐♥✜♥✐t② ❛♥❞ t❤✉s t❤❛t ✐t ✐s ❛❧✇❛②s
❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ❢♦✉r ❧✐♥❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ♣❛✐r✇✐s❡ ✐♥t❡rs❡❝t✳

✷✳✶ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

▲❡t ℓ1✱ ℓ2✱ ❛♥❞ ℓ3 ❜❡ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ t❤❛t ❛r❡ ♣❛✐r✇✐s❡ s❦❡✇ ❛♥❞ ♥♦t ❛❧❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❛
❝♦♠♠♦♥ ♣❧❛♥❡✳ ❘❡❢❡r t♦ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ▲❡t (X, Y, Z) ❞❡♥♦t❡ ❛ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢
❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ℓ1 ❛♥❞ ℓ2 ❛r❡ ❜♦t❤ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ XY ✲♣❧❛♥❡✱ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ (0, 0, 1) ❛♥❞ (0, 0,−1)
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ XZ✲♣❧❛♥❡✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡
❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡ ℓ1 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ♣♦✐♥t p1 = (0, 0, 1) ❛♥❞ ✈❡❝t♦r v1 = (1, a, 0)✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡ ℓ2 ✐s ❞❡✜♥❡❞
❜② t❤❡ ♣♦✐♥t p2 = (0, 0,−1) ❛♥❞ ✈❡❝t♦r v2 = (1,−a, 0)✱ a ∈ R✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧
♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣❧❛♥❡✱ ℓ3 ✐s ♥♦t ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ z = 0✱ ❛♥❞ s♦ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡ ℓ3 ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❜② ♣♦✐♥t p3 = (x, y, 0) ❛♥❞ ✈❡❝t♦r v3 = (α, β, 1)✱ x, y, α, β ∈ R✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Hi,j t❤❡ ❜✐s❡❝t♦r ♦❢ ❧✐♥❡s ℓi ❛♥❞ ℓj ❛♥❞ ❜② Vij t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ♦❢ ❧✐♥❡s ℓi ❛♥❞ ℓj ✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ s❡t
♦❢ ♣♦✐♥ts ❡q✉✐❞✐st❛♥t t♦ ℓi ❛♥❞ ℓj ❛♥❞ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡♠ t❤❛♥ t♦ ℓk✱ k 6= i, j✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❜✐s❡❝t♦r ♦❢ t✇♦ s❦❡✇ ❧✐♥❡s ✐s ❛ r✐❣❤t ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣❛r❛❜♦❧♦✐❞✱ t❤❛t ✐s✱

✹



Z

X

Y

ℓ1 :

{

Y = aX
Z = 1

ℓ2 :

{

Y = −aX
Z = −1

(x, y, 0)O

ℓ3

(α, β, 1)

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❚❤r❡❡ ❧✐♥❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳

❤❛s ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Z = γ X Y ✱ γ ∈ R⋆✱ ✐♥ s♦♠❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✷✺❪✮❀
❢♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ❢❛❝t✳

▲❡♠♠❛ ✹ ❚❤❡ ❜✐s❡❝t♦r ♦❢ t✇♦ s❦❡✇ ❧✐♥❡s ✐s ❛ r✐❣❤t ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣❛r❛❜♦❧♦✐❞✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❜✐s❡❝t♦r ♦❢ t✇♦ ❧✐♥❡s ℓi ❛♥❞ ℓj ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts p s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

‖(p − pi) × vi‖2

‖vi‖2
=

‖(p − pj) × vj‖2

‖vj‖2
. ✭✶✮

■❢ s✉✣❝❡s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❧✐♥❡s ℓ1 ❛♥❞ ℓ2✳ ❋♦r t❤❡s❡ ❧✐♥❡s✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜❡s ✐♥t♦
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r✐❣❤t ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣❛r❛❜♦❧♦✐❞✿

Z = − a

1 + a2
X Y. ✭✷✮

�

❚❤❡ tr✐s❡❝t♦r ♦❢ ♦✉r t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ✐s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ r✐❣❤t ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣❛r❛❜♦❧♦✐❞s✱ s❛② H1,2 ❛♥❞ H1,3✳
❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❛r❜✐tr❛r② ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣❛r❛❜♦❧♦✐❞s ♠❛② ❜❡ s✐♥❣✉❧❛r❀ ✐t ♠❛② ❜❡ ❛ ♥♦❞❛❧ ♦r ❝✉s♣✐❞❛❧
q✉❛rt✐❝✱ t✇♦ s❡❝❛♥t ❝♦♥✐❝s✱ ❛ ❝✉❜✐❝ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡ t❤❛t ✐♥t❡rs❡❝t✱ ❛ ❝♦♥✐❝ ❛♥❞ t✇♦ ❧✐♥❡s ❝r♦ss✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✐❝✱ ❡t❝✳
❲❡ s❤♦✇ ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ✐s ❛❧✇❛②s ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r ✐♥ P3(R) ❜② st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
♦❢ t❤❡ ♣❡♥❝✐❧ ♦❢ H1,2 ❛♥❞ H1,3✳

▲❡t Q1,2 ❛♥❞ Q1,3 ❜❡ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ H1,2 ❛♥❞ H1,3✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✭s❡❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❬✶✹❪✮✳ ❚❤❡ ♣❡♥❝✐❧ ♦❢ Q1,2 ❛♥❞ Q1,3 ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡✐r ❧✐♥❡❛r
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✱ t❤❛t ✐s✱ P (λ) = {λQ1,2 + Q1,3, ∀λ ∈ R ∪ {∞}}✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ♣❡♥❝✐❧
✐s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✱ D(λ) = det(P (λ))✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❞❡❣r❡❡ ❢♦✉r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ λ✳ ❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② t✇♦
q✉❛❞r✐❝s ✐s ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r q✉❛rt✐❝✱ ✐♥ P3(C)✱ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♣❡♥❝✐❧ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ♠✉❧t✐♣❧❡ r♦♦ts ✭✐♥ C✮ ❬✹✻❪ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❬✶✺❪✮✳ ❆ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r q✉❛rt✐❝ ♦❢ P3(C) ✐s✱ ✐♥
P3(R)✱ ❡✐t❤❡r ❡♠♣t② ♦r ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r q✉❛rt✐❝✳ ❚❤✉s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ♦❢ ♦✉r t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ t❤❡
❡♠♣t② s❡t ✐♥ R3✱ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ✐s ❛ s♠♦♦t❤ q✉❛rt✐❝ ✐♥ P3(R) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❡♥❝✐❧ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ♠✉❧t✐♣❧❡ r♦♦ts ✭✐♥ C✮✳

❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ♣❡♥❝✐❧ ✐s ❢❛✐r❧② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ✭r♦✉❣❤❧② ♦♥❡ ♣❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t ♦❢
❊q✳ ✭✸✮✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜② ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ λ → 2 λ (1 + α2 + β2) ❛♥❞ ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢❛❝t♦r
(1+a2)2(1+α2 +β2)3✱ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✐♠♣❧✐✜❡s✱ ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐ts r♦♦ts✱ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ st✐❧❧
❞❡♥♦t❡ ❜② D(λ) ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✳

✺



D(λ)=(α2+β2+1)a2λ4−2 a(2 aβ2+ayβ+aα x−β α+2 a+2 aα2−β α a2)λ3

+(β2+6 a2β2−2 β xa3−6 β α a3+6 yβ a2−6 aβ α−2 aβ x+6 α xa2+y2a2−2 aα y+x2a2−2 yα a3+6 a2α2+a4α2+4 a2)λ2

−2 (xa−ya2−2 β a2−β+2 aα+α a3)(xa−y−β+aα)λ+(1+a2)(xa−y−β+aα)2 ✭✸✮

▲❡t ∆ ❜❡ t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ D(λ) ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ λ✮✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ∆ = 0
✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ D(λ) ❛❞♠✐ts ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ r♦♦t✱ t❤❛t ✐s✱ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ✐s ♥♦t ❛ s♠♦♦t❤ q✉❛rt✐❝✳ ❚❤❡
❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ∆✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ▼❛♣❧❡ ❬✸✷❪✱ ✐s ❡q✉❛❧ t♦

16 a4 (a x − y − β + aα)
2
(y + a x − aα − β)

2
✭✹✮

t✐♠❡s ❛ ❢❛❝t♦r t❤❛t ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❛s t❤❡ ❣r♦s ❢❛❝t❡✉r ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ r❛t❤❡r ❧❛r❣❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ✶✽ ✐♥ ✺
✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ✷✺✸ ♠♦♥♦♠✐❛❧s✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♦♥❧② s❤♦✇ ✷ ♦✉t ♦❢ ✷✷ ❧✐♥❡s✿

❣r♦s❴❢❛❝t❡✉r =8 a8α4y2+7 a4β2x4−4 aβ3x+16 a8β4x4+32 a4α2y2+2 a6α2β4x2+38 a8α2x2+2 y4β2a4α2+44 a8α2β2x2

···+22 a4y2β2x2+y6a6+α2y6a6−2 β xα y5a6+x6a6+10 β x3a7α2+2 yα3a7x2−32 a3α2y2β x+28 a3β2x2α y−24 a2β3yα x. ✭✺✮

■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ ❛❧❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦✈❡r t❤❡ r❡❛❧s✱ t❤❛t ✐s ❢♦r λ, a, α, β, x, y ✐♥ R✱ ✉♥❧❡ss s♣❡❝✐✜❡❞
♦t❤❡r✇✐s❡✳

❆❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ P❈ ■♥t❡❧✭❘✮ ❳❡♦♥✭❚▼✮ ❈P❯ ✸✳✷✵●❍③ ✇✐t❤ 4 ●❇②t❡s ♦❢ ❘❆▼✳

✷✳✷ ❚❤❡ ▼❛✐♥ ▲❡♠♠❛

❲❡ ✜♥❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ✇❤❡♥ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ∆ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳
Pr❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✳

▼❛✐♥ ▲❡♠♠❛ ❚❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ∆ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ♦♥❧② ✐❢ y + aα = 0 ♦r a x + β = 0✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ♣r♦✈❡ t❤✐s ❧❡♠♠❛ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡s❡ t✇♦ s✐♠♣❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✐s ❛
❞✐✣❝✉❧t ♣r♦❜❧❡♠ s✐♥❝❡ ∆ ✐s ❛ ❢❛✐r❧② ❧❛r❣❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ✇❡ ✜rst
♣r❡s❡♥t ❛ s❤♦rt ❞✐r❡❝t ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ▼❛✐♥ ▲❡♠♠❛ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣r❡s❡♥t ♦✉r ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦♦❢✳

✷✳✷✳✶ ❉✐r❡❝t ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ▼❛✐♥ ▲❡♠♠❛

◆♦t❡ ✜rst t❤❛t t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ∆ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❣r♦s ❢❛❝t❡✉r ✐s ③❡r♦✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭✹✮ ✐s ♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ✉♥❞❡r ♦✉r ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✿ a = 0 ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s❛②✐♥❣ t❤❛t
❧✐♥❡s ℓ1 ❛♥❞ ℓ2 ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r ❢❛❝t♦rs ♦❢ ✭✹✮ ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ det(pi − p3, vi, v3)✱ ❢♦r
i = 1, 2✱ ❛♥❞ t❤✉s ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ℓi ❛♥❞ ℓ3 ❛r❡ ❝♦♣❧❛♥❛r✱ ❢♦r i = 1, 2✳

◆♦✇✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✈❡r✐✜❡❞ ✭✉s✐♥❣✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ▼❛♣❧❡✮ t❤❛t t❤❡ ❣r♦s ❢❛❝t❡✉r ✐s✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t
♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ t❤❡ 3 × 3 t♦♣✲❧❡❢t s✉❜♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✐❝
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ℓ1, ℓ2 ❛♥❞ ℓ3 ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❤②♣❡r❜♦❧♦✐❞ ♦❢ ♦♥❡ s❤❡❡t ❜② t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✮❀✷ t❤✐s 3× 3
s✉❜♠❛tr✐① ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✐❝ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ✐s ③❡r♦ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢
t✇♦ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧ t❤❛t ✐s ✐❢ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧♦✐❞ ✐s ♦❢ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✭s✐♥❝❡ ❛ ❤②♣❡r❜♦❧♦✐❞ ♦❢ ♦♥❡ s❤❡❡t ❤❛s ❛

❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ X2

δ2

1

+ Y 2

δ2

2

− Z2

δ2

3

− 1 = 0✮✳ ❚❤✐s ❞✐r❡❝t❧② ♣r♦✈❡s t❤❛t t❤❡ ❣r♦s ❢❛❝t❡✉r ✐s ③❡r♦ ✐❢

❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧♦✐❞ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ℓ1, ℓ2 ❛♥❞ ℓ3 ✐s ♦❢ r❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t tr✐s❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❧✐♥❡❀ ✐♥❞❡❡❞✱ ✐❢ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧♦✐❞ ✐s ♦❢ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ t❤❡♥ ✐ts ❛①✐s ♦❢ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦♥
t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ❛♥❞✱ ❝♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❧✐♥❡✱ t❤❡ ❣r♦s ❢❛❝t❡✉r ✐s ③❡r♦ ✭s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ t✇♦ ❜✐s❡❝t♦rs ✐s ♥♦t ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r q✉❛rt✐❝✮✳

✷❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧♦✐❞ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ℓ1, ℓ2 ❛♥❞ ℓ3 ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
✇r✐t✐♥❣ t❤❛t t❤r❡❡ ♣♦✐♥ts ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ❧✐❡ ♦♥ t❤❡ q✉❛❞r✐❝✳

✻



❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❡ ▼❛✐♥ ▲❡♠♠❛✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧♦✐❞ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ℓ1, ℓ2 ❛♥❞ ℓ3 ✐s ♦❢ r❡✈♦❧✉t✐♦♥
t❤❡♥ ✐ts ❝❡♥t❡r ♦❢ s②♠♠❡tr②✱ O✱ ✐s ❡q✉✐❞✐st❛♥t t♦ t❤❡ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s✳ P♦✐♥t O ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣❧❛♥❡s P1✱ P2✱ ❛♥❞ P3 ✇❤❡r❡ P1 ✐s t❤❡ ❜✐s❡❝t✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ℓ1 ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡ ♣❛r❛❧❧❡❧
t♦ ℓ1 ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❛❧ t♦ ℓ2 ❛♥❞ ℓ3✱ ❛♥❞ P2 ❛♥❞ P3 ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ s✐♠✐❧❛r❧② ✭♥♦t❡ t❤❛t O ✐s t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡
♣❛r❛❧❧❡❧❡♣✐♣❡❞ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸ ❛♥❞ t❤❛t O ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ ♣♦✐♥t ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t
♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧♦✐❞ ✐s ③❡r♦✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t ♣♦✐♥t O ✐s ❡q✉✐❞✐st❛♥t t♦ ❧✐♥❡s ℓ1 ❛♥❞ ℓ2 t❤❡♥
r❡❞✉❝❡s ✐♥t♦ (y + aα) (a x + β) = 0✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ▼❛✐♥ ▲❡♠♠❛✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦s ❢❛❝t❡✉r ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❞✐r❡❝t ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✺✱ ✇❤✐❝❤
❡ss❡♥t✐❛❧❧② st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❣r♦s ❢❛❝t❡✉r ✐s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✇❤♦s❡
r♦♦ts ❛r❡ ❛❧❧ r❡❛❧ ✭s✐♥❝❡ ✐t ✐s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❛ r❡❛❧ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐①✮✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t❤✐s
❛❧s♦ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❣r♦s ❢❛❝t❡✉r ✐s ❛ s✉♠ ♦❢ sq✉❛r❡s ❬✷✽❪ ❛♥❞ t❤✉s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✳✸

✷✳✷✳✷ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ▼❛✐♥ ▲❡♠♠❛

❲❡ ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t ♦✉r ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ▼❛✐♥ ▲❡♠♠❛ ✇❤✐❝❤ r❡❧✐❡s ✉♣♦♥ ♠♦❞❡r♥ t♦♦❧s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r ❛❧❣❡❜r❛
❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛♥② s♣❡❝✐✜❝ ✐♥s✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣r♦s ❢❛❝t❡✉r ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s
t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ▼❛✐♥ ▲❡♠♠❛✳

▲❡♠♠❛ ✺ ❚❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ∆ ✐s ♥❡✈❡r ♥❡❣❛t✐✈❡✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ r❡❛❧ s❡♠✐✲❛❧❣❡❜r❛✐❝ s❡t S = {χ = (a, x, y, α, β) ∈ R5 | ∆(χ) < 0} ✐s ❡♠♣t② ✉s✐♥❣
t❤❡ ❘❆●▲✐❜ ▼❛♣❧❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❬✸✼❪ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✹✵❪✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣✉t❡s
❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣♦✐♥t ♣❡r ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ s✉❝❤ ❛ s❡♠✐✲❛❧❣❡❜r❛✐❝ s❡t ❛♥❞ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱
t❤✐s s❡t ✐s ❡♠♣t②✳ ❇❡❢♦r❡ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♦✉r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡✱ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t t✇♦ ♣❛r❛❣r❛♣❤s✱ t❤❡
❣❡♥❡r❛❧ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ✭❚❤✐s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✉s❡s ♥♦♥✲❡❧❡♠❡♥t❛r② ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣❡♦♠❡tr② ✇❤✐❝❤
❛r❡ ♥♦t ✉s❡❞ ❡❧s❡✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r ❛♥❞ ❝❛♥ r❡❛s♦♥❛❜❧② ❜❡ s❦✐♣♣❡❞✳✮

❙✉♣♣♦s❡ ✜rst t❤❛t S 6= R5 ❛♥❞ ❧❡t C ❞❡♥♦t❡ ❛♥② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ S✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡ ∆ ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ✐ts ✈❛r✐❛❜❧❡s χ = (a, x, y, α, β) ∈ R5✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✜rst ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞
❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s✹ ♦❢ ∆ ✭s❡❡ ❬✹✵❪ ❢♦r ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡♠✮✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ❜② ∆ ♦❢ C ✐s ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ✇❤♦s❡
❡♥❞♣♦✐♥ts✺ ❛r❡ ③❡r♦ ❛♥❞ ❡✐t❤❡r ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦r −∞✳ ❋♦r ❛♥② v ✐♥ t❤✐s ✐♥t❡r✈❛❧✱ t❤❡r❡
✐s ❛ ♣♦✐♥t χ0 ∈ C s✉❝❤ t❤❛t ∆(χ0) = v✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ χ0 ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡
∆(χ) = v ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t C✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ C ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛
♣♦✐♥t ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ∆(χ) = v✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ❛t ❧❡❛st ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ ❡✈❡r②
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ s❡♠✐✲❛❧❣❡❜r❛✐❝ s❡t S ❞❡✜♥❡❞ ❜② ∆(χ) < 0 ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣♦✐♥t ✐♥
❡✈❡r② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ∆(χ) = v ✇❤❡r❡ v ✐s ❛♥② ✈❛❧✉❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
③❡r♦ ❛♥❞ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♥❡❣❛t✐✈❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✱ ✐❢ ❛♥②✳ ◆♦✇✱ ✇❤❡♥ S = R5✱ t❤❛t ✐s✱
∆(p) < 0 ❢♦r ❛❧❧ p ✐♥ R5✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r❡t✉r♥s ❛♥ ❡♠♣t② s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts✱ s♦ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ♣♦✐♥t
p ✐♥ R5 ❛♥❞ r❡t✉r♥ ✐t ✐❢ ∆(p) < 0✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣♦✐♥t ✐♥ ❡✈❡r② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❛ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②
∆(χ) = v ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❛

✸❆t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜♠✐ss✐♦♥✱ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t s✉❝❝❡❡❞ t♦ ✜♥❞ ❡✈❡♥ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s✉♠ ♦❢ sq✉❛r❡s ✉s✐♥❣ ❙❖❙❚❖❖▲❙ ❬✹✽❪✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❛t t❤❡ t✐♠❡ ✇❡ ✇r♦t❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✱ ❊✳ ❑❛❧t♦❢❡♥✱ ▲✳ ❩❤✐✱ ❛♥❞ ❩✳ ❩❤❛♥❣ s✉❝❝❡❡❞❡❞ t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡
❣r♦s ❢❛❝t❡✉r ✐♥t♦ ❛ s✉♠ ♦❢ sq✉❛r❡s✳ ❚❤❡② ✜rst s✉❝❝❡❡❞❡❞ t♦ ❣❡t ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♠ ♦❢ sq✉❛r❡s ❜② t❛❦✐♥❣
❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♥❞ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡♠✐❞❡✜♥✐t❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
✭❙❱❉✮✳ ❚❤❡② ✇❡r❡ ❛❧s♦ ❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❙❱❉✳

✹❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ✭r❡❛❧✮ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ∆ ❛r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ∆ ❛t ✐ts ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts χ✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♣♦✐♥ts χ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t
♦❢ ∆ ✐s ③❡r♦✳ ❚❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s✱ r♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s t❛❦❡♥ ❜② ∆ ❛t ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts
❛t ✐♥✜♥✐t②✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s c ∈ R s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ z = c ✐s t❛♥❣❡♥t t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ z = ∆(χ) ❛t ✐♥✜♥✐t② ✭t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥
❤♦✇❡✈❡r ♦♥❧② ❤♦❧❞s ❢♦r t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐✳❡✳✱ χ ∈ R2✮✳ ▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❑✉r❞②❦❛
❡t ❛❧✳ ❬✷✻❪ ❛s t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ ∆(χk) ✇❤❡r❡ (χk)k∈N ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦✐♥ts t❤❛t ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t② ✇❤✐❧❡ ‖χk‖ · ‖gradχk

∆(χk)‖ t❡♥❞s
t♦ ③❡r♦✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧
✈❛❧✉❡s ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ❡①tr❡♠❛ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ D✱ ❡✈❡♥ t❤♦s❡ t❤❛t ❛r❡ r❡❛❝❤❡❞ ❛t ✐♥✜♥✐t②✳

✺❙✐♥❝❡ S 6= R5✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ C ✐s ♥♦t ❡♠♣t② ❛♥❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♣♦✐♥ts χ s✉❝❤ t❤❛t D(χ) = 0✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
s❡t C ❜② t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ D ✐s ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❍❡♥❝❡✱ ③❡r♦ ✐s ❛♥ ❡♥❞♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ D(C)✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❡♥❞♣♦✐♥t ✐s ❡✐t❤❡r
❛♥ ❡①tr❡♠✉♠ ♦❢ D ✭❛♥❞ t❤✉s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✮ ♦r −∞✳

✼



> ●❛♠♠❛✿❂✭✷✯❛✯✭②✯❛❧♣❤❛✲①✯❜❡t❛✮✲✭❛❫✷✲✶✮✮❫✷✰✸✯✭❛✯①✰❜❡t❛✮❫✷✰✸✯❛❫✷✯✭②✰❛✯❛❧♣❤❛✮❫✷✰✸✯✭❛❫✷✰✶✮❫✷❀

Γ := (2 a (α y − β x) − a2 + 1)2 + 3 (x a + β)2 + 3 a2 (y + a α)2 + 3 (1 + a2)2

> ❬❣r♦s❴❢❛❝t✱ ♦♣✭❝♦♥✈❡rt✭❣r❛❞✭❣r♦s❴❢❛❝t✱❬❛✱①✱②✱❛❧♣❤❛✱❜❡t❛❪✮✱❧✐st✮✮✱
> ✶✲✉✯✭②✰❛✯❛❧♣❤❛✮✱ ✶✲✈✯✭❛✯①✰❜❡t❛✮✱✶✲✇✯✭✶✰❛❧♣❤❛❫✷✰❜❡t❛❫✷✮✱✶✲t✯●❛♠♠❛✮❪✿
> ❢❣❜❴❣❜❛s✐s❴❡❧✐♠✭✪✱✵✱❬✉✱✈✱✇✱t❪✱❬❛✱①✱②✱❛❧♣❤❛✱❜❡t❛❪✮❀

♣❛❝❦❴❢❣❜❴❝❛❧❧❴❣❡♥❡r✐❝✿ ✧❋●❜✿ ✾✻✺✳✼✻ s❡❝ ▼❛♣❧❡✿ ✾✼✺✳✾✽ s❡❝✧

[1]

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❋♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ▼❛✐♥ ▲❡♠♠❛✳

♣♦✐♥t✱ s❛② t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ t❤❛t ✐s✱ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ∆(χ) = v✱ χ×❣r❛❞(∆)(χ) = 0✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② s✐♠♣❧❡
❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬✸✾❪✱ ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❬✹✵❪ ❝♦♠♣✉t❡s ✐♥st❡❛❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t❧② t❤❡ str❛t❡❣✐❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✹✷❪
❛♥❞ ❬✹✶❪✳

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣♦✐♥t ✐♥ ❡✈❡r② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ S✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❘❆●▲✐❜ ▼❛♣❧❡
♣❛❝❦❛❣❡✱✻ ❣✐✈❡s t❤❡ ❡♠♣t② s❡t✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t ∆(χ) > 0 ❢♦r ❛❧❧ χ ∈ R5✳ �

❲❡ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ③❡r♦s ♦❢ ∆ ❛r❡ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥ts ✭t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s
❛r❡ ③❡r♦✮ ♦❢ t❤❡ ❣r♦s ❢❛❝t❡✉r✳

▲❡♠♠❛ ✻ ❚❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ∆ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❣r♦s ❢❛❝t❡✉r ❛♥❞ ❛❧❧ ✐ts ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s
❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳

Pr♦♦❢✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ▼❛✐♥ ▲❡♠♠❛✱ t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ∆ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ✐❢
❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❣r♦s ❢❛❝t❡✉r ✐s ③❡r♦✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✺✱ t❤❡ ❣r♦s ❢❛❝t❡✉r ✐s ♥❡✈❡r ♥❡❣❛t✐✈❡✱ t❤✉s✱ ✐❢
t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣r♦s ❢❛❝t❡✉r ✈❛♥✐s❤❡s✱ ✐t ✐s ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❣r♦s ❢❛❝t❡✉r ❛♥❞ t❤✉s ❛❧❧
✐ts ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ {a, x, y, α, β}✮ ❛r❡ ③❡r♦✳ �

❲❡ ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ▼❛✐♥ ▲❡♠♠❛✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡✱ t❤✐s ♣r♦♦❢
✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ s♦♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇❤♦s❡ ♦r✐❣✐♥s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳

Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ▼❛✐♥ ▲❡♠♠❛✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✻✱ ∆ ✐s ③❡r♦ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❣r♦s ❢❛❝t❡✉r ❛♥❞ ❛❧❧ ✐ts ♣❛rt✐❛❧
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ ③❡r♦✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ ❜❡❧♦✇ t❤❛t t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t (y + aα) (a x + β) (1 + α2 + β2) Γ = 0✱ ✇❤❡r❡

Γ =
(

2 a (yα − β x) − a2 + 1
)2

+ 3 (ax + β)
2

+ 3 a2 (y + aα)
2

+ 3
(

1 + a2
)2

. ✭✻✮

❆s t❤❡ t✇♦ t❡r♠s (1 + α2 + β2) ❛♥❞ Γ ❝❧❡❛r❧② ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② r❡❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✱ t❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❡ ❧❡♠♠❛✳ ✭❲❡
❞✐s❝✉ss ❧❛t❡r ❤♦✇ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❡s❡ t❡r♠s✳✮

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s {a, x, y, α, β, u, v, w, t} t❤❛t ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❣r♦s ❢❛❝t❡✉r✱ ✐ts ♣❛rt✐❛❧
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦✉r ❡q✉❛t✐♦♥s

1 − u (y + aα) = 0, 1 − v (a x + β) = 0, 1 − w (1 + α2 + β2) = 0, 1 − t Γ = 0. ✭✼✮

❚❤❡ ❣r♦s ❢❛❝t❡✉r ❛♥❞ ✐ts ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ③❡r♦ ✭r❡❛❧ ♦r ❝♦♠♣❧❡①✮ s✉❝❤ t❤❛t (y + aα) (a x +
β) (1 + α2 + β2) Γ 6= 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤✐s s②st❡♠ ❤❛s ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✼✮ ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥ u, v, w, t✳

❚❤❡ ●rö❜♥❡r ❜❛s✐s ♦❢ ♦✉r s②st❡♠ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ 1 ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✶✮ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s
♥♦ s♦❧✉t✐♦♥ ✭♦✈❡r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡rs✮✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳ �

❚❤❡ r❡❛❧ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ t❤✐s ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ▼❛✐♥ ▲❡♠♠❛ ✐s✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✼✮ t❤❛t r✉❧❡ ♦✉t
❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❣r♦s ❢❛❝t❡✉r✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s t❤❡

✻■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t s✉❝❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢❛✐r❧② t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♦♥ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ∆✿ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s
✐♥✐t✐❛❧❧② t♦♦❦ ❛❜♦✉t ✶✵ ❤♦✉rs ♦❢ ❡❧❛♣s❡❞ t✐♠❡❀ t❤❡② ❤♦✇❡✈❡r ♦♥❧② t♦♦❦ r♦✉❣❤❧② 20 ♠✐♥✉t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❛t t❤❡
t✐♠❡ ✇❡ ✇r♦t❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✳

✽



❛❝t✉❛❧ ❦❡② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦♦❢✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❡ ✉s❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st t♦ t❤❡
❝♦♠♠✉♥✐t② ❛s ✐t ✐s r❛t❤❡r ❣❡♥❡r✐❝ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦t❤❡r ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❲❡ t❤✉s ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸
❤♦✇ t❤❡s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✜♥✐s❤✐♥❣ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r✱
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳

✷✳✸ ❆❜♦✉t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ▼❛✐♥ ▲❡♠♠❛

❲❡ s❤♦✇ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❤♦✇ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ▼❛✐♥ ▲❡♠♠❛✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ✭✼✮ ✇❤✐❝❤
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ③❡r♦s ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t✳

❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣r♦s ❢❛❝t❡✉r ❛♥❞ ❛❧❧
✐ts ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ st✉❞② ✐ts s❡t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ♦r✱ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t♦
❞❡❝♦♠♣♦s❡ ✐t ✐♥t♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❞❡✜♥❡❞ ❜② ♣r✐♠❡ ✐❞❡❛❧s✳✼ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❛ ❣❡♥❡r❛❧
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s✉❝❤ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♥♦ ❝✉rr❡♥t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s♦❢t✇❛r❡ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❤❛♥❞❧✐♥❣
♦✉r ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤✐s ✐s✱ ✐♥❞❡❡❞✱ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡s❡❛r❝❤ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r ❛❧❣❡❜r❛✳

■❢ t❤❡ ✭r❡❞✉❝❡❞✮ ●rö❜♥❡r ❜❛s✐s ♦❢ s♦♠❡ s②st❡♠ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ❢❛❝t♦r✱ s❛② F ✱ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ s♣❧✐ts ✐♥t♦ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ♦♥❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ s✉❝❤ t❤❛t F = 0✱ t❤❡ ♦t❤❡r s✉❝❤ t❤❛t F 6= 0✳
❲❡ st✉❞② s❡♣❛r❛t❡❧② t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❖♥❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ F t♦ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡
♦t❤❡r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ 1− t F ❛♥❞ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❀ ✐♥❞❡❡❞✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s②st❡♠ s✉❝❤ t❤❛t F 6= 0 ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠
❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❜② 1− t F ✳ ❙♦♠❡t✐♠❡s✱ ❢r❡q✉❡♥t❧② ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t F 6= 0 ✐s ❡♠♣t②✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ 1 ✭✐♥❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ 1 = 0✮✳ ◆♦t❡
t❤❛t ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s t❤❡ s②st❡♠ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ sq✉❛r❡✱ s❛② F 2✱ t❤✉s t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t s✉❝❤ t❤❛t
F 6= 0 ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ❡♠♣t② ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❛❞❞ F t♦ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐ts s❡t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ✭t❤✐s ❤♦✇❡✈❡r
❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ✐❞❡❛❧✮✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❞❞✐♥❣ F t♦ t❤❡ s②st❡♠ ❢r❡q✉❡♥t❧② ❛❞❞s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t♦ t❤❡
✈❛r✐❡t② ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤②✱ ❧❛t❡r ♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ❡♠♣t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞
✇❤❡♥ s♣❧✐tt✐♥❣ ✐♥t♦ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

❖✉r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✱ ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ▼❛♣❧❡ ❬✸✷❪ ✉s✐♥❣ t❤❡ ●rö❜♥❡r
❜❛s✐s ♣❛❝❦❛❣❡ ❋●❜ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❏✳✲❈✳ ❋❛✉❣èr❡ ❬✷✵❪ ✳ ❲❡ ✉s❡ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱

❢❣❜❴❣❜❛s✐s✭s②s✱✵✱✈❛rs✶✱✈❛rs✷✮ ❛♥❞ ❢❣❜❴❣❜❛s✐s❴❡❧✐♠✭s②s✱✵✱✈❛r✶✱✈❛r✷✮✽✱
t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡ ●rö❜♥❡r ❜❛s❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ s②s❀ t❤❡ ✜rst ✉s❡s ❛ ❞❡❣r❡❡ r❡✈❡rs❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝ ♦r❞❡r ✭❉❘▲✮ ❜②
❜❧♦❝❦s ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ✈❛rs✶ ❛♥❞ ✈❛rs✷ ✭✇❤❡r❡ ✈❛rs✷ ✐s ❛❧✇❛②s t❤❡ ❡♠♣t② s❡t ✐♥ ♦✉r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✮ ❛♥❞
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈❛rs✶ ❛♥❞ ✉s❡s ❛ r❡✈❡rs❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝ ♦r❞❡r ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ✈❛rs✷✳
✭❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞✱ ❤❡r❡ 0✳✮

❲❡ ❞♦ ♥♦t s❤♦✇ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷ t❤❡ ●rö❜♥❡r ❜❛s❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t♦♦ ❧❛r❣❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧✱ ❡①❝❡♣t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡
t❤❡ ❜❛s✐s ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ 1 ✭✇❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s ♥♦ s♦❧✉t✐♦♥✮✳ ❲❡ ✐♥st❡❛❞ ♦♥❧② r❡♣♦rt t❤❡ ✜rst ♦♣❡r❛♥❞ ♦❢
❡❛❝❤ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡❀ ❛♥ ♦♣❡r❛♥❞ ⋆ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ❢❛❝t♦rs❀
❛♥ ♦♣❡r❛♥❞ ✂ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s ❛ ♣♦✇❡r ♦❢ s♦♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❀ ❛♥ ♦♣❡r❛♥❞ + ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s ❛ s✉♠ ♦❢ ♠♦♥♦♠✐❛❧s✳

❖✉r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❣♦❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ ✜rst s✐♠♣❧✐❢② ♦✉r s②st❡♠ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ a = 2 ❜❡❝❛✉s❡ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡
●rö❜♥❡r ❜❛s✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ t♦♦ s❧♦✇ ❛♥❞ ✉s❡ t♦♦ ♠✉❝❤ ♠❡♠♦r② t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②✳✾ ❲❡ ✜rst
s❡❡ ❛❢t❡r ❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ bs1✱ t❤❡ ●rö❜♥❡r ❜❛s✐s ♦❢ ♦✉r s②st❡♠✱ t❤❛t y +2α ❛♣♣❡❛rs ❛s ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ♦♥❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳
❚❤✐s s♣❧✐ts t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥t♦ t❤♦s❡ s✉❝❤ t❤❛t y + 2α = 0 ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡rs✳ ❲❡ ✇✐❧❧ st✉❞② s❡♣❛r❛t❡❧② ✭✐♥
▲❡♠♠❛ ✽✮ t❤❡ ❢♦r♠❡r s❡t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t y + 2α 6= 0✳ ❚❤✐s
✐s ❞♦♥❡ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ 1 − u (y + 2α) t♦ t❤❡ s②st❡♠✱ ✇❤❡r❡ u ✐s ❛ ♥❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡❀ ✐♥❞❡❡❞ t❤❡r❡ ✐s ❛
♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s②st❡♠ s✉❝❤ t❤❛t y +2α 6= 0 ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s②st❡♠✳

✼❆♥ ✐❞❡❛❧ I ✐s ♣r✐♠❡ ✐❢ PQ ∈ I ✐♠♣❧✐❡s P ∈ I ♦r Q ∈ I✳
✽❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣❜❛s✐s✭s②s✱❉❘▲✭✈❛r✶✱✈❛r✷✮✱❡❧✐♠✮ ✇✐t❤ ♦r ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♦♣t✐♦♥❛❧ ❧❛st ❛r❣✉♠❡♥t ❡❧✐♠ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②

♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
✾❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ s♣❡❝✐❛❧✐③✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ a ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛r❡ ❛❧♠♦st ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥

t❤❡ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❢r♦♠ ♦✉r ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ t❤❛t ●rö❜♥❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♠✉❝❤ ❡❛s✐❡r ✇✐t❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♦r ❛❧♠♦st
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s②st❡♠s✳

✾



❚❤❡ t❡r♠ y + 2α ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❢❛✐r❧② ❝❧❡❛r❧② t♦ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ y + aα ✇✐t❤ a = 2✱ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡
s②♠♠❡tr② ♦❢ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ ❛❧s♦ st✉❞② s❡♣❛r❛t❡❧② t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t a x + β = 0✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡❞
a = 2✱ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t 2 x + β 6= 0✱ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s②st❡♠ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
1 − v (2x + β)✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❛❞❞ 1 − w (1 + α2 + β2) t♦ t❤❡ s②st❡♠✱ ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐ts s❡t ♦❢ r❡❛❧
r♦♦ts❀ ✇❡ ❞♦ t❤✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ t❡r♠ 1 + α2 + β2 ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ D(λ) ✇❤✐❝❤ s✉❣❣❡sts
t❤❛t s♦♠❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ✭✇✐t❤♦✉t ❛♥② r❡❛❧ ♣♦✐♥t✮ ♠✐❣❤t ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ 1 + α2 + β2 ✭✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡
♥♦t❡❞ t❤❛t ❛❞❞✐♥❣ t❤✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t♦ t❤❡ s②st❡♠ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ●rö❜♥❡r ❜❛s✐s✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s
✐♥❞❡❡❞ r❡♠♦✈❡s s♦♠❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ s②st❡♠✮✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ●rö❜♥❡r ❜❛s✐s✱ bs2✱ ♦❢ t❤❛t
s②st❡♠✱ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s u, v, w✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❢♦✉r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ s✐①✳

❲❡ t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ●rö❜♥❡r ❜❛s✐s ♦❢ bs2✱ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ❛ ❜❛s✐s bs3 ✇❤✐❝❤ ✐s
r❡❞✉❝❡❞ t♦ ♦♥❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ P 2✳ ❲❡ t❤✉s ❛❞❞ P t♦ t❤❡ s②st❡♠ bs2 ✭✇❡ ❞♦ ♥♦t ❛❞❞ ✐t t♦ bs3 s✐♥❝❡
bs3 ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ x✮✳ ❚❤❡ ●rö❜♥❡r ❜❛s✐s✱ bs4✱ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ s②st❡♠ ❝♦♥t❛✐♥s s❡✈❡r❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s t❤❛t
❛r❡ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ ❢❛❝t♦rs✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t ✐❢ ✇❡ ❛❞❞ t♦ t❤❡ s②st❡♠ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t t❤❡ t❤✐r❞ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ✜rst
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s ♥♦t ③❡r♦✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s②st❡♠ ❤❛s ♥♦ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❡ t❤✉s ❛❞❞ t❤✐s ❢❛❝t♦r t♦ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞
❝♦♠♣✉t❡ ✐ts ●rö❜♥❡r ❜❛s✐s bs5✳ ❲❡ ♦♣❡r❛t❡ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❣❡t bs6✳ ❚❤❡ ❜❛s✐s bs6 ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ♣r♦❞✉❝t ♦r ♣♦✇❡r
❛♥❞ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ✐ts ●rö❜♥❡r ❜❛s✐s✱ bs7✱ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ y ✭❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ x ❣✐✈❡s ♥♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❜❛s✐s✮✳ ❚❤❡ ❧❛st
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ bs7 ✐s ❛ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❛s ❜❡❢♦r❡ t♦ ❣❡t bs8✳ ❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ s✐♠✐❧❛r❧② ✉♥t✐❧ ✇❡ ❣❡t t♦ t❤❡
❜❛s✐s bs12✳ ✭◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❢❛❝t♦r y + 2α r❡❛♣♣❡❛rs ✐♥ bs10 ❛♥❞ ✐s r❡♠♦✈❡❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❛s ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳✮

❚❤❡ ❜❛s✐s bs12 ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤r❡❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❢♦✉r ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦✈❡r bs2 ✇❤✐❝❤
❝♦♥s✐sts ♦❢ ❢♦✉r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ s✐①✮✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ bs12 ✐s

Γ2 = (4 y α − 4 β x − 3)2 + 3 (2x + β)2 + 12 (y + 2α)2 + 75,

✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡ ♦✈❡r t❤❡ r❡❛❧s✳
❲❡ ❤❛✈❡ t❤✉s ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① s♦❧✉t✐♦♥s✱ s✉❝❤ t❤❛t a = 2✱ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s②st❡♠ ✭t❤❡ ❣r♦s

❢❛❝t❡✉r ❛♥❞ ❛❧❧ ✐ts ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✮ s❛t✐s❢② (1 + α2 + β2) (y + 2α) (2x + β) Γ2 = 0✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t♦ ❣❡t t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ Γ ♦❢ ❋♦r♠✉❧❛ ✭✻✮✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ a = 3 ❛♥❞

a = 5 ❛♥❞ ❣✉❡ss❡❞ Γ ❛s ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s Γ2✱ Γ3✱ ❛♥❞ Γ5✳
◆♦t❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ a t❛❦❡s r♦✉❣❤❧② ❡✐❣❤t ♠✐♥✉t❡s ♦❢ ❡❧❛♣s❡❞ t✐♠❡✳

❘❡♠❛r❦ ✼ ❆❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❢r♦♠ bs2 t♦ bs12 ❛♠♦✉♥ts t♦ ✜♥❞✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ ♣♦✇❡r ✇❤✐❝❤
✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ bs2 ✭✐✳❡✳✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ r❛❞✐❝❛❧ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② bs2

✶✵✮✳
❚❤✉s t❤❡s❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s❧② r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ r❛❞✐❝❛❧ ♦❢ ❛♥ ✐❞❡❛❧✳
❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❛❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s✉❝❤ ♣r♦❣r❛♠s ❢❛✐❧ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② bs2 ❡✐t❤❡r ❜② ❡①❤❛✉st✐♥❣ t❤❡ ♠❡♠♦r②
♦r ❜② r✉♥♥✐♥❣ ✉♥s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❞✉r✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❞❛②s ❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❛♥ ❡rr♦r✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ t♦
✐♠♣r♦✈❡ t❤❡s❡ ♣r♦❣r❛♠s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ t❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✳

✷✳✹ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r✿ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ▼❛✐♥ ▲❡♠♠❛ t❤❛t t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ∆ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ♦♥❧② ✐❢ y + aα = 0 ♦r a x + β = 0✳
❲❡ ♣r♦✈❡ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❛t ✐❢ ∆ = 0✱ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ✐s ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r ❝✉❜✐❝ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡ t❤❛t ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t✳
❲❡ t❤❡♥ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ❛❧✇❛②s ❝♦♥t❛✐♥s ❢♦✉r s✐♠♣❧❡ r❡❛❧ ♣♦✐♥ts ❛t ✐♥✜♥✐t② ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡
tr✐s❡❝t♦r ✐s ❛❧✇❛②s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ❢♦✉r ❧✐♥❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ♣❛✐r✇✐s❡ ✐♥t❡rs❡❝t✳

▲❡♠♠❛ ✽ ❚❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ∆ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

y = −aα ❛♥❞ x =
β (2 a2 + 1) ± 2

√

a2 (1 + a2) (α2 + β2 + 1)

a
, ♦r ✭✽✮

x = −β

a
❛♥❞ y =

α (2 + a2) ± 2
√

(1 + a2) (α2 + β2 + 1)

a
. ✭✾✮

✶✵❚❤❡ r❛❞✐❝❛❧ ♦❢ ❛♥ ✐❞❡❛❧ I ✐s t❤❡ ✐❞❡❛❧ {P | P n ∈ I ❢♦r s♦♠❡ n ∈ N}✳

✶✵



Pr♦♦❢✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ ❚❛❜❧❡ ✸✱ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✱ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❇② t❤❡ ▼❛✐♥ ▲❡♠♠❛✱ ∆ = 0 ✐♠♣❧✐❡s
y + aα = 0 ♦r a x + β = 0✳ ❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ y ❜② −aα ✐♥ ∆ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ f0 f2

1 ✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱
s✉❜st✐t✉t✐♥❣ x ❜② −β/a ✐♥ ∆ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ g0 g2

1 ✭r❡❝❛❧❧ t❤❛t a 6= 0 s✐♥❝❡ t❤❡ ❧✐♥❡s ❛r❡ ♥♦t
❝♦♣❧❛♥❛r✱ ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✮✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ∆ = 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ y + aα = fi = 0 ♦r a x + β = gi = 0✱ ❢♦r
i = 0 ♦r 1✳

❚❤❡ fi ❛♥❞ gi ❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦ ✐♥ x ❛♥❞ y✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙♦❧✈✐♥❣ f1 = 0 ✐♥ t❡r♠s ♦❢ x ❞✐r❡❝t❧②
②✐❡❧❞s t❤❛t t❤❡ s②st❡♠

y + aα = f1 = 0 ✭✶✵✮

✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✭✽✮✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ s♦❧✈✐♥❣ g1 = 0 ✐♥ t❡r♠s ♦❢ y ②✐❡❧❞s t❤❛t t❤❡ s②st❡♠

a x + β = g1 = 0 ✭✶✶✮

✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✭✾✮✳
❲❡ ♥♦✇ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ y + aα = f0 = 0 ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭✾✮✳ ❚❤❡

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ f0 ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t✇♦ sq✉❛r❡s✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t y + aα = f0 = 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

y + aα = a2α2 − 1 + aβ x = ax + β = 0. ✭✶✷✮

❲❡ s❤♦✇ ❜❡❧♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ✭✶✶✮ ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ✭✶✷✮✳
❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✭✶✶✮ ✐s✱ r♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ❧❡ss ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t❤❛♥ ✭✶✷✮ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭✶✶✮
❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭✶✷✮✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ y +aα = f0 = 0 ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s
♦❢ ✭✶✶✮ ❛♥❞ t❤✉s ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭✾✮✳

❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ✭✶✶✮ ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ✭✶✷✮
❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ❡✈❡r② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ✭✶✶✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ●rö❜♥❡r ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ✭✶✷✮ ✐s ③❡r♦✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❢ ✭♦❢ ▼❛♣❧❡✮ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♥♦r♠❛❧
❢♦r♠ ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ●rö❜♥❡r ❜❛s✐s✳

❲❡ ♣r♦✈❡ s✐♠✐❧❛r❧② t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ a x + β = g0 = 0 ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭✶✵✮
❛♥❞ t❤✉s ♦❢ ✭✽✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳ �

❘❡♠❛r❦ ✾ ◆♦t❡ t❤❛t ❜② s②♠♠❡tr② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ XY ✲♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ a, α✱ ❛♥❞ β✱
t❤❡ s❡t ♦❢ t❤r❡❡ ✐♥♣✉t ❧✐♥❡s ℓ1, ℓ2, ℓ3 ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t✱ t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✭✽✮ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ +2

√
❛♥❞ −2

√
❡①❝❤❛♥❣❡✮✱ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✭✾✮ ❡①❝❤❛♥❣❡✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❜② ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ X ❛♥❞ Y ✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ x ❛♥❞ y✱ α ❛♥❞ β✱ ❛♥❞ ❝❤❛♥❣✐♥❣ a ✐♥t♦ 1/a✱ t❤❡ s❡t
♦❢ t❤r❡❡ ✐♥♣✉t ❧✐♥❡s ✐s ❛❧s♦ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✭✽✮ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ t♦ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✭✾✮✱ ❛♥❞
❝♦♥✈❡rs❡❧②✳

▲❡♠♠❛ ✶✵ ■❢ ∆ = 0✱ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ♦❢ ℓ1, ℓ2✱ ❛♥❞ ℓ3 ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r ❝✉❜✐❝ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡ t❤❛t ❞♦ ♥♦t
✐♥t❡rs❡❝t ✐♥ r❡❛❧ s♣❛❝❡✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✽✱ ∆ = 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❙②st❡♠ ✭✽✮ ♦r ✭✾✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳ ❇② s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭s❡❡
❘❡♠❛r❦ ✾✮✱ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✭✽✮ ❛♥❞ ✭✾✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ s❤♦✇
t❤❛t

y = −aα, x =
β (2 a2 + 1)

a
+ 2

√

(1 + a2) (α2 + β2 + 1) ✭✶✸✮

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r ❝✉❜✐❝ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡ t❤❛t ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❛t ∆ = 0 ❛♥❞ t❤❛t ❙②st❡♠ ✭✶✸✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ ❚❛❜❧❡ ✹ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳

❲❡ ✜rst s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ♣❡♥❝✐❧ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❜✐s❡❝t♦rs ✐s ❛❧✇❛②s str✐❝t❧②
♣♦s✐t✐✈❡✳ ◆♦t❡ ✜rst t❤❛t t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭s❡❡ ❬✸✶❪✮✳ ■t ✐s t❤✉s s✉✣❝✐❡♥t
t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐t ✐s ♥❡✈❡r ③❡r♦✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ t❤❛t ✐ts ♣r♦❞✉❝t ✇✐t❤ ✐ts ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ✭♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢

p

(1 + a2) (α2 + β2 + 1)✮ ✐s ♥❡✈❡r ③❡r♦✳ ❚❤✐s ♣r♦❞✉❝t ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ T ✐♥ a, α, β, λ ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❢❛❝t♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ ❛ ❞❡❣r❡❡✲t✇♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ λ❀ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤✐s ❞❡❣r❡❡ t✇♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❤❛s ♥♦ r❡❛❧ r♦♦t ❜❡❝❛✉s❡ ✐ts ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ t❡r♠ ✭−(1+a2)2(1+α2 +β2)✮ ❛♥❞ ❛ t❡r♠

✶✶



✇❤♦s❡ s✉♠ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t ✇✐t❤ ✐ts ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ✭♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❛s ❛❜♦✈❡✱ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡
r♦♦t✮ ✐s ❛ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ s✉♠ ♦❢ sq✉❛r❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t T ✐s ❛❧✇❛②s str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❜②
❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ s✐♠✐❧❛r❧② ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✺✱ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣♦✐♥t ♣❡r ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡❛❧
s❡♠✐✲❛❧❣❡❜r❛✐❝ s❡t {χ = (a, α, β, λ) ∈ R4 | T (χ) − 1

2 < 0}❀ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐s ❡♠♣t②✱ ❤❡♥❝❡ T (χ)
✐s ❛❧✇❛②s ❣r❡❛t❡r ♦r ❡q✉❛❧ t♦ 1/2✳ ■t t❤✉s ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ♣❡♥❝✐❧ ✐s ❛❧✇❛②s
str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ D(λ) ✐s ❛❧✇❛②s str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ✐ts ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ∆ ✐s ③❡r♦✱ D(λ)
❛❞♠✐ts t✇♦ ✭❝♦♥❥✉❣❛t❡✮ ❞♦✉❜❧❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② r♦♦ts✳ ▲❡t λ1 ❛♥❞ λ2 ❞❡♥♦t❡ t❤❡s❡ t✇♦ r♦♦ts✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t D(λ) =
det P (λ) ✇✐t❤ P (λ) = λQ1,2 + Q1,3 ✇❤❡r❡ Qi,j ✐s t❤❡ ♠❛tr✐① ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣❛r❛❜♦❧♦✐❞ Hi,j ✳
■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ q✉❛❞r✐❝s ❬✶✺✱ ❚❛❜❧❡ ✶❪ t❤❛t ❡✐t❤❡r ✭✐✮ P (λ1) ❛♥❞ P (λ2)
❛r❡ ♦❢ r❛♥❦ ✸ ❛♥❞ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r H1,2 ∩ H1,3 ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❝✉❜✐❝ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡ t❤❛t ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t ♦r ✭✐✐✮ P (λ1)
❛♥❞ P (λ2) ❛r❡ ♦❢ r❛♥❦ ✷ ❛♥❞ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ s❡❝❛♥t ❧✐♥❡s✳

❲❡ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❛t P (λ1) ❛♥❞ P (λ2) ❛r❡ ♦❢ r❛♥❦ ✸✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ●rö❜♥❡r ❜❛s✐s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ 3×3 ♠✐♥♦rs
♦❢ P (λ) ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ 1 − tΨ ✇✐t❤

Ψ = (1 + a2) (1 + α2 + β2) (a x − y − β + aα) (y + a x − aα − β).

❚❤❡ ❜❛s✐s ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✶✱ t❤✉s t❤❡ 3 × 3 ♠✐♥♦rs ♦❢ P (λ) ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ✇❤❡♥ Ψ 6= 0✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ Ψ 6= 0 ❢♦r ❛♥② x, y, a, α, β ✐♥ R s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡s ℓ1, ℓ2✱ ❛♥❞ ℓ3 ❛r❡ ♣❛✐r✇✐s❡ s❦❡✇ ✭s❡❡ ✭✹✮ ❛♥❞
t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✻✮✳ ❚❤✉s t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ P (λ) ✐s ❛t ❧❡❛st ✸✳ ❚❤❡ r❛♥❦ ♦❢ P (λi)✱ i = 1, 2✱ ✐s t❤✉s ❡q✉❛❧ t♦ ✸
s✐♥❝❡ det P (λi) = 0✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤✉s ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ✇❤❡♥ ∆ = 0 t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❝✉❜✐❝ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡ t❤❛t
❞♦ ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t ✐♥ r❡❛❧ s♣❛❝❡✳

■t r❡♠❛✐♥s t♦ ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡ ❝✉❜✐❝ ✐s ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r✳ ❋✐rst✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝✉❜✐❝ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣❧❛♥❛r s✐♥❝❡✱ ✐♥
t❤❛t ❝❛s❡✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❝♦♥✐❝ ✭t❤❡ ♣❧❛♥❛r s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ q✉❛❞r✐❝✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❢❛❝t
❡✈❡r② s❦❡✇ ❝✉❜✐❝ ✐s ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❛❣❛✐♥ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s✐♥❣✉❧❛r ❝✉❜✐❝ ❛♥❞ ❛
♣❧❛♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭♦♥❡ ♦❢✮ ✐ts s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥t✭s✮ ❛♥❞ ❛♥② t✇♦ ♦t❤❡r ♦❢ ✐ts ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ❝✉❜✐❝ ✐♥t❡rs❡❝ts t❤✐s ♣❧❛♥❡
✐♥ ❛t ❧❡❛st t❤❡s❡ t❤r❡❡ ♣♦✐♥ts✱ t❤❛t ✐s ✐♥ ❛t ❧❡❛st ❢♦✉r ♣♦✐♥ts ❝♦✉♥t❡❞ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡
❝✉❜✐❝ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡✳ �

❲❡ ♥♦✇ st❛t❡ ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ t❤❛t s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ❛❞♠✐ts ❢♦✉r ❛s②♠♣t♦t❡s t❤❛t ❛r❡ ♣❛✐r✇✐s❡ s❦❡✇
❛♥❞ ❣✐✈❡s ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶ ❚❤❡ tr✐s❡❝t♦r ♦❢ ℓ1, ℓ2✱ ❛♥❞ ℓ3 ✐♥t❡rs❡❝ts t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❛t ✐♥✜♥✐t② ✐♥ ❢♦✉r r❡❛❧ s✐♠♣❧❡ ♣♦✐♥ts✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❢♦✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛s②♠♣t♦t❡s ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❢♦✉r tr✐s❡❝t♦r ❧✐♥❡s ♦❢ t❤r❡❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t
❧✐♥❡s t❤❛t ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ℓ1, ℓ2✱ ❛♥❞ ℓ3✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ tr✐s❡❝t♦r ✐s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣❛r❛❜♦❧♦✐❞s✳ ❆♥② ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣❛r❛❜♦❧♦✐❞ ❝♦♥t❛✐♥s
t✇♦ ❧✐♥❡s ❛t ✐♥✜♥✐t②✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✱ ❛t ✐♥✜♥✐t②✱ ♦❢ ❛♥② t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣❛r❛❜♦❧♦✐❞s ✐s t❤❡
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣❛✐rs ♦❢ ❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ♣❛✐rs ♦❢ ❧✐♥❡s ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❡①❛❝t❧② ❢♦✉r s✐♠♣❧❡
r❡❛❧ ♣♦✐♥ts ✉♥❧❡ss t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❧✐♥❡s ✐♥ ♦♥❡ ♣❛✐r ❧✐❡s ♦♥ ♦♥❡ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛✐r✳ ❲❡
s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❝❛♥♥♦t ❤❛♣♣❡♥ ✉♥❞❡r ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳

❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❛t ✐♥✜♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❜✐s❡❝t♦r ♦❢ ❧✐♥❡s ℓ1 ❛♥❞ ℓ2 ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡s ❛t ✐♥✜♥✐t②
✐♥ t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ♣❧❛♥❡s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ XY = 0 ✭t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❛rt ♦❢ ❤✐❣❤❡st ❞❡❣r❡❡ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✮✮✳ ❚❤✐s ♣❛✐r ♦❢
♣❧❛♥❡ ✐s t❤❡ ❜✐s❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❧✐♥❡s t❤❛t ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ℓ1 ❛♥❞ ℓ2✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡
❧✐♥❡s ❛t ✐♥✜♥✐t② ✐♥ t❤✐s ♣❛✐r ♦❢ ♣❧❛♥❡s ❛r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❜② tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡s✳ ❲❡ t❤✉s ❣❡t t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡s
❛t ✐♥✜♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❜✐s❡❝t♦r ♦❢ ❛♥② t✇♦ ❧✐♥❡s ℓi ❛♥❞ ℓj ❛r❡ t❤❡ ❧✐♥❡s ❛t ✐♥✜♥✐t② ✐♥ t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ♣❧❛♥❡s t❤❛t ✐s t❤❡
❜✐s❡❝t♦r t♦ ❛♥② t✇♦ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❧✐♥❡s t❤❛t ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ℓi ❛♥❞ ℓj ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛t ✐♥✜♥✐t② ♦♥ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ♦❢ ℓ1, ℓ2✱ ❛♥❞ ℓ3 ❛r❡ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛t ✐♥✜♥✐t② ♦♥ t❤❡
tr✐s❡❝t♦r ❧✐♥❡s ✭t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❜✐s❡❝t♦r ♣❧❛♥❡s✮ ♦❢ t❤r❡❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❧✐♥❡s t❤❛t ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ℓ1, ℓ2✱ ❛♥❞ ℓ3✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■t r❡♠❛✐♥s t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s tr✐s❡❝t♦r ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❢♦✉r ❞✐st✐♥❝t ❧✐♥❡s✳

▲❡t ℓ′1✱ ℓ′2✱ ❛♥❞ ℓ′3 ❜❡ t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❧✐♥❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ t❤❛t ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ℓ1✱ ℓ2✱ ❛♥❞ ℓ3✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡✱ ❢♦r ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ t❤❛t t❤❡✐r tr✐s❡❝t♦r ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐st ♦❢ ❢♦✉r ❞✐st✐♥❝t ❧✐♥❡s✳ ❚❤✐s
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡ ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❜✐s❡❝t♦r ♣❧❛♥❡s ♦❢ t✇♦ ❧✐♥❡s✱ s❛② ℓ′1 ❛♥❞ ℓ′2✱ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ♦♥❡

✶✷



♦❢ t❤❡ ❜✐s❡❝t♦r ♣❧❛♥❡s ♦❢ t✇♦ ♦t❤❡r ❧✐♥❡s✱ s❛② ℓ′1 ❛♥❞ ℓ′3✳ ❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐s❡❝t♦r ♣❧❛♥❡s ♦❢ ℓ′1 ❛♥❞ ℓ′2 ✐s
t❤❡ Z✲❛①✐s✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐s❡❝t♦r ♣❧❛♥❡s ♦❢ ℓ′1 ❛♥❞ ℓ′3 ✐s ✈❡rt✐❝❛❧✱ ❤❡♥❝❡ ℓ′1 ❛♥❞ ℓ′3 ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ t❤✉s ℓ′3 ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ XY ✲♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ℓ′1✱ ℓ′2✱ ❛♥❞ ℓ′3 ❧✐❡ ✐♥
t❤❡ XY ✲♣❧❛♥❡✱ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳ �

❚❤❡♦r❡♠ ✶✷ ❚❤❡ tr✐s❡❝t♦r ♦❢ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❢♦✉r ✐♥✜♥✐t❡ s♠♦♦t❤ ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ ❛
♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r q✉❛rt✐❝ ♦r ♦❢ ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r ❝✉❜✐❝ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡ t❤❛t ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t ✐♥ r❡❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ s♣❛❝❡✳

Pr♦♦❢✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ♦❢ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s♠♦♦t❤
q✉❛rt✐❝ ✉♥❧❡ss t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ∆ ✐s ③❡r♦✳ ▲❡♠♠❛ ✶✵ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶ t❤✉s ②✐❡❧❞ t❤❡ r❡s✉❧t✳ �

✸ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠

❲❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ s♦♠❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ❢♦✉r ❜r❛♥❝❤❡s
♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ♦❢ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ❝❛♥ ❜❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣r❡s❡♥t t✇♦ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r✳

✸✳✶ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

❲❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❘❡❝❛❧❧ ✜rst t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ tr✐♣❧❡ts ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ s❦❡✇ ❧✐♥❡s
❛❞♠✐ts t✇♦ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❬✶✸❪✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ ❤❡r❡ t❤❛t t❤✐s r❡s✉❧t ❛❧s♦ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ s❡t ♦❢ ❧❛❜❡❧❡❞ tr✐♣❧❡ts
♦❢ ❧✐♥❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭t❤❛t ✐s✱ ♣❛✐r✇✐s❡ s❦❡✇ ❛♥❞ ♥♦t ❛❧❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣❧❛♥❡✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✸ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❧❛❜❡❧❡❞ tr✐♣❧❡ts ♦❢ ❧✐♥❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛❞♠✐ts t✇♦ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ tr✐♣❧❡ts ✐♥ ♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛r❡ ♠✐rr♦r ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ tr✐♣❧❡ts ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❜② ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡t
♦❢ ❧❛❜❡❧❡❞ tr✐♣❧❡ts ♦❢ ❧✐♥❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛✣♥❡ ❢r❛♠❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❞♠✐ts t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ t❤❡
s❡t ♦❢ ❢r❛♠❡s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤♦s❡ ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ℓ1, ℓ2✱ ❛♥❞ ℓ3 ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❢❡r t♦ ❋✐❣✉r❡ ✸✳ ❋♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢
♣❛✐rs ♦❢ ❧✐♥❡s ℓi, ℓj ✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ℓi ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ℓj ✱ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ℓj ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧
t♦ ℓi✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡s❡ t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣❧❛♥❡s✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t
t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s ❤❛✈❡ ♥♦♥✲❡♠♣t② ✐♥t❡r✐♦rs ❛♥❞ t❤❛t ♥♦ t❤r❡❡ ♣❧❛♥❡s ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t❤r❡❡
r❡❣✐♦♥s t❤✉s ❞❡✜♥❡s ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧❡♣✐♣❡❞✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡s ℓ1, ℓ2✱ ❛♥❞ ℓ3 ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ❡❞❣❡ ♦❢
t❤❛t ♣❛r❛❧❧❡❧❡♣✐♣❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❧✐♥❡s ❛r❡ ♣❛✐r✇✐s❡ s❦❡✇ t❤✉s ❡①❛❝t❧② t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧❡♣✐♣❡❞ ❛r❡ ♥♦t ♦♥
t❤❡ ❧✐♥❡s✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts ✐♥❞✉❝❡s ❛♥ ❛✣♥❡ ❢r❛♠❡ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ✇✐t❤ ❜❛s✐s (w1, w2, w3)✱
t❤❡ t❤r❡❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧❡♣✐♣❡❞ ♦r✐❡♥t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ ❧✐♥❡s ℓ1, ℓ2✱ ❛♥❞ ℓ3✱ ✐♥ t❤✐s ♦r❞❡r✳ ❲❡
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢r❛♠❡ s✉❝❤ t❤❛t wi ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ℓi+1 ✭♠♦❞✉❧♦ ✸✮✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❛ ❢r❛♠❡ (C,w1, w2, w3) ❞❡✜♥❡s
✉♥✐q✉❡❧② ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧❡♣✐♣❡❞ ❛♥❞ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ℓ1, ℓ2✱ ❛♥❞ ℓ3 s✉❝❤ t❤❛t ℓi ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✈❡rt❡① C + wi ❛♥❞ ✐s
♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ wi−1 ✭♠♦❞✉❧♦ ✸✮✳ �

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥② t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ℓ1✱ ℓ2✱ ❛♥❞ ℓ3 ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭♣❛✐r✇✐s❡ s❦❡✇ ❛♥❞ ♥♦t ❛❧❧
♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣❧❛♥❡✮ ❛♥❞ ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ (X, Y, Z) s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ Z✲❛①✐s
✐s t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ♦❢ ℓ1 ❛♥❞ ℓ2✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ✐s t❤❡ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ Z✲❛①✐s ❡q✉✐❞✐st❛♥t t♦ ℓ1 ❛♥❞ ℓ2✱ ❛♥❞
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ X ❛♥❞ Y ✲❛①❡s ❛r❡ t❤❡ t✇♦ ❜✐s❡❝t♦r ❧✐♥❡s✱ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❛♥❞ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r
t♦ t❤❡ Z✲❛①✐s✱ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ℓ1 ❛♥❞ ℓ2 ♦♥t♦ t❤✐s ♣❧❛♥❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛①❡s ❛r❡ ♥♦t
s♣❡❝✐✜❡❞ ✭❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❢r❛♠❡ ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ X ❛♥❞ Y ✲❛①❡s ❝❛♥ ❜❡
❡①❝❤❛♥❣❡❞✳

✶✸



ℓ1

w1

ℓ3

ℓ2

w2

w3

C

✭❛✮

ℓ1

w1

ℓ3

ℓ2

w2

w3

C

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❚✇♦ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧❡♣✐♣❡❞s ❢♦r♠❡❞ ❜② ℓ1✱ ℓ2✱ ❛♥❞ ℓ3 ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❢r❛♠❡s
(C,w1, w2, w3)✳

✸✳✷ ▲❛❜❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r

❲❡ ♣r♦✈❡ ❤❡r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t❡s ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r
❛♥❞ ♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❝❡❧❧s✱ ✇❤✐❝❤✱ t♦❣❡t❤❡r✱ ②✐❡❧❞ ❛♥ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s ❧❛❜❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r✳

▲❡t Vij ❞❡♥♦t❡ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ♦❢ ❧✐♥❡s ℓi ❛♥❞ ℓj ❛♥❞ ❧❡t Uij ❛♥❞ Tij ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ Vij t❤❛t ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ♦♥❡ ❛♥❞ t❤r❡❡ ❛r❝s ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✭❛✮✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✹ ❊①❛❝t❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ♦❢ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛❞♠✐ts
♦♥❧② ♦♥❡ ❛s②♠♣t♦t❡✳ ▲❡t C0 ❞❡♥♦t❡ t❤✐s ❜r❛♥❝❤✳ ❊❛❝❤ ❝❡❧❧ Uij ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❜r❛♥❝❤ ❞✐st✐♥❝t ❢r♦♠ C0 ❛♥❞
❡✈❡r② s✉❝❤ ❜r❛♥❝❤ ❜♦✉♥❞s ❛ ❝❡❧❧ Uij✳ ▲❡t Ck✱ k = 1, 2, 3✱ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r t❤❛t ❜♦✉♥❞ t❤❡
❝♦♠♣♦♥❡♥t Uij✱ i, j 6= k✳ ❚❤❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ❜② C0, . . . , C4 ✐s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s✳

◆♦t❡ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ C1 ❛♥❞ C2 ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞♦♥❡✱ ❛s ❢❛r ❛s ✇❡ ❦♥♦✇✱ ❜② ♦♥❧② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❝❡❧❧
V12 ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✭❛✮✮ ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ♦t❤❡r ❝❡❧❧s V13 ❛♥❞ V23✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣
❜❡t✇❡❡♥ C1 ❛♥❞ C2 ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✭❛✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✭❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✻✮ ❛
✈❡rt✐❝❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❤❡❡ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts Uij ❛♥❞ Tij ❀ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ Ck ✐s t❤❡♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s t❤❡
❜r❛♥❝❤ ❢♦r ✇❤✐❝❤ Uij ❛♣♣❡❛rs ♦♥❧② ♦♥ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts s✐❞❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✭❜✮✮✳

❲❡ ♣r♦✈❡ t✇♦ ❧❡♠♠❛s t❤❛t✱ t♦❣❡t❤❡r✱ ♣r♦✈❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✹✳

▲❡♠♠❛ ✶✺ ❊①❛❝t❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ♦❢ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛❞♠✐ts ♦♥❧②
♦♥❡ ❛s②♠♣t♦t❡✳

Pr♦♦❢✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✱ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ❛❞♠✐ts ❢♦✉r ❞✐st✐♥❝t ❛s②♠♣t♦t❡s✱ ❢♦r ❛❧❧ tr✐♣❧❡ts ♦❢ ❧✐♥❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧
♣♦s✐t✐♦♥✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ❛s②♠♣t♦t❡
✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ❜② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ tr✐♣❧❡ts ♦❢ ❧✐♥❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ t❤✐s
♣r♦♣❡rt② ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ❢♦r t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ♦❢ ❛ tr✐♣❧❡t ♦❢ ❧✐♥❡s✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ✈❡r✐✜❡❞ ❢♦r ❛ ♠✐rr♦r ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r
❛♥❞ t❤✉s ❢♦r t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ♦❢ ❛ ♠✐rr♦r ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t t❤✉s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✸
❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ♦♥ ♦♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡①❛♠♣❧❡✳

❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✭❛✮ ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥② t❤r❡❡
❧✐♥❡s✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❤♦s❡ tr✐s❡❝t♦r ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ ❝✉❜✐❝ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡ ✭t❤r❡❡ s✉❝❤ ❧✐♥❡s ❡①✐st ❜② ▲❡♠♠❛s ✽
❛♥❞ ✶✵✮✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡ ✐s ♦♥❡ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r t❤❛t ❛❞♠✐ts ♦♥❧② ♦♥❡ ❛s②♠♣t♦t❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ s✐♥❝❡
t❤❡ ❝✉❜✐❝ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ✐t ✐♥t❡rs❡❝ts t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❛t ✐♥✜♥✐t②
✐♥ t❤r❡❡ r❡❛❧ s✐♠♣❧❡ ♣♦✐♥ts ✭❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✮✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts t❤r❡❡ ❜r❛♥❝❤❡s ❤❛s t✇♦ ❛s②♠♣t♦t❡s✳ �
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❋✐❣✉r❡ ✹✿ ✭❛✮ ❚❤❡ s❤❛❞❡❞ r❡❣✐♦♥ ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ V12 ♦♥t♦ t❤❡ XY ✲♣❧❛♥❡✳
✭❜✮ ❱❡rt✐❝❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❤❡❡ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ❝❡❧❧s
❛❜♦✈❡ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ s✐❧❤♦✉❡tt❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ❜✐s❡❝t♦rs❀ t❤❡
♦r❞❡r✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ s♠❛❧❧ ❝❡❧❧ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ✐s T13 < T13 < T23 < T23 ✭✐✳❡✳✱ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ ♦✈❡r t❤❛t ❝❡❧❧ ✐♥t❡rs❡❝ts
t✇✐❝❡ T13 ❛♥❞ t✇✐❝❡ T23 ✐♥ t❤❛t ♦r❞❡r✮✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② C0 t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r t❤❛t ❛❞♠✐ts ♦♥❧② ♦♥❡ ❛s②♠♣t♦t❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✭❛✮✮✳

▲❡♠♠❛ ✶✻ ❊❛❝❤ ❝❡❧❧ Uij ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ❞✐st✐♥❝t ❢r♦♠ C0 ❛♥❞ ❡✈❡r② s✉❝❤ ❜r❛♥❝❤
❜♦✉♥❞s ❛ ❝❡❧❧ Uij✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ❜② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ tr✐♣❧❡ts ♦❢ ❧✐♥❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧
♣♦s✐t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♠✐❧❛r❧② ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♦❢✱ ✐❢ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ❢♦r t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢
❛ tr✐♣❧❡t ♦❢ ❧✐♥❡s✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ✈❡r✐✜❡❞ ❢♦r ❛ ♠✐rr♦r ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❛♥❞ t❤✉s ❢♦r t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛
♠✐rr♦r ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✸✱ ✐t ✐s t❤✉s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣r♦✈❡ ✐t ❢♦r ❛♥② t❤r❡❡ ❣✐✈❡♥ ❧✐♥❡s
✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ℓ1, ℓ2✱ ℓ3✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤❡ XY ✲♣❧❛♥❡ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
✭♦rt❤♦❣♦♥❛❧✮ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ s✐❧❤♦✉❡tt❡ ❝✉r✈❡s ✭✈✐❡✇❡❞ ❢r♦♠ ✐♥✜♥✐t② ✐♥ t❤❡ Z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✮
♦❢ t❤❡ ❜✐s❡❝t♦rs ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✭❜✮✮❀ t❤❡s❡ s✐❧❤♦✉❡tt❡ ❝✉r✈❡s ❝♦♥s✐st ♦❢ ♦♥❧② t✇♦ ♣❛r❛❜♦❧❛s s✐♥❝❡ t❤❡ ❜✐s❡❝t♦r ♦❢
❧✐♥❡s ℓ1 ❛♥❞ ℓ2 ❤❛s ♥♦ s✉❝❤ s✐❧❤♦✉❡tt❡ ✭✐ts ❡q✉❛t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠ Z = γ X Y ✲s❡❡ ❊q✳✭✷✮✲ ❛♥❞ t❤✉s ❛♥② ✈❡rt✐❝❛❧
❧✐♥❡ ✐♥t❡rs❡❝ts ✐t✮✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❢♦r ❛❧❧ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ✭♦♣❡♥✮ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤✐s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ♣✐❡❝❡s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡
❜✐s❡❝t♦rs t❤❛t ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ❋♦r ❛♥② ♣♦✐♥t ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡
✭❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s✮ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣♦✐♥t ❧✐❡s ♦♥ ❛ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ Vij ✳ ❲❡ ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r
t❤❡ ♣♦✐♥t ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t Uij ♦r Tij ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s❡♣❛r❛t✐♦♥ t❡st ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳ ❲❡
t❤✉s r❡♣♦rt t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❤❡❡ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts Uij ❛♥❞ Tij ❛❜♦✈❡ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐♥
t❤❡ XY ✲♣❧❛♥❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❡①❛♠♣❧❡❀ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✭❜✮✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r
❞✐st✐♥❝t ❢r♦♠ C0 ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts U12✱ U13✱ ❛♥❞ U23 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♣♣❡❛rs ♦♥❧② ♦♥ ♦♥❡ s✐❞❡
♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜r❛♥❝❤✳✶✶ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s ❞✐st✐♥❝t ❢r♦♠ C0 ❜♦✉♥❞s ❛ ❝❡❧❧ Uij ✳ �

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✹✳ ▲❡♠♠❛s ✶✺ ❛♥❞ ✶✻ st❛t❡ t❤❡ ✜rst t✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✹✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
s✐♥❝❡ Uij ✐s✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ♦♥❧② ♦♥❡ ❛r❝ ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r✱ ▲❡♠♠❛s ✶✺ ❛♥❞ ✶✻ ❞✐r❡❝t❧② ②✐❡❧❞ t❤❡
❧❛❜❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ❜② C0, . . . , C4 ✐s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s✳ �

✶✶◆❛♠❡❧②✱ U13 ✭r❡s♣✳ U23 ❛♥❞ U12✮ ❛♣♣❡❛rs ♦♥ ♦♥❧② ♦♥❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r✲r✐❣❤t ✭r❡s♣✳ ✉♣♣❡r✲r✐❣❤t ❛♥❞ ❧❡❢t✲♠♦st✮ ❜r❛♥❝❤✳

✶✺



✸✳✸ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r

❲❡ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ tr✐s❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝✐t② Pr♦♣❡rt② ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✽✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✼ ❚❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ♦❢ ℓ1✱ ℓ2✱ ❛♥❞ ℓ3 ♦♥t♦ t❤❡ XY ✲♣❧❛♥❡ ❤❛s t✇♦
❛s②♠♣t♦t❡s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ X✲❛①✐s ❛♥❞ t✇♦ ❛s②♠♣t♦t❡s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ Y ✲❛①✐s✳

Pr♦♦❢✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✱ t❤❡ ❢♦✉r ❛s②♠♣t♦t❡s ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❢♦✉r tr✐s❡❝t♦r ❧✐♥❡s ♦❢
t❤r❡❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❧✐♥❡s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ℓ1✱ ℓ2✱ ❛♥❞ ℓ3✳ ❚❤❡ ❜✐s❡❝t♦r t♦ t✇♦ ❧✐♥❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦
ℓ1 ❛♥❞ ℓ2 ✐s t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ♣❧❛♥❡s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ XY = 0✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t❡s ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❧✐♥❡s
t❤❛t ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ♣❧❛♥❡s XY = 0✳ ❚❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t❡s ♦♥ t❤❡ XY ✲♣❧❛♥❡ ❛r❡
t❤✉s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ X ♦r Y ✲❛①✐s✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛s②♠♣t♦t❡s ✭✐♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✮ t❤❛t ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧
t♦ t❤❡ X✲❛①✐s ✭r❡s♣✳ Y ✲❛①✐s✮ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ❜② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❛♥② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡t ♦❢ tr✐♣❧❡ts ♦❢ ❧✐♥❡s
✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛s✱ ✐❢ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ❢♦r
t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ♦❢ ❛ tr✐♣❧❡t ♦❢ ❧✐♥❡s✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ✈❡r✐✜❡❞ ❢♦r t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ♦❢ ❛ ♠✐rr♦r ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s✳ ❚❤❡
r❡s✉❧t t❤✉s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✸ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ♦♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡①❛♠♣❧❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✭❛✮✮✱
t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❛s②♠♣t♦t❡s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ X✲❛①✐s ❛♥❞ t✇♦ ♦t❤❡rs ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ Y ✲❛①✐s✳ �

❲❡ ❛ss✉♠❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛s②♠♣t♦t❡ ♦❢ C0 ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ Y Z✲♣❧❛♥❡ ✭❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✭❛✮✮ ❜②
❡①❝❤❛♥❣✐♥❣✱ ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✱ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ X ❛♥❞ Y ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✽ ❊✈❡r② ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ♦❢ ℓ1✱ ℓ2✱ ❛♥❞ ℓ3 ✐s str✐❝t❧② ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
Y ✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭♦r ❡✈❡r② ❜r❛♥❝❤ ✐s str✐❝t❧② ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ X✲❞✐r❡❝t✐♦♥✮✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t P ❞❡♥♦t❡ ❛♥② ♣❧❛♥❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ XZ✲♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ❛r❝ C0 ✐♥t❡rs❡❝ts ♣❧❛♥❡ P ❛♥ ♦❞❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢
t✐♠❡s ✭❝♦✉♥t❡❞ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t②✮ s✐♥❝❡ C0 ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ❛s②♠♣t♦t❡ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✹✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡
Y Z✲♣❧❛♥❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✼✱ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ❤❛s t✇♦ ♦t❤❡r ❛s②♠♣t♦t❡s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ XZ✲♣❧❛♥❡✳
❍❡♥❝❡ ♣❧❛♥❡ P ✐♥t❡rs❡❝ts t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ✐♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts ❛t ✐♥✜♥✐t② ❛♥❞ C0 ❛♥ ♦❞❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ✭✐♥ ❛✣♥❡
s♣❛❝❡✮✳ ❚❤❡ tr✐s❡❝t♦r t❤✉s ✐♥t❡rs❡❝ts P ✐♥ ❛t ❧❡❛st t❤r❡❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ r❡❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤✉s ❢♦✉r
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✭✐♥ r❡❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ s♣❛❝❡✮ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① s♣❛❝❡ ✭s✐♥❝❡
t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ✐s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❢♦✉r✮ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡r❡ ✇❛s ❛♥ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣♦✐♥t ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✱ ✐ts ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡
❛♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✭s✐♥❝❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ q✉❛❞r✐❝s ❤❛✈❡ r❡❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✮ ❣✐✈✐♥❣ ✜✈❡ ♣♦✐♥ts
♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ✐♥t❡rs❡❝ts ♣❧❛♥❡ P ✐♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts ✐♥ R3 ✭❝♦✉♥t❡❞ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t②✮✱ ♦♥❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤
❧✐❡s ♦♥ C0✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛♥ ♦❞❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦♥ C0✱ ♣❧❛♥❡ P ✐♥t❡rs❡❝ts C0 ❡①❛❝t❧② ♦♥❝❡
❛♥❞ ❛♥② ♦t❤❡r ❜r❛♥❝❤ ❡①❛❝t❧② ♦♥❝❡ ✭❝♦✉♥t❡❞ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t②✮✳ �

✹ ❚♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠

❲❡ ♣r♦✈❡ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✾ t❤❛t t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s
✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ✇✐❧❧ t❤✉s ❢♦❧❧♦✇ ❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✷ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ t✇♦✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ♦♥❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✮✳ ▲❡t S ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢
tr✐♣❧❡ts ♦❢ ❧✐♥❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✾ ❚❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❝♦♥st❛♥t✳ ▼♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❣✐✈❡♥ t✇♦ tr✐♣❧❡ts ♦❢ ❧✐♥❡s ✐♥ ♦♥❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ S✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❛t❤ ✐♥ S ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡r② ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠✱ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣②
♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ✐♥ ♦♥❡
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ S ✐s ❛ ♠✐rr♦r ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ S✳

✶✻



Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❜✐s❡❝t♦r
♦❢ t✇♦ ♦❢ t❤❡♠✳ ❚❤❡ ❜✐s❡❝t♦r ✐s ❛ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣❛r❛❜♦❧♦✐❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ❛ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ tr✐s❡❝t♦r ❧✐❡s
♦♥ t❤❡ ❜✐s❡❝t♦r ❛♥❞ ✐t ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ❢♦✉r ❧✐♥❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ♣❛✐r✇✐s❡ ✐♥t❡rs❡❝t✱ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✶✷✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡
t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥s t❤❛t ❧✐❡ ♦♥ t❤❡ ❜✐s❡❝t♦r ❛♥❞ ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ❜② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❛♥② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ S✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❡❧❧s ♦❢
t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ❜② s✉❝❤ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡
❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✐♥ R3 ♦❢ ✐ts t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❡❧❧s✱ ❤❡♥❝❡ ✐ts t♦♣♦❧♦❣② ✐s ❛❧s♦ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❜② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
♦♥ ❛♥② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ S✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ✐s ❛❧s♦ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦✈❡r S s✐♥❝❡✱ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✸✱ t❤❡
❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ✐♥ ♦♥❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ S ✐s ❛ ♠✐rr♦r ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠
♦❢ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ S✳

❚♦ ❜❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡✱ ✇❡ ♥♦✇ s❤♦✇ t❤❛t ❛♥② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❛t❤ ✐♥ S ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② t✇♦ tr✐♣❧❡ts ♦❢ ❧✐♥❡s ✐♥ ♦♥❡
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ S ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡r② ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠✱ ♣r❡s❡r✈✐♥❣
t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳

❈♦♥s✐❞❡r t✇♦ tr✐♣❧❡ts ♦❢ ❧✐♥❡s✱ (ℓ1, ℓ2, ℓ3) ❛♥❞ (ℓ′1, ℓ
′
2, ℓ

′
3)✱ ✐♥ ♦♥❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ S ❛♥❞ ❛ ❤♦♠♦t♦♣②

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ϕ : t 7→ ϕ(t) = (ℓ1(t), ℓ2(t), ℓ3(t)) ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, 1] ✐♥t♦ S
s✉❝❤ t❤❛t ϕ(0) = (ℓ1, ℓ2, ℓ3) ❛♥❞ ϕ(1) = (ℓ′1, ℓ

′
2, ℓ

′
3)✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ♠❛② ❝❤♦♦s❡ ❢♦r (ℓ1, ℓ2, ℓ3)

t❤❡ tr✐♣❧❡t ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✳
❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ ❛♥ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❢r❛♠❡ F(t) s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ Z✲❛①✐s ✐s t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ ℓ1(t) ❛♥❞

ℓ2(t)✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡ ✐s t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ Z✲❛①✐s ❡q✉✐❞✐st❛♥t t♦ ℓ1(t) ❛♥❞ ℓ2(t)✱ ❛♥❞ t❤❡ X ❛♥❞ Y ✲❛①❡s
❛r❡ t❤❡ ❜✐s❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦❢ ℓ1(t) ❛♥❞ ℓ2(t) ♦♥t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ Z✲❛①✐s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✐s✱ ✉♣ t♦ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛①❡s ❛♥❞ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ X
❛♥❞ Y ✲❛①❡s✱ t❤❡ ♦♥❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✷ ❛♥❞ ✸ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❞r❛✇ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❲❤❡♥
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r t ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦t♦♣② ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ 0 t♦ 1✱ t❤❡ ❧✐♥❡s ✈❛r② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❢r❛♠❡ F(t)
❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ t♦ ✈❛r② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t✳

❇② ▲❡♠♠❛ ✶✺ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✶✼ ❛♥❞ ✶✽✱ ❢♦r ❛♥② t ✐♥ [0, 1]✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ✐s
♠♦♥♦t♦♥✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡✐t❤❡r t❤❡ X ♦r t❤❡ Y ✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❜✉t ♥♦t ❜♦t❤✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ s❡t ♦❢ t ❢♦r ✇❤✐❝❤
❡❛❝❤ ❜r❛♥❝❤ ✐s ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ X✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭r❡s♣✳ t❤❡ Y ✲❞✐r❡❝t✐♦♥✮ ✐s ❝❧♦s❡❞ ✭s✐♥❝❡ t❤❡ ❧✐♥❡s
❛♥❞ F(t) ✈❛r② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ❡❛❝❤ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ✐s ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ✐♥ X ❢♦r ❛❧❧ t
♦r ✐s ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ✐♥ Y ❢♦r ❛❧❧ t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣✱ ✐❢ ♥❡❡❞❡❞✱ X ❛♥❞ Y ✐♥ ❛❧❧ ❢r❛♠❡s F(t)✱ ✇❡ ♠❛②
s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ♦❢ ℓ1(t)✱ ℓ2(t) ❛♥❞ ℓ3(t) ✐s ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ Y ✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ F(t)✱ t❤❡ ❜✐s❡❝t♦r ♦❢ ℓ1(t) ❛♥❞ ℓ2(t) ❤❛s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ Z = α(t)XY ✭s❡❡ t❤❡ ♣r♦♦❢
♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✮✳ ❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ Z ❜② α(t)XY ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐s❡❝t♦r ♦❢ ℓ2(t) ❛♥❞ ℓ3(t) ✐♥ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡
s②st❡♠ F(t)✱ ✇❡ ❣❡t ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ 2 ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s X ❛♥❞ Y ✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ✐t ✐♥ X✱ ✇❡ ❣❡t ❛

♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ X = Υ±(Y, t) ✇✐t❤ Υ±(Y, t) =
−P1(Y,t)±

√
P1(Y,t)2−4P0(Y,t)P2(Y,t)

2P2(Y,t) , ✇❤❡r❡ P0✱ P1

❛♥❞ P2 ❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ✷ ✐♥ Y ✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ♦♥ t ✭s✐♥❝❡ t❤❡ ❢r❛♠❡ F(t) ❛♥❞ t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✐♥ ❛♥② ✜①❡❞ ❢r❛♠❡✱ ♦❢ t❤❡ ❜✐s❡❝t♦rs ❞❡♣❡♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ♦♥ t✮✳

◆♦t✐❝❡ ✜rst t❤❛t P4(Y, t) = P1(Y, t)2 − 4P0(Y, t)P2(Y, t) ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s ❛❧✇❛②s ♥♦♥✲
♥❡❣❛t✐✈❡ s✐♥❝❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ♦❢ ℓ1(t)✱ ℓ2(t) ❛♥❞ ℓ3(t) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛❧❧ Y ✐♥ F(t) ✭s✐♥❝❡
❡❛❝❤ ❜r❛♥❝❤ ✐s ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ✐♥ Y ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ❛s②♠♣t♦t❡✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✶✺✮✳ ■t t❤✉s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ❤❛s ♥♦ r❡❛❧ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥t ✭❚❤❡♦r❡♠ ✶✷✮ t❤❛t P4(Y, t) ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ◆♦t✐❝❡
❛❧s♦ t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② t ✐♥ [0, 1]✱ P2(Y, t) ❤❛s t✇♦ ❞✐st✐♥❝t r❡❛❧ r♦♦ts ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✼✳

❙✐♥❝❡ P4(Y, t) ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡✱ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ C0(t) ♦❢ ℓ1(t), ℓ2(t) ❛♥❞ ℓ3(t) ✭s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✹✮ ✐s ♣❛r❛♠✲
❡t❡r✐③❡❞ ❜② X = Υ−(Y, t) ♦r ❜② X = Υ+(Y, t) ✭❜✉t ♥♦t ❜② ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤✮✳ ❚❤✉s✱ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣✱ ✐❢
♥❡❡❞❡❞✱ t❤❡ s✐❣♥s ♦❢ P0✱ P1 ❛♥❞ P2✱ ✇❡ ♠❛② s✉♣♣♦s❡ t❤❛t C0(0) ✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② X = Υ−(Y, 0)✳ ❚❤✐s
✐♠♣❧✐❡s✱ ❜② ❝♦♥t✐♥✉✐t②✱ t❤❛t t❤❡ ❜r❛♥❝❤ C0(t) ✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞✱ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ F(t)✱ ❜② X = Υ−(Y, t)✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ♦t❤❡r ❜r❛♥❝❤❡s ❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② X = Υ+(Y, t) ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ Y ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t✇♦ r♦♦ts
♦❢ P2(Y, t)✳

❚❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ℓ1(0), ℓ2(0) ❛♥❞ ℓ3(0) ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡s ✶ ❛♥❞ ✹✭❛✮✮ t❤✉s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡
r❡❣✐♦♥✱ ❞❡♥♦t❡❞ R12(t)✱ ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ❧✐♥❡s ℓ1(t) ❛♥❞ ℓ2(t) ❛♥❞ ❝❧♦s❡r t❤❛♥ t♦ ℓ3(t) ❝♦♥s✐sts✱ ✇❤❡♥ t = 0✱ ✐♥ t✇♦ ♦♣❡♥ s❡♠✐ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s❡ts ❞❡✜♥❡❞

✶✼



✐♥ F(0) ❜② ✭✐✮ Z = α(0)XY ✱ X < Υ+(Y, 0)✱ ❛♥❞ Y ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ r♦♦ts ♦❢ P2 ❛♥❞ ❜② ✭✐✐✮ Z = α(0)XY ✱
X > Υ−(Y, 0) ❛♥❞✱ ✇❤❡♥ Y ✐s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ t✇♦ r♦♦ts ♦❢ P2✱ X < Υ+(Y, 0)✳

◆♦✇✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ♦♥ t✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ❛ ♣♦✐♥t t♦
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡s ✭♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ F(t)✮✱ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ r❡❣✐♦♥ R12(t)
✐s ❞❡✜♥❡❞✱ s✐♠✐❧❛r❧②✱ ❜② t❤❡ t✇♦ ♦♣❡♥ s❡♠✐ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s❡ts ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ F(t) ❜② ✭✐✮ Z = α(t)XY ✱ X < Υ+(Y, t)✱
❛♥❞ Y ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ r♦♦ts ♦❢ P2 ❛♥❞ ❜② ✭✐✐✮ Z = α(t)XY ✱ X > Υ−(Y, t) ❛♥❞✱ ✇❤❡♥ Y ✐s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ t✇♦
r♦♦ts ♦❢ P2✱ X < Υ+(Y, t)✳

◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞✱ ❢♦r s♦♠❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t✱ ✐♥t♦ ❛ ❝✉❜✐❝ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡✱
♥♦t❤✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ✇❤❛t ♣r❡❝❡❞❡s✱ t❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡✐♥❣ t❤❛t t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♥❞ t❤❛t
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ C0 s✐♠♣❧✐✜❡s ✐♥t♦ X = ❝♦♥st❛♥t✳

❲❡ t❤✉s ❣❡t t❤❛t✱ ✇❤❡♥ t ✈❛r✐❡s✱ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❡❧❧s ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❧♦s❡r t♦
ℓ1(t) ❛♥❞ ℓ2(t) t❤❛♥ t♦ ℓ3(t) ✈❛r✐❡s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②✱ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s
✇✐t❤ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r✳ ❆s t❤❡ s❛♠❡ st✉❞② ♠❛② ❜❡ ❞♦♥❡✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ ℓ1(t) ❛♥❞ ℓ2(t) ❜② t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛✐rs ♦❢ ❧✐♥❡s✱ t❤✐s
♣r♦✈❡s t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❢♦r ❛❧❧ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❡❧❧s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡t P ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ℓ1(t) ✭✐✳❡✳✱ ❛ ♣♦✐♥t ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧♦s❡r t♦ ℓ1(t) t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❧✐♥❡s✮
❛♥❞ Q ✐ts ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ ℓ1(t)✳ ❚❤❡♥✱ ❛♥② ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t PQ ❧✐❡s ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ℓ1(t)✳
■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ℓ1(t) ✐s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ❛ s♦❧✐❞ ❝②❧✐♥❞❡r ❛♥❞ ❤❛s t❤✉s ❛ ❝♦♥st❛♥t t♦♣♦❧♦❣②✳
❆s t❤✐s r❡❣✐♦♥ ✈❛r✐❡s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✇✐t❤ t✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❡❧❧s ♦❢ ✐ts ❜♦r❞❡r✱ t❤✐s ✜♥✐s❤❡s t❤❡
♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠✳ �

✺ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ✇❤♦s❡ tr✐s❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❧✐♥❡

❲❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ♦❢ t❤r❡❡ ♣❛✐r✇✐s❡ s❦❡✇
❧✐♥❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣❧❛♥❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❝✉❜✐❝ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧♦✐❞
♦❢ ♦♥❡ s❤❡❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ s❦❡✇ ❧✐♥❡s ✐s ♦❢ r❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦♦❢ ✐s ❛❧s♦ ❣✐✈❡♥
❜② t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ▼❛✐♥ ▲❡♠♠❛✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❧✐♥❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧②
✐❢ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧♦✐❞ ✐s ♦❢ r❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✶✱ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❧✐♥❡ ✐❢ ❛♥❞
♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s ❛ ❝✉❜✐❝ ❛♥❞ ❧✐♥❡✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ℓ1✱ ℓ2 ❛♥❞ ℓ3 ✇❤♦s❡ tr✐s❡❝t♦r ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ❧✐♥❡ ℓ✳ ❆♥② ♣♦✐♥t p ♦♥ ℓ ✐s ❡q✉✐❞✐st❛♥t t♦
ℓ1✱ ℓ2 ❛♥❞ ℓ3 s♦ p ✐s t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❛ s♣❤❡r❡ t❤❛t ✐s t❛♥❣❡♥t t♦ ❛❧❧ ♦❢ ℓ1✱ ℓ2 ❛♥❞ ℓ3✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡ ❞✐st✐♥❝t
s✉❝❤ ♣♦✐♥ts ♦♥ ℓ ❛♥❞ t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♣❤❡r❡s✳ ■❢ t❤❡s❡ s♣❤❡r❡s ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✱ t❤❡♥
t❤✐s ❝♦♠♠♦♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✐s ❛ ❝✐r❝❧❡ ✭♣♦ss✐❜❧② r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛ ♣♦✐♥t✮ ❛♥❞ ❛❧❧ ❧✐♥❡s t❛♥❣❡♥t t♦ t❤❡ t❤r❡❡ s♣❤❡r❡s
❧✐❡ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤✐s ❝✐r❝❧❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❧✐♥❡s
t❛♥❣❡♥t t♦ t❤❡ t❤r❡❡ s♣❤❡r❡s ❛r❡ t❤❡ r✉❧✐♥❣✭s✮ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ q✉❛❞r✐❝ ♦❢ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ s②♠♠❡tr② ❛①✐s t❤❡ ❧✐♥❡
t❤r♦✉❣❤ t❤❡✐r ❝❡♥t❡rs ❬✻✱ ▲❡♠♠❛ ✼❪✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s q✉❛❞r✐❝ ✐s ❛ ❤②♣❡r❜♦❧♦✐❞ ♦❢ ♦♥❡ s❤❡❡t s✐♥❝❡ ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡
❛ ❝♦♥❡ ♦r ❛ ❝②❧✐♥❞❡r ❜② t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐❢ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ❧✐❡ ♦♥ ❛ q✉❛❞r✐❝ ♦❢ r❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥② ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐❞✐st❛♥t
t♦ t❤❡ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s✳ ❚❤✉s t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❧✐♥❡ ❛♥❞✱ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✶✱ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ♦❢
t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❛ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r q✉❛rt✐❝ ♦r ❛ ❝✉❜✐❝ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡✳

✻ ❆❧❣♦r✐t❤♠s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳ ❲❡ st❛rt ❜② ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❛ ♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t✐♥❣
t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛♥② t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧✳ ❘❡❢❡r t♦ ❋✐❣✉r❡ ✺✭❛✮✳ ❚❤✐s ♣❧❛♥❡ ♠❛② ❜❡ ♥♦♥✲
r❛t✐♦♥❛❧❀ ✐♥❞❡❡❞✱ ❛s ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✶✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t ♥♦ r❛t✐♦♥❛❧ s❡♣❛r❛t✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ❡①✐sts✳ ❲❡
t❤❡♥ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r t❡st ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡♥ t❤❡
t❤r❡❡ ✐♥♣✉t ❧✐♥❡s ❛r❡ r❛t✐♦♥❛❧✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❧❡❛❞s ❞✐r❡❝t❧② t♦ ❛♥♦t❤❡r r❛t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r t❡st
❢♦r s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ❢♦✉r ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦♥❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣r♦♦❢
♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸ ❜② s❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ ♣♦✐♥ts ♦♥ ❛ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ♦r❞❡r❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ ✇✐t❤
r❛t✐♦♥❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❙❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧✳

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛ r❡❣✉❧❛r ♣♦✐♥t (X0, Y0, Z0) ♦♥ ❛ ❝✉r✈❡ ✐s ❝r✐t✐❝❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ X✲❛①✐s ✐❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t②
♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛♥❡ X = X0 ✐s ❛t ❧❡❛st 2✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♣❧❛♥❡ X = X0 ✐s t❛♥❣❡♥t
t♦ t❤❡ ❝✉r✈❡✳ ■❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ✐s ❛t ✐♥✜♥✐t② ♦♥ ❛♥ ❛s②♠♣t♦t❡ t❤❛t ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ X = X0✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❛♥❞
t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✐♥t❡rs❡❝t ✇✐t❤ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② t❤❛t ✐s ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧② ❡q✉❛❧ t♦ ✷✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱
r♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✐s t❛♥❣❡♥t t♦ ✐ts ❛s②♠♣t♦t❡ ❛t ✐♥✜♥✐t②✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛ r❡❣✉❧❛r ♣♦✐♥t ❛t ✐♥✜♥✐t②
✇❤♦s❡ ❛s②♠♣t♦t❡ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ X = X0 ✐s ❝r✐t✐❝❛❧ ✐❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✇✐t❤
t❤❡ ♣❧❛♥❡ X = X0 ✐s ❛t ❧❡❛st ✸ ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ✐s ❡①❛❝t❧② ✸✱ t❤❡♥ t❤❡ t✇♦ ❜r❛♥❝❤❡s
♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts t❤❛t ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧② ❛t ✐♥✜♥✐t② ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡
❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ X✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ■❢
F (X, Y ) = 0 ✐s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝✉r✈❡ C ♦♥ t❤❡ XY ✲♣❧❛♥❡✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢
C ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ X✲❛①✐s ❛r❡ r♦♦ts ✭✐♥ X✮ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ♦❢ F ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Y ✳ ✭❚❤✐s ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t
♠❛② ❤❛✈❡ ♠♦r❡ r♦♦ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❝✉r✈❡✱ ✐❢ ❛♥②✳✮ ❘❡❝❛❧❧ ❛❧s♦ t❤❛t
t❤❡ ❛s②♠♣t♦t❡s ♦❢ C t❤❛t ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ Y Z✲♣❧❛♥❡ ❜✉t ♥♦t ✈❡rt✐❝❛❧ ✭✐✳❡✳✱ ♥♦t ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ Z✲❛①✐s✮ ❧✐❡ ✐♥
♣❧❛♥❡s X = X0 s✉❝❤ t❤❛t X0 ✐s ❛ r♦♦t ✭✐♥ X✮ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ F s❡❡♥ ❛s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ Y ✳

❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r t❡st ❢♦r s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧✳

■♥♣✉t✿ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ℓ1✱ ℓ2✱ ❛♥❞ ℓ3 ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ i 6= j ∈ {1, 2, 3}✳
❖✉t♣✉t✿ ❛ ❤❛❧❢✲s♣❛❝❡ Hij t❤❛t str✐❝t❧② ❝♦♥t❛✐♥s Uij ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t str✐❝t❧② ❝♦♥t❛✐♥s Tij ✳

✭✐✮ ❉❡t❡r♠✐♥❡ ❛ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ (X, Y, Z) s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ Z✲❛①✐s ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥
♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ♦❢ ℓi ❛♥❞ ℓj ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ X ❛♥❞ Y ✲❛①❡s ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ t✇♦ ❜✐s❡❝t♦r ❧✐♥❡s✱ ✐♥ ❛
♣❧❛♥❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ Z✲❛①✐s✱ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ℓi ❛♥❞ ℓj ♦♥t♦ t❤❛t ♣❧❛♥❡✳

✭✐✐✮ ■♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✱ ❝♦♠♣✉t❡ ❛❧❧ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ X✲❛①✐s✳ ■❢
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✱ ❡①❝❤❛♥❣❡ t❤❡ X ❛♥❞ Y ✲❛①❡s ✭❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧
✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥❡✇ X✲❛①✐s✮✳

✭✐✐✐✮ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ X✲✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ tr✐s❡❝t♦r ❛s②♠♣t♦t❡s t❤❛t ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ Y Z✲♣❧❛♥❡✳ ■❢ t❤❡
♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡♥ ❝❤❛♥❣❡
t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ X✲❛①✐s✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② X1 t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
X✲❛①✐s✮ ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ❛♥❞ ❜② X2 t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s✳

✭✐✈✮ P✐❝❦ ❛ ✈❛❧✉❡ x̃ ✐♥ t❤❡ ♦♣❡♥ ✐♥t❡r✈❛❧ (X1, X2)✳ ❚❤❡ ❤❛❧❢✲s♣❛❝❡✱ Hij ✱ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ X < x̃ ❝♦♥t❛✐♥s Uij ❛♥❞
t❤❡ ❤❛❧❢✲s♣❛❝❡ X > x̃ ❝♦♥t❛✐♥s Tij ✳

✶✾



Pr♦♦❢ ♦❢ ❝♦rr❡❝t♥❡ss✳ ❆ss✉♠❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t i = 1 ❛♥❞ j = 2✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✽✱ t❤❡
tr✐s❡❝t♦r ❤❛s ♥♦ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ Y ✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❢t❡r ❙t❡♣ ✭✐✐✮✳

❋✐rst ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛s②♠♣t♦t❡s ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ❛r❡ ♥❡✈❡r ✈❡rt✐❝❛❧ ✭✐✳❡✳✱ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ Z✲❛①✐s✮ ❜❡❝❛✉s❡
♦t❤❡r✇✐s❡✱ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶ ❛♥❞ s✐♥❝❡ ℓ1 ❛♥❞ ℓ2 ❛r❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✱ t❤❡ ❧✐♥❡ ℓ3 ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✭✐ts ❞✐r❡❝t✐♦♥
✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ℓ1 ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❧❛♥❡✮✱ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥
❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

■t t❤✉s ❢♦❧❧♦✇s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t❡s✱ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ XY ✲♣❧❛♥❡✱ ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ X
♦r Y ✲❛①✐s ✭❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✼✮✱ t❤❛t t❤❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t❡s ♦❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞
tr✐s❡❝t♦r ❛r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✭✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ±X ♦r ±Y ✮ ❜② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ tr✐♣❧❡ts ♦❢ ❧✐♥❡s
✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳

■t t❤✉s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✸ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♦♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✮ t❤❛t t❤❡ t✇♦
♣r♦❥❡❝t❡❞ ❛s②♠♣t♦t❡s ♦❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ C3 ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s C3 ❤❛s ✭❛t ❧❡❛st✮ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧
♣♦✐♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s X s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ Y ✲❛①✐s✳
❲❡ ❛ss✉♠❡✱ ❢♦r ♥♦✇✱ t❤❛t t❤❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ C3 ✐s t❤❡ −X ❞✐r❡❝t✐♦♥
✭❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✮✱ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣✱ ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✱ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛①✐s✳

■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ❛❧❧ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ X✲❛①✐s✳

◆♦✇✱ t❤❡ ♣❧❛♥❡✱ ❞❡♥♦t❡❞ P✱ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ Y Z✲♣❧❛♥❡ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ❞♦❡s ♥♦t
✐♥t❡rs❡❝t t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ✐♥ ❛♥② ♦t❤❡r ♣♦✐♥t ✐♥ R3 ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ❤❛s ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t②
✭❛t ❧❡❛st✮ t✇♦✱ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✐♥t❡rs❡❝ts t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ✐♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts ❛t ✐♥✜♥✐t② ✭❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✼✮✱ ❛♥❞ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r
❤❛s ❞❡❣r❡❡ ❢♦✉r ✭✐t ✐s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ q✉❛❞r✐❝s✮✳ ■t t❤✉s ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t C3 ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t
❛♥❞ t❤❛t t❤✐s ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ✐s str✐❝t❧② ❧❡❢t ✭✐✳❡✳✱ ❤❛s s♠❛❧❧❡r X✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡✮ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢
t❤❡ tr✐s❡❝t♦r✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♣❧❛♥❡ P t❤r♦✉❣❤ t❤✐s ❧❡❢t♠♦st ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥
X = X1✱ s❡♣❛r❛t❡s ✭str✐❝t❧②✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✮ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ C3 ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r ❜r❛♥❝❤❡s ❛♥❞ ❧❡❛✈❡s
C3 ♦♥ ✐ts ❧❡❢t✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❤❛❧❢✲s♣❛❝❡ X < X1 ❝♦♥t❛✐♥s C3 ❡①❝❡♣t ❢♦r ✐ts ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ❛♥❞ t❤❡
❤❛❧❢✲s♣❛❝❡ X > X1 ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♦t❤❡r ❜r❛♥❝❤❡s✳ ■t t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ X2 t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥②
x̃ ∈ (X1, X2)✱ t❤❡ ❤❛❧❢✲s♣❛❝❡ X < x̃ ❝♦♥t❛✐♥s C3 ❛♥❞ t❤❡ ❤❛❧❢✲s♣❛❝❡ X > x̃ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♦t❤❡r ❜r❛♥❝❤❡s
♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r✳ ❲❡ t❤✉s ❣❡t t❤❛t t❤❡ ❤❛❧❢✲s♣❛❝❡ X < x̃ ❝♦♥t❛✐♥s U12 ❜❡❝❛✉s❡ U12 ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② C3 ✭❜②
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✹✮ ❛♥❞ ❧✐❡s ♦♥ ❛ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣❛r❛❜♦❧♦✐❞ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ Z = γ X Y ✱ γ ∈ R ✭s❡❡ ❊q✳ ✭✷✮✮✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱
t❤❡ ❤❛❧❢✲s♣❛❝❡ X > x̃ ❝♦♥t❛✐♥s T12✳

■t r❡♠❛✐♥s t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ X✲❛①✐s ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s♦ ❢❛r ✐s t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞
✐♥ ❙t❡♣ ✭✐✐✐✮ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ▲❡t Xc ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ Xa t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
X✲✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t❡s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ Y Z✲♣❧❛♥❡✱ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❙t❡♣ ✭✐✐✮✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ X✲❛①✐s ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ ❙t❡♣ ✭✐✐✐✮ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ Xa 6 Xc✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ X✲❛①✐s ✐s
❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ ❙t❡♣ ✭✐✐✐✮ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛s ❛ss✉♠❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❛t ✐s✱ ✐❢ t❤❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ C3 ✐s t❤❡ +X ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t C3 ❤❛s ❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ♥♦ ❛s②♠♣t♦t❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ Y Z✲♣❧❛♥❡✳ ❲❡
❤❛✈❡ ❛❧s♦ s❤♦✇♥ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ X✲❛①✐s ✐s ❛s ❛ss✉♠❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡♥ C3 ✐s t♦ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ ♣❧❛♥❡ X = x̃
✇❤✐❝❤ ✐s t♦ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❜r❛♥❝❤❡s✳ ❚❤✉s Xc < Xa ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ ❙t❡♣ ✭✐✐✐✮✳
❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ s✉♣♣♦s❡✱ ❢♦r ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ t❤❛t t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ X✲❛①✐s ✐s ♥♦t ❛s ❛ss✉♠❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ t❤❛t
Xc < Xa✳ ❆s ❜❡❢♦r❡✱ ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ ♦♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✭❜② ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✸✮ t❤❛t
t✇♦ ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t❡s ♦❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ C1 ❛♥❞ C2 ❤❛✈❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ −X ✭✐♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✮ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡rs
❤❛✈❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ +Y ❛♥❞ −Y ✳ ❚❤❡ ♣❧❛♥❡ X = Xc ✐♥t❡rs❡❝ts t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ❛t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ✇✐t❤
♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ✭❛t ❧❡❛st✮ t✇♦ ❛♥❞ ❛t t✇♦ ♦t❤❡r ♣♦✐♥ts ❛t ✐♥✜♥✐t② ✭❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✼✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡
❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ✐s t♦ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛s②♠♣t♦t❡s ♦❢ C1 ∪C2✱ t❤❡ ♣❧❛♥❡ X = Xc ✐♥t❡rs❡❝ts t❤❡
tr✐s❡❝t♦r s♦♠❡✇❤❡r❡ ❡❧s❡ ✭♦r ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t②✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ s✐♥❝❡ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ❤❛s ❞❡❣r❡❡
❢♦✉r✳ ❍❡♥❝❡✱ Xa 6 Xc ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ X✲❛①✐s ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ ❙t❡♣ ✭✐✐✐✮✳ �

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡q✉✐r❡s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ X
❛♥❞ Y ✲❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❲❡ ♣r♦✈❡❞ ✭✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✽✮ t❤❛t t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ❤❛s ♥♦ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡
❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ❤❛s ♥♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s
✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ s❤♦✇ ❜❡❧♦✇ t❤❛t t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ❛❞♠✐ts ❛t ♠♦st ❢♦✉r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤

✷✵



r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ❙t❡♣ ✭✐✐✮ ♦❢ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❜♦✈❡✳

▲❡♠♠❛ ✷✵ ❚❤❡ tr✐s❡❝t♦r ❤❛s t❤r❡❡ ♦r ❢♦✉r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ X✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ▼♦r❡✲
♦✈❡r✱ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ❤❛s ♦♥❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦♥ C3✱ ♦♥❡ ♦♥ C1 ∪ C2✱ ❛♥❞ ❡✐t❤❡r t✇♦ ♦♥ C0 ♦r C0 ✐s
❛ ❧✐♥❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ X✲❛①✐s✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ X✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❘❡❝❛❧❧
t❤❛t ✇❡ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t C3 ❤❛s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✳

❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ XY ✲♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ✐s ❛ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❢♦✉r ✭s✐♥❝❡ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ✐s t❤❡
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ q✉❛❞r✐❝s✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ❤❛s ❞❡❣r❡❡ t✇♦ ✐♥ X ❛♥❞ ❞❡❣r❡❡ t✇♦ ✐♥ Y ❜❡❝❛✉s❡✱ ✐♥ t❤❡
XY ✲♣❧❛♥❡✱ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✐♥t❡rs❡❝ts ❛♥② ❧✐♥❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ X ♦r Y ✲❛①✐s ✐♥ ❛t ♠♦st t✇♦ ♣♦✐♥ts s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡
t✇♦ ♦t❤❡r ♣♦✐♥ts ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛t ✐♥✜♥✐t② ✭❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✼✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❝✉r✈❡ t❤✉s ❤❛s ❡q✉❛t✐♦♥
A(X) Y 2 + B(X) Y + C(X) = 0 ✇❤❡r❡ A✱ B ❛♥❞ C ❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦ ✐♥ X✳ ■ts ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞
❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ r♦♦ts ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t✱ ∆(X) = B(X)2 − 4A(X)C(X)✱ ♦❢ t❤✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ Y ✳ ❆s t❤✐s ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❤❛s ❞❡❣r❡❡ ❢♦✉r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❡✐t❤❡r ✵✱ ✷ ♦r ✹ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❝♦✉♥t❡❞ ✇✐t❤
♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t②✳

◆♦✇✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t C0 ❤❛s t✇♦ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❛s②♠♣t♦t❡s t❤❛t ❛r❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ X✲❛①✐s ✭❜② Pr♦♣♦s✐✲
t✐♦♥s ✶✹✱ ✶✼ ❛♥❞ ❙t❡♣ ✭✐✐✮ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮✳ ❙✉♣♣♦s❡ ✜rst t❤❛t C0 ✐s ♥♦t ❡♥t✐r❡❧② ❝r✐t✐❝❛❧✳ ❚❤❡♥✱ C0 ❤❛s ❛t ❧❡❛st
t✇♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ✭t❤❡ ✐♥✜♠✉♠ ❛♥❞ s✉♣r❡♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ X✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ✐ts ♣♦✐♥ts✮ ❛♥❞
t❤✐s ♥✉♠❜❡r✱ ❝♦✉♥t❡❞ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t②✱ ✐s ❡✈❡♥ ✭✐t ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❡①tr❡♠✉♠s ♦❢ t❤❡ X✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✮✳
❚❤✉s✱ s✐♥❝❡ C3 ❤❛s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✱ C0 ❤❛s ❡①❛❝t❧② ✷ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ C1∪C2 ❡①❛❝t❧②
♦♥❡✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t C0 ❤❛s ❡①❛❝t❧② ✷ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ C1∪C2 ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ s✐♥❝❡ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡
❜r❛♥❝❤❡s ✐s ❡♥t✐r❡❧② ❝r✐t✐❝❛❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ C0 ✐s ♥♦t ❡♥t✐r❡❧② ❝r✐t✐❝❛❧ ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ♥❡✐t❤❡r C1 ♥♦r C2 ✐s
❡♥t✐r❡❧② ❝r✐t✐❝❛❧ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❜♦t❤ ❛❞♠✐t ❛♥ ❛s②♠♣t♦t❡ ✇❤♦s❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦ t❤❡ XY ✲♣❧❛♥❡ ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦
t❤❡ X✲❛①✐s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s ❛r❣✉❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣r♦❥❡❝t❡❞
❛s②♠♣t♦t❡ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ❜② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ tr✐♣❧❡ts ♦❢ ❧✐♥❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✐t
❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✸ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♦♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t✱ ✐♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ❜♦t❤ C1 ❛♥❞ C2 ❛❞♠✐t ❛♥
❛s②♠♣t♦t❡ t❤❛t ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ C0 ❛♥❞ t❤✉s t❤❛t ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ X✲❛①✐s✳

❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ C0 ✐s ❡♥t✐r❡❧② ❝r✐t✐❝❛❧✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ♣r♦❥❡❝ts ♦♥ t❤❡ XY ✲♣❧❛♥❡ t♦ ❛ ❧✐♥❡ ♣❡r✲
♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ X✲❛①✐s✳ ■t ✐s ♣❧❛♥❛r ❛♥❞ t❤✉s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❛ q✉❛❞r✐❝ ✭t❤❡
❜✐s❡❝t♦r ♦❢ ❛♥② t✇♦ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❧✐♥❡s✮✳ C0 ✐s t❤✉s ❛ ❧✐♥❡ ♦r ❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❝♦♥✐❝✳ ❚❤❡ tr✐s❡❝t♦r ♥❡✈❡r ❝♦♥t❛✐♥s
❛♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❝♦♥✐❝ ✭❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✶✮✱ t❤✉s C0 ✐s ❛ ❧✐♥❡ t❤❛t ✐s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ X✲❛①✐s ✭s✐♥❝❡ ✐ts ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
♦♥ t❤❡ XY ✲♣❧❛♥❡ ✐s✮✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ✐s✱ ❜② ❝♦♥t✐♥✉✐t②✱ ❛ ❞♦✉❜❧❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t
∆(X)✳ ❚❤✉s✱ C1 ∪ C2 ❤❛s✱ ❛s ❜❡❢♦r❡✱ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✳ �

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠❛② ❜❡
♥♦♥✲r❛t✐♦♥❛❧✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✶ ❚❤❡r❡ ❡①✐st t❤r❡❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛♥② t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ♣❧❛♥❡✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t P ❞❡♥♦t❡ ❛♥② ♣❧❛♥❡ s❡♣❛r❛t✐♥❣ Uij ❛♥❞ Tij ✳ ❙✐♥❝❡ P ❞♦❡s ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t C0✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t❡ ♦❢ C0 ✭s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✹✮✳

❲❡ ♥♦✇ ❡①❤✐❜✐t ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤r❡❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ♥♦ r❛t✐♦♥❛❧ ♣❧❛♥❡ ♣❛r❛❧❧❡❧
t♦ ❛♥ ❛s②♠♣t♦t❡ ♦❢ t❤❡✐r tr✐s❡❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ℓ1, ℓ2✱ ❛♥❞ ℓ3 ✐♥
❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ t❤❛t ❤❛✈❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ (1, 0, 0)✱ (1, 1, 0)✱ ❛♥❞ (2, 0, 1)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✱ t❤❡ ❢♦✉r
❛s②♠♣t♦t❡s ♦❢ t❤❡✐r tr✐s❡❝t♦r ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❢♦✉r tr✐s❡❝t♦r ❧✐♥❡s ♦❢ t❤r❡❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❧✐♥❡s ✭s❛②✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
♦r✐❣✐♥✮ ✇✐t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s t❤♦s❡ ♦❢ ℓ1, ℓ2✱ ❛♥❞ ℓ3❀ ❧❡t ℓ′1, ℓ

′
2✱ ❛♥❞ ℓ′3 ❞❡♥♦t❡ t❤❡s❡ ❧✐♥❡s✳

❚❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ❜✐s❡❝t♦r ♣❧❛♥❡s ♦❢ ℓ′1 ❛♥❞ ℓ′2 ❤❛s ❛ sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ 2 ✐♥ ✐ts ❝♦❡✣❝✐❡♥t✿ ✐ts ❡q✉❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❊q✳ ✶✮
❢❛❝t♦rs ✐♥t♦ (X − (1 +

√
2) Y ) (X − (1 −

√
2) Y )✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♣❧❛♥❡s ♦✈❡r

Q(
√

2) ✭t❤❡ ✜❡❧❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ Q ❜②
√

2✮✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❜✐s❡❝t♦r ♣❧❛♥❡s ♦❢ ℓ′1 ❛♥❞ ℓ′3 ✐s ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❝♦♥❥✉❣❛t❡

✷✶



♣❧❛♥❡s ♦✈❡r Q(
√

5) ✭✐t ❤❛s ❡q✉❛t✐♦♥ (X − (2 +
√

5) Z) (X − (2 −
√

5) Z)✮✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ❢♦✉r ❧✐♥❡s ♦❢
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ♣❛✐rs ♦❢ ♣❧❛♥❡s ❛r❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦✈❡r Q(

√
2,
√

5)✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡s❡ ❢♦✉r ❧✐♥❡s ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣❧❛♥❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦

♣❧❛♥❡s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦✈❡r Q(
√

2) ✐s t❤❡ Z✲❛①✐s✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣❡r❧② ✐♥t❡rs❡❝ts ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r ❝♦♥❥✉❣❛t❡
♣❧❛♥❡s❀ t❤✉s✱ ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❧❛tt❡r ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♣❧❛♥❡s✱ t❤❡ t✇♦ ❧✐♥❡s ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣r♦♣❡r❧② ✐♥t❡rs❡❝t ❛♥❞
t❤✉s ❛♥② ♣❧❛♥❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡♠ ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ t❤❡② ❞❡✜♥❡❀ s✐♥❝❡ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♣❧❛♥❡s ❛r❡ ♥♦t
❝♦♣❧❛♥❛r✱ ♥♦ ♣❧❛♥❡ ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❢♦✉r ❧✐♥❡s ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✳

◆♦✇✱ ❛♥② r❛t✐♦♥❛❧ ♣❧❛♥❡ t❤❛t ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❢♦✉r ❧✐♥❡s ✐s ❛❧s♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ t❤r❡❡ ♦t❤❡rs ✭s✐♥❝❡
❛ r❛t✐♦♥❛❧ ♣❧❛♥❡ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ❜② ❝♦♥❥✉❣❛t✐♦♥ ♦✈❡r Q(

√
2,
√

5)✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❛t✐♦♥❛❧
♣❧❛♥❡ t❤❛t ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t❡ ♦❢ C0✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳ �

❲❡ ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r t❡st ❢♦r s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢
❛♥② t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤r❡❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡s✳ ❘❡❢❡r t♦ ❋✐❣✉r❡ ✺✭❜✮✳

❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r t❡st ❢♦r s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛ t✇♦✲

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧✳

■♥♣✉t✿ t❤r❡❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡s ℓ1✱ ℓ2✱ ❛♥❞ ℓ3 ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ (X̃, Ỹ , Z̃) ❛♥❞
i 6= j ∈ {1, 2, 3}✳

❖✉t♣✉t✿ t✇♦ r❛t✐♦♥❛❧ ❤❛❧❢✲s♣❛❝❡s H ′
ij ❛♥❞ H ′′

ij s✉❝❤ t❤❛t H ′
ij∩H ′′

ij str✐❝t❧② ❝♦♥t❛✐♥s Uij ❛♥❞ ✐ts ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t
str✐❝t❧② ❝♦♥t❛✐♥s Tij ✳
✭✐✲✐✐✐✮ ■❞❡♠ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
✭✐✈✮ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ t✇♦ Y ✲✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ tr✐s❡❝t♦r ❛s②♠♣t♦t❡s t❤❛t ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ XZ✲♣❧❛♥❡✳ ▲❡t

Y1 < Y2 ❞❡♥♦t❡ t❤❡s❡ t✇♦ ✈❛❧✉❡s✳
✭✈✮ ❉❡t❡r♠✐♥❡ ❛ ♣♦✐♥t A ✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ (X̃, Ỹ , Z̃)✲❢r❛♠❡ s✉❝❤ t❤❛t ✐ts X✱ Y ✱ ❛♥❞

Z✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ t❤❡ (X, Y, Z) ❢r❛♠❡ ❛r❡ ✐♥ (X1, X2)✱ ✐♥ (Y1, Y2)✱ ❛♥❞ ❡q✉❛❧ t♦ 0✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②❀ ❧❡t XA

❞❡♥♦t❡ ✐ts X✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐♥ t❤❡ (X, Y, Z) ❢r❛♠❡✳
✭✈✐✮ ❉❡t❡r♠✐♥❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts B ❛♥❞ C ✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ (X̃, Ỹ , Z̃)✲❢r❛♠❡ s✉❝❤ t❤❛t

t❤❡✐r X✱ Y ✱ ❛♥❞ Z✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ t❤❡ (X, Y, Z)✲❢r❛♠❡ ❛r❡✱ ❢♦r B✱ ✐♥ (X1, XA)✱ ✐♥ (−∞, Y1)✱ ❛♥❞ ❡q✉❛❧
t♦ 0✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ ❢♦r C✱ ✐♥ (X1, XA)✱ ✐♥ (Y2,+∞)✱ ❛♥❞ ❡q✉❛❧ t♦ 0✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✭✈✐✐✮ ▲❡t Pij ✭r❡s♣✳ P ′
ij✮ ❜❡ t❤❡ ♣❧❛♥❡ t❤r♦✉❣❤ A ❛♥❞ B ✭r❡s♣✳ C✮ t❤❛t ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ Z✲❛①✐s✳ ▲❡t H ′

ij

✭r❡s♣✳ H ′′
ij✮ ❜❡ t❤❡ ♦♣❡♥ ❤❛❧❢✲s♣❛❝❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ♣❧❛♥❡ Pij ✭r❡s♣✳ P ′

ij✮ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♣♦✐♥t ❛t ✐♥✜♥✐t② ✐♥
t❤❡ −X✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❘❡♠❛r❦ ✷✷ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ (X̃, Ỹ , Z̃)✲❢r❛♠❡ t♦ t❤❡ (X, Y, Z)✲❢r❛♠❡ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
r❛t✐♦♥❛❧ s✐♥❝❡ t❤❡ X ❛♥❞ Y ✲❛①❡s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❛t✐♦♥❛❧ ✐♥ t❤❡ (X̃, Ỹ , Z̃)✲❢r❛♠❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣❧❛♥❡ t❤r♦✉❣❤
A ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ Y ❛♥❞ Z✲❛①❡s ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❛t✐♦♥❛❧ ✐♥ t❤❡ (X̃, Ỹ , Z̃)✲❢r❛♠❡✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡
r❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts A✱ B✱ ❛♥❞ C ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ✉s✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✭s❡❡ t❤❡
♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ❝♦rr❡❝t♥❡ss✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t i ❛♥❞ j ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ 1 ❛♥❞ 2✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
◆♦t✐❝❡ ✜rst t❤❛t ♣♦✐♥t A ✭❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r B ❛♥❞ C✮ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ (X̃, Ỹ , Z̃)✲❢r❛♠❡ ✉s✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛r✐t❤♠❡t✐❝✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s X1 ❛♥❞ X2 ✐♥ t❤❡
❧♦❝❛❧ (X, Y, Z)✲❢r❛♠❡ ❛r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✇✐t❤ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❛t✐♦♥❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢r❛♠❡ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❢r❛♠❡ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❛t✐♦♥❛❧✮✳ ❚❤❡ X✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡
XA ♦❢ A ✐♥ t❤❡ (X, Y, Z)✲❢r❛♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛♥②✇❤❡r❡ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ X1 ❛♥❞ X2✳ ❚❤✉s ✐s♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ r♦♦ts
♦❢ t❤✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✇✐t❤ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✭s❡❡ ❡✳❣✳✱ ❬✾❪✮ ❣✐✈❡s ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❢♦r XA✱ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
✐♥t❡r✈❛❧s ❢♦r X1 ❛♥❞ X2✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r t❤❡ Y ✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ A✳ ❚r❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ XY ✲❜♦① ❜❛❝❦ t♦
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ (X̃, Ỹ , Z̃)✲❢r❛♠❡ ②✐❡❧❞s✱ ✇✐t❤ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛r✐t❤♠❡t✐❝✱ ❛♥♦t❤❡r ♥♦♥✲❡♠♣t② ❜♦① ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦✐♥t
A ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢r❛♠❡✳

◆♦✇✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t C3 ❤❛s
❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ X✲❛①✐s✱ ♥♦ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ Y ✲❛①✐s✱ ❛♥❞ t✇♦
❛s②♠♣t♦t❡s ✐♥ t❤❡ −Y ✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t C3 ✐s t❤✉s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② X < X1 ❛♥❞
Y1 < Y < Y2✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t H ′

ij ∩ H ′′
ij ❝♦♥t❛✐♥s Uij ✳

✷✷



❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ♦❢ H ′
ij ∩H ′′

ij str✐❝t❧② ❝♦♥t❛✐♥s Tij ❜❡❝❛✉s❡ ❢♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ x̃ ∈ (XA, X2)✱
t❤❡ ❤❛❧❢✲s♣❛❝❡ X > x̃ ❝♦♥t❛✐♥s Tij ✭❛s ♣r♦✈❡❞ ❛❜♦✈❡✮ ❛♥❞ t❤✐s ❤❛❧❢✲s♣❛❝❡ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ♦❢
H ′

ij ∩ H ′′
ij ✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣❧❛♥❡ Pij ✐s r❛t✐♦♥❛❧ s✐♥❝❡ A ❛♥❞ B ❛♥❞ ❛r❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ Z✲❛①✐s ✭s✐♥❝❡ ✐t ✐s t❤❡
❝♦♠♠♦♥ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ ℓi ❛♥❞ ℓj✮✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ♣❧❛♥❡ P ′

ij ✐s ❛❧s♦ r❛t✐♦♥❛❧✳ �

❘❡♠❛r❦ ✷✸ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐❢ t❤❡ t❤r❡❡ ✐♥♣✉t ❧✐♥❡s ❛r❡ ♥♦t r❛t✐♦♥❛❧✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡♠❛✐♥s ✈❛❧✐❞ ❡①❝❡♣t ❢♦r
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ❤❛❧❢✲s♣❛❝❡s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥②♠♦r❡ ✭s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦
ℓi ❛♥❞ ℓj ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❛t✐♦♥❛❧✮✳

❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ♦❢ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ℓ1✱ ℓ2✱ ❛♥❞ ℓ3 ❛♥❞ t❤❡ ❤❛❧❢✲s♣❛❝❡ H ′
ij ❛♥❞ H ′′

ij ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✹ ✭❛♥❞ ❘❡♠❛r❦ ✷✸✮ ❞✐r❡❝t❧② ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✹ ❋♦r ❛♥② ♣♦✐♥t p ♦♥ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ♦❢ ℓ1✱ ℓ2✱ ❛♥❞ ℓ3✱ ✐❢ p ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❜♦t❤ ❤❛❧❢✲s♣❛❝❡s H ′
ij ❛♥❞

H ′′
ij ❢♦r s♦♠❡ i 6= j ∈ {1, 2, 3} t❤❡♥ p ❧✐❡s ♦♥ Ck ✭✇✐t❤ k ∈ {1, 2, 3} ❞✐st✐♥❝t ❢r♦♠ i ❛♥❞ j✮✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ p ❧✐❡s ♦♥

C0✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐❢ t❤❡ t❤r❡❡ ✐♥♣✉t ❧✐♥❡s ❛r❡ r❛t✐♦♥❛❧✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ H ′
ij ❛♥❞ H ′′

ij ❛r❡ r❛t✐♦♥❛❧✳

❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r t❡st ❢♦r ♦r❞❡r✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦♥ ❛ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r✳

❊✈❡r② ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ♦❢ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ✐s ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ✐♥ t❤❡ Y ✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❙t❡♣s ✭✐✲✐✐✮ ♦❢ t❤❡
❛❜♦✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭s❡❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛❧❣♦r✐t❤♠✮✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ❛ ❧✐♥❡❛r t❡st ❢♦r ♦r❞❡r✐♥❣
♣♦✐♥ts ♦♥ ❡❛❝❤ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r✳

■t r❡♠❛✐♥s t♦ s❤♦✇ t❤❛t✱ ✐❢ t❤❡ t❤r❡❡ ✐♥♣✉t ❧✐♥❡s ❛r❡ r❛t✐♦♥❛❧✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥
✇❤✐❝❤ ❡✈❡r② ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ✐s ♠♦♥♦t♦♥✐❝✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r t❡st ❢♦r ♦r❞❡r✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦♥ ❡❛❝❤
tr✐s❡❝t♦r✳

❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r t❡st ❢♦r ♦r❞❡r✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦♥ ❛ ❜r❛♥❝❤ Ck ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r✳

■♥♣✉t✿ t❤r❡❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡s ℓ1✱ ℓ2✱ ❛♥❞ ℓ3 ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ k ∈ {0, 1, 2, 3}✳
❖✉t♣✉t✿ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ Ck ✐s str✐❝t❧② ♠♦♥♦t♦♥✐❝✳

✭✵✮ ❈❤♦♦s❡ i 6= j ∈ {1, 2, 3} s✉❝❤ t❤❛t {i, j, k} 6= {1, 2, 3} ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ α t♦ ❛ s♠❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡✳
✭✐✲✐✐✮ ■❞❡♠ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■❢ t❤❡ Y ✲❛①✐s ✐s r❛t✐♦♥❛❧ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✱ ♦✉t♣✉t ✐t✳
✭✐✐✐✮ ❘♦t❛t❡ ❝❧♦❝❦✇✐s❡ t❤❡ Y ✲❛①✐s ❛❜♦✉t t❤❡ Z✲❛①✐s ❜② ❛♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛t ♠♦st α ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣

Y ′✲❛①✐s ✐s r❛t✐♦♥❛❧ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✳
✭✐✈✮ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ Y ′✲❛①✐s ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✭s❡❡ Pr♦♣♦s✐✲

t✐♦♥ ✷✹✮ ✐❢ ❛♥② ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ❧✐❡s ♦♥ Ck✳ ■❢ s♦✱ ❞✐✈✐❞❡ α ❜② t✇♦ ❛♥❞ r❡❝✉rs❡ ❙t❡♣ ✭✐✐✐✮ ❛❢t❡r ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡
❝❧♦❝❦✇✐s❡✴❝♦✉♥t❡r❝❧♦❝❦✇✐s❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ♦✉t♣✉t t❤❡ Y ′✲❛①✐s✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ❝♦rr❡❝t♥❡ss✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t✱ ❛❢t❡r ❙t❡♣ ✵✱ i, j = 1, 2 ❛♥❞ k 6= 3✳
❆s ❛r❣✉❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❙t❡♣ ✭✐✐✮ ✐s s✉❝❤ t❤❛t C0✱ C1✱ C2 ❛r❡ str✐❝t❧② ♠♦♥♦t♦♥✐❝
✐♥ t❤❡ Y ✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦ t❤❡ XY ✲♣❧❛♥❡✱ C0 ❤❛s t✇♦ ✭✐❞❡♥t✐❝❛❧✮ ❛s②♠♣t♦t❡s ♣❛r❛❧❧❡❧
t♦ t❤❡ Y ✲❛①✐s✱ ❛♥❞ C1 ❛♥❞ C2 ❜♦t❤ ❤❛✈❡ ♦♥❡ ❛s②♠♣t♦t❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ X✲❛①✐s ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡
Y ✲❛①✐s ✭❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✶✸✱ ✶✹✱ ✶✼ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♦♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❜r❛♥❝❤❡s
✐s ❛❧s♦ str✐❝t❧② ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ✐♥ ❛♥② ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Y ✲❛①✐s ❛❜♦✉t t❤❡
Z✲❛①✐s ✐♥ t❤❡ ❝❧♦❝❦✇✐s❡ ♦r ❝♦✉♥t❡r❝❧♦❝❦✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✮✳ �

❘❡♠❛r❦ ✷✺ ❚❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ❝❧♦❝❦✇✐s❡ ♦r ❝♦✉♥t❡r❝❧♦❝❦✇✐s❡✱ ♦❢ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ✐♥ ❙t❡♣ ✭✐✐✐✮ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ t✇♦ X✲✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ tr✐s❡❝t♦r ❛s②♠♣t♦t❡s t❤❛t ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ Y Z✲♣❧❛♥❡
❛♥❞ ❝❤♦♦s❡ ❛ str✐❝t❧② ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡ X0✳ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛♥❡
X = X0❀ ❧❡t P+ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r Y ✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛♥❞ P− t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡✳ ❉❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r P+

♦r P− ❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ Ck✳ ■❢ P+ ❧✐❡s ♦♥ Ck✱ ❛❧✇❛②s r♦t❛t❡ t❤❡ Y ✲❛①✐s ❝♦✉♥t❡r❝❧♦❝❦✇✐s❡ ✐♥ ❙t❡♣ ✭✐✐✐✮ ✭Ck

✐s t❤❡ ❜r❛♥❝❤ C1 ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✭❛✮✮✳ ■❢ P− ❧✐❡s ♦♥ Ck✱ r♦t❛t❡ t❤❡ Y ✲❛①✐s ❝❧♦❝❦✇✐s❡ ✭Ck ✐s t❤❡ ❜r❛♥❝❤ C2 ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✺✭❛✮✮✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ r♦t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ✇♦r❦ ✭Ck ✐s t❤❡ ❜r❛♥❝❤ C0 ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✭❛✮✮✳

✷✸



❲❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❧✐♥❡❛r t❡sts ❢♦r s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧s ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦♥❡ ❛♥❞ t✇♦ ❛♥❞ ❢♦r ♦r❞❡r✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦♥ ❛♥② ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ ❤♦✇ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r t❡sts ❢♦r t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥♣✉t
❧✐♥❡s ❛r❡ r❛t✐♦♥❛❧✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳

✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s t❤❛t ❛r❡ ♣❛✐r✇✐s❡ s❦❡✇ ❛♥❞ ♥♦t ❛❧❧
♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣❧❛♥❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❧✐♥❡❛r t❡sts ❢♦r ❛♥s✇❡r✐♥❣ q✉❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ♣♦✐♥t
✐♥ ❛ ♦♥❡ ♦r t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦❢ ✐ts ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐t ❧✐❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
✇❡ s❤♦✇❡❞ ❤♦✇ ♣♦✐♥ts ♦♥ ❛ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ♦r❞❡r❡❞ ✉s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡s❡ ❧✐♥❡❛r
❢♦r♠s ❤❛✈❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❧✐♥❡s ❛r❡ r❛t✐♦♥❛❧✳

❋✉t✉r❡ ✇♦r❦ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s t❤❛t ❛r❡
♥♦t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠ ❞♦❡s ✐♥❞❡❡❞ ❝❤❛♥❣❡❀ ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥ t❤r❡❡ ♣❛✐r✇✐s❡ s❦❡✇ ❧✐♥❡s ❛r❡ ❛❧❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣❧❛♥❡✱ t❤❡✐r ❜✐s❡❝t♦rs ❛r❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝
♣❛r❛❜♦❧♦✐❞s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Z = Fij(X, Y ) ❛♥❞ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡✐r tr✐s❡❝t♦r ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ❜r❛♥❝❤❡s ✭✐♥st❡❛❞
♦❢ ❢♦✉r✮ ❛s ✐t ✐s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐s❡❝t♦rs ✇✐t❤ ❛ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❝②❧✐♥❞❡r ✇❤♦s❡ ❛①✐s ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦
t❤❡ Z✲❛①✐s ✭♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ F12(X, Y )−F13(X, Y ) = 0✮✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t ✇❤❡♥ t✇♦ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡s ❛r❡ ❝♦♣❧❛♥❛r t❤❡✐r
❜✐s❡❝t♦r ✐s ♦♥❡ ♦r t✇♦ ♣❧❛♥❡s ❛♥❞ t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ✐s t❤✉s ❡✐t❤❡r t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ s✉❝❤ ❜✐s❡❝t♦rs ♦r t❤❡
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ s✉❝❤ ❜✐s❡❝t♦r ✇✐t❤ ❛ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣❛r❛❜♦❧♦✐❞✳

❆♥♦t❤❡r ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ st✉❞② ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ ✉♣ t♦ s✐① ❧✐♥❡s❀ ✐♥❞❡❡❞✱ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ n ❧✐♥❡s ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❛ t❤♦r♦✉❣❤ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ s✐① ❧✐♥❡s s✐♥❝❡ t❤❡ ❛r❝s ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✜✈❡ ❧✐♥❡s ✭t❤r❡❡ ❢♦r t❤❡ tr✐s❡❝t♦r ❛♥❞ ♦♥❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❧✐♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡♥❞♣♦✐♥t✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ t✇♦ ♠❛❥♦r ♣r♦❜❧❡♠s r❡♠❛✐♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ n ❧✐♥❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ ❧✐♥❡s✱
s❡❣♠❡♥ts✱ tr✐❛♥❣❧❡s✱ ♦r ♣♦❧②❤❡❞r❛✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❈✳ ❍✐❧❧❛r ❛♥❞ ❈✳ ❇♦r❝❡❛ ❢♦r ✉s❡❢✉❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✳
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❆♣♣❡♥❞✐①✿ ▼❛♣❧❡✲s❤❡❡t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

> s②s✿❂s✉❜s✭❛❂✷✱❬❣r♦s❴❢❛❝t✱♦♣✭❝♦♥✈❡rt✭❣r❛❞✭❣r♦s❴❢❛❝t✱❬❛✱①✱②✱❛❧♣❤❛✱❜❡t❛❪✮✱❧✐st✮✮❪✮✿

> ❜s✶✿❂❢❛❝t♦r✭❢❣❜❴❣❜❛s✐s✭s②s✱✵✱❬①✱②✱❛❧♣❤❛✱❜❡t❛❪✱❬❪✮✮✿ ♠❛♣✭✉✉✲❃♦♣✭✵✱✉✉✮✱✪✮✱ ♦♣✭✶✱❜s✶❬✸❪✮❀

[+, +, ∗, +, +, +, +, +, +], y + 2 α

> ❬♦♣✭❜s✶✮✱✶✲✉✯✭②✰✷✯❛❧♣❤❛✮✱ ✶✲✈✯✭✷✯①✰❜❡t❛✮✱✶✲✇✯✭✶✰❛❧♣❤❛❫✷✰❜❡t❛❫✷✮❪✿
> ❜s✷✿❂❢❛❝t♦r✭❢❣❜❴❣❜❛s✐s❴❡❧✐♠✭✪✱✵✱❬✉✱✈✱✇❪✱❬①✱②✱❛❧♣❤❛✱❜❡t❛❪✮✮✿ ♠❛♣✭✉✉✲❃♦♣✭✵✱✉✉✮✱✪✮✱♠❛♣✭❞❡❣r❡❡✱✪✮❀

[+, +, +, +], [6, 6, 6, 6]

> ❜s✸✿❂❢❛❝t♦r✭❢❣❜❴❣❜❛s✐s❴❡❧✐♠✭❜s✷✱✵✱❬①❪✱❬②✱❛❧♣❤❛✱❜❡t❛❪✮✮✿♠❛♣✭✉✉✲❃♦♣✭✵✱✉✉✮✱✪✮❀

[ˆ]

> ❜s✹✿❂❢❛❝t♦r✭❢❣❜❴❣❜❛s✐s✭❬♦♣✭❜s✷✮✱♦♣✭✶✱❜s✸❬✶❪✮❪✱✵✱❬①✱②✱❛❧♣❤❛✱❜❡t❛❪✱❬❪✮✮✿♠❛♣✭✉✉✲❃♦♣✭✵✱✉✉✮✱✪✮❀

[∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗, +, +, +, +]

> ❢❣❜❴❣❜❛s✐s❴❡❧✐♠✭❬♦♣✭❜s✹✮✱✶✲✉✯♦♣✭✸✱❜s✹❬✶❪✮❪✱✵✱❬✉❪✱❬①✱②✱❛❧♣❤❛✱❜❡t❛❪✮❀

[1]

> ❜s✺✿❂❢❛❝t♦r✭❢❣❜❴❣❜❛s✐s✭❬♦♣✭❜s✹✮✱♦♣✭✸✱❜s✹❬✶❪✮❪✱✵✱❬①✱②✱❛❧♣❤❛✱❜❡t❛❪✱❬❪✮✮✿♠❛♣✭✉✉✲❃♦♣✭✵✱✉✉✮✱✪✮❀

[+, +, +, +, +, ∗, +, +, +, +, +, +, ∗, +, +, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗, +, +, +, +]

> ❢❣❜❴❣❜❛s✐s❴❡❧✐♠✭❬♦♣✭❜s✺✮✱✶✲✉✯♦♣✭✸✱❜s✺❬✻❪✮❪✱✵✱❬✉❪✱❬①✱②✱❛❧♣❤❛✱❜❡t❛❪✮❀

[1]

> ❜s✻✿❂❢❛❝t♦r✭❢❣❜❴❣❜❛s✐s✭❬♦♣✭❜s✺✮✱♦♣✭✸✱❜s✺❬✻❪✮❪✱✵✱❬①✱②✱❛❧♣❤❛✱❜❡t❛❪✱❬❪✮✮✿♠❛♣✭✉✉✲❃♦♣✭✵✱✉✉✮✱✪✮❀

[+, +, +, +, +, +, +, +, +, +, +, +, +, +, +, +]

> ❜s✼✿❂❢❛❝t♦r✭❢❣❜❴❣❜❛s✐s❴❡❧✐♠✭❜s✻✱✵✱❬②❪✱❬①✱❛❧♣❤❛✱❜❡t❛❪✮✮✿♠❛♣✭✉✉✲❃♦♣✭✵✱✉✉✮✱✪✮❀

[∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ˆ]

> ❜s✽✿❂❢❛❝t♦r✭❢❣❜❴❣❜❛s✐s✭❬♦♣✭❜s✻✮✱♦♣✭✶✱❜s✼❬♥♦♣s✭❜s✼✮❪✮❪✱✵✱❬①✱②✱❛❧♣❤❛✱❜❡t❛❪✱❬❪✮✮✿♠❛♣✭✉✉✲❃♦♣✭✵✱✉✉✮✱✪✮❀

[+, +, +, +, +, +, +, +, +, +, · · · , +, +, +, +, +, +, +, +, +, +]

> ❜s✾✿❂❢❛❝t♦r✭❢❣❜❴❣❜❛s✐s❴❡❧✐♠✭❜s✽✱✵✱❬❛❧♣❤❛❪✱❬①✱②✱❜❡t❛❪✮✮✿♠❛♣✭✉✉✲❃♦♣✭✵✱✉✉✮✱✪✮❀

[∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗, · · · , ∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗, ∗]
> ❢❣❜❴❣❜❛s✐s❴❡❧✐♠✭❬♦♣✭❜s✾✮✱✶✲✉✯♦♣✭♥♦♣s✭❜s✾❬✶❪✮✱❜s✾❬✶❪✮❪✱✵✱❬✉❪✱❬①✱②✱❛❧♣❤❛✱❜❡t❛❪✮❀

[1]

> ❜s✶✵✿❂❢❛❝t♦r✭❢❣❜❴❣❜❛s✐s✭❬♦♣✭❜s✽✮✱♦♣✭♥♦♣s✭❜s✾❬✶❪✮✱❜s✾❬✶❪✮❪✱✵✱❬①✱②✱❛❧♣❤❛✱❜❡t❛❪✱❬❪✮✮✿
> ♠❛♣✭✉✉✲❃♦♣✭✵✱✉✉✮✱✪✮✱♦♣✭✷✱❜s✶✵❬✸❪✮❀

[+, +, ∗, +, +, +, +, +, +, ∗, +, +, +, +, +, · · · , +, +, +, +, +], y + 2 α

> ❬♦♣✭❜s✶✵✮✱✶✲✉✯✭✶✰❛❧♣❤❛❫✷✰❜❡t❛❫✷✮✱✶✲✈✯✭②✰✷✯❛❧♣❤❛✮✱ ✶✲✇✯✭✷✯①✰❜❡t❛✮❪✿
> ❜s✶✶✿❂❢❛❝t♦r✭❢❣❜❴❣❜❛s✐s❴❡❧✐♠✭✪✱✵✱❬✉✱✈✱✇❪✱❬①✱②✱❛❧♣❤❛✱❜❡t❛❪✮✮✿♠❛♣✭✉✉✲❃♦♣✭✵✱✉✉✮✱✪✮❀

[+, +, +, ∗, +, +, +, +, +, +, +, +, +, +, +]

> ❢❣❜❴❣❜❛s✐s❴❡❧✐♠✭❬♦♣✭❜s✶✶✮✱✶✲✉✯♦♣✭✷✱❜s✶✶❬✹❪✮❪✱✵✱❬✉❪✱❬①✱②✱❛❧♣❤❛✱❜❡t❛❪✮❀

[1]

> ❜s✶✷✿❂❢❛❝t♦r✭❢❣❜❴❣❜❛s✐s✭❬♦♣✭❜s✶✶✮✱♦♣✭✷✱❜s✶✶❬✹❪✮❪✱✵✱❬①✱②✱❛❧♣❤❛✱❜❡t❛❪✱❬❪✮✮✿♠❛♣✭✉✉✲❃♦♣✭✵✱✉✉✮✱✪✮✱♠❛♣✭❞❡❣r❡❡✱✪✮❀

[+, +, +], [4, 4, 4]

> ❜s✶✷❬✸❪❀
> ●❛♠♠❛✷✿❂✭✹✯②✯❛❧♣❤❛✲✹✯①✯❜❡t❛✲✸✮❫✷✰✸✯✭✷✯①✰❜❡t❛✮❫✷✰✶✷✯✭②✰✷✯❛❧♣❤❛✮❫✷✰✼✺❀
> s✐♠♣❧✐❢②✭●❛♠♠❛✷✲❜s✶✷❬✸❪✮❀

16 α2 y2 + 84 − 32 β x α y + 16 β2 x2 + 12 x2 + 12 y2 + 24 y α + 48 α2 + 36 β x + 3 β2

Γ2 := (4 y α − 4 β x − 3)2 + 3 (2 x + β)2 + 12 (y + 2 α)2 + 75

0
> ❬♦♣✭s②s✮✱✶✲✉✯✭✶✰❛❧♣❤❛❫✷✰❜❡t❛❫✷✮✱✶✲✈✯✭②✰✷✯❛❧♣❤❛✮✱✶✲✇✯✭✷✯①✰❜❡t❛✮✱✶✲t✯●❛♠♠❛✷❪
> ❢❣❜❴❣❜❛s✐s✭✪✱✵✱❬✉✱✈✱✇✱t❪✱❬①✱②✱❛❧♣❤❛✱❜❡t❛❪✮❀

[1]

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❆❜♦✉t t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ▼❛✐♥ ▲❡♠♠❛✳

✷✺



> ❢❛❝t♦r✭s✉❜s✭②❂✲❛✯❛❧♣❤❛✱❜✐❣❴❢❛❝t✮✮❀

(α4 a4 + 2 β x α2 a3 + x2 a2 + β2 x2 a2
− 2 a2 α2 + 1 + β2)

(β2
− 4 a2

− 4 a2 α2
− 4 a4

− 4 a4 α2
− 2 a β x − 4 β x a3 + x2 a2)2

> ❢✵✿❂❝♦❧❧❡❝t✭♦♣✭✶✱✪✮✱①✮❀ ❢✶✿❂❝♦❧❧❡❝t✭♦♣✭✶✱♦♣✭✷✱✪✪✮✮✱①✮❀

f0 := (a2 β2 + a2) x2 + 2 β x α2 a3 + α4 a4 + 1 + β2
− 2 a2 α2

f1 := x2 a2 + (−2 a β − 4 β a3) x + β2
− 4 a2

− 4 a2 α2
− 4 a4

− 4 a4 α2

> ❢❛❝t♦r✭s✉❜s✭①❂✲❜❡t❛✴❛✱❜✐❣❴❢❛❝t✮✮❀

(β4
− 2 a2 β2 + a4 + a4 α2 + 2 β2 α a y + α2 y2 a2 + y2 a2)

(4 + 4 β2 + 4 a2 + 4 a2 β2
− a4 α2 + 4 a y α + 2 y a3 α − y2 a2)2

> ❣✵✿❂❝♦❧❧❡❝t✭♦♣✭✶✱✪✮✱②✮❀❣✶✿❂❝♦❧❧❡❝t✭♦♣✭✶✱♦♣✭✷✱✪✪✮✮✱②✮❀

g0 := (a2 α2 + a2) y2 + 2 β2 α a y + β4
− 2 a2 β2 + a4 + a4 α2

g1 := −y2 a2 + (4 a α + 2 a3 α) y + 4 + 4 β2 + 4 a2 + 4 a2 β2
− a4 α2

❙♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❢✶❂✵ ✐♥ ① ❛♥❞ ♦❢ ❣✶❂✵ ✐♥ ②✿

> ♠❛♣✭✉✉✲❃❢❛❝t♦r✭✉✉✮✱❬s♦❧✈❡✭❢✶✱①✮❪✮❀

[
2 a2 β + β + 2

p

a2 (a2 + 1) (β2 + 1 + α2)

a
,

2 a2 β + β − 2
p

a2 (a2 + 1) (β2 + 1 + α2)

a
]

> ♠❛♣✭✉✉✲❃❢❛❝t♦r✭✉✉✮✱❬s♦❧✈❡✭❣✶✱②✮❪✮❀

[
α a2 + 2 α + 2

p

(a2 + 1) (β2 + 1 + α2)

a
,

α a2 + 2 α − 2
p

(a2 + 1) (β2 + 1 + α2)

a
]

❢✵ ✐s ❛ s✉♠ ♦❢ sq✉❛r❡✿
> ✭❛❫✷✯❛❧♣❤❛❫✷✲✶✰❛✯❜❡t❛✯①✮❫✷✰✭❛✯①✰❜❡t❛✮❫✷❀
> s✐♠♣❧✐❢②✭❢✵✲✪✮❀

(a2 α2
− 1 + a β x)2 + (x a + β)2

0

❛✯①✰❜❡t❛ ❛♥❞ ❣✶ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ②✰❛✯❛❧♣❤❛✱ ①✯❛✰❜❡t❛✱ ❛♥❞ ❛❫✷✯❛❧♣❤❛❫✷✲✶✰❛✯❜❡t❛✯①✿
> ❣❜❛s✐s✭❬②✰❛✯❛❧♣❤❛✱①✯❛✰❜❡t❛✱❛❫✷✯❛❧♣❤❛❫✷✲✶✰❛✯❜❡t❛✯①❪✱❉❘▲✭❬❛✱①✱②✱❛❧♣❤❛✱❜❡t❛❪✮✮✿
> ♥♦r♠❛❧❢✭❛✯①✰❜❡t❛✱✪✮✱ ♥♦r♠❛❧❢✭❣✶✱✪✮❀

0, 0

❣✵ ✐s ❛ s✉♠ ♦❢ sq✉❛r❡✿
> ✭❛✯②✯❛❧♣❤❛✰❜❡t❛❫✷✲❛❫✷✮❫✷✰❛❫✷✯✭②✰❛✯❛❧♣❤❛✮❫✷❀
> s✐♠♣❧✐❢②✭❣✵✲✪✮❀

(a y α + β2
− a2)2 + a2 (y + a α)2

0

②✰❛✯❛❧♣❤❛ ❛♥❞ ❢✶ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ①✯❛✰❜❡t❛✱ ②✰❛✯❛❧♣❤❛✱ ❛♥❞ ❛❫✷✯❛❧♣❤❛❫✷✲✶✰❛✯❜❡t❛✯①✿
> ❣❜❛s✐s✭❬①✯❛✰❜❡t❛✱②✰❛✯❛❧♣❤❛✱❛✯②✯❛❧♣❤❛✰❜❡t❛❫✷✲❛❫✷❪✱❉❘▲✭❬❛✱①✱②✱❛❧♣❤❛✱❜❡t❛❪✮✮✿
> ♥♦r♠❛❧❢✭②✰❛✯❛❧♣❤❛✱✪✮✱ ♥♦r♠❛❧❢✭❢✶✱✪✮❀

0, 0

❚❛❜❧❡ ✸✿ ❋♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✽✳

✷✻



> ❝♦♠♣✶ ✿❂ ❬② ❂ ✲❛✯❛❧♣❤❛✱ ① ❂
> ✭✷✯❜❡t❛✯❛❫✷✰❜❡t❛✮✴❛✰✷✯sqrt✭✭❜❡t❛❫✷✰✶✰❛❧♣❤❛❫✷✮✯✭✶✰❛❫✷✮✮❪❀

comp1 := [y = −α a, x =
2 β a2 + β

a
+ 2

p

(1 + α2 + β2) (1 + a2)]

❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ❤❛s ♥♦ r❡❛❧ r♦♦t ♦♥ t❤✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳
> ❢❛❝t♦r✭s✉❜s✭❝♦♠♣✶✱❈❤❛r❴❡q✮✮❀
> ✐rr❛t✿❂♦♣✭✷✱✪✮✿

a2(4 − 4 β2 λ3 + 8 a2 − 4 λ3 + λ4 − 8 λ − 16 α2 λ a2 − 8 β2 λ a2 + 8 α2 + 4 β2 + 12 a2 α2 + 12 a2 β2 + 4 a4 + 8 a4 β2 + 4 a4 α2 − 8 λ a2 − 16 α2 λ

− 8 β2 λ + 8 λ2 + 4 λ2 a2 + 8 a2 α2 λ2 + 4 β2 λ2 a2 + 8 β2 λ2 − 8 β α a3 λ − 8 β α λ a + 8 β α a3 + 8 a β α + 8 α
√

%1 − 8 λ a2 α
√

%1 + λ4 β2

+ λ4 α2 + 4 λ2 β
√

%1 a − 8 λ β
√

%1 a + 12 α2 λ2 − 4 α2 λ3 + 8 β
√

%1 a + 8 a2 α
√

%1 + 8 β a3
√

%1 − 4 λ3 α
√

%1 + 12 λ2 α
√

%1 − 16 λ α
√

%1)

%1 := (β2 + 1 + α2) (1 + a2)

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✇✐t❤ ✐ts ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝♦♥❥✉❣❛t❡✿
> ❚✿❂❡①♣❛♥❞✭✐rr❛t✯s✉❜s✭sqrt✭✭✶✰❛❫✷✮✯✭❛❧♣❤❛❫✷✰❜❡t❛❫✷✰✶✮✮❂✲sqrt✭✭✶✰❛❫✷✮✯✭❛❧♣❤❛❫✷
> ✰❜❡t❛❫✷✰✶✮✮✱✐rr❛t✮✮✿

❚❤❡ r❡❛❧ s❡♠✐✲❛❧❣❡❜r❛✐❝ s❡t ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❚✲✶✴✷<✵ ✐s ❡♠♣t②✿

> s❛♠♣❧✐♥❣❴♥❡❣❛t✐✈❡✭❚✲✶✴✷✱❬❛✱❛❧♣❤❛✱❜❡t❛✱❧❛♠❜❞❛❪✮❀

Pr❡✲♣r♦❝❡ss✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳
❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ ❈❫✹ t♦ ❈
❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ ❈❫✹ t♦ ❈
✧✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯✯❊♥t❡r ✐♥ ✐♥t❡r♥❛❧✧✱ ❬❛❧♣❤❛✱❜❡t❛✱ ❧❛♠❜❞❛❪✱ ❬❪✱ ❬❪✱ ❬❛❪
❊♥❞ ♦❢ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳
❈♦♠♣✉t✐♥❣ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ r❡❛❧ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡
❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❈r✐t✐❝❛❧ P♦✐♥ts ✉s✐♥❣ ❋●❜ ✭♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❛✮
❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❆s②♠♣t♦t✐❝ ❈r✐t✐❝❛❧ ❱❛❧✉❡s ♦❢ ❛ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡
❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❈r✐t✐❝❛❧ P♦✐♥ts ✉s✐♥❣ ❋●❜ ✭♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❛❧♣❤❛✮
❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❆s②♠♣t♦t✐❝ ❈r✐t✐❝❛❧ ❱❛❧✉❡s ♦❢ ❛❧♣❤❛ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡
❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❆s②♠♣t♦t✐❝ ❈r✐t✐❝❛❧ ❱❛❧✉❡s ♦❢ ❛❧♣❤❛ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡
❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❈r✐t✐❝❛❧ P♦✐♥ts ✉s✐♥❣ ❋●❜ ✭♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❜❡t❛✮
❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❆s②♠♣t♦t✐❝ ❈r✐t✐❝❛❧ ❱❛❧✉❡s ♦❢ ❜❡t❛ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡
❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❈r✐t✐❝❛❧ P♦✐♥ts ✉s✐♥❣ ❋●❜ ✭♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❧❛♠❜❞❛✮
■s♦❧❛t✐♥❣ r❡❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❛ ③❡r♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠ ✉s✐♥❣ ❘❙
■s♦❧❛t✐♥❣ r❡❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❛ ③❡r♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠ ✉s✐♥❣ ❘❙
■s♦❧❛t✐♥❣ r❡❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❛ ③❡r♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠ ✉s✐♥❣ ❘❙
■s♦❧❛t✐♥❣ r❡❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❛ ③❡r♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠ ✉s✐♥❣ ❘❙

[]

❈♦♥s✐❞❡r ❛❧❧ t❤❡ ✸①✸ ♠✐♥♦rs ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① P (λ) ♦❢ t❤❡ ♣❡♥❝✐❧✿
> ❧❞❡t✿❂◆❯▲▲✿
> ❢♦r ✐ t♦ ✹ ❞♦ ❢♦r ❥ ❢r♦♠ ✐ t♦ ✹ ❞♦
> ❧❞❡t✿❂❧❞❡t✱❞❡t✭♠✐♥♦r✭P✱✐✱❥✮✮✿
> ♦❞ ♦❞✿

❚❤❡ r❛♥❦ ♦❢ P (λ) ✐s ❛❧✇❛②s ✸ ♦r ✹ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♠♠♦♥ ③❡r♦s ♦❢ t❤❡ ♠✐♥♦rs✿
> ❬❧❞❡t✱✶✲t✯✭✶✰❛❧♣❤❛❫✷✰❜❡t❛❫✷✮✯✭✶✰❛❫✷✮✯✭✲❜❡t❛✰②✰❛✯①✲❛✯❛❧♣❤❛✮✯✭✲❜❡t❛✲②✰❛✯①✰❛✯❛❧♣❤❛✮❪✿
> ❢❣❜❴❣❜❛s✐s❴❡❧✐♠✭✪✱✵✱❬❪✱❬t✱❛✱①✱②✱❛❧♣❤❛✱❜❡t❛✱❧❛♠❜❞❛❪✮❀

[1]

❚❛❜❧❡ ✹✿ ❋♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✵✳

✷✼



❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❑✳ ❆♣♣❡❧ ❛♥❞ ❲✳ ❍❛❦❡♥✳ ❊✈❡r② ♣❧❛♥❛r ♠❛♣ ✐s ❢♦✉r ❝♦❧♦r❛❜❧❡✳ ♣❛rt ✐ ✫ ✐✐✳ ■❧❧✐♥♦✐s ❏✳ ▼❛t❤✳✱ ✷✶✿✹✷✾✕✺✻✼✱
✶✾✼✼✳

❬✷❪ ❋✳ ❆✉r❡♥❤❛♠♠❡r ❛♥❞ ❘✳ ❑❧❡✐♥✳ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s✳ ■♥ ❏✳ ❘✳ ❙❛❝❦ ❛♥❞ ❏✳ ❯rr✉t✐❛✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr②✱ ❝❤❛♣t❡r ✺✱ ♣❛❣❡s ✷✵✶✕✷✾✵✳ ❊❧s❡✈✐❡r P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ❍♦✉s❡✱ ✷✵✵✵✳

❬✸❪ ❊✳ ❇❡r❜❡r✐❝❤✱ ▼✳ ❍❡♠♠❡r✱ ▲✳ ❑❡tt♥❡r✱ ❊✳ ❙❝❤ö♠❡r✱ ❛♥❞ ◆✳ ❲♦❧♣❡rt✳ ❆♥ ❡①❛❝t✱ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣❧❛♥❛r ♠❛♣s ♦❢ q✉❛❞r✐❝ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝✉r✈❡s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✶st
❆❈▼ ❆♥♥✉❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr② ✭❙♦❈●✬✵✺✮✱ ♣❛❣❡s ✾✾✕✶✶✺✱ ✷✵✵✺✳

❬✹❪ ❏✳✲❉✳ ❇♦✐ss♦♥♥❛t✱ ❖✳ ❉❡✈✐❧❧❡rs✱ ❙✳ P✐♦♥✱ ▼✳ ❚❡✐❧❧❛✉❞✱ ❛♥❞ ▼✳ ❨✈✐♥❡❝✳ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❈●❆▲✳ ❈♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr②✿ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✷✷✿✺✕✶✾✱ ✷✵✵✷✳

❬✺❪ ❏✳✲❉✳ ❇♦✐ss♦♥♥❛t✱ ❈✳ ❲♦r♠s❡r✱ ❛♥❞ ▼✳ ❨✈✐♥❡❝✳ ❈✉r✈❡❞ ❱♦r♦♥♦✐ ❞✐❛❣r❛♠s✳ ■♥ ❏✳✲❉✳ ❇♦✐ss♦♥♥❛t ❛♥❞
▼✳ ❚❡✐❧❧❛✉❞✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❊✛❡❝t✐✈❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr② ❢♦r ❈✉r✈❡s ❛♥❞ ❙✉r❢❛❝❡s✱ ♣❛❣❡s ✻✼✕✶✶✻✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲
❱❡r❧❛❣✱ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✷✵✵✻✳

❬✻❪ ❈✳ ❇♦r❝❡❛✱ ❳✳ ●♦❛♦❝✱ ❙✳ ▲❛③❛r❞✱ ❛♥❞ ❙✳ P❡t✐t❥❡❛♥✳ ❈♦♠♠♦♥ t❛♥❣❡♥ts t♦ s♣❤❡r❡s ✐♥ R3✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❛♥❞
❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr②✱ ✸✺✭✷✮✿✷✽✼✕✸✵✵✱ ✷✵✵✻✳

❬✼❪ ❏✳ ❈❤❡♥❣✱ ❙✳ ▲❛③❛r❞✱ ▲✳ P❡ñ❛r❛♥❞❛✱ ▼✳ P♦✉❣❡t✱ ❋✳ ❘♦✉✐❧❧✐❡r✱ ❛♥❞ ❊✳ ❚s✐❣❛r✐❞❛s✳ ❖♥ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣②
♦❢ ♣❧❛♥❛r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝✉r✈❡s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✺t❤ ❆❈▼ ❆♥♥✉❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
●❡♦♠❡tr② ✭❙♦❈●✬✵✾✮✱ ✷✵✵✾✳

❬✽❪ ❙✳✲❈✳ ❈❤♦✉✱ ❳✳✲❙✳ ●❛♦✱ ❛♥❞ ❏✳✲❩✳ ❩❤❛♥❣✳ ▼❛❝❤✐♥❡ Pr♦♦❢s ✐♥ ●❡♦♠❡tr②✿ ❆✉t♦♠❛t❡❞ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢
❘❡❛❞❛❜❧❡ Pr♦♦❢s ❢♦r ●❡♦♠❡tr② ❚❤❡♦r❡♠s✳ ❲♦r❧❞ ❙❝✐❡♥t✐✜❝✱ ✶✾✾✹✳
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