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摘  要 根据 Möbius 定理, 给出了有理 Bézier 曲面通过线性 Möbius 变换可以进行标准化的充要条件。为了将任

意双三次有理 Bézier 曲面标准化，提出了一个二次重新参数化算法。二次重新参数化算法通过对四条边界的

Möbius 变换进行线性插值，将双三次有理 Bézier 曲面四个角点权因子都变为 1。最后通过实例说明了文中方法的

有效性。 
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Abstract The sufficient and necessary condition for the existence of linear Möbius transformations that can 
standardize the rational Bézier surfaces is given based on Möbius reparameterization theorem. To obtain the standard 
form of an arbitrary cubic rational Bézier surface, we then present a quadratic reparameterization algorithm to 
reparameterize the surface so that all the corner weights of the surface are 1. Examples are included to show the 
performance of the new method. 
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Bézier曲线/曲面是CAD/CAM系统中广泛应用的主要造型工具，它们在曲线曲面造型中一直保持

着不可替代的重要作用。由于现有Bézier曲线/曲面的算法(例如离散和求交)都是基于Bézier曲线/
曲面的参数表示而不是基于他们的几何形状，曲线/曲面的参数表示形式直接影响到最后的算法结

果，因此研究曲线/曲面的不同参数表示形式具有非常重要的意义[1]。到目前为止，关于Bézier曲
线的重新参数化已经得到了广泛的研究[1-7]。一个有理Bézier曲线的表示形式不是唯一的。一个有

理Bézier曲线可以通过Möbius变换使得曲线的控制顶点和参数域都不发生改变，改变的只是曲线

的权因子和等参点的分布。由于一个有理Bézier曲线可以进行重新参数化，很自然地我们提出了

一个问题：对于一个给定的曲线，什么样的重新参数化是好的重新参数化？当然这取决于我们对

曲线好坏的衡量标准。Farin提出将曲线两个端点处的权因子都变为1，并称之为标准形式(standard 
form)。具有标准形式的曲线具有更对称的参数化，可以简化许多现有算法的推导和使得算法具有

更好的结果形式[8-10]。特别的对于二次有理Bézier曲线，标准化后的曲线中间控制顶点的权因子是

曲线形状因子平方根的倒数。根据标准化后的曲线中间控制顶点的权因子，我们可以很容易的判
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断二次有理Bézier曲线是双曲线弧，椭圆弧还是抛物线弧。文献[8-10]分别给出了将任意有理Bézier
曲线进行标准化的算法，通过线性Möbius变换我们总可以将两个端点处的权因子都变为1，但是

他们都没有给出曲面进行标准化的算法。 
对于有理Bézier曲面，相应的我们可以对两个参数变量都进行Möbius变换，在不改变曲面控制

顶点和曲面本身的前提下，改变曲面控制顶点权因子和曲面等参线的分布。Möbius变换不改变曲

面的形状，改变的只是曲面等参线的分布。对于有理Bézier曲面，四个角点权因子都为1的参数表

示形式被称为标准形式。曲面的标准化可以理解为将曲面四条边界线同时进行标准化。相应地，

曲面的标准化形式可以简化曲面算法的推导和使得算法具有好的结果形式[8,10]。但是到目前为止

还没有文章讨论有理Bézier曲面的标准化，主要有以下两方面的原因 

 关于有理 Bézier 曲面重新参数化的研究到目前为止特别少(大部分论文都讨论有理 Bézier
曲线的重新参数化)； 

 单纯通过线性 Möbius 变换(到目前为止，研究 Bézier 曲线曲面重新参数化的文章大都基于

Möbius 变换)，不能保证使得曲面四个角点的权因子都变为 1。 

 本文首先给出了通过线性 Möbius 变换能够将曲面进行标准化的充要条件。为了达到标准化任

意三次有理 Bézier 曲面的目的，我们提出了一个二次重新参数化算法。通过插值四条边界上的

Möbius 变换，我们可以将任意一个三次有理 Bézier 曲面四个角点的权因子都变为 1。 

1   有理 Bézier 曲面的线性 Möbius 变换 

本文首先给出了通过线性 Möbius 变换能够将 Bézier 曲面进行标准化的充要条件，推导过

程如下。设空间有理 Bézier 曲面为 
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其中 , ( 0,1,..., ; 0,1,..., )i j i m j n= =P 为曲面控制顶点和 ),...,1,0;,...,1,0(, njmiji ==ω 为控制顶

点权因子。我们对两个参变量 vu, 分别进行如下的线性 Möbius 变换 
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Möbius 定理[9-11]表明对有理 Bézier 曲面(1)的参变量 vu, 进行 Möbius 变换(2)和(3)后，曲面

控制顶点和形状都不会发生改变，曲面控制顶点的权因子变为 

      ),,...,1,0;,...,1,0(  ,)1()1(~
,, njmijnjimi
jiji ==−−= −− ββααωω              (4) 

其中 ji,
~ω 代表重新参数化后曲面控制顶点的权因子。本文的目的就是在不改变曲面形状和曲面

参数域的前提下，使得四个角点权因子都为 1。将一个有理 Bézier 曲面所有权因子都放缩同一

个正的倍数 k   
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),,...,1,0;,...,1,0(  ,~
,, njmikjiji === ωω                                   (5) 

曲面的形状不会发生改变[3]。综合公式(2)，(3)和(5)，对于一个有理 Bézier 曲面，我们有三个自

由变量 k,, βα 。基于公式(4)和(5)，我们得到 

     ).,...,1,0,,...,1,0(  ,)1()1(~
,, njmik jnjimi
jiji ==−−= −− ββααωω              (6) 

定理 1. 任意一个有理 Bézier 曲面(1)通过线性 Möbius 变换(2)和(3)能够进行标准化的充要条件

是 nmnm ,0,0,00, ωωωω = 。 

证明：令重新参数化曲面四个角点权因子 0,0
~ω ， 0,

~
mω ， n,0

~ω 和 nm,
~ω 都为 1。由公式（6）我们有 
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方程组(7)有四个方程，可是只有三个自由变量 k,, βα 。对于任意一个有理 Bézier 曲面，四个

角点的权因子可以是任意正的实数。因此方程组(7)在一般情况下都不存在解。如果存在解，必

须保证这四个方程相容 
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 如果一个曲面四个角点权因子满足 nmnm ,0,0,00, ωωωω = ，则由方程(7)我们得到 
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 由以上推导我们证明了对于任意空间有理 Bézier 曲面，我们不能保证通过 Möbius 变换使得

四个角点权因子都变为 1。为了增加可利用自由变量，我们提出如下二次重新参数化算法。 
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2   有理 Bézier 曲面的二次重新参数化 

 重新定义公式(2)和(3)中的α 和 β 如下 

)1(21 tt −+= ααα                                                               (9) 

和 

)1(21 ss −+= βββ                                                              (10) 

 将公式（2）和（3）代入（1），我们得到有理 Bézier 曲面重新参数化的公式 ( ( ), ( ))u s v tX 。

如果α ， β 由公式（9）和（10）分别定义，则我们称 ( ( ), ( ))u s v tX 为有理 Bézier 曲面的二次

重新参数化。 

  根据公式(5)，(9)和(10)，我们现在有 k,,,, 2211 βαβα 共 5 个自由变量。将 0=t 代入公式(9)，

我们得到 2αα = 。综合考虑公式(3)和(9)，可以看出二次重新参数化对曲面的边界线 ( ,0)uX 进

行线性的 Möbius 变换 )2/()1()( 222 ααα −−−== ssssuu ，对曲面的边界线 ( ,1)uX 进行另外

一个线性 Möbius 变换 )2/()1()( 111 ααα −−−== ssssuu 。由上，我们可以看出二次重新参数

化可以对曲面的两个相对边界进行不同的线性 Möbius 变换(参数域示意图见图 1)。二次重新参

数化的系数就是对两个边界线性 Möbius 变换系数的一个线性插值。下面我们需要解决的问题

是计算二次重新参数化后曲面的控制顶点和权因子。将公式(2)和(9)代入曲面基函数 )(uBm
i ，我

们得到  
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其中多项式 2 1 2 1 2 2( ) ( 1)m i it t t tα α α α α α−− − + − − 可以通过一个矩阵求解转化为如下 Bézier 基

函数的形式 
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其中
1 ,l ic 为 Bézier 基函数的系数。 
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图 1 曲面二次重新参数化示意图 

 
将公式(12)代入公式(11)，我们得到 
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其中 1 1 2 2 1 2 2(2 2 2 )mD s t s s t s t tα α α α α α= + − − − − + 。类似的，我们可以得到 
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其中 2 1 2 2 1 2 2(2 2 2 )mD s t t s t t s sβ β α α α α= + − − − − + 。 附录 1 给出了三次有理 Bézier 曲面情况

下的
1 ,l ic 。综合考虑公式(13)和(14)，我们可以得到 
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由上面的式子我们可以看出，二次重新参数化后曲面的阶数为 ( ) ( )m n m n+ × + 。由公式

(15)，我们得到二次重新参数化后曲面的第 1 2( , )k k 个控制顶点为 
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二次重新参数化后曲面第 1 2( , )k k 个控制顶点权因子为 
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 公式(16)和公式(17)分别给出了二次重新参数化后曲面的控制顶点和权因子。根据二次重新

参数化后曲面四个角点权因子的计算公式，我们可以很容易导出 1 2 1 2, , ,α α β β 应满足的关系式。

对于双三次有理 Bézier 曲面(现有 CAD 系统中最常用的是双三次 Bézier 曲面)我们给出了二次

重新参数化系数的计算公式。对于三次有理 Bézier 曲面，由公式(17)和附录 1 我们得到二次重

新参数化后曲面四个角点的权因子为 
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 令 6,66,06,00,00,60,0
~~,~~,~~ ωωωωωω === ，我们推导出 1 2 1 2, , ,α α β β 应满足的关系式如下 
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 方程组(18)有三个方程和四个自由变量 1 2 1 2, , ,α α β β 。为了简化推导，我们令 1 2β β= 。将

1 2β β= 代入方程组(18)，我们得到如下四个变量 1 2 1 2, , ,α α β β 的表达式 
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 用公式(19)中的 1 2 1 2, , ,α α β β 对曲面进行二次重新参数化后，曲面四个角点的权因子都变为

3 3
2 2 0,0α β ω 。最后我们将曲面所有的权因子都放缩

3 3
2 2 0,01/α β ω 倍后，二次重新参数化后曲面四个

角点权因子都变为 1。 

3   算法实例 

有理 Bézier 曲面标准化可以应用到下面两个方面： 
 比较有理 Bézier 曲面是否重合。在曲面设计中，重复的曲面会增加系统的开销，造成

设计的不一致性。判断两个有理 Bézier 曲面是否是同一个曲面，可以通过先标准化两

个曲面，然后通过调整使得两个曲面同阶，最后判断所有控制顶点和权因子是否相同。 
 有理 Bézier 曲面的拼接。 在曲面设计上，经常要用到多个曲面的拼接，这就要判断

曲面在拼接处的曲线是否重合。如果有理 Bézier 曲面已经进行标准化，则判断两条拼

接处曲线是否重合要简单得多。只需要调整两条曲线使得曲线同阶，然后判断两条曲

线的控制顶点和权因子是否相等。特别是在多个曲面的拼接处，要求公共顶点的权因

子相等（如图 2）。如果所有的曲面都进行了标准化，则自动的满足了在拼接处公共

顶点权因子相等的条件。 

 
图 2 多张曲面在顶点处的拼接（黑点为公共拼接点） 

首先我们给出了一个可以用 Möbius 变换进行标准化的例子(如图 3)。 

 例 1. 曲面控制顶点为 0,0 (-34.5 22.9 -3= ）P , 1,0 (-17.6 24.4 10= ）P , 2,0 (25.9 26.9 8= ）P , 

 0,1 (-34.2 16.2 -5= ）P , 1,1 (-26.2 17.1 45= ）P , 2,1 (26.0 19.1 4= ）P , 0,2 (-35.5 -31.2 2= ）P , 
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 1,2 (-11.4 -29.4 10= ）P , 2,2 (31.2 -27.5 -2= ）P 。 曲面控制顶点的权因子为 0,0 8ω = , 

1,0 2ω = , 2,0 3ω = , 0,1 5ω = , 1,1 3ω = , 2,1 2ω = , 0,2 2ω = , 1,2 1ω = , 2,2 0.75ω = 。 因 为

0,0 2,2 0,2 2,06ω ω ω ω= = ,根据定理 1，此曲面可以通过 Möbius 变换进行标准化。由式(8)我们

得到
1 0.3798

81
3

α = =
+

，
1 0.3333

81
2

β = =
+

， 2 2
0,0

1 7.8378k
ω α β

= = 。利用计算出

的 ,α β 对曲面进行变换 (2) 和变换 (3) ，我们得到变换后曲面控制顶点权因子为

0,0 0.1282ω = , 1,0 0.0523ω = , 2,0 0.1282ω = , 0,1 0.1603ω = , 1,1 0.1570ω = , 

2,1 0.1709ω = , 0,2 0.1282ω = , 1,2 0.1047ω = , 2,2 0.1282ω = 。 最后对曲面的所有权因子

都放缩 7.8378k = 倍后，曲面控制顶点权因子为 0,0 1ω = , 1,0 0.4099ω = , 2,0 1ω = , 

0,1 1.2564ω = , 1,1 1.2305ω = , 2,1 1.3395ω = , 0,2 1ω = , 1,2 0.8206ω = , 2,2 1ω = 。由文献[10]

可知，如果标准化后的二次 Bézier 曲线中间控制顶点权因子小于 1，此曲线为椭圆弧；等

于 1，此曲线为抛物线弧；大于 1，此曲线为双曲线弧。由于 1,0 0.4099<1ω = ，边界线

( ,0)uX (最上面边界线)为一条椭圆弧；由于 0,1 1.2564>1ω = ，边界线 (0, )vX (最左边边界

线)为一条双曲线弧；由于 1,2 0.8206<1ω = ，边界线 ( ,1)uX (最下面边界线)为一条椭圆弧；

由于 2,1 1.3395>1ω = ，边界线 (1, )vX (最右边边界线)为一条双曲线弧。在曲面的交互式设

计中，如果要修改曲面的边界，在修改标准化后曲面边界中间控制顶点权因子的同时，我

们可以很清楚的知道曲面边界线的类型。而对于非标准化的曲面，我们就需要综合考虑整

个边界三个控制顶点的权因子后才能知道修改后的曲面边界是什么类型的曲线。 
  

     
    a Bézier曲面以及等参线    b 线性重新参数化后的Bézier曲面以及等参线 

图 3  Bézier曲面的线性重新参数化 

 下面我们再给出一个三次有理 Bézier 曲面的例子(如图 4)。 

 例  2. 曲 面 控 制 顶 点 为 0,0 (-30.1, 21.0, 0= ）P , 1,0 (-30, 17.1, 0= ）P , 
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2,0 (-30, 13.8, 0= ）P , 3,0 (-29.1, -6.1, 0= ）P , 0,1 (-24.6,  21.3, 0= ）P , 

1,1 (-24.6, 17.3, 0= ）P , 2,1 (-24.6,13.4,0= ）P , 3,1 (-23.3, -5.8, 0= ）P , 0,2 =(-15.6, 22.1, 0)P , 

1,2 (-24, 17.2, 22.1= ）P , 2,2 (-14.4, -0.3, 0= ）P , 3,2 (-14.6, -6.6, 0= ）P , 0,3 =(-5.8, 22, 0)P , 

1,3 =(-4.1, 4.1, 0)P , 2,3 (-14.4, -0.3, 0= ）P , 3,3 (-3.9, -5.1, 0= ）P 。曲面控制顶点的权因子

为 0,0 3ω = , 1,0 3ω = , 2,0 2ω = , 3,0 2ω = , 0,1 2ω = , 1,1 4ω = , 2,1 3ω = , 3,1 1ω = , 0,2 2ω = , 

1,2 1ω = , 2,2 3ω = , 3,2 1ω = , 0,3 5ω = , 1,3 2ω = , 2,3 3ω = , 3,3 8ω = 。  由 0,0 3,3 24ω ω = ，

3,0 0,3 10ω ω = ，我们可以得出 0,0 3,3 3,0 0,3ω ω ω ω≠ 。由定理 1 我们知道所给曲面不可能通过线

性 Möbius 变换使得曲面四个角点权因子都为 1。采用二次重新参数化，由公式(19)我们得

2

3

1 0.4663
3 1
2

α = ≈
+

， 1

3

1 0.5391
5 1
8

α = ≈
+

， 1 2 0.5782β β= ≈ 。用系数 1 2 1 2, , ,α α β β 对

曲面进行二次重新参数化后，四个角点权因子变为
3 3
2 0,0 1 0.0588α ω β ≈ 。最后对二次重新参

数化曲面的权因子都除以
3 3
2 0,0 1 0.0588α ω β ≈ 后，四个角点的权因子都变为 1。 这样我们就

得到了这个曲面的标准形式。 
 下面我们给出一个判断两个曲面是否重合的例子。 

例 3. 给定一个次数为 2*2 的有理 Bézier 曲面。 曲面的控制顶点和例 1. 中的控制顶点重

合，曲面的权因子为 0,0 1.44ω = , 1,0 0.885ω = , 2,0 3.24ω = , 0,1 4.22ω = , 1,1 6.2ω = , 

2,1 10.13ω = , 0,2 7.84ω = , 1,2 9.65ω = , 2,2 17.64ω = 。因为 0,0 2,2 0,2 2,025.4036ω ω ω ω= = ,

根 据 定 理 1 ， 此 曲 面 可 以 通 过 Möbius 变 换 进 行 标 准 化 。 由 式 (8) 我 们 得 到

1 0.6
1.441
3.24

α = =
+

，
1 0.7
1.441
7.84

β = =
+

， 2 2
0,0

1 3.9367k
ω α β

= = 。利用计算出的 ,α β

对 曲 面 进 行 变 换 (2) 和 变 换 (3) ， 我 们 得 到 变 换 后 曲 面 控 制 顶 点 权 因 子 为

0,0 0.254ω = , 1,0 0.104ω = , 2,0 0.254ω = , 0,1 0.319ω = , 1,1 0.3125ω = , 2,1 0.34ω = , 

0,2 0.254ω = , 1,2 0.2084ω = , 2,2 0.254ω = 。 最后对曲面的所有权因子都放缩 3.9367k =

倍 后 ， 曲 面 控 制 顶 点 权 因 子 为 0,0 1ω = , 1,0 0.4099ω = , 2,0 1ω = , 0,1 1.2564ω = , 

1,1 1.2305ω = , 2,1 1.3395ω = , 0,2 1ω = , 1,2 0.8206ω = , 2,2 1ω = 。对比例 1 中标准化后的曲

面权因子，我们知道所给定曲面和例 1 中曲面是同一个曲面。 

4   结 论 

本文研究了如何利用重新参数化将有理 Bézier 曲面进行标准化。本文首先给出了利用线性
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Möbius 变换在不改变曲面参数域的情况下能将曲面转化成标准形式的充要条件，接着给出了将

任意三次有理 Bézier 曲面转换成标准形式的二次重新参数化算法。对于双三次有理 Bézier 曲面，

本文给出了将曲面转换成标准形式的二次重新参数化系数的计算公式。 
 

         

    a Bézier曲面以及等参线    b 二次重新参数化后的Bézier曲面以等参线 
图 4  Bézier曲面的二次重新参数化 
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附录 1： 

对于一个双三次有理 Bézier 曲面，
1 ,l ic 给出如下。 
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3 3
0,0 2 0,3 2

3 2
1,0 2 1 1,3 2 1

2 2
2,0 2 1 2,3 1 2

3 3
3,0 1 3,3 1

2
0,1 2

   ( 1)            
( 1) ( 1)

,                                              ,
( 1) ( 1)

   ( 1)             

(

c c
c c
c c
c c

c

α α
α α α α
α α α α
α α

α α

⎧ ⎧= − = −
⎪ ⎪= − = − −⎪ ⎪
⎨ ⎨= − = − −⎪ ⎪
⎪ ⎪= − = −⎩ ⎩

= 2
2 0,2 2 2

2 1 2 1 2 2 2 2 1 1
1,1 1,2

1 1 2 1 2
2,1

2
3,1 1 1

1)                  ( 1)                             
(3 2 ) ( 1)( 2 3 )

3 3,                      
(3 2 )

3
( 1)                  

c

c c

c

c

α α

α α α α α α α α α α

α α α α α

α α

⎧ − = − −
⎪

− − − − + −⎪ = = −⎪
⎨

− −⎪ =⎪
⎪ = −⎩

1 1 2 1 2
2,2

2
3,2 1 1

.
( 1 )( 2 3 )

3
( 1)                             

c

c

α α α α α

α α

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨

− + − + −⎪ = −⎪
⎪ = − −⎩
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