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❙❡q✉❡♥❝❡s ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

❜② ▲❡❛st ●❡♥❡r❛❧ ●❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥s

❋ré❞ér✐❝ ❚❛♥t✐♥✐
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❆❜str❛❝t

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛✲

t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♣r♦✈✐❞❡s ♠❡t❤♦❞s ❧✐❦❡ ❜♦♦st✐♥❣ ❛♥❞ ♦♥❧② ♥❡❡❞s t❤❡

❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❝❛❧❧❡❞ ❧❣❣✳ ❋♦r s❡q✉❡♥❝❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛✲

t✐♦♥ t❛s❦s✱ ❧❣❣ ✐s ❛ ❧❡❛r♥❡r t❤❛t ♦♥❧② ✉s❡s ♣♦s✐t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t

❣r❛♠♠❛t✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❞❡✜♥❡❞ s✉❝❤ ❧❡❛r♥❡rs ❢♦r ❛✉t♦♠❛t❛ ❝❧❛ss❡s

❧✐❦❡ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❛✉t♦♠❛t❛ ♦r k✲❚❙❙ ❛✉t♦♠❛t❛✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐✲

s❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❜❛❧❧s ♦❢ ✇♦r❞s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤r♦✉❣❤

❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② r❡s♦❧✈❡s s❡q✉❡♥❝❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦s✳

❑❡②✇♦r❞s✿ s❡q✉❡♥❝❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❧❡❛st ❣❡♥❡r❛❧ ❛✉t♦♠❛t❛✱ ❜❛❧❧s ♦❢ ✇♦r❞s✳



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t✇♦ ♠❛✐♥
✐❞❡❛s✳

❋✐rst✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❞✈❛♥❝❡s ❧✐❦❡ ❡♥s❡♠❜❧❡
♠❡t❤♦❞s ✭❜❛❣❣✐♥❣✱ ❜♦♦st✐♥❣✱ ❡t❝✳✮✳ ❋♦r t❤✐s✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r s✉♣❡r✲
✈✐s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❧❡❛st ❣❡♥❡r❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭❧❣❣✮✳ ❚❤✐s
❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❝❛❧❧❡❞ ✈♦❧❛t❛✱ ♣r♦✈✐❞❡s ✈❛r✐♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❡t❤♦❞s ✇❤❡♥❡✈❡r ✇❡ ❛r❡
❛❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤✐s ❧❣❣ ♦♣❡r❛t♦r✳

❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❣r❛♠♠❛t✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❧✐❦❡
❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦♥❧②✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❧❛ss✐❢②
s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❧❡❛r♥❛❜✐❧✐t② r❡s✉❧ts✿ ♣r♦♦❢s ♦❢ ❧❡❛r♥❛❜✐❧✐t② ❢r♦♠ ♣♦s✐t✐✈❡
❡①❛♠♣❧❡s ❝♦✉❧❞ ♦✛❡r ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❧♦s❡ t♦ ❛♥ ❧❣❣ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ st✉❞② 0✲r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❛✉t♦♠❛t❛ ❬✶❪✱ k✲❚❙❙ ❛✉t♦♠❛t❛ ❬✷❪ ❛♥❞ ❜❛❧❧s ♦❢
✇♦r❞s ❬✸❪✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐s❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ❧❣❣✲❜❛s❡❞ ♠❛❝❤✐♥❡
❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ❣✐✈❡ ✐ts ♠❛✐♥ ❣❡♥❡r✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤✐s ❣❡♥❡r✐❝ ♠❡t❤♦❞ ✐s
✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ❢♦r s♦♠❡ ❛✉t♦♠❛t❛ ❢❛♠✐❧✐❡s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ❛♥❞ ❢♦r ❜❛❧❧s ♦❢ ✇♦r❞s ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✱ ✇❡ r✉♥ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦♥ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ s❡q✉❡♥❝❡ ❝❧❛ss✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ❛❧s♦ ♦♥ ❛ r❡❛❧ ❤❛♥❞✇r✐tt❡♥ ❞✐❣✐t r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
❙❡❝t✐♦♥ ✻✱ ✇❡ ❛ss❡ss ♦✉r r❡s✉❧ts ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡ s♦♠❡ ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ ✇♦r❦s✳

✷ ❙✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✇✐t❤ ❧❡❛st ❣❡♥❡r❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐✲

s❛t✐♦♥s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦✐♥ts✿

❼ ❝❤♦♦s❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✭E✮ ❛♥❞ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✭H✮ s✉❝❤ t❤❛t E ⊂ H❀

❼ ❞❡✜♥❡ ❛ s✉❜s✉♠♣t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ � ❜❡t✇❡❡♥ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢ H t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦
❝❤❡❝❦ ✐❢ ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s s✉❜s✉♠❡s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✐❢ ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s
✐s ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❛♥ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡❀

❼ ❣✐✈❡♥ H ❛♥❞ �✱ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❧❡❛st ❣❡♥❡r❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❢♦r
❡✈❡r② s❡t ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❧❣❣ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤✐s ❤②♣♦t❤✲
❡s✐s✳

❚❤❡ ❧❛st ♣♦✐♥t ✉s❡s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❧❡❛st ❣❡♥❡r❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❧❡❛st ❣❡♥❡r❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥

●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s E ⊆ E ✱ ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s h ∈ H ✐s ❛ ❧❡❛st ❣❡♥❡r❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥

♦❢ E ✐✛✿

✷



❼ ∀e ∈ E : h � e❀

❼ t❤❡r❡ ❡①✐sts ♥♦ ❤②♣♦t❤❡s✐s h′ s✉❝❤ t❤❛t ∀e ∈ E : h′ � e ❛♥❞ h ≻ h′✳

❆ss✉♠✐♥❣ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ❧❡❛st ❣❡♥❡r❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✈♦❧❛t❛
s②st❡♠ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤r❡❡ ❧❡✈❡❧s✳

✶✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❧❣❣ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ H ❛♥❞ �✳ ❚❤❡ ♥❡①t
❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❣❡♥❡r✐❝s✱ t❤❡② ❞❡♣❡♥❞ ♥❡✐t❤❡r ♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♥♦r ♦♥
❣❡♥❡r❛❧✐t② ♦r❞❡r✐♥❣✳

✷✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✉s❡s ❝❧❛ss❡s t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ❤❡r❡ ✐s ❝❣ ✭❢♦r ❝♦rr❡❝t ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥✮ t❤❛t ❛✐♠s ❛t ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❝♦rr❡❝t
❤②♣♦t❤❡s✐s ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✮✿ t❤❡ ✜rst ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ s❡❡❞✱ t❤❡♥ ✇❡ tr② t♦
❣❡♥❡r❛❧✐s❡ ♦t❤❡r ♣♦s✐t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧❣❣ ♦♣❡r❛t♦r❀ ❡❛❝❤ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛✲
t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❛❣❛✐♥st ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s❀ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡s
❛♥ ✐♥❝♦rr❡❝t ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐s r❡❥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ❛❞❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡①❛♠✲
♣❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦rr❡❝t ❤②♣♦t❤❡s✐s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❝❣ ✭❝♦rr❡❝t ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥✮

❘❡q✉✐r❡✿ E = [p1, . . . , pn] ⊆ E ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ s❡t ♦❢ n ❡①❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧❛ss✱
N ⊆ E ❛ s❡t ♦❢ ❝♦✉♥t❡r✲❡①❛♠♣❧❡s✳

❊♥s✉r❡✿ h ∈ H ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✐♥ E ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t ✇rt N ✳
✶✿ g = p1
✷✿ ❢♦r i = 2 t♦ n ❞♦

✸✿ g′ = ❧❣❣(g, pi) ✴✯ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ✇✐t❤ pi ✯✴
✹✿ ✐❢ ✭∀e ∈ N : g′ 6� e✮ t❤❡♥ ✴✯ ✐❢ g′ ✐s ❝♦rr❡❝t ✯✴
✺✿ g = g′ ✴✯ g′ ✐s ♥♦✇ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ✯✴
✻✿ ❡♥❞ ✐❢

✼✿ ❡♥❞ ❢♦r

✽✿ r❡t✉r♥ h(x) = ❝❧❛ss(E) ✐❢ g � x✱ ❡❧s❡ 0 ✭❛❜st❡♥t✐♦♥✮

▲❡t ✉s ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❝❣ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡
❡①❛♠♣❧❡s✳ ❚❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❡t❤♦❞s s✐♥❝❡
✐t ❡♥❤❛♥❝❡s ❞✐✈❡rs✐t② ♦❢ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❤②♣♦t❤❡s❡s✳

✸✳ ❚❤❡ ❧❛st ❧❡✈❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❣❡♥❡r✐❝ ❢✉❧❧ ❧❡❛r♥❡rs✿ ❞❧❣ ❢♦r ❛ ❢❛st ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❣❧♦❜♦
t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❡t❤♦❞s ❧✐❦❡ ❣❧♦❜♦♦st✱
❜❛❣❣✐♥❣ ❛♥❞ ❛❞❛❜♦♦st✲♠❣ t❤❛t ❡♥s✉r❡ ❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱
✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❣❧♦❜♦♦st t❤❛t ✐s t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❡t❤♦❞✿ ✐t r❛♥❞♦♠❧②
♣r♦❞✉❝❡s T ❝♦rr❡❝t ❤②♣♦t❤❡s❡s❀ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣✱ ❛ ❝❧❛ss ✐s r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥✱ s❡ts
♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❜✉✐❧t✱ r❛♥❞♦♠❧② s❤✉✤❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡

✸



❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❣ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ s❡ts❀ ✜♥❛❧❧②✱ ❛ ♥❡✇ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❜②
t❤❡ T ❤②♣♦t❤❡s❡s ✐♥ ❛ ✈♦t❡✳ ❣❧♦❜♦♦st ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❣❧♦❜♦♦st

❘❡q✉✐r❡✿ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❡①❛♠♣❧❡s (xi, yi) ❛♥❞ T t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s✳
❊♥s✉r❡✿ H t❤❡ ✜♥❛❧ ❝❧❛ss✐✜❡r✳
✶✿ ❢♦r t = 1 t♦ T ❞♦

✷✿ t❛r❣❡t ❂ ❝❧❛ss r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥
✸✿ P = [xi|yi = t❛r❣❡t ]
✹✿ N = [xi|yi 6= t❛r❣❡t ]
✺✿ r❛♥❞♦♠❧② s❤✉✤❡ P

✻✿ ht = ❝❣✭P ✱N✮ ✴✯ ❈❛❧❧ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✯✴
✼✿ ❡♥❞ ❢♦r

✽✿ r❡t✉r♥ H(x) = s✐❣♥
(

∑T

t=1 ht(x)
)

❚❤❡ t✇♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❣❧♦❜♦♦st ❛♥❞ ❝❣✱ ❛r❡ ❣❡♥❡r✐❝s✱ t❤❡② ❤❛✈❡ t♦
❜❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ❜② ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❧❣❣✱ ✐ts❡❧❢ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ H ❛♥❞ �✳
■♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ✇♦r❞s ❛♥❞ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❛r❡ ❡✐t❤❡r ❛✉t♦♠❛t❛
♦r ❜❛❧❧s ♦❢ ✇♦r❞s✳ ❋♦r t❤❡s❡ ❢❛♠✐❧✐❡s✱ t❤❡ s✉❜s✉♠♣t✐♦♥ t❡st ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s
❛♥❞ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② t❤❡ ✇♦r❞ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❲❤❛t
r❡♠❛✐♥s ✐s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❣❣ ♦♣❡r❛t♦r✳ ■♥ ❣r❛♠♠❛t✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ t❤✐s ♠❡❛♥s
✜♥❞✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ ❢❛♠✐❧② ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❧❡❛r♥s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦♥❧②✱ ❛♥❞
♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❧❛♥❣✉❛❣❡ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t✳ ■♥ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ❢♦r k✲❚❙❙ ❛✉t♦♠❛t❛✱ 0✲r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❛✉t♦♠❛t❛
❛♥❞ ❜❛❧❧s ♦❢ ✇♦r❞s✳

✸ ●❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ✇♦r❞s t♦ ❛✉t♦♠❛t❛

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❛t ❤②♣♦t❤❡s❡s ❛r❡ ❛✉t♦♠❛t❛✳ ❚❤❡ s✉❜s✉♠♣t✐♦♥ t❡st
✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t❤❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ❛❝❝❡♣ts t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♥♦✇
t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❧❣❣ ♦♣❡r❛t♦r ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧❛ss ♦❢ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✉s❡✱ t❤❛t ✐s✱ ❛♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢r♦♠ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦♥❧② ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❧❛♥❣✉❛❣❡ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s
t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❡①❛♠♣❧❡s✳

✸✳✶ ❚❤❡ k✲❚❙❙ ❧❛♥❣✉❛❣❡s

❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ k✲t❡st❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ str✐❝t s❡♥s❡ ✭k✲❚❙❙✮ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ✐s ❛ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ s✉❜✲
❝❧❛ss ♦❢ r❡❣✉❧❛r ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❬✷❪✳ ■t ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② t❤❡ s❡t ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤
k t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ✇♦r❞ ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❚❤❡s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❛r❡ ✈❡r② s✐♠♣❧❡
❛♥❞ t❤❡✐r ❡①♣r❡ss✐✈✐t② ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ♣♦♦r✳

✹



❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r♦♠ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦♥❧②✳ ■t
✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ❧❡❛st
❣❡♥❡r❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✈❡rs✐♦♥✱ ❧❣❣✲tss✐ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠
✸✮✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❦❡② ♣♦✐♥t ✐s t❤❛t ❡❛❝❤ st❛t❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛st (k − 1)
❧❡tt❡rs r❡❛❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤✐s st❛t❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ❧❣❣✲tss✐

❘❡q✉✐r❡✿ h = (Q,Σ, q0, F ) ❛ k✲❚❙❙ ❛✉t♦♠❛t♦♥✱ e ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥t❡❣❡r k✳
❊♥s✉r❡✿ h′ ❛ k✲❚❙❙ ❛✉t♦♠❛t♦♥✱ ❧❡❛st ❣❡♥❡r❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ h✱ s✉❜s✉♠✐♥❣ e✳
✶✿ q = q0
✷✿ ❢♦r i = 1 t♦ |e| ❞♦
✸✿ v = q.ei ✴✯ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❞ ♦❢ q ✇✐t❤ t❤❡ it❤ ❧❡tt❡r ♦❢ e ✯✴
✹✿ ✐❢ ✭|v| = k✮ t❤❡♥
✺✿ v = v2,...,|v|
✻✿ ❡♥❞ ✐❢

✼✿ nq = v

✽✿ ❛❞❞ nq t♦ Q ✴✯ nq ♠❛② ❜❡ ❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t ✐♥ Q ✯✴
✾✿ ❛❞❞ (q, ei, nq) t♦ δ

✶✵✿ q = nq

✶✶✿ ❡♥❞ ❢♦r

✶✷✿ ❛❞❞ q t♦ F

✶✸✿ r❡t✉r♥ h′ = (Q,Σ, δ, q0, F )

✸✳✷ ❚❤❡ 0✲r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s

❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ k✲r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ✐s ♦❢t❡♥ s❛✐❞ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t❤❛♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✱ ♣❛rt❧② ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡✿ (k − 1)✲❚❙❙ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❛r❡
❛❧❧ k✲r❡✈❡rs✐❜❧❡ ♦♥❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ✜①❡❞ k✱ s♦♠❡ ✜♥✐t❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❛r❡ ♥♦t
k✲r❡✈❡rs✐❜❧❡✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ k = 0✱ t❤❛t ✐s 0✲r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳ ❆ ❧❡❛st
❣❡♥❡r❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ 0✲r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥
❬✶❪✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✈❡rs✐♦♥✿ ❧❣❣✲③r ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✮✳ ■♥ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
t❤❡ ♥❡✇ ✇♦r❞ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐♥ t❤❡ P❚❆ ✇❛②✱ t❤❛t ✐♥❞✉❝❡s
t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❜r❛♥❝❤ r❡❝♦❣♥✐s✐♥❣ ♦♥❧② t❤✐s ✇♦r❞✳ ❚❤❡♥✱ ♠❡r❣❡s ❛r❡ ♠❛❞❡
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛ ✉♥✐q✉❡ ✜♥❛❧ st❛t❡✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
♠✐rr♦r ✲❛✉t♦♠❛t♦♥✳

✺



❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹ ❧❣❣✲③r

❘❡q✉✐r❡✿ h = (Q,Σ, q0, F ) ❛ 0✲r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥✱ e ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳
❊♥s✉r❡✿ h′ ❛ 0✲r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥✱ ❧❡❛st ❣❡♥❡r❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ h s✉❜s✉♠✐♥❣

e✳
✶✿ i = 1 ❀ q = q0

✴✯ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①✐st✐♥❣ st❛t❡s ✯✴
✷✿ ✇❤✐❧❡ δ(q, ei) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❞♦

✸✿ q = δ(q, ei) ❀ i = i+ 1
✹✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✴✯ ❝r❡❛t✐♥❣ ♥❡✇ ❜r❛♥❝❤ ❢♦r r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❧❡tt❡rs ✯✴
✺✿ ✇❤✐❧❡ i ≤ |e| ❞♦
✻✿ ❝r❡❛t❡ st❛t❡ q′✱ ❛❞❞ q′ t♦ Q

✼✿ ❛❞❞ (q, ei, q
′) t♦ δ

✽✿ i = i+ 1
✾✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✶✵✿ ❛❞❞ q t♦ F

✴✯ ♠❡r❣✐♥❣ ✯✴
✶✶✿ ♠❡r❣❡ ❛❧❧ st❛t❡s ✐♥ F

✶✷✿ r❡♣❡❛t

✶✸✿ ✐❢ ∃A,B ∈ Q ❛♥❞ ∃l ∈ Σ s✉❝❤ t❤❛t δ(A, l) = δ(B, l)✱ ♠❡r❣❡ A ❛♥❞ B

✶✹✿ ✐❢ ∃A,B,E ∈ Q ❛♥❞ ∃l ∈ Σ s✉❝❤ t❤❛t δ(E, l) = {A,B}✱ ♠❡r❣❡ A ❛♥❞ B

✶✺✿ ✉♥t✐❧ ♥♦ ❢✉s✐♦♥
✶✻✿ r❡t✉r♥ h′ = (Q,Σ, δ, q0, F )

✻



✹ ●❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ✇♦r❞s t♦ ❜❛❧❧s ♦❢ str✐♥❣s

✹✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s

❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❤②♣♦t❤❡s❡s ❛s ❜❛❧❧s ♦❢ str✐♥❣s✳ ❆ ❜❛❧❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❝❡♥tr❡✲str✐♥❣
o ❛♥❞ ❛ r❛❞✐✉s r✱ ❛♥❞ ✐s ♥♦t❡❞ Br(o)✳ ❆ ❜❛❧❧ ♦❢ str✐♥❣s Br(o) ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ✇♦r❞s
❛t ❞✐st❛♥❝❡ ❧❡ss ♦r ❡q✉❛❧s t♦ r ❢r♦♠ o✱ t❤❛t ✐s✱ Br(o) = {w ∈ Σ∗|d(o, w) ≤ r}✳ ❚❤❡
s✉❜s✉♠♣t✐♦♥ t❡st � ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s h = Br(o) ❛♥❞ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ e ✐s t❤❡♥
tr✉❡ ✐❢ t❤❡ ✇♦r❞ ✐s ✐♥ t❤❡ ❜❛❧❧✱ t❤❛t ✐s✱ h � e ⇔ d(e, o) ≤ r✳

❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✇❡ ✉s❡ ✐s t❤❡ ❡❞✐t ❞✐st❛♥❝❡✱ ♦r ▲❡✈❡♥s❤t❡✐♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❬✹❪✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤
❡❛❝❤ ❡❞✐t ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭❛♠♦♥❣ ✐♥s❡rt✐♦♥✱ ❞❡❧❡t✐♦♥✱ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✮ ❤❛s ❛ ✉♥✐t ❝♦st✳ ■t ✐s
t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s②♠❜♦❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♥❡❡❞❡❞ t♦ r❡✇r✐t❡ ♦♥❡ ✇♦r❞ ✐♥t♦ ❛♥♦t❤❡r
♦♥❡✳ ▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ ❧❡t w ❛♥❞ w′ ❜❡ t✇♦ ✇♦r❞s ✐♥ Σ∗✱ ✇❡ r❡✇r✐t❡ w ✐♥t♦ w′ ✐♥ ♦♥❡
st❡♣ ✐❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s tr✉❡✿

✶✳ ❞❡❧❡t✐♦♥ ✿ w = uav ❛♥❞ w′ = uv ✇✐t❤ u, v ∈ Σ∗ ❛♥❞ a ∈ Σ❀

✷✳ ✐♥s❡rt✐♦♥ ✿ w = uv ❛♥❞ w′ = uav ✇✐t❤ u, v ∈ Σ∗ ❛♥❞ a ∈ Σ❀

✸✳ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✿ w = uav ❛♥❞ w′ = ubv ✇✐t❤ u, v ∈ Σ∗✱ a, b ∈ Σ✱ a 6= b✳

❲❡ ♥♦t❡ w
k
−→ w′ ✐❢ w ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ✐♥t♦ w′ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ k ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❊❞✐t ❉✐st❛♥❝❡
❚❤❡ ❡❞✐t ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✇♦r❞s w ❛♥❞ w′✱ ♥♦t❡❞ d(w,w′)✱ ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st k

s✉❝❤ t❤❛t w
k
−→ w′✳

❚❤❡ ❡❞✐t ❞✐st❛♥❝❡ d(w,w′) ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ O (|w| · |w′|) t✐♠❡ ❜② ❞②♥❛♠✐❝
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❬✺❪✳ ❇❛s✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ |w| × |w′| ♠❛tr✐① M ✱ ✇❤❡r❡ M [i][j] ✐s
t❤❡ ❡❞✐t ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡✜①❡s w1...i ❛♥❞ w′

1...j✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦
❞❡❞✉❝❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❡❞✐t ♦♣❡r❛t✐♦♥s t♦ ❣♦ ❢r♦♠ ♦♥❡ ✇♦r❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳

✹✳✷ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❜❛❧❧s

◆♦♥✲✉♥✐❝✐t② ♦❢ ❧❡❛st ❣❡♥❡r❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥✳

❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ t♦ ❛✉t♦♠❛t❛✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t❡ t❤❛t ✇✐t❤ ❜❛❧❧s ♦❢ str✐♥❣s✱
❧❡❛st ❣❡♥❡r❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦t ✉♥✐q✉❡ ❛♥②♠♦r❡✳

❊①❛♠♣❧❡✳

▲❡t E = [a, b, ab]✱ h = B1(a) ❛♥❞ h′ = B1(b)✳ ❇♦t❤ ❤②♣♦t❤❡s❡s s✉❜s✉♠❡ t❤❡
❡①❛♠♣❧❡s ✭h � E ❛♥❞ h′ � E✮ ❜✉t h′ 6� h ❛♥❞ h 6� h′✦

❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s ♦❜✈✐♦✉s ✐♥ R
2❀ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✱ t❤r❡❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ s✉❜s✉♠❡❞ ❜②

s❡✈❡r❛❧ ❞✐s❦✲❤②♣♦t❤❡s❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳
❚❤✉s✱ ✇❡ ❛r❡ ❞❡✜♥✐t❡❧② ♥♦t ✐♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ✇❤❡r❡ ❧❡❛st ❣❡♥❡r❛❧

❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐s ✉♥✐q✉❡✳

✼



❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❊♥❞❧❡ss ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s❦s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✸ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ♥♦♥ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ ❡❛❝❤
♦t❤❡r✳

❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦♥❡t❤❡❧❡ss ❛ s♠❛❧❧❡st ❜❛❧❧ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡
❡①❛♠♣❧❡s ❛s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❇✉t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❛s♦♥ t❤❛t t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❜❛❧❧
s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❧❡❛st ❣❡♥❡r❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r
♦♥❡s✱ t❤✉s t❤❡ t✇♦ ❝♦♥❝❡♣ts ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❜❛rr✐❡r ✐❢ ✇❡ ♠❛❞❡ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡✿ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝❡♥tr❡ str✐♥❣ ♦❢ ❛ s❡t ✐s ◆P✲❤❛r❞ ❬✻❪✳

▼♦♥♦t♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✳

❚♦ t❛❝❦❧❡ t❤❡s❡s ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺ ✭❝❛❧❧❡❞ ❣✲

❜❛❧❧s✮ ❛s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❢♦r ❜❛❧❧s ♦❢ str✐♥❣s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺ ●❡♥❡r✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣✲❜❛❧❧s ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❜❛❧❧

❘❡q✉✐r❡✿ h = Br(o) ❛ ❜❛❧❧✱ e ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳
❊♥s✉r❡✿ g ∈ H ❛ ❧❡❛st ❣❡♥❡r❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ h s✉❜s✉♠✐♥❣ e ✭g � h ❛♥❞ g � e✮✳

✶✿ p = o
∗
−→ e ✴✯ ❛ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ ✯✴

✷✿ ▲❡t u ❜❡ ❛ str✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❛t❤ p ✴✯ p = o
x
−→ u

y
−→ e✱ x+ y = d(o, e) ✯✴

✸✿ x = d(o, u)
✹✿ y = d(u, e)
✺✿ k = max(x+ r, y)
✻✿ r❡t✉r♥ Bk(u)

❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡q✉✐r❡s ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♥❡✇ ❝❡♥tr❡ u ♦♥ t❤❡ ♣❛t❤ p✱
❜✉t ✇❤❛t❡✈❡r t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✐s✱ ✇❡ ❦❡❡♣ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ♣r♦♣❡rt②✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ♥❡✇ ❜❛❧❧
s✉❜s✉♠❡s t❤❡ ♥❡✇ ❡①❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❤②♣♦t❤❡s✐s✿

❼ d(u, e) = y ≤ k =⇒ e ∈ Bk(u) =⇒ g � e❀

❼ ∀w ∈ Br(o)✱ d(o, w) ≤ r ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ✐♥❡q✉❛❧✐t② d(u, w) ≤
d(u, o) + d(o, w)✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ d(u, w) ≤ x + r ≤ k✱ s♦ w ∈ Bk(u) ❛♥❞ t❤❡♥
g � h✳

✽



❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠❛✐♥❧② r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❡♥tr❡
❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ❡①❛♠♣❧❡✱ s♦ ✐t ✐s✱ ❛s t❤❡ ❡❞✐t ❞✐st❛♥❝❡✱ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡
✇♦r❞s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❞♦✇♥s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❣❛✐♥ ✐s
t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ❛ ❧❡❛st ❣❡♥❡r❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛♥②♠♦r❡✱ ❜✉t
t❤❡ ❜❛❧❧s ♦❢ str✐♥❣s ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❦❡❡♣s ✉s ❢r♦♠ ❛ ❜❡tt❡r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✿ ❊①❛♠♣❧❡✳

❧❡t E = [a, b]✳ ❚❤❡ ✜rst ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s t❤❡ ✜rst ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❛t ✐s h = B0(a)✳ ❚❤❡♥✱

❛s t❤❡ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❡♥tr❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s c : a
1
−→ b✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦

✇❛②s ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ u✳ ❊✐t❤❡r ❣✲❜❛❧❧s(h, b) = B1(a)✱ ♦r ❣✲❜❛❧❧s(h, b) = B1(b)✳ ❇✉t
t❤❡ ❜❛❧❧ ♦❢ r❛❞✐✉s 1 ❝❡♥tr❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡♠♣t② ✇♦r❞ B1(λ) ❝♦♥t❛✐♥s E ❛♥❞ ✐s ♠♦r❡
s♣❡❝✐✜❝ t❤❛♥ ❜♦t❤ ❤②♣♦t❤❡s✐s✿ B1(λ) ⊆ B1(a) ❛♥❞ B1(λ) ⊆ B1(b)✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❧❡t ✉s ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❣✲❜❛❧❧s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
♦r❞❡r ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s ❛♥❞ t❤✐s ✐s ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt② ❢♦r ♦✉r ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❡t❤♦❞s✳

❝❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❆t ❧❛st✱ t❤❡ ❝❣ ✐s ♥♦ ♠♦r❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✳
❊①❛♠♣❧❡✳

▲❡t ✉s s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ str❛t❡❣② ❢♦r t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❝❡♥tr❡ ✐s t♦ ❛❧✇❛②s t❛❦❡
t❤❡ ♥❡✇ ❝❡♥tr❡ ❛t ❞✐st❛♥❝❡ 1 ❢r♦♠ t❤❡ ♦❧❞ ♦♥❡ ✭x = 1✮✳ ■❢ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ λ✱ b✱ a✱
❛♥❞ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✲❡①❛♠♣❧❡ ✐s bb✱ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❛r❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r✿

❼ B0(λ)✱ t❤❡ ✜rst ❤②♣♦t❤❡s✐s❀

❼ B1(b)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❥❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s bb❀

❼ B1(a)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞✳

❆♥❞ ②❡t✱ B1(a) ❝♦♥t❛✐♥s b✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ b ✇❛s r❡❥❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
st❡♣✳

❚❤❡ ♦♥❧② ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥② ✐s ❆❞❛❇♦♦st✲❧✐❦❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛✲
t✐♦♥s ❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t s✐♥❝❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ ❤②♣♦t❤❡s❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡❞✳

❙✉♠♠❛r② ❢♦r ❣✲❜❛❧❧s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❧❣❣ ♦♣❡r❛t♦rs✳

❧❣❣ ❣✲❜❛❧❧s

✉♥✐q✉❡ ❧❣❣ � Ö

s❡♥s✐❜✐❧✐t② t♦ ♦r❞❡r Ö �

♠♦♥♦t♦♥② ♦❢ ❣✲❜❛❧❧s � �

♠♦♥♦t♦♥② ♦❢ ❝❣ � Ö

✾



❚♦ s✉♠♠❛r✐s❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ t♦ ❜❛❧❧s ♦❢ str✐♥❣s✱ ✇❡ ❝❛♥ t❤❡♥
s❛② t❤❛t✿ ❣✲❜❛❧❧s ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❧❡❛st ❣❡♥❡r❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ❜✉t ✐s ♠♦♥♦✲
t♦♥✐❝❀ ❝❣ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡s ❝♦rr❡❝t
❤②♣♦t❤❡s❡s ❜✉t ✐s ♥♦t ♠♦♥♦t♦♥✐❝✳

❚❤❡ ♦♥❧② ♣♦✐♥t r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♥♦✇ ✐s t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡✇r✐t✐♥❣ ♣❛t❤ p✱ ❛♥❞ ❛
❝❡♥tr❡ u ♦♥ ✐t✳

✹✳✸ ❙tr❛t❡❣✐❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❜❛❧❧

■♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✱ p ✐s ❛ r❡✇r✐t✐♥❣ ♣❛t❤ ❢r♦♠ o t♦ e✳ ❨❡t✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ✇❛②s t♦ ❣♦
❢r♦♠ ❛ ✇♦r❞ t♦ ❛♥ ♦t❤❡r✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❧✇❛②s ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛t❤ p = o

∗
−→ e✱

✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♠❛tr✐① M ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡❞✐t ❞✐st❛♥❝❡✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛st ❡♥tr②✱ ✇❡
❣♦ ❜❛❝❦ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✐♥ s✉❝❤ ✭❛r❜✐tr❛r②✮
✇❛②s✿

❼ ✐❢ M [i][j] ❝❛♥ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❛ ❞❡❧❡t✐♦♥ ♦r ❛♥♦t❤❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡
❞❡❧❡t✐♦♥❀

❼ ✐❢ M [i][j] ❝❛♥ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦r ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ✐♥s❡r✲
t✐♦♥❀

❼ ♦♥❝❡ ❛❧❧ ❡❞✐t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❢♦✉♥❞✱ ✇❡ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡♠ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ s✉❝❤ ❛ ♣❛t❤ ❛s ❛♥ ❡❞✐t ♣❛t❤✳ ❇② s❡tt✐♥❣ t❤❡s❡ ❝❤♦✐❝❡s✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❣

✐s t❤❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❧❡t w = ABACD ❛♥❞ w′ = EAFCGD✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✶ ✇❡ s❤♦✇

t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❞✐t ❞✐st❛♥❝❡s d(❆❇❆❈❉✱ ❊❆❋❈●❉) ❛♥❞ d(❊❆❋❈●❉✱
❆❇❆❈❉)✳ ●r❛② ❡♥tr✐❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❞✐t ♦♣❡r❛t✐♦♥ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
❡❞✐t ♣❛t❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞✳ ■❢ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❧❡❢t

❊ ❆ ❋ ❈ ● ❉

✵ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻
❆ ✶ ✶ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺
❇ ✷ ✷ ✷ ✷ ✸ ✹ ✺
❆ ✸ ✸ ✷ ✸ ✸ ✹ ✺
❈ ✹ ✹ ✸ ✸ ✸ ✹ ✺
❉ ✺ ✺ ✹ ✹ ✹ ✹ ✹

❆ ❇ ❆ ❈ ❉

✵ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺
❊ ✶ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺
❆ ✷ ✶ ✷ ✷ ✸ ✹
❋ ✸ ✷ ✷ ✸ ✸ ✹
❈ ✹ ✸ ✸ ✸ ✸ ✹
● ✺ ✹ ✹ ✹ ✹ ✹
❉ ✻ ✺ ✺ ✺ ✺ ✹

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❊❞✐t ♣❛t❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ ❆❇❆❈❉
∗
−→ ❊❆❋❈●❉ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞

❊❆❋❈●❉
∗
−→ ❆❇❆❈❉ ✭r✐❣❤t✮

✶✵



t♦ r✐❣❤t✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡❞✐t ♣❛t❤✿

❼ ·ABACD → EABACD → EAFACD → EAFC·D → EAFCGD

❼ EAFCGD → A·AFCGD → ABAFCGD → ABACGD → ABACD

❋✐♥❛❧❧②✱ s❡✈❡r❛❧ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ❝♦♥❝❡✐✈❛❜❧❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♥❡✇ ❝❡♥tr❡ u ❛❧♦♥❣ t❤❡
❡❞✐t ♣❛t❤✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ ❛r❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤✱ ♦r ❤❡✉r✐st✐❝s ✐❢
✇❡ ✇❛♥t t♦ ❣✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ t❤❡ s❡❡❞✱ ♦r ❢❛✈♦✉r ❧♦♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ❡t❝✳

❼ s✐♠♣❧❡✿ x+ r = y ✭✐❢ k ✐s ❡✈❡♥✱ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ x+ r = y+1✮✳ ◆❛✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥✱ t❤❛t
✇❡ ✇♦✉❧❞ ✉s❡ ✐♥ ❊✉❝❧✐❞✐❛♥ s♣❛❝❡✳ ■t ✏♠✐♥✐♠✐s❡s✑ t❤❡ ♥❡✇ ❜❛❧❧ r❛❞✐✉s✳

❼ s❡❡❞✿ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s ✐♥ t❤❡ ❜❛❧❧✳ ❚❤❡ s❡❡❞ ✐s ♣r✐✈✐❧❡❣❡❞✳

❼ ❧♦♥❣❈❡♥tr❡✿ ✇❡✐❣t❤❡❞ ❜② t❤❡ ♦❧❞ ❝❡♥tr❡ ❧❡♥❣t❤
(

x = d(o, e)×
⌈

d(o,e)
d(o,e)+|o|

⌉

)

✳

❚❤❡ ❧♦♥❣❡r t❤❡ ❝❡♥tr❡✱ t❤❡ ❝❧♦s❡r ✇❡ ❝♦♠❡ t♦ ✐t✳

❼ s❤♦rt❈❡♥tr❡✿ ✇❡✐❣t❤❡❞ ❜② t❤❡ ♦❧❞ ❝❡♥tr❡ ❧❡♥❣t❤
(

x = d(o, e)×
⌈ |o|
d(o,e)+|o|

⌉

)

✳

❚❤❡ ❧♦♥❣❡r t❤❡ ❝❡♥tr❡✱ t❤❡ ❢❛rt❤❡r ✇❡ ♠♦✈❡ ❛✇❛② ❢r♦♠ ✐t✳

❼ r❛♥❞♦♠✿ t❤❡ ♥❡✇ ❝❡♥tr❡ ✐s ♦♥ t❤❡ ♣❛t❤✱ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ (x ∈ [0; d(o, e)])✳

❲❡ ❤❛✈❡ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜❛❧❧s ❝❡♥tr❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜rst ❡①❛♠♣❧❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
♥❡✐t❤❡r ❧❣❣ ♥♦r ❝❣ ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡ r❛❞✐✉s✿ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡
♥❡❛r❡st ❝♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❡♥♦✉❣❤✳ ❲❡ ❛r❡ ♥♦t ❞r✐✈❡♥ ❜② ❡①❛♠♣❧❡s ❛♥②♠♦r❡ ❛♥❞
✇❡ ❧♦s❡ ✐♥ ❞✐✈❡rs✐t②✿ ❡❛❝❤ ❡①❛♠♣❧❡ ❧❡❛❞s t♦ ♦♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❜❛❧❧✳ ❚❤❡s❡ s✉s♣✐❝✐♦♥s ❛r❡
❝♦♥✜r♠❡❞ ✇✐t❤ ♣♦♦r r❡s✉❧ts ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤✐s str❛t❡❣②✳

✺ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥s

❆♠♦♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦✉r ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
✇❡ ✇✐❧❧ ❦❡❡♣ ❣❧♦❜♦♦st✱ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥
t❤❡ ✈♦❧❛t❛✶ s②st❡♠✳

❲❡ ❤❛✈❡ s❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧✿ ✶✵✲❢♦❧❞ ❝r♦ss ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ✶✵ r✉♥s ♦❢
❣❧♦❜♦♦st ♦♥ ❡❛❝❤ ❢♦❧❞✳ ❆ ❣✐✈❡♥ r❡s✉❧t ✐s t❤❡♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✶✵✵ r✉♥s✳

✶❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❣r❛♣♣❛✳✉♥✐✈✲❧✐❧❧❡✸✳❢r✴⑦t♦rr❡✴❘❡❝❤❡r❝❤❡✴❙♦❢t✇❛r❡s✴✈♦❧❛t❛✴

✶✶



✺✳✶ ❯❈■ ❘❡♣♦s✐t♦r② ❞❛t❛s❡ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❛t❛s❡ts ❢r♦♠ t❤❡ ❯❈■ ❘❡♣♦s✐t♦r② ❬✼❪✱
♥❛♠❡❧②✿ t✐❝✲t❛❝✲t♦❡✱ ❜❛❞❣❡s✱ ♣r♦♠♦t❡rs✱ ✉s✲❢✐rst✲♥❛♠❡ ❛♥❞ s♣❧✐❝❡✳ ❲✐t❤
t❤❡s❡ ❢❡✇ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❡ t❛❝❦❧❡ ❛❧♣❤❛❜❡ts ♦❢ s✐③❡ ✸ t♦ ❛❜♦✉t ✸✵✳ ■♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
♣r♦t♦❝♦❧✱ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s s♣❧✐t ✐♥ 90% ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥ 10% ❢♦r t❡st✐♥❣✳ ❖✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦
❝♦♠♣❛r❡ ❣❧♦❜♦♦st ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❧❡❛st ❣❡♥❡r❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s
t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❣r❛♠♠❛t✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞s ✭s✉❝❤ ❛s r♣♥✐ ❬✽❪✮✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥
❚❛❜❧❡ ✷ ✭✇✐t❤ 1 000✱ 10 000 ❛♥❞ 100 000 ❜❛❧❧s✱ 1 000 ❛✉t♦♠❛t❛✱ ❛❧❧ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜②
❣❧♦❜♦♦st✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✮✳

▼✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❞✉❡ t♦ ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ t✐♠❡ ✇✐t❤ ♦✉r ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳
❖♥ ❡❛❝❤ ♣r♦❜❧❡♠✱ ♦♥❡ ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ ❜❡st ♦♥❡✳ ❊♥s❡♠❜❧❡ ♠❡t❤♦❞ ❣✐✈❡s

❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❣❜✲❜ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡✱ t❤❡♥ ❝♦♠❡s
❣❜✲tss✐✳ ❣❜✲③r ✐s ♥♦t ✈❡r② ❣♦♦❞✿ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ 0✲
r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❝❧❛ss ✐s r✐❝❤ ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ♥❡❛r❧② ❧❡❛r♥ ❜② ❤❡❛rt ♦♥ s♦♠❡ ❞❛t❛✳ ❆ ✉♥✐q✉❡
0✲r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❝❛♥ t❤❡♥ s✉❜s✉♠❡ ❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❛t❛ ✇✐t❤♦✉t ❛❝❝❡♣t✐♥❣ ❝♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡s✳
❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ ❜❛❧❧s ♦❢ str✐♥❣s ❛s ❤②♣♦t❤❡s❡s✳

✺✳✷ ❍❛♥❞✇r✐tt❡♥ ❞✐❣✐t ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❡ ◆✐st s♣❡❝✐❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡ ✸✳ ❚❤✐s ❞❛t❛❜❛s❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ 128× 128
❜✐t♠❛♣ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❤❛♥❞✇r✐tt❡♥ ❧❡tt❡rs ❛♥❞ ❞✐❣✐ts✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ s✉❜s❡t ♦❢
❞✐❣✐ts✱ ✇r✐tt❡♥ ❜② ✶✵✵ ❞✐✛❡r❡♥t ✇r✐t❡rs✳ ❊❛❝❤ ❝❧❛ss ✭❢r♦♠ ✵ t♦ ✾✮ ❤❛s ❛❜♦✉t 1 000
✐♥st❛♥❝❡s✱ ❣✐✈✐♥❣ ❛ 10 568 ❞✐❣✐ts ❝♦r♣✉s✳

❆s ✇❡ ❛r❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ ✇♦r❞s✱ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛♥ ♦❝t❛❧ str✐♥❣✱ ✇✐t❤
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✾❪✿ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡❢t ♣✐①❡❧✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❜♦r❞❡r ♦❢
t❤❡ ❞✐❣✐t ✉♥t✐❧ ❣♦✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✳ ❊❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡tt❡r ♦❢
t❤❡ str✐♥❣ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✮✳

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❍❛♥❞✇r✐tt❡♥ ❞✐❣✐t ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ str✐♥❣ ✐s ✏✷✑❂✷✷✷✷✷
✷✹✸✷✹✹✹✹✹✻✻✻✺✻✺✻✺✹✸✷✷✷✷✷✷✷✹✻✻✻✻✻✻✻✻✻✻✵✵✵✵✷✶✷✶✷✶✷✶✵✵✼✻✻✻✻✺✹✻✻✵✵✷✶✵

❲❡ ❛✐♠ ❛t ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❬✶✵❪✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢
❙❊❉✐▲ ❬✶✶❪ ❛♥❞ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❡❞✐t ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① ✐s ❧❡❛r♥t ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛ ❛s

✶✷



❚❛❜❧❡ ✷✿ Pr❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♦♥ ❯❈■ ❘❡♣♦s✐t♦r② ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ❣❜✲▼ ❞❡♥♦t❡s
❣❧♦❜♦♦st ✐♥st❛♥❝✐❡❞ ❜② M ✱ ✇✐t❤ M ❛ k✲❚❙❙ ❛✉t♦♠❛t❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✭tss✐✮✱ ❛
0✲r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✭③r✮✱ ♦r ❛ ❜❛❧❧ ♦❢ str✐♥❣s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✭❇✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❝❡♥tr❡ str❛t❡❣② ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ s✉❜s❝r✐♣t✳

✭r❡❢❡r❡♥❝❡s✮ t✐❝✲t❛❝✲t♦❡ ❜❛❞❣❡s ♣r♦♠♦t❡rs ✜rst✲♥❛♠❡ s♣❧✐❝❡
▼❛❥♦r✐t② ✻✺✳✸✹ ✪ ✼✶✳✹✸ ✪ ✺✵✳✵✵ ✪ ✽✶✳✻✷ ✪ ✺✵✳✷✻ ✪
r♣♥✐ ✾✶✳✶✸ ✪ ✻✷✳✷✹ ✪ ✲ ✽✶✳✹✷ ✪ ✲
tr❛①❜❛r ✾✵✳✽✶ ✪ ✺✼✳✹✽ ✪ ✺✻✳✻✵ ✪ ✽✶✳✸✼ ✪ ✺✽✳✸✸ ✪

r❡❞✲❜❧✉❡ ✾✸✳✽✾ ✪ ✻✶✳✵✾ ✪ ✻✸✳✵✷ ✪ ✽✷✳✽✸ ✪ ✺✹✳✻✺ ✪

✭❣❧♦❜♦♦st ×1 000✮ t✐❝✲t❛❝✲t♦❡ ❜❛❞❣❡s ♣r♦♠♦t❡rs ✜rst✲♥❛♠❡ s♣❧✐❝❡
❣❜✲tss✐ ✾✶✳✹✼ ✪ ✼✷✳✻✾ ✪ ✻✶✳✶✸ ✪ ✽✾✳✺✵ ✪ ✼✽✳✵✼ ✪

❣❜✲③r ✾✽✳✸✻ ✪ ✼✶✳✹✸ ✪ ✺✵✳✵✵ ✪ ✽✸✳✵✼ ✪ ✲

✭❣❧♦❜♦♦st ×1 000✮ t✐❝✲t❛❝✲t♦❡ ❜❛❞❣❡s ♣r♦♠♦t❡rs ✜rst✲♥❛♠❡ s♣❧✐❝❡
❣❜✲❜s✐♠♣❧❡ ✾✷✳✻✹ ✪ ✽✶✳✶✵ ✪ ✽✽✳✺✽ ✪ ✽✼✳✷✹ ✪ ✾✸✳✼✽ ✪

❣❜✲❜s❡❡❞ ✾✷✳✼✼ ✪ ✽✶✳✼✷ ✪ ✽✻✳✶✸ ✪ ✽✼✳✹✺ ✪ ✾✸✳✻✸ ✪
❣❜✲❜❧♦♥❣❈❡♥tr❡ ✾✶✳✵✹ ✪ ✽✶✳✶✷ ✪ ✽✻✳✺✸ ✪ ✽✻✳✽✹ ✪ ✾✸✳✹✽ ✪
❣❜✲❜s❤♦rt❈❡♥tr❡ ✼✹✳✽✾ ✪ ✽✵✳✹✸ ✪ ✽✼✳✺✺ ✪ ✽✻✳✾✺ ✪ ✾✷✳✼✵ ✪
❣❜✲❜r❛♥❞♦♠ ✾✷✳✻✷ ✪ ✽✵✳✹✶ ✪ ✽✼✳✻✸ ✪ ✽✼✳✶✵ ✪ ✾✸✳✼✻ ✪

✭❣❧♦❜♦♦st ×10 000✮ t✐❝✲t❛❝✲t♦❡ ❜❛❞❣❡s ♣r♦♠♦t❡rs ✜rst✲♥❛♠❡ s♣❧✐❝❡
❣❜✲❜s✐♠♣❧❡ ✾✹✳✺✹ ✪ ✽✶✳✸✽ ✪ ✽✽✳✾✵ ✪ ✽✽✳✺✾ ✪ ✾✺✳✶✻ ✪
❣❜✲❜s❡❡❞ ✾✹✳✶✹ ✪ ✽✷✳✵✹ ✪ ✽✻✳✸✵ ✪ ✽✽✳✾✸ ✪ ✾✺✳✷✾ ✪
❣❜✲❜❧♦♥❣❈❡♥tr❡ ✾✹✳✻✾ ✪ ✽✷✳✷✶ ✪ ✽✻✳✼✺ ✪ ✽✾✳✹✼ ✪ ✾✺✳✺✹ ✪
❣❜✲❜s❤♦rt❈❡♥tr❡ ✼✹✳✹✻ ✪ ✽✶✳✶✷ ✪ ✽✽✳✻✸ ✪ ✽✾✳✸✼ ✪ ✾✺✳✽✸ ✪

❣❜✲❜r❛♥❞♦♠ ✾✹✳✻✾ ✪ ✽✶✳✸✾ ✪ ✽✽✳✹✸ ✪ ✽✽✳✽✵ ✪ ✾✺✳✻✸ ✪

✭❣❧♦❜♦♦st ×100 000✮ t✐❝✲t❛❝✲t♦❡ ❜❛❞❣❡s ♣r♦♠♦t❡rs ✜rst✲♥❛♠❡ s♣❧✐❝❡
❣❜✲❜s✐♠♣❧❡ ✾✹✳✹✸ ✪ ✽✶✳✷✶ ✪ ✽✾✳✼✾ ✪ ✽✽✳✼✷ ✪ ✾✻✳✵✺ ✪

❣❜✲❜s❡❡❞ ✾✹✳✷✻ ✪ ✽✶✳✸✾ ✪ ✽✻✳✺✽ ✪ ✽✾✳✶✶ ✪ ✾✺✳✻✹ ✪
❣❜✲❜❧♦♥❣❈❡♥tr❡ ✾✺✳✵✸ ✪ ✽✶✳✾✽ ✪ ✽✼✳✺✽ ✪ ✽✾✳✾✸ ✪ ✾✺✳✻✽ ✪
❣❜✲❜s❤♦rt❈❡♥tr❡ ✼✹✳✹✺ ✪ ✽✶✳✶✸ ✪ ✽✾✳✷✵ ✪ ✽✾✳✽✽ ✪ ✾✻✳✵✷ ✪

❣❜✲❜r❛♥❞♦♠ ✾✹✳✾✵ ✪ ✽✶✳✸✻ ✪ ✽✾✳✵✽ ✪ ✽✾✳✵✻ ✪ ✾✺✳✹✷ ✪
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▼❛r❝ ❙❡❜❜❛♥ ✇✐t❤ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ tr❛♥s❞✉❝❡r ♦♥ 8 000 ✭✐♥♣✉t✱ ♦✉t♣✉t✮ ♣❛✐rs ♦❢ str✐♥❣s
✭t❤❡ ✐♥♣✉t ✐s t❤❡ str✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ s❡t✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t t❤❡ ✶✲♥❡❛r❡st✲♥❡✐❣❤❜♦✉r✮✳
❚❤❡ ✜♥❛❧ ❝❧❛ss ✐s ❣✐✈❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✶✲♥❡❛r❡st✲♥❡✐❣❤❜♦✉r ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
✇❡✐❣❤t❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❧❡❛r♥t✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❦❡♣t t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ✭✶✵✲❢♦❧❞ ❝r♦ss
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✮✱ ✇✐t❤ 10% ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ s❡t✱ 90% ❢♦r t❤❡ t❡st s❡t ✭t❤❡
♠❛tr✐① ♦❢ ❙❊❉✐▲ ❤❛s ❜❡❡♥ ❧❡❛r♥t ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ t❡st ❡①❛♠♣❧❡s✱ t❤✉s ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛ ❜✐❛s
✐♥ ✐ts ❢❛✈♦✉r✮✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳

❚❛❜❧❡ ✸✿ Pr❡❝✐s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ◆✐st s♣❡❝✐❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡ ✸✱ ❢♦r 1 000✱ 10 000 ❛♥❞ 100 000
♣r♦❞✉❝❡❞ ❜❛❧❧s ❜② ❣❧♦❜♦♦st ✭❙❊❉✐▲ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✿ ✾✺✳✽✻ ✪✮

×1 000 ×10 000 ×100 000
❣❜✲❜s✐♠♣❧❡ ✾✷✳✺✾ ✪ ✾✺✳✶✹ ✪ ✾✺✳✺✼ ✪
❣❜✲❜s❡❡❞ ✾✸✳✼✹ ✪ ✾✺✳✼✼ ✪ ✾✻✳✶✻ ✪
❣❜✲❜❧♦♥❣❈❡♥tr❡ ✾✸✳✻✹ ✪ ✾✺✳✽✾ ✪ ✾✻✳✷✷ ✪
❣❜✲❜s❤♦rt❈❡♥tr❡ ✾✷✳✾✷ ✪ ✾✺✳✼✸ ✪ ✾✻✳✶✼✪
❣❜✲❜r❛♥❞♦♠ ✾✸✳✽✶ ✪ ✾✺✳✾✸ ✪ ✾✻✳✷✼ ✪

✺✳✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ s❤♦rt❈❡♥tr❡ ❝♦✉♥t❡r♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ t✐❝✲t❛❝✲t♦❡ ♣r♦❜❧❡♠✱
✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ♦✉r str❛t❡❣✐❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♥❡✇ ❝❡♥tr❡ ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡✳ ◆♦t❡
❛❧s♦ t❤❛t✱ ✇✐t❤ ❢❡✇ ❡①❝❡♣t✐♦♥s✱ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣r♦❞✉❝❡❞ ❜❛❧❧s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❜❛❧❧s ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t❡r♠s
t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r t❡st❡❞ ♠❡t❤♦❞s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♦♥ ❣❡♥♦♠✐❝ ❞❛t❛ ✭♣r♦♠♦t❡rs ❛♥❞ s♣❧✐❝❡

♣r♦❜❧❡♠s✮ ❛♥❞ ♦♥ ❤❛♥❞✇r✐tt❡♥ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ♦✈❡r❝♦♠❡ ❙❊❉✐▲ ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢
♦✉r ♣r♦t♦❝♦❧✳

❇❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ 100 000 ❤②♣♦t❤❡s❡s ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❜❛❧❧s ♦❢ str✐♥❣s✳
■t ✐s ✐♥❝♦♥❝❡✐✈❛❜❧❡ ❢♦r 0✲r❡✈❡rs✐❜❧❡ ♦r k✲❚❙❙ ❛✉t♦♠❛t❛✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ r✉♥s
♦❢ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ t♦♦ ❧♦♥❣ t♦ ❣✐✈❡ s✉❝❤ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❤②♣♦t❤❡s❡s t❤✐s
q✉✐❝❦❧②❀ ✇✐t❤ ❙❊❉✐▲✱ ✐t ✐s t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❛t r❡q✉✐r❡s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❞✐st❛♥❝❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛ ❛r❡ q✉✐❝❦❧②
t❤❡ s❛♠❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❜❛❧❧s ❛r❡ ❞✐✈❡rs❡ ❛♥❞ ❢❛st t♦ ❝♦♠♣✉t❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇✐❞❡
❞✐✈❡rs✐t② ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥t ❢♦r ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❡t❤♦❞ ❬✶✷❪✳

❆♥♦t❤❡r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♦♥ t❤❡ ❜♦r❞❡r
♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥t ❜❛❧❧ ❛♥❞ ✐ts ❝❡♥tr❡ ✐s ♥❡✈❡r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ✇❡ ❝❛♥
❡①♣❧❛✐♥ t❤✐s ❜② ♦✉r ❤②♣♦t❤❡s❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❜❛❧❧s✱
t❤✐s ✐s ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ♥♦t❡✇♦rt❤②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❧❡❛r♥ ❢r♦♠ ♥♦✐s② ❞❛t❛ ✭❛s
✐♥ ❬✶✸❪✮✱ t❤❡ ❝❡♥tr❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛ ♥♦♥✲♥♦✐s② ❞❛t❛✱ ❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐✉s ✐s s❡❡♥ ❛s ❛ ♥♦✐s❡

✶✹



t♦❧❡r❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s r❛t❤❡r ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛
♠❡❞✐❛♥ str✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳

❊①❛♠♣❧❡✳

❖♥ t❤❡ t✐❝✲t❛❝✲t♦❡ ❞❛t❛ s❡t✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❝♦❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜♦❛r❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛t t❤❡
❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✱ ♣♦s✐t✐✈❡s ❡①❛♠♣❧❡s ❜❡✐♥❣ ✏✇✐♥ ❢♦r ①✑✿ ✇❡ ❧❡❛r♥ t❤❡ ❜❛❧❧ ✇✐t❤
r❛❞✐✉s 5 ❛♥❞ ❝❡♥tr❡ ❜❜❜❜✳ ■t ❝♦✈❡rs ♥♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❜✉t 120 ♣♦s✐t✐✈❡ ♦♥❡s✱
❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ❛t ❞✐st❛♥❝❡ 5 ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥tr❡✿ ①①①♦♦❜❜❜❜✱ ①♦❜①❜❜①❜♦✱ ①❜❜♦①❜♦❜①✱
♦❜①❜❜①♦❜①✱ ❜♦①♦①❜①❜❜✱ ❜❜①♦❜①♦❜①✱ ❡t❝✳

❊①❛♠♣❧❡✳

❖♥ t❤❡ ✉s✲❢✐rst✲♥❛♠❡ ❞❛t❛ s❡t✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛♠❡r✐❝❛♥ ✜rst ♥❛♠❡✱ ❝❧❛ss❡s ❜❡✲
✐♥❣ ❢❡♠❛❧❡ ✈❡rs✉s ♠❛❧❡ ✜rst ♥❛♠❡✿ ✇❡ ❧❡❛r♥ t❤❡ ❜❛❧❧ ✇✐t❤ r❛❞✐✉s 7 ❛♥❞ ❝❡♥tr❡
▲❘▲❘❚❙❱❑❈❆✳ ■t ❝♦✈❡rs 346 ❢❡♠❛❧❡ ✜rst ♥❛♠❡s ❜✉t ♥♦ ♠❛❧❡ ✜rst ♥❛♠❡s✳ ❍❡r❡ ❛❣❛✐♥✱
❝♦✈❡r❡❞ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♦♥ t❤❡ ❜♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❜❛❧❧✳

❚❤❡s❡ ❤♦❧❧♦✇ ❜❛❧❧s ❛r❡ ❛❧s♦ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❜❛❧❧s ❱❈✲❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❬✶✹❪✳
❚❤❡♦r❡♠✳ ❬✶✹❪

❚❤❡ ❱❈✲❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❜❛❧❧s✱ ✇✐t❤ ❛ ✷✲❧❡tt❡r ❛❧♣❤❛❜❡t✱ ✐s ✐♥✜♥✐t❡✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ t❛❦❡ n ✇♦r❞s✱ ❛❧❧ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ n✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ t❤❡ it❤ ✇♦r❞ ✐s ♠❛❞❡
✇✐t❤ ♦♥❧② ❛s✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ it❤ ❧❡tt❡r ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❜✳ ▲❡t ✉s s✉♣♣♦s❡ ♥♦✇ t❤❛t t❤❡s❡
✇♦r❞s ❛r❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞✿ k ♣♦s✐t✐✈❡s✱ (n − k) ♥❡❣❛t✐✈❡s✳ ❲❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ ❛ ❜❛❧❧ ❝♦✈❡r✐♥❣
♦♥❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ t❤❡ ❝❡♥tr❡ ✐s t❤❡ ✇♦r❞ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ n t❤❛t ❤❛s ❜s
❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣❧❛❝❡s t❤❛♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ❛s ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ❡❧s❡✱ ❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐✉s
✐s (k − 1)✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥tr❡ ❜②
(k − 1) s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❛t ❞✐st❛♥❝❡ str✐❝t❧② ❣r❡❛t❡r✳

■♥ t❤✐s ♣r♦♦❢✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❜❛❧❧ ❝♦♥t❛✐♥s ♠♦r❡ ✇♦r❞s t❤❛♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡
s❡t ✭t❤✉s t❤❡r❡ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ t❤❛t ✇♦r❞s ❛r❡ ♦♥ t❤❡ ❜♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❜❛❧❧
✭✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❧❡❛r♥t ❜❛❧❧ r❡♠❛✐♥s r❡❧❛t✐✈❡❧② s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡✮✳

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❖✉r ❣♦❛❧ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❜② ❞❡❝✐❞✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ❛
✇♦r❞ ❜❡❧♦♥❣s ✐♥ s♦♠❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦r ♥♦t✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ tr② t♦ ❣✉❡ss ❛ t❛r❣❡t
❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❜② ♠✐♥✐♠✐s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡
❝❧❛ss✐❝❛❧ ❣r❛♠♠❛t✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠
s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ♦✉r ❤②♣♦t❤❡s❡s ❛r❡ ❛✉t♦♠❛t❛ ♦r ❜❛❧❧s ♦❢ str✐♥❣s✱ t❤❛t ✇❡
❝♦♠❜✐♥❡ ✉s✐♥❣ ❣❧♦❜♦♦st ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤r♦✉❣❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❜❡tt❡r
t❤❛♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ r❡q✉✐r❡ ✉s✉❛❧❧② ❧❡ss ❡①❛♠♣❧❡s✿ ✇❡ ❧❡❛r♥ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ ❛✉t♦♠❛t❛ t❤❛t ❛r❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② s✐♠♣❧❡r t❤❛♥ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛✉t♦♠❛t♦♥✳
▲❡✈❡r❛❣✐♥❣ ❣r❛♠♠❛t✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❧❡❛r♥❡rs ✐♥❞✉❝❡s ❣♦♦❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❝❧❛ss✐✜❡rs✳

✶✺



❆❧t❤♦✉❣❤ ❧❡❛st ❣❡♥❡r❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ✉♥✐q✉❡✱ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥
❝♦♣❡ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦♥❡s s✉❝❤ ❛s ❜❛❧❧s ♦❢ str✐♥❣s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❜❛❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡st r❛❞✐✉s ✐s ❝❡rt❛✐♥❧② ❛ttr❛❝t✐✈❡✱
❜✉t ✐ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❜❛❧❧✱
st✐❧❧ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts t❡♥❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✈❛❧✐❞✿ ❜❛❧❧s ♦❢ str✐♥❣s
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ❛r❡ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❛✉t♦♠❛t❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ s❡✲
q✉❡♥❝❡s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❛♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞ ♦♥ t❤❡ ❤❛♥❞✇r✐tt❡♥ r❡❝♦❣✲
♥✐t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❜❛❧❧s ♦❢ str✐♥❣s ✐s ❢❛st s✐♥❝❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡
♦♥ ✇♦r❞s❀ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ❛✉t♦♠❛t❛ ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✭♠❡r❣✐♥❣✱
❞❡t❡r♠✐♥✐s❛t✐♦♥✱ ❡t❝✳✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧❡❛st ❣❡♥❡r❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ✈♦❧❛t❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ✉♥✐q✉❡ ❧❡❛st ❣❡♥❡r❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s
❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥② ♠♦r❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❝❧❛ss❡s✳ ❆♠♦♥❣
♦t❤❡r ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✱ ✇❡ t❤✐♥❦ t❤❛t ♦✉r ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ✇❡✐❣❤t❡❞
❡❞✐t ❞✐st❛♥❝❡✱ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆t ❧❛st✱ ✇❡ ❛r❡
❡♥❝♦✉r❛❣❡❞ ❜② t❤❡ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ❣❡♥♦♠✐❝ ❞❛t❛ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ t❤✐s ✜❡❧❞✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❏❡❛♥✲❈❤r✐st♦♣❤❡ ❏❛♥♦❞❡t ❢♦r
♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✉s t❤❡ r❡s✉❧t ❛❜♦✉t t❤❡ ❱❈ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❜❛❧❧s ❛♥❞ ▼❛r❝ ❙❡❜❜❛♥ ❢♦r t❤❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥s ♦♥ ❤❛♥❞✇r✐tt❡♥ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❙❊❉✐▲✳

❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ♣❛rt✐❛❧❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ▼✐♥✐str② ♦❢ ❍✐❣❤❡r ❊❞✉❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❘❡✲
s❡❛r❝❤✱ ◆♦r❞✲P❛s ❞❡ ❈❛❧❛✐s ❘❡❣✐♦♥❛❧ ❈♦✉♥❝✐❧ ❛♥❞ ❋❊❉❊❘ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❈♦♥tr❛t ❞❡

Pr♦❥❡ts ❊t❛t ❘❡❣✐♦♥ ✭❈P❊❘✮ ✷✵✵✼✲✷✵✶✸✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❆♥❣❧✉✐♥✱ ❉✳✿ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆❈▼ ✷✾✭✸✮
✭✶✾✽✷✮ ✼✹✶✕✼✻✺

❬✷❪ ●❛r❝í❛✱ P✳✱ ❱✐❞❛❧✱ ❊✳✿ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❦✲t❡st❛❜❧❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ✐♥ t❤❡ str✐❝t s❡♥s❡
❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ s②♥t❛❝t✐❝ ♣❛tt❡r♥ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ P❛tt❡r♥ ❆♥❛❧✳
▼❛❝❤✳ ■♥t❡❧❧✳ ✶✷✭✾✮ ✭✶✾✾✵✮ ✾✷✵✕✾✷✺

❬✸❪ ❞❡ ❧❛ ❍✐❣✉❡r❛✱ ❈✳✱ ❏❛♥♦❞❡t✱ ❏✳❈✳✱ ❚❛♥t✐♥✐✱ ❋✳✿ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❢r♦♠
❜♦✉♥❞❡❞ r❡s♦✉r❝❡s✿ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❢❛ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❧❧s ♦❢ str✐♥❣s✳ ■♥ ❈❧❛r❦✱
❆✳✱ ❈♦st❡✱ ❋✳✱ ▼✐❝❧❡t✱ ▲✳✱ ❡❞s✳✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✾t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r✲
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