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▲❡❛r♥✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ r❡❧❛t❡❞ t❛s❦s ❢r♦♠ ❞❛t❛ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❝❛♥ ✐♠♣r♦✈❡
♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡s❡ t❛s❦s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ■♥ t❤✐s
♣❛♣❡r ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ♠✉❧t✐✲t❛s❦ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛❧❧❡❞ ▼❚✲❆❞❛❜♦♦st ✿
✐t ❡①t❡♥❞s ❆❞❛ ❜♦♦st ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❋r❡✉♥❞ ❛♥❞ ❙❝❤❛♣✐r❡✱ ✶✾✾✾❪ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐✲
t❛s❦ s❡tt✐♥❣❀ ✐t ✉s❡s ❛s ♠✉❧t✐✲t❛s❦ ✇❡❛❦ ❝❧❛ss✐✜❡r ❛ ♠✉❧t✐✲t❛s❦ ❞❡❝✐s✐♦♥ st✉♠♣✳
❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ❧❡❛r♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❛s❦s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ s♣❛❝❡✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ r❡❧❛① t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t t❛s❦s
❜❡❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r❧② ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ s♣❛❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ▼❚✲❆❞❛❜♦♦st ❝❛♥
❧❡❛r♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ t❛s❦s ✇✐t❤♦✉t ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ s❤❛r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡
❧❛❜❡❧ s❡t ❛♥❞✴♦r ❡①❛♠♣❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❛s❦s✳ ❆ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❞❡r✐✈❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❆❞❛❜♦♦st✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ t❛s❦s
♦✈❡r ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ t❡①t✉❛❧ ❞❛t❛ s❡ts ✇✐t❤ s♦❝✐❛❧ ❝♦♥t❡①t ✭❊♥r♦♥ ❛♥❞ ❚♦❜❛❝❝♦✮
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✇❤❡♥ ❧❛r❣❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ❜r♦❦❡♥ ✐♥t♦ s♠❛❧❧✱ r❡❛s♦♥❛❜❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s✉❜✲♣r♦❜❧❡♠s
t❤❛t ❛r❡ ❧❡❛r♥❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ❛♥❞ t❤❡♥ r❡❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ♣r♦♣❡r ✇❛②✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐✲
t❛s❦ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛tt❡♠♣ts t♦ ❡①t❡♥❞ t❤✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❬❈❛r✉❛♥❛✱ ✶✾✾✼❪❀ ✐ts ❣♦❛❧ ✐s t♦
✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ r❡❧❛t❡❞ t❛s❦s ❜② ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜❧❡ t♦
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❝r♦ss t❛s❦s✳
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✇♦r❦s✱ ❦✲♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ❬❈❛r✉❛♥❛✱ ✶✾✾✼❪✱ ❛♥❞ s✉♣♣♦rt ✈❡❝t♦r ♠❛❝❤✐♥❡s ❬❊✈❣❡✲
♥✐♦✉ ❛♥❞ P♦♥t✐❧✱ ✷✵✵✹✱ ❩❤❡♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐s ❡①✲
♣❧✐❝✐t❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ s❤❛r❡❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❛s❦s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐✲t❛s❦ s❡tt✐♥❣ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ s❤❛r❡❞ ♣r✐♦rs ❬❘❡♥❞❡rs
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▼♦st ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♠❛❦❡ s♦♠❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ❧✐❦❡ s❤❛r✲
✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❧❛❜❡❧ s❡t ❛♥❞✴♦r ❡①❛♠♣❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❛s❦s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡② ❛r❡ ♦❢t❡♥
❣r♦✉♥❞❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t r❡❧❛t❡❞ t❛s❦s t❡♥❞ t♦ ❜❡❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r❧② ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡
❧❡❛r♥✐♥❣ s♣❛❝❡✳
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❞✉❝✐♥❣ ♥♦✐s❡ ✐♥ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♠❛❦✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ r❡❧❛t❡❞♥❡ss ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t✉r♥s t♦ ❜❡ t♦♦
str♦♥❣ ✐♥ r❡❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤✐s r❡❧❛t❡❞♥❡ss ♠❛② s❤♦✇ ✉♣ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❣r❡❡s
♦r ❡✈❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t s✐❣♥s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✧❧❡❛r♥✐♥❣ s♣❛❝❡✧✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡
✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛t t❤❡ ♠✉❧t✐✲t❛s❦ ❧❡❛r♥❡r ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ r❡❧❛t❡❞♥❡ss ♦❢ t❛s❦s✱ ❧❡❛r♥s
✐ts ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❣r❡❡s ❛♥❞ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡s t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❜✐❛s ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳
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♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❣♦❛❧s✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❜♦♦st✐♥❣ ❤❛s
❜❡❡♥ ❛❧r❡❛❞② ✉s❡❞ ✐♥ ♠✉❧t✐✲t❛s❦ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r ❢❛❝❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❬❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ♦✉rs✱ ✐t ❧❡❛r♥s ❛ s❡t ♦❢ ❜♦♦st❡❞ ❝❧❛ss✐✜❡rs ❛♥❞ ✐s
❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ ❛ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❤♦✇ ♠✉❝❤
❡❛❝❤ ❜♦♦st❡❞ ❝❧❛ss✐✜❡r ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ ❡❛❝❤ t❛s❦✳ ❚❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥✈♦❧✈❡s
❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❊▼✮ t♦ ❧❡❛r♥ ❜♦t❤ t❤❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡rs✳ ❉❛✐ ❡t ❛❧✳ ❬❉❛✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢
❆❞❛❇♦♦st ❬❋r❡✉♥❞ ❛♥❞ ❙❝❤❛♣✐r❡✱ ✶✾✾✾❪ t❤❛t ❝❛♥ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❛
❞✐✛❡r❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ t❡st s❡t✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡✐r
❛♣♣r♦❛❝❤ ❧♦✇❡rs t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✭❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮ t❤❛t ❛r❡
♥♦t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ t❡st s❡t✳
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❆❞❛❜♦♦st✳ ■t ❡①t❡♥❞s ❆❞❛❜♦♦st ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❋r❡✉♥❞ ❛♥❞ ❙❝❤❛♣✐r❡✱ ✶✾✾✾❪ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐✲
t❛s❦ s❡tt✐♥❣✳ ■t ✉s❡s ❛ ♥❡✇ ♠✉❧t✐✲t❛s❦ ✇❡❛❦ ❝❧❛ss✐✜❡r ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♠✉❧t✐✲t❛s❦ ❞❡❝✐s✐♦♥
st✉♠♣ ✭▼❚✲❙t✉♠♣✮✳ ❆♥ ▼❚✲st✉♠♣ ❤❛s ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧❡✈❡❧s✳ ❊❛❝❤ ❧❡✈❡❧ ✐s ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥
st✉♠♣ ❢♦r ♦♥❡ t❛s❦✳ ❚❤✉s ❛♥ ▼❚✲st✉♠♣ ❞❡✜♥❡s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ s♣❛❝❡
❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ t❛s❦s✳ ▼❚✲st✉♠♣s ❛❧❧♦✇ t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡ r❡❧❛t❡❞♥❡ss ❜❡t✇❡❡♥ t❛s❦s
✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t♦
r❡❧❛① t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❧❛❜❡❧s✴❡①❛♠♣❧❡s ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ r❡❧❛t❡❞♥❡ss
❤②♣♦t❤❡s✐s✳

❲❡ ✜rst ✈❛❧✐❞❛t❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ s❡ts✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦
❞❛t❛s❡ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ t❡①t✉❛❧ ❞♦❝✉♠❡♥ts t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ s♦❝✐❛❧ ❢❡❛t✉r❡s
✭❊♥r♦♥ ❛♥❞ ❚♦❜❛❝❝♦✮✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❜✐♥❛r② t❛s❦s ❛♥❞ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ▼❚✲

✷



❆❞❛❜♦♦st ♦✉t♣❡r❢♦r♠s✱ ❢♦r ❜♦t❤ t❛s❦s✱ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡ ✲❛rt ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❙❱▼ ❛♥❞ ❆❞✲
❛❜♦♦st✮✳

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞
❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳ ❚❤❡♥✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡tt✐♥❣s ❛♥❞
r❡♣♦rts t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣❛♣❡r ❛♥❞ ♣r❡s❡♥ts ❢✉t✉r❡
✇♦r❦✳

✷ ▼❚✲❆❞❛❜♦♦st

❋♦r s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✱ ✇❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦s T1 ❛♥❞ T2

❛♥❞ ✇❡ ♣♦st♣♦♥❡ t❤❡ n✲t❛s❦s ❝❛s❡ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ ▲❡t X ❜❡ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ s♣❛❝❡✱
t❤❡ t❛s❦ T1 ✭❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r T2✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ D1 ✐s ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r X ✱
❧❡t f1 : X → Y1 ❜❡ ❛ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❣✐✈❡♥ ❛ s❛♠♣❧❡ S1 = {(x, f1(x)) | x ∈ X}✱
✜♥❞ ❛♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ h1 ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s error(h) = Prx∼D1

[h1(x) 6= f1(x)]✳
❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ❜✐♥❛r② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦s✳

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡ t❛s❦s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❲❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ♠✉❧t✐✲t❛s❦
❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ D ♦✈❡r X × {1, 2}✳ ❚❤❡
✐♥t✉✐t✐✈❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ t❛s❦✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
t❛s❦ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐s✿ ❣✐✈❡♥ ❛ s❛♠♣❧❡ S1 ∪ S2✱ ✜♥❞ ❛♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s h : X → Y1 × Y2

✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s error(h) = Pr<x,i>∼D[hi(x) 6= fi(x)]✱ ✇❤❡r❡ hi(x) ✐s t❤❡ i✲t❤
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ h(x) ❛♥❞ i ∈ {1, 2}✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡rr♦rs ❢♦r t❤❡ t✇♦
♦r✐❣✐♥❛❧ t❛s❦s✳ ❚❤❡ ✇❛② ❡rr♦rs ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ D✱ ✐✳❡✳
♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s D1 ❛♥❞ D2 ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ t✇♦ t❛s❦s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞✳ ❖✉r ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ ♠✉❧t✐✲t❛s❦ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ t♦ ❛❞❛♣t ❆❞❛❜♦♦st ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❇✉t✱ ❜❡❢♦r❡✱
❧❡t ✉s ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✇❡❛❦ ❧❡❛r♥❡rs ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r✳

✷✳✶ ▼✉❧t✐✲t❛s❦ ❲❡❛❦ ❈❧❛ss✐✜❡rs

❲❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ st✉♠♣s ❢♦r ♠✉❧t✐✲t❛s❦ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t st✉♠♣s ❛r❡ ♦♥❡✲❧❡✈❡❧
❞❡❝✐s✐♦♥ tr❡❡s✱ ✐✳❡✳ ❛ st✉♠♣ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ t❡st ♥♦❞❡ ❛♥❞ t✇♦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♥♦❞❡s✳
❚❤✉s✱ t❤❡② ❞❡✜♥❡ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ✇❡❛❦ ❝❧❛ss✐✜❡rs✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡② ❛❧❧♦✇ t♦ ❧❡❛r♥
❛❝❝✉r❛t❡ str♦♥❣ ❝❧❛ss✐✜❡rs ✇❤❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❜♦♦st✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬❋r❡✉♥❞ ❛♥❞ ❙❝❤❛♣✐r❡✱
✶✾✾✻❪✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✇♦ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r
t❤❡ s❛♠❡ t✇♦ ❛ttr✐❜✉t❡s✱ ❜✉t ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❤❛s ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛❜❡❧ s❡t✱ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡
❞✐s❥♦✐♥t✳ ❚❤❡ t✇♦ t❛s❦s ❞♦ ♥♦t s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❣❧♦❜❛❧❧② r❡❧❛t❡❞✱ ❜✉t ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥s
♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ t❤❡② s❤♦✇ ✉♣ ❞✐✛❡r❡♥t s✐❣♥s ♦❢ str♦♥❣ r❡❧❛t❡❞♥❡ss✳

❚❤✉s✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♠✉❧t✐✲t❛s❦✲st✉♠♣s ✭▼❚✲st✉♠♣s✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡
t❤❡ r❡❧❛t❡❞♥❡ss✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ✐t ❞✐✛❡rs ❛❝❝r♦ss t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡✳ ❆♥
▼❚✲st✉♠♣ ❢♦r t✇♦ t❛s❦s ❤❛s t✇♦ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡ ✜rst ❧❡✈❡❧ ✐s t❤❡ r♦♦t ❛♥❞ ✐t ✐s ❛

✸



✭❛✮ ❙❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤❡ ✜rst t❛s❦✳

✭❜✮ ❙❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❛s❦✳

✭❝✮ ❚❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛♥ ▼❚✲st✉♠♣✳ ❚❤❡ ✜rst ❧❡✈❡❧
♦❢ t❤❡ ▼❚✲st✉♠♣ ✐s ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ t❡st ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❛s❦✳ ■ts
s❡❝♦♥❞ ❧❡✈❡❧ ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ ❞❡❝✐s✐♦♥s t❡sts ❢♦r t❤❡ ✜rst t❛s❦✳

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❚✇♦ t❛s❦s r❡s♦❧✈❡❞ ❜② ❛♥ ▼❚✲st✉♠♣✳

✹



x ≤ 10

T2 = ♦

y ≤ 5

T1 = �

②❡s

T1 = △

♥♦

②❡s

T2 = ▽

y ≤ 15

T1 = △

②❡s

T1 = �

♥♦

♥♦

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❆♥ ▼❚✲st✉♠♣✿ ❛ st✉♠♣ ❢♦r t❛s❦ T2 ❛t t❤❡ r♦♦t✱ t✇♦ st✉♠♣s ❢♦r t❛s❦
T1✱ ♦♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s s❛t✐s❢②✐♥❣ x ≤ 10✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❞❡✜♥❡❞
♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s s❛t✐s❢②✐♥❣ x > 10✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡
a = (x = 12, y = 11)✱ t❤❡ ▼❚✲st✉♠♣ ❝❧❛ss✐✜❡s a ❛s × ❢♦r T1 ❛♥❞ ⋄ ❢♦r T2✳

❞❡❝✐s✐♦♥ st✉♠♣ ❢♦r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ t❛s❦s T1 ♦r T2✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❡✈❡❧ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t
t❤❡ t✇♦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❧❡✈❡❧✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♥♦❞❡s✱
✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ st✉♠♣ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r t❛s❦✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ▼❚✲st✉♠♣✱
✇❤❡r❡ t❛s❦ T2 ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛t t❤❡ r♦♦t✱ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❣✐✈❡ ❛ ❢♦r♠❛❧
❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❜✉t ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ❛♥ ▼❚✲st✉♠♣ ❢♦r t✇♦ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦s ♦✈❡r
❧❛❜❡❧ s❡ts Y1 ❛♥❞ Y2 ❞❡✜♥❡s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ h ❢r♦♠ X ✐♥t♦ Y1 × Y2✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣
t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s♣❛❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛♥ ▼❚✲st✉♠♣ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t✇♦
t❛s❦s✳

✷✳✷ ❋♦r♠❛❧ ▼❚✲❆❞❛❜♦♦st

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠✉❧t✐✲t❛s❦ s❡tt✐♥❣ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✇✐t❤ ▼❚✲st✉♠♣s ✉s❡❞ ❛s
✇❡❛❦ ❝❧❛ss✐✜❡rs✳ ❆ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❆❞❛❜♦♦st t♦ ♠✉❧t✐✲
t❛s❦ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ▼❚✲❆❞❛❜♦♦st ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳

❖♥❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❆❞❛❜♦♦st ✐s t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ s❛♠♣❧❡s S1 ❛♥❞ S2 ❢♦r
t❤❡ t✇♦ t❛s❦s T1 ❛♥❞ T2✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡ Si ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❡①❛♠♣❧❡s
❞r❛✇♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ D ♦✈❡r X × {1, 2} ✇✐t❤ i ❛s s❡❝♦♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r✱ ✐♥ ▼❚✲❆❞❛❜♦♦st✱ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦✈❡r S = S1 ∪ S2✳

❆♥♦t❤❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✲t❛s❦ s❡tt✐♥❣✳ ■♥✲
❞❡❡❞✱ ❢♦r ❡❛❝❤ t✱ ❛♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ht ✐s ❛♥ ▼❚✲st✉♠♣✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ht ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠
X ✐♥t♦ Y1 × Y2✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ tr✉❡ ❡rr♦r ♦❢ ht ✇✳r✳t✳ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥s f1 ❛♥❞

✺



f2 ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s error(ht) = Pr<x,i>∼D[h
t
i(x) 6= fi(x)]✱ ✇❤❡r❡ ht

i(x) ✐s t❤❡
i✲t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ht(x)✱ i ∈ {1, 2}✱ ❛♥❞ D ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r X × {1, 2} ✳ ◆♦✇✱
❣✐✈❡♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Dt ♦✈❡r S = S1 ∪ S2✱ t❤❡ ✭❡♠♣✐r✐❝❛❧✮ ❡rr♦r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

❡rr(ht, S,Dt) =
∑

e∈S:♣r❡❞(ht,e) 6=❝❧❛ss(e)

Dt(e)

✇❤❡r❡ ♣r❡❞(ht, e) = ht
i(e) ✐❢ e ∈ Si ❛♥❞ ❝❧❛ss(e) ✐s t❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢ e ✐♥ Si✳ ❚❤❡ ✭❡♠✲

♣✐r✐❝❛❧✮ ❡rr♦r ǫt = ❡rr(ht, S,Dt) ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s
ht ♦♥ t❤❡ t✇♦ s❡ts S1 ❛♥❞ S2 ✇✳r✳t✳ Dt✳

▼❚✲❆❞❛❜♦♦st ✐s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❆❞❛❜♦♦st ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐✲t❛s❦ s❡tt✐♥❣✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡ ▼❚✲❆❞❛❜♦♦st ✐♥❤❡r✐ts ❛❧❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❆❞❛❜♦♦st✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ D1 ♦✈❡r S = S1 ∪ S2✱ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❡rr♦r ✭❡♠♣✐r✐❝❛❧
❡rr♦r ✇✳r✳t✳ D1✮ ❞❡❝r❡❛s❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜♦♦st✐♥❣ ✐t❡r❛t✐♦♥s
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❡rr♦r ✐s ❛t ♠♦st

exp

(

−2
T
∑

t=1

(0.5− ǫt)2

)

◆♦✇✱ ✐t r❡♠❛✐♥s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ✇❡❛❦ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ▼❚✲st✉♠♣s ✐♥ t❤❡
♠✉❧t✐✲t❛s❦ ❧❡❛r♥✐♥❣ s❡tt✐♥❣✱ ✐✳❡✳ ❛ ❧❡❛r♥❡r t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ❤②♣♦t❤❡s✐s ✇✐t❤ ❡rr♦r
str✐❝t❧② ❧❡ss t❤❛♥ 0.5✳

✷✳✸ ❲❡❛❦ ▲❡❛r♥✐♥❣ ▼❚✲st✉♠♣s

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ D′ ♦✈❡r S = S1 ∪ S2✱ ❛ ✇❡❛❦ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ L

♠✉st✱ ❣✐✈❡♥ ❛s ✐♥♣✉t S ❛♥❞ D′✱ ♦✉t♣✉t ❛♥ ▼❚✲st✉♠♣ h s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧
❡rr♦r ❡rr(h, S,D′) ✐s str✐❝t❧② ❧❡ss t❤❛♥ 1

2
✳

❋✐rst✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❛❧✇❛②s ❡①✐sts ❛♥ ▼❚✲st✉♠♣ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
❋♦r t❤✐s✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ▼❚✲st✉♠♣✱ ❛♥❞ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✉❛❧ ▼❚✲st✉♠♣
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝❧❛ss ❛t ❡❛❝❤ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
▼❚✲st✉♠♣✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ ❛♥ ▼❚✲st✉♠♣ ❤❛s ❛♥ ❡rr♦r ǫ✱ ✐ts ❞✉❛❧ ❤❛s
t❤❡ ❡rr♦r 1 − ǫ✳ ❲❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ✜♥❞ ❛♥ ▼❚✲❙t✉♠♣ ✇✐t❤ ❡rr♦r
str✐❝t❧② ✐♥❢❡r✐♦r t♦ 1

2
✳

❙♦ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ✇❡❛❦ ❧❡❛r♥❡r✱ ❝❛❧❧❡❞ ❊①❤❛✉st✐✈❡✲▼❚❙✲▲❡❛r♥❡r✱ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿ ❡♥✉♠❡r❛t❡ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ▼❚✲st✉♠♣s ❛♥❞ ❦❡❡♣ t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ❡rr♦r✳
❚♦ ❡♥✉♠❡r❛t❡ ❛❧❧ ▼❚✲st✉♠♣s✱ t❤❡ ❧❡❛r♥❡r ❧♦♦♣s ♦♥ t❤❡ t✇♦ t❛s❦s ✭❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ ❛t t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ tr❡❡✮✱ t❤❡♥ ✐t ❧♦♦♣s ♦♥ t❤❡ t❤r❡❡ st✉♠♣s t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
❛♥ ▼❚✲st✉♠♣✱ ❧♦♦♣s ♦♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ ❧♦♦♣s ♦♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r
❡❛❝❤ ❛ttr✐❜✉t❡✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② a t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ ❜② v t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡sts ✐s av✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st✉♠♣s ❢♦r ♦♥❡

✻



❋✐❣✉r❡ ✸✿ ▼❚✲❆❞❛❜♦♦st

❘❡q✉✐r❡✿ • T t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜♦♦st✐♥❣ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱

• S1 ❛♥❞ S2 s❛♠♣❧❡s ❢♦r t❤❡ t✇♦ t❛s❦s✱ S = S1 ∪ S2

• ✐♥✐t ✐♥✐t✐❛❧✐③❡s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ D ♦✈❡r S✱

• L ❛ ✇❡❛❦ ❧❡❛r♥❡r t❤❛t r❡t✉r♥s ❛♥ ▼❚✲st✉♠♣ ❣✐✈❡♥ ❛s ✐♥♣✉t S ❛♥❞ ❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ D ♦✈❡r S✱

• ❝❧❛ss r❡t✉r♥s t❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱

• ♣r❡❞ ✇✐t❤ ✐♥♣✉t ❛♥ ▼❚✲st✉♠♣✱ r❡t✉r♥s t❤❡ ❧❛❜❡❧ ✇✳r✳t✳ t❛s❦ i ❢♦r e ∈ Si✱

• ❡rr ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❡rr♦r ♦❢ ❛ ▼❚✲st✉♠♣ ✇✳r✳t✳ S ❛♥❞ ❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ D ♦✈❡r S✳
✶✿ D1 = ✐♥✐t(S) ④✐♥✐t✐❛❧✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥⑥
✷✿ ❢♦r t = 1 t♦ T ❞♦

✸✿ ht = L(S,Dt) ④tr❛✐♥ t❤❡ ✇❡❛❦ ❧❡❛r♥❡r⑥
✹✿ ǫt = ❡rr(ht, S,Dt) ④❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡rr♦r⑥
✺✿ αt = ln(1−ǫt

ǫt
) ④❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✇❡✐❣❤t⑥

✻✿ ❢♦r e ∈ S ❞♦ ④✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥⑥
✼✿ ✐❢ ❝❧❛ss(e) = ♣r❡❞(ht, e) t❤❡♥

✽✿ Dt+1(e) = Dt(e). exp(−αt)
Zt

✾✿ ❡❧s❡

✶✵✿ Dt+1(e) = Dt(e). exp(+αt)
Zt

✶✶✿ ❡♥❞ ✐❢

✶✷✿ ❡♥❞ ❢♦r

✶✸✿ ❡♥❞ ❢♦r

✶✹✿ r❡t✉r♥ ❈❧❛ss✐✜❡r h(x) = ❛r❣♠❛①(y1,y2)
∑T

t=1 α
tht(x)

✼



t❛s❦ ✐s ❛t ♠♦st 2av✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼❚✲st✉♠♣s ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ♦r❞❡r ♦♥ t❤❡ t✇♦ t❛s❦s
✐s ❛t ♠♦st (2av)3✱ ❛♥❞ ❧❛st t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼❚✲st✉♠♣s ✐s ❛t ♠♦st 2(2av)3✳ ▲❡t ✉s
♥♦t❡ t❤❛t ❛❧❧ ▼❚✲st✉♠♣s ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ♦♥❧② ♦♥❡ t✐♠❡ ❜❡❢♦r❡ ❜♦♦st✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡♥✱
❛t ❡❛❝❤ ❜♦♦st✐♥❣ st❡♣✱ ❊①❤❛✉st✐✈❡✲▼❚❙✲▲❡❛r♥❡r ♦♥❧② ❡✈❛❧✉❛t❡s ❡❛❝❤ ▼❚✲st✉♠♣
✇✳r✳t✳ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❲❤❡♥ ❊①❤❛✉st✐✈❡✲▼❚❙✲▲❡❛r♥❡r ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡
▼❚✲st✉♠♣s ✐s t♦♦ ❧❛r❣❡ ❢♦r t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t✱ ✇❡ ✉s❡ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥✳
❲❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛t r❛♥❞♦♠ n ▼❚✲st✉♠♣s ❛♥❞ ❦❡❡♣ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st
❡rr♦r✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❙t♦❝❤❛st✐❝✲▼❚❙✲▲❡❛r♥❡r✳ ❚❤❡ r❛♥❞♦♠ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss ♦❢ ▼❚✲st✉♠♣s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ ✜rst ♣✐❝❦ ✉♣ r❛♥❞♦♠❧② ❛ t❛s❦✱ t❤❡♥
❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ❢❡❛t✉r❡ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❛ st✉♠♣ ❢♦r t❤✐s t❛s❦ ✇❤✐❝❤ ✐s
t❤❡ ✜rst ❧❡✈❡❧ ✐♥ t❤❡ ▼❚✲❙t✉♠♣✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❡✈❡❧✱ ✇❡ s❛♠♣❧❡ ❛
t❛s❦✱ t❤❡♥ t✇♦ r❛♥❞♦♠ st✉♠♣s ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞ ❢♦r t❤✐s t❛s❦✱ ♦♥❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ✉♥❞❡r
t❤❡ ✜rst ❞❡❝✐s✐♦♥ ❧❡❛❢ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❧❡✈❡❧ st✉♠♣ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✉♥❞❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❡❛❢✱
❛♥❞ s♦ ♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❧❡✈❡❧s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❙t♦❝❤❛st✐❝✲▼❚❙✲▲❡❛r♥❡r
❣❡♥❡r❛t❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥ ▼❚✲st✉♠♣ ✇✐t❤ ❡rr♦r ✐♥❢❡r✐♦r t♦ 1

2
✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡

♣r♦✈❡❞ t❤❛t ✐❢ ❛♥ ▼❚✲st✉♠♣ ❤❛s ❛♥ ❡rr♦r ǫ✱ ✐ts ❞✉❛❧ ❤❛s t❤❡ ❡rr♦r 1− ǫ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ▼❚✲st✉♠♣s ❤❛✈❡ ❛♥ ❡rr♦r ❧♦✇❡r t❤❛♥ 0.5✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡ ❢❛✐❧ t♦ ♦❜t❛✐♥
❛ ✇❡❛❦ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛♠♦♥❣ n r❛♥❞♦♠❧② ♣r♦❞✉❝❡❞ ▼❚✲st✉♠♣s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧❡ss
t❤❛♥ (1

2
)n✳ ❚❤✉s ❙t♦❝❤❛st✐❝✲▼❚❙✲▲❡❛r♥❡r ♦✉t♣✉ts ❛♥ ▼❚✲st✉♠♣ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✇❡❛❦

❝❧❛ss✐✜❡r ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❆❧s♦ ❙t♦❝❤❛st✐❝✲▼❚❙✲▲❡❛r♥❡r ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞
s✉❝❤ t❤❛t✱ ✐❢ ♥♦ ✇❡❛❦ ❝❧❛ss✐✜❡r ✐s ❢♦✉♥❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡ n ▼❚✲st✉♠♣s✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss ❝♦♥t✐♥✉❡s ✉♥t✐❧ ❛ ✇❡❛❦ ▼❚✲st✉♠♣ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞✳

▼❛♥② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❞❡❝✐s✐♦♥ tr❡❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡
❜✉t ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳

✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❞❛t❛s❡ts✱ t❤❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥
t❤❡♠ ❜❡❢♦r❡ r❡♣♦rt✐♥❣ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ▼❚✲❆❞❛❜♦♦st ❛♥❞
t✇♦ s✐♥❣❧❡ t❛s❦ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❙❱▼ ❛♥❞ ❆❞❛❜♦♦st ✇✐t❤ ❙t✉♠♣s✳

✸✳✶ ❉❛t❛s❡ts

❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♦♥ ♦♥❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛s❡t ❛♥❞ t✇♦ r❡❛❧ ❞❛t❛s❡ts✳
❚❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ♦♥❡ ✐s ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ 2D ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥s✳ ■t ❤❛s t✇♦ ❜✐♥❛r②
t❛s❦s T1 ❛♥❞ T2

✶✿

✶❋✐❣✉r❡ ✶ s❤♦✇s ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s ❞❛t❛s❡t✳

✽



• T1✿ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❢♦✉r ●❛✉ss✐❛♥s t✇♦ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧❛ss✱ ❡❛❝❤ ●❛✉ss✐❛♥ ❤❛s 50
❡①❛♠♣❧❡s✳

• T2✿ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♦♥❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❡r ❝❧❛ss✱ ❡❛❝❤ ●❛✉ss✐❛♥ ❤❛s 1000 ❡①❛♠♣❧❡s✳

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✱ T1 ✐s ♥♦t ❧✐♥❡❛r❧② s❡♣❛r❛❜❧❡✱ ✇❤❡r❡❛s T2 ✐s✳ ❆ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢
1% ♦❢ ♥♦✐s❡ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r T1 ❛♥❞ 5% ❢♦r T2✳

❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ t❡①t✉❛❧ ❞❛t❛s❡ts ♥❛♠❡❧② ❊♥r♦♥ ❛♥❞ ❚♦✲
❜❛❝❝♦✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❚❘❊❈ ✭❚❡①t ❘❊tr✐❡✈❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✮ ❧❡❣❛❧ tr❛❝❦
❝❤❛❧❧❡♥❣❡✷✳ ▲❛✇s✉✐ts ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❝♦♠♣❛♥✐❡s ❛♥❞✴♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛✈❡ ❤✉❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s
♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✈❛r②✐♥❣ ❢r♦♠ ❤❛r❞ ❝♦♣② ♦✣❝✐❛❧ ❞♦❝✉♠❡♥ts t♦ ❡♠❛✐❧s✳ ❆ ❣r♦✉♣ ♦❢
❧❛✇②❡rs ❛r❡ ❡♥❣❛❣❡❞ t♦ ♠✐♥❡ t❤♦s❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡s ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐✈❡ ❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧❛✇s✉✐t✳ ❈❛s❡ ♠✐♥✐♥❣ ✐s ❝♦st❧②✱
t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❛♥❞ ❝r✐t✐❝❛❧ s✐♥❝❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡
❧❛✇s✉✐t✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❧❡❣❛❧ ❞♦❝✉♠❡♥t ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ✐s ♥♦t ❡❛s✐❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ ❡✈❡♥
✐❢ t❤❡② ✇❡r❡✱ t❤❡② ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❡✛♦rts ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ❤✉❣❡
s✐③❡✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t✇♦ r❡❛❧ ❞❛t❛s❡ts ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✿
❊♥r♦♥ ❛♥❞ ❚♦❜❛❝❝♦✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❚❘❊❈ ❧❡❣❛❧ tr❛❝❦ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❢♦r
t❤❡ ❧❛st ✜✈❡ ②❡❛rs✳

❊♥r♦♥ ❞❛t❛s❡t ✸ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ❡✲♠❛✐❧s s❡♥t ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② s♦♠❡ ✶✺✵ ❛❝❝♦✉♥ts ♦❢
t❤❡ t♦♣ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢ ❊♥r♦♥ ❛♥❞ s♣❛♥♥✐♥❣ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ②❡❛rs✱ t❤❡ t♦t❛❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ✐s ❛❜♦✉t ✷✺✵✱✵✵✵✳ ❆❧♠♦st ♥♦ ❝❡♥s♦rs❤✐♣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
t❤❡ ❝♦♥t❡♥ts✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ✈❛st ✈❛r✐❡t② ♦❢ s✉❜❥❡❝ts r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❜✉s✐♥❡ss r❡❧❛t❡❞
t♦♣✐❝s t♦ str✐❝t❧② ♣❡rs♦♥❛❧ ♠❡ss❛❣❡s✳ ■t ✐s ♥♦ ✇♦♥❞❡r t❤❛t t❤❡ ❊♥r♦♥ ❈♦r♣✉s ♦♣❡♥❡❞
✉♣ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♥❡✇ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s t♦ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❬▼❝❈❛❧❧✉♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✱❙❤❡tt②✱ ✷✵✵✺❪
❛♥❞ ❬❇❡❦❦❡r♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ❪✳

❚♦❜❛❝❝♦ ❞❛t❛s❡t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞♦❝✉♠❡♥ts r❡❧❡❛s❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ t♦❜❛❝❝♦ ▼❛st❡r ❙❡t✲
t❧❡♠❡♥t ❆❣r❡❡♠❡♥t✧ ✭▼❙❆✮✳ ❚❤❡ ▼❙❆ s❡tt❧❡❞ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ❧❛✇s✉✐ts ❜② t❤❡ ❆tt♦r♥❡②s
●❡♥❡r❛❧ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❯❙ st❛t❡s ❛❣❛✐♥st s❡✈❡♥ ❯❙ t♦❜❛❝❝♦ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥s ✭✜✈❡ t♦❜❛❝❝♦
❝♦♠♣❛♥✐❡s ❛♥❞ t✇♦ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥st✐t✉t❡s✮✳ ❚❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❈❛❧✐❢♦r♥✐❛ ❙❛♥ ❋r❛♥❝✐s❝♦
✭❯❈❙❋✮ ▲✐❜r❛r②✱ ✇✐t❤ s✉♣♣♦rt ❢r♦♠ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ▲❡❣❛❝② ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥✱ ❤❛s ❝r❡❛t❡❞
❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t r❡♣♦s✐t♦r②✱ t❤❡ ▲❡❣❛❝② ❚♦❜❛❝❝♦ ❉♦❝✉♠❡♥ts ▲✐❜r❛r② ✭▲❚❉▲✮✱ ❢♦r t♦✲
❜❛❝❝♦ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❬✶✵❪✳ ❚❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s♥❛♣s❤♦t✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥
◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✵✺ ❛♥❞ ❏❛♥✉❛r② ✷✵✵✻✱ ♦❢ t❤❡ ▼❙❆ s✉❜✲❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❚❉▲✳ ❆❢t❡r
r❡❢♦r♠❛tt✐♥❣ ❖❈❘ ❛♥❞ ♠❡t❛❞❛t❛❀ ❛♥❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✇✐t❤ ❢♦r♠❛tt✐♥❣ ♣r♦❜✲
❧❡♠s❀ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✻✱✾✶✵✱✶✾✷ ❞♦❝✉♠❡♥t r❡❝♦r❞s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❳▼▲
❡❧❡♠❡♥ts ❬▲❡✇✐s ❛♥❞ ▲❡✇✐s❈♦♥s✉❧t✐♥❣✱ ✷✵✵✻❪✳

✷❤tt♣✿✴✴tr❡❝✲❧❡❣❛❧✳✉♠✐❛❝s✳✉♠❞✳❡❞✉✴
✸❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝s✳❝♠✉✳❡❞✉✴⑦❡♥r♦♥✴

✾



✸✳✷ Pr❡♣r♦❝❡ss✐♥❣

❊♥r♦♥✿ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❊♥r♦♥ ❞❛t❛s❡t ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s✳ ❚❤❡
✜rst ✐s ❢r♦♠ t❤❡ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ❖❢ ❏✉st✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ❉❖❏ ✹✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s
♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❛ ❧✐st ♦❢ r❡s♣♦♥s✐✈❡ ❡♠❛✐❧s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ tr✐❛❧s ❛❣❛✐♥st t❤❡ t✇♦ ❈❊❖✬s ♦❢
❊♥r♦♥✳ ❚❤✐s s❡t ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♠❛♥✉❛❧❧② ❛♥♥♦t❛t❡❞ ♥♦♥✲r❡s♣♦♥s✐✈❡ ❡♠❛✐❧s ❝♦♥st✐t✉t❡
❛ ❜✐♥❛r② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦✱ ❘❡s♣♦♥s✐✈❡ ❱s✳ ◆♦♥✲r❡s♣♦♥s✐✈❡✱ ✇✐t❤ t♦t❛❧ ♦❢ ✸✼✷
❡♠❛✐❧s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥♥♦t❛t❡❞ s❡t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ st✉❞❡♥ts ♦❢ ❇❡r❦❡❧❡② ❯♥✐✈❡rs✐t②✳
❊♠❛✐❧s ✐♥ t❤✐s s❡t ❛r❡ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ❜② t♦♣✐❝✱ ❢♦r ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✷✺✵ ❡♠❛✐❧s ♣❡r t♦♣✐❝✳
❋✐✈❡ t♦♣✐❝s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✿ ❇✉s✐♥❡ss✱ ▲❡❣❛❧✱ ■♥✢✉❡♥❝❡✱ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥t

❛♥❞ P❡rs♦♥❛❧✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ t✇♦ s❡ts ❛r❡ s♠❛❧❧✱ ❛♥❞ t❤❡② s❤❛r❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
✭❡①✳ ❛ ♣❡rs♦♥❛❧ ❡♠❛✐❧ ✐s ♥♦t ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❛ r❡s♣♦♥s✐✈❡ ❡♠❛✐❧✮✱ s♦ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡♠
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞✱ t❤❛t t❤♦s❡ t✇♦ s❡ts
❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❡①❛♠♣❧❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡
t❛s❦ ♦❢ ❞✐s❝♦✈❡r✐♥❣ r❡s♣♦♥s✐✈❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r ❧✐t✐❣❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐t ❛❧✇❛②s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ✇❡ tr② t♦ ❧❡❛r♥ ✐t ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r
t❛s❦ t❤❛t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ t♦♣✐❝ ❛♥♥♦t❛t❡❞ s❡t✿ ▲❡❣❛❧ ❱s✳ P❡rs♦♥❛❧✱ ❇✉s✐♥❡ss ❱s✳
❆rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛♥❞ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❱s✳ P❡rs♦♥❛❧✳

❊♥r♦♥ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛r❡ ♠✉❧t✐✲♠♦❞❛❧✱ t❤❡② ❤❛✈❡ t❡①t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧
✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞
✉s❡rs ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡✐r ❡♠❛✐❧s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❡①t✉❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ✇❡ ✉s❡ ❛r❡
2200✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝❧✉st❡r ♦❢ s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② s✐♠✐❧❛r ✇♦r❞s✱ ❡✳❣✳✱ tr✐♣✱
❥♦✉r♥❡② ❛♥❞ tr❛✈❡❧✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❢❡❛t✉r❡ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ✇♦r❞s
♦❢ ✐ts ❝❧✉st❡r ♦❝❝✉rr❡❞ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞♦❝✉♠❡♥t✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❡①t✉❛❧ ❢❡❛t✉r❡s✱ ✇❡ ❡①tr❛❝t ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❢❡❛t✉r❡s
t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❦❡② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛❝t♦rs ✭❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♣❧❡❛s❡ s❡❡ ❬❍♦✈❡❧②♥❝❦ ❛♥❞
❈❤✐❞❧♦✈s❦✐✐✱ ✷✵✶✵❪✮✳ ❚♦ tr❛♥s❧❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛❝t♦rs t♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡✲♠❛✐❧s✱
s❡t ♦❢ ✸✼ ❢❡❛t✉r❡s ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❡❛❝❤ ♠❡ss❛❣❡✳ ❆ ♠❡ss❛❣❡ ✐s r❡♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ❜② t❤r❡❡ s❡ts ♦❢ ✶✷ ❢❡❛t✉r❡s✱ t❤❡ ✜rst ✐s t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s❡♥❞❡r✱ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛❧❧ r❡❝❡✐✈❡rs ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ ✐s t❤❡ ♣r♦♣❡r✲
t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♣r♦♠✐♥❡♥t r❡❝❡✐✈❡r ✭✐✳❡✳ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st s♦❝✐❛❧ s❝♦r❡✮✳ ❚❤❡ ❧❛st
❢❡❛t✉r❡ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝❡✐✈❡rs✳

❚♦❜❛❝❝♦✿ ❊❛❝❤ ❞♦❝✉♠❡♥t ✐s ❛♥♥♦t❛t❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧❛❜❡❧s✳ ■♥ t♦t❛❧ t❤❡r❡ ❛r❡
70 ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛❜❡❧s ✇✐t❤ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ 10.000 ❞♦❝✉♠❡♥ts ♣❡r ❧❛❜❡❧✳ ❚♦ ❝♦♥str✉❝t
♠✉❧t✐✲t❛s❦ s❡tt✐♥❣ ❢r♦♠ ♠✉❧t✐✲❧❛❜❡❧✱ ✇❡ ❝❤♦s❡ 4 ❧❛❜❡❧s ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t ❢r♦♠ t❤❡✐r
❞♦❝✉♠❡♥ts t✇♦ ❜✐♥❛r② t❛s❦s✿

• ❚❛s❦✶✿ ❙♠♦❦✐♥❣ ❛♥❞ ❧✉♥❣ ❝❛♥❝❡r ❱s✳ ▼❛r❦❡t✐♥❣ str❛t❡❣②✳

• ❚❛s❦✷✿ ◆✐❝♦t✐♥❡ ❛♥❞ ❛❞❞✐❝t✐♦♥ ❱s✳ ❆❞✈❡rt✐s❡♠❡♥ts✳

✹❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✉s❞♦❥✳❣♦✈✴❡♥r♦♥✴

✶✵



■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ❡❛❝❤ ❝❤♦s❡♥ ❞♦❝✉♠❡♥t ❤❛s ♦♥❡ ❛♥❞ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r
❧❛❜❡❧s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❛s❦s✬ ❞♦❝✉♠❡♥ts✳ ❋♦r ❚♦❜❛❝❝♦✱ ❡❛❝❤
❞♦❝✉♠❡♥t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❜❛❣✲♦❢✲✇♦r❞s ❢❡❛t✉r❡s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ 40200 ❞✐st✐♥❝t ✇♦r❞s
✐♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✇♦r❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❢❡❛t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ✈❛❧✉❡ 1 ✐❢ t❤❡
✇♦r❞ ❡①✐sts ✐♥ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❛♥❞ 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳

✸✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ s❡tt✐♥❣s

❋♦r ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ✐♥✐t(S)✱ ✇❤❡r❡ S = S1 ∪ S2✱ ❛s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ D1

s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ e ∈ S✱ D1(e) = 1
4.|Sk

i
|
✇❤❡r❡ Sk

i ❝♦♥t❛✐♥s ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❝❧❛ss ✭k✮

✐♥ t❛s❦ Ti✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ s❛♠♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1
2
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ t❛s❦s

Ti✱ t❤❡♥ s❛♠♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1
2
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝❧❛ss❡s ✭k✮ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ t❛s❦

❛♥❞ ✜♥❛❧❧② s❛♠♣❧✐♥❣ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠ ✐♥ t❤❡ s❡t Sk
i ✳

❙t♦❝❤❛st✐❝✲▼❚❙✲▲❡❛r♥❡r ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛s t❤❡ ✇❡❛❦ ❧❡❛r♥❡r ❢♦r
▼❚✲❆❞❛❜♦♦st✱ ✇✐t❤ n = 1000 ✭n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❛♥❞♦♠❧② s❛♠♣❧❡❞ ▼❚✲st✉♠♣s
❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ♦❢ ❜♦♦st✐♥❣✮✳

❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ▼❚✲❆❞❛❜♦♦st ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t ✇✐t❤ t✇♦ st❛t❡
♦❢ t❤❡ ❛rt ❙✐♥❣❧❡ ❚❛s❦ ▲❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ ❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡s ❙❱▼ ❛♥❞
❆❞❛❜♦♦st✳ ❚♦ r✉♥ ❙❱▼ ✇❡ ✉s❡ ▲✐❜▲✐♥❡❛r s♦❢t✇❛r❡✺✳ ❲❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❙❱▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧✳ ❈❤♦♦s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧ ❢♦r ♦✉r ❞❛t❛s❡ts ✇❛s ♥♦t ❛r❜✐tr❛r②✱
❜✉t ✐t ✇❛s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ❛ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ ✉s❡ t❤❡♠ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤
❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❞❛t❛ s❡ts ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❤✉❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s t❤❛t ♠❛❦❡s
t❤❡ ❞❛t❛ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❧✐♥❡❛r❧② s❡♣❛r❛❜❧❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦❥❡❝t ✐t t♦ ❤✐❣❤❡r
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡s✱ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❜r✐♥❣
❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳ ❆❞❛❜♦♦st ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❞❡❝✐s✐♦♥s st✉♠♣s ❛s t❤❡ ✇❡❛❦
❧❡❛r♥❡r s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ t❤❡ ❝❧♦s❡st t♦ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❇♦t❤ ▼❚✲❆❞❛❜♦♦st ❛♥❞ ❆❞❛❜♦♦st ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ t✉♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜♦♦st✐♥❣ ✐t❡r❛t✐♦♥s T ✳ ❇② ❞♦✐♥❣ ❈r♦ss ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ❞❛t❛s❡t
✴ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ❝❤♦s❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡rr♦r t❡♥❞s t♦ ❜❡ st❛❜❧❡✳ ❋♦r ❜♦t❤
❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❡ ❝❤♦s❡✱ T = 25 ❢♦r ●❛✉ss✐❛♥ ❞❛t❛✱ T = 300 ❢♦r ❊♥r♦♥ ❛♥❞ T = 150 ❢♦r
❚♦❜❛❝❝♦✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② t❤❛t t❤❡ t❡st ✭❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✮
❡rr♦r ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❛❢t❡r ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t ♦✈❡r✜t ❡✈❡♥ ✇❤❡♥
✉s✐♥❣ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❬❋r❡✉♥❞ ❛♥❞ ❙❝❤❛♣✐r❡✱ ✶✾✾✾❪ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r
❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞✳

✺❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝s✐❡✳♥t✉✳❡❞✉✳t✇✴⑦❝❥❧✐♥✴❧✐❜❧✐♥❡❛r✴

✶✶



❊rr♦r r❛t❡ ❙t❞❉❡✈
T1 ❙❱▼ ✾✳✻✾✽ ✶✳✵✻
T1 ❆❞❛❜♦♦st ✾✳✾✾✾ ✶✳✽✼
T1 ▼❚❆❞❛❜♦♦st ✷✳✷✾✾ ✵✳✹✹

T2 ❙❱▼ ✽✳✻✼✹ ✶✳✸✸
T2 ❆❞❛❜♦♦st ✽✳✶✾✸ ✶✳✸✾
T2 ▼❚❆❞❛❜♦♦st ✽✳✶✷✺ ✵✳✾✻

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❊rr♦r r❛t❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ t✇♦ s②♥t❤❡t✐❝ t❛s❦s✱ T1 ❛♥❞ T2

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❚❡st ❡rr♦r ❝✉r✈❡s ❢♦r ❆❞❛❜♦♦st ❛♥❞ ▼❚✲❆❞❛❜♦♦st ♦♥ t✇♦ ❊♥r♦♥ t❛s❦s✳

✸✳✹ ❘❡s✉❧ts

❲❡ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❡rr♦r r❛t❡ ✭♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♠✐s❝❧❛ss✐✜❡❞ ❡①❛♠♣❧❡s✮ ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ t❡st s❡t✳

●❛✉ss✐❛♥ ❞❛t❛✿ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✱ ▼❚✲❆❞❛❜♦♦st ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❆❞❛❜♦♦st ❛♥❞
❙❱▼ ♦♥ ❜♦t❤ t❛s❦s ✇✐t❤ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦♥ T1 ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t
t❤❛♥ T2✳

❊♥r♦♥✿ ▼❚✲❆❞❛❜♦♦st ❤❛s ❣♦t ❧♦✇❡r ❡rr♦r r❛t❡ t❤❛♥ ❙❱▼ ❛♥❞ ❆❞❛❜♦♦st ♦♥
❊♥r♦♥ t❛s❦s✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✷✱ ✸✱ ❛♥❞ ✹ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹ ✇❡ s❤♦✇ ❡♠♣✐r✐✲
❝❛❧❧② t❤❛t ▼❚✲❆❞❛❜♦♦st r❡❞✉❝❡s t❤❡ t❡st ❡rr♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ❆❞❛❜♦♦st ♦♥ ❜♦t❤ t❛s❦s✱
❛♥❞ ❛s ❆❞❛❜♦♦st✱ ▼❚✲❆❞❛❜♦♦st✬s ❡rr♦r ❜❡❝♦♠❡s st❛❜❧❡ ❛❢t❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ✐t ✐s ❛❧s♦ r♦❜✉st ❛❣❛✐♥st ♦✈❡r✲✜tt✐♥❣✳

❚♦❜❛❝❝♦✿ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ▼❚✲❆❞❛❜♦♦st ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❆❞❛❜♦♦st ❛♥❞ ❙❱▼ ❢♦r t❤❡

✶✷



❊rr♦r r❛t❡ ❙t❞❉❡✈
T1 ❙❱▼ ✶✾✳✽✸✺ ✶✳✾✻
T1 ❆❞❛❜♦♦st ✶✽✳✵✺✾ ✵✳✽✼
T1 ▼❚❆❞❛❜♦♦st ✶✼✳✷✾✹ ✵✳✹✹

T2 ❙❱▼ ✶✽✳✻✻ ✶✳✷✶
T2 ❆❞❛❜♦♦st ✶✸✳✻✷✷ ✶✳✵✾
T2 ▼❚❆❞❛❜♦♦st ✽✳✼✺✼ ✶✳✹✻

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❚✇♦ ❊♥r♦♥ ❚❛s❦s✳ T1✿ ▲❡❣❛❧ ❱s P❡rs♦♥❛❧✱ T2✿ ❘❡s♣♦♥s✐✈❡ ❱s ◆♦♥ ❘❡✲
s♣♦♥s✐✈❡

❊rr♦r r❛t❡ ❙t❞❉❡✈
T1 ❙❱▼ ✷✽✳✻✹✹ ✵✳✽✻
T1 ❆❞❛❜♦♦st ✷✼✳✺✺✻ ✵✳✽✸
T1 ▼❚❆❞❛❜♦♦st ✷✹✳✶✽✸ ✶✳✷✻

T2 ❙❱▼ ✶✽✳✻✻ ✶✳✷✶
T2 ❆❞❛❜♦♦st ✶✸✳✻✷✷ ✶✳✵✾
T2 ▼❚❆❞❛❜♦♦st ✽✳✶✵✽ ✵✳✺✹

❚❛❜❧❡ ✸✿ ❚✇♦ ❊♥r♦♥ ❚❛s❦s✳ T1✿ ❇✉s✐♥❡ss ❱s ❆rr❛♥❣❡♠❡♥t ✱ T2✿ ❘❡s♣♦♥s✐✈❡ ❱s
◆♦♥ ❘❡s♣♦♥s✐✈❡

❊rr♦r r❛t❡ ❙t❞❉❡✈
T1 ❙❱▼ ✶✻✳✻✹✹ ✵✳✽✻
T1 ❆❞❛❜♦♦st ✶✹✳✶✹✸ ✶✳✶✺
T1 ▼❚❆❞❛❜♦♦st ✶✸✳✹✷✾ ✶✳✵✸

T2 ❙❱▼ ✶✽✳✻✻ ✶✳✷✶
T2 ❆❞❛❜♦♦st ✶✸✳✽✸✽ ✵✳✼
T2 ▼❚❆❞❛❜♦♦st ✽✳✻✹✾ ✶✳✷✺

❚❛❜❧❡ ✹✿ ❚✇♦ ❊♥r♦♥ ❚❛s❦s✳ T1✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❱s P❡rs♦♥❛❧ ✱ T2✿ ❘❡s♣♦♥s✐✈❡ ❱s ◆♦♥
❘❡s♣♦♥s✐✈❡

✶✸



❊rr♦r r❛t❡ ❙t❞❉❡✈
T1 ❙❱▼ ✶✹✳✻ ✵✳✺
T1 ❆❞❛❜♦♦st ✶✸✳✹✺ ✵✳✵✺
T1 ▼❚❆❞❛❜♦♦st ✶✷✳✹✺ ✵✳✵✺

T2 ❙❱▼ ✶✺✳✽✺ ✵✳✶✺
T2 ❆❞❛❜♦♦st ✶✺✳✾✷ ✵✳✺✺
T2 ▼❚❆❞❛❜♦♦st ✶✺✳✾✺ ✵✳✹✺

❚❛❜❧❡ ✺✿ t✇♦ ❚♦❜❛❝❝♦ t❛s❦s✳ T1✿ ❙♠♦❦✐♥❣ ❛♥❞ ❧✉♥❣ ❝❛♥❝❡r ❱s✳ ▼❛r❦❡t✐♥❣ str❛t❡❣②
T2✿ ◆✐❝♦t✐♥❡ ❛♥❞ ❛❞❞✐❝t✐♦♥ ❱s✳ ❆❞✈❡rt✐s❡♠❡♥ts

✜rst t❛s❦ ♦❢ ❚♦❜❛❝❝♦✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❡rr♦r r❛t❡ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❛s❦✳ ❘❡s✉❧ts
s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳

✹ ▼✉❧t✐✲t❛s❦ ▲❡❛r♥✐♥❣

❲❡ ♥♦✇ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♠✉❧t✐✲t❛s❦ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ♦✈❡r ✷ t❛s❦s✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ▼❚✲
st✉♠♣s ✇✐t❤ n ❧❡✈❡❧s ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐ss✉❡s ✇❤❡♥ n ✐s ❧❛r❣❡✳
❚❤✉s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ▼❚✲st✉♠♣s ✇✐t❤ t✇♦ ❧❡✈❡❧s ❛s ✇❡❛❦ ❤②♣♦t❤❡s❡s✳ ❙✉❝❤ ❛ t✇♦
❧❡✈❡❧ ▼❚✲st✉♠♣ ❛❜st❛✐♥s ❢♦r t❛s❦s ♥♦t ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ▼❚✲st✉♠♣✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❆❞❛❜♦♦st ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✇❡❛❦ ❤②♣♦t❤❡s❡s t❤❛t
❛❜st❛✐♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❋r❡✉♥❞ ❛♥❞ ❙❝❤❛♣✐r❡ ✐♥ ❬❋r❡✉♥❞ ❛♥❞ ❙❝❤❛♣✐r❡✱ ✶✾✾✼❪✳ ❲❡ ❤❛✈❡
❞❡✜♥❡❞ ❛ ✇❡❛❦ ❧❡❛r♥❡r s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ❛ ▼❚✲st✉♠♣ ❧❡✈❡❧ ❜② ❧❡✈❡❧✳ ❲❤✐❧❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r②
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ✈❡r② ♣r♦♠✐s✐♥❣✱ ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛
♠♦r❡ t❤♦r♦✉❣❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞② ♦❢ ▼❚✲❆❞❛❇♦♦st ✇✐t❤ ❤②♣♦t❤❡s❡s t❤❛t ❛❜st❛✐♥
✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤♦✐❝❡s ❢♦r ✉♣❞❛t✐♥❣ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ❡rr♦r ❢♦r ❤②♣♦t❤❡s❡s t❤❛t ❛❜st❛✐♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ ❤❛✈❡
t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ♦✉r ✇❡❛❦ ❧❡❛r♥❡r ❝❛♥ ✜♥❞ ❛♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✇✐t❤ ❛♥ ❡rr♦r r❛t❡ ❧♦✇❡r
t❤❛♥ ✵✳✺✳ ▲❛st✱ ✇❡ ♠✉st ❞❡s✐❣♥ ♠♦r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥t

❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ♣❛rt✐❛❧❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ▼✐♥✐str② ♦❢ ❍✐❣❤❡r ❊❞✉❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❘❡s❡❛r❝❤✱
◆♦r❞✲P❛s ❞❡ ❈❛❧❛✐s ❘❡❣✐♦♥❛❧ ❈♦✉♥❝✐❧✱ ❋❊❉❊❘ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❈P❊❘ ✷✵✵✼✲✷✵✶✸✱ t❤❡
❋❘❆●❘❆◆❈❊ ♣r♦❥❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ▲❆▼P❆❉❆ ♣r♦❥❡❝t ❝♦✲❢✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ❆s✲

s♦❝✐❛t✐♦♥ ♦♥ ❘❡s❡❛r❝❤ ✲ ❆◆❘✳
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✈♦❧✉♠❡ ✷✽✱ ♣❛❣❡s ✹✶✕✼✺✳

❬❉❛✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ❉❛✐✱ ❲✳✱ ❨❛♥❣✱ ◗✳✱ ❳✉❡✱ ●✳ ❘✳✱ ❛♥❞ ❨✉✱ ❨✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❇♦♦st✐♥❣ ❢♦r
tr❛♥s❢❡r ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ■♥ ■❈▼▲ ✬✵✼✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✹t❤ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡

♦♥ ▼❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✶✾✸✕✷✵✵✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✳ ❆❈▼✳

❬❊✈❣❡♥✐♦✉ ❛♥❞ P♦♥t✐❧✱ ✷✵✵✹❪ ❊✈❣❡♥✐♦✉✱ ❚✳ ❛♥❞ P♦♥t✐❧✱ ▼✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❘❡❣✉❧❛r✐③❡❞
♠✉❧t✐✕t❛s❦ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ■♥ ❑❉❉ ✬✵✹✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ t❡♥t❤ ❆❈▼ ❙■●❑❉❉ ✐♥✲

t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ❛♥❞ ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✶✵✾✕✶✶✼✳
❆❈▼✳

❬❋r❡✉♥❞ ❛♥❞ ❙❝❤❛♣✐r❡✱ ✶✾✾✾❪ ❋r❡✉♥❞✱ ❨✳ ❛♥❞ ❙❝❤❛♣✐r❡✱ ❘✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❆ s❤♦rt ✐♥tr♦✲
❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❜♦♦st✐♥❣✳ ❏❛♣♦♥❡s❡ ❙♦❝✐❡t② ❢♦r ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✶✹✭✺✮✿✼✼✶✕✼✽✵✳

❬❋r❡✉♥❞ ❛♥❞ ❙❝❤❛♣✐r❡✱ ✶✾✾✻❪ ❋r❡✉♥❞✱ ❨✳ ❛♥❞ ❙❝❤❛♣✐r❡✱ ❘✳ ❊✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts
✇✐t❤ ❛ ♥❡✇ ❜♦♦st✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ ■❈▼▲✬✾✻✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✸t❤ ■♥t❡r♥❛✲

t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✶✹✽✕✶✺✻✳

❬❋r❡✉♥❞ ❛♥❞ ❙❝❤❛♣✐r❡✱ ✶✾✾✼❪ ❋r❡✉♥❞✱ ❨✳ ❛♥❞ ❙❝❤❛♣✐r❡✱ ❘✳ ❊✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ❆ ❞❡❝✐s✐♦♥✲
t❤❡♦r❡t✐❝ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥✲❧✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❜♦♦st✐♥❣✳ ❏♦✉r✲
♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❛♥❞ ❙②st❡♠ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✺✺✭✶✮✿✶✶✾✕✶✸✾✳

❬❍♦✈❡❧②♥❝❦ ❛♥❞ ❈❤✐❞❧♦✈s❦✐✐✱ ✷✵✶✵❪ ❍♦✈❡❧②♥❝❦✱ ▼✳ ❛♥❞ ❈❤✐❞❧♦✈s❦✐✐✱ ❇✳ ✭✷✵✶✵✮✳
▼✉❧t✐✲♠♦❞❛❧✐t② ✐♥ ♦♥❡✲❝❧❛ss ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ❲❲❲ ✬✶✵✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡

✶✾t❤ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❲♦r❧❞ ✇✐❞❡ ✇❡❜✱ ♣❛❣❡s ✹✹✶✕✹✺✵✳

❬▲❡✇✐s ❛♥❞ ▲❡✇✐s❈♦♥s✉❧t✐♥❣✱ ✷✵✵✻❪ ▲❡✇✐s✱ ❉✳ ❛♥❞ ▲❡✇✐s❈♦♥s✉❧t✐♥❣✱ ❉✳ ❉✳ ✭✷✵✵✻✮✳
❇✉✐❧❞✐♥❣ ❛ t❡st ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡① ❞♦❝✉♠❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ■♥ ❆❈▼
❙■●■❘✬✵✻✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✾t❤ ❆♥♥✉❛❧ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❆❈▼ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥

❘❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧✱ ♣❛❣❡s ✻✻✺✕✻✻✻✳
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