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Une application typique

Comment peut-on étudier la diffraction des ondes
dans les milieux incluant des fentes minces ?

source

)))
)
onde onde
réfléchie transmise

Un probleme physique avec deux longueurs caracteristiques

La longueur d’'onde X\
La largeur de la fente ¢

o -
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Une application typique

Comment peut-on étudier la diffraction des ondes
dans les milieux incluant des fentes minces ?

source
)J D
onde onde
réfléchie transmise

Une situation asymptotigue:

e A

-
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L_a difficulte numerique

-

Un pas de maillage plus petit que ¢

&

Ceci amene a des calculs colteux
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Un probleme simple

Equation des ondes scalaires :
5’2]?8

‘ Ot?

Régime harmonique:

—Ap = f

OF pe(z,y,t) = exp(—iwt) u*(z,y)

Equation de Helmholtz :
eI

Auf +w?uf =—f inQ°

-
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Un probleme simple

=

Solution sortante a I'infini:

ouv= . C
5, — W < -, pour r grand,
n T

Condition aux limites de Neumann
(mur rigide)

|=>

ou®
on

=0 surofN°

ell

o -
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Un probleme simple

=

Solution sortante a I'infini:

o . _C
—iwu® < =, pour r grand,
on 12
= Condition aux limites de Neumann
(mur rigide)
S
ou =0 suroQ*
on

Avec la condition aux limites de Dirichlet, la transmission
dans la fente est négligeable (o(e*)).

-

Raccordement de développements asymptotiques pour la propagation des ondes dans les milieux comportant des fentes — p.5/3



Une simulation numerique

o .

Y

Neumann Dirichlet

Simulation numérique effectuée avec le code eléments finis
d’ordre élevé (M. Duruflé, INRIA)

o -
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-

Une simulation numerique

Neumann

4
'15

.

a5

a
~05
-1
-18
-2

> ™

= 0.5

Dirichlet

-
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-

Une simulation numerique

Neumann

Ill B ‘
-é -1 a2 i

2

=18

-2

> ™

0.2

-

Dirichlet

4
15
.
a8
- =n
~06
-9
-1E J
-9 -2

- -d -1 a2 a p 3

Lo

%]

b

S

I
il

|
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Une simulation numerique

o .

Neumann Dirichlet

0.1

=18

: -2 -3
-1 a 2 3 -9 -2 -1 2 | 2 3
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Objectifs

o .

#® Deévelopper des methodes de calcul précises
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Objectifs
-

#® Deévelopper des methodes de calcul précises
® Introduction d’'une zone de transition

|
-

o -
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Objectifs
-

#® Deévelopper des methodes de calcul précises
® Introduction d’'une zone de transition

# Une technique appropriée: les développements

asymptotiques raccordes

o Deéfinir de nouveaux modeles approchés permettant de
calculer la solution.

# Maitriser 'utilisation de techniques “universelles” de
L calcul numérigue (raffinement de maillage). J
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Apports aux rac. de dév. asympt.

o .

#® Reformuler les principes de raccord (pas toujours
clairs) proposes par I'’ecole anglo-saxonne.
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Apports aux rac. de dev. asympt.

-

#® Reformuler les principes de raccord (pas toujours
clairs) proposes par I'’ecole anglo-saxonne.

# Justification mathématique de cette technique.
» Meéthode inspirée des techniqgues multi-échelles

s Existence et unicité des termes des
développements asymptotiques.

» Technique plus spécifique: estimations d’erreur.

o -
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Trois zones

NH QLS

v

# Champ lointain (champ 2D)
# Champ proche (couche limite)

# Champ de fente (champ 1D)

-
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Trois zones

Les hypotheses asymptotiques:

e < nule) <€ A e K ngle) < A

e —0 n(e) — 0 n(e)/e — +o0

o -
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Trois zones

N g -

@..

v

Les hypotheses asymptotiques:

e < nule) <€ A e K ngle) < A

e —0 n(e) — 0 n(e)/e — +o0

o -
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Trois zones

N g -

@..

Champ lointain

v

Les hypotheses asymptotiques:

e < nule) <€ A e K ngle) < A

e —0 n(e) — 0 n(e)/e — +o0

o -
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Trois zones

N g -

@..

Champ proche

v

Les hypotheses asymptotiques:

e < nule) <€ A e K ngle) < A

e —0 n(e) — 0 n(e)/e — +o0

o -
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Trois zones

N g -

@..

Champ de fente

v

Les hypotheses asymptotiques:

e < nule) <€ A e K ngle) < A

e —0 n(e) — 0 n(e)/e — +o0

o -
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Trois zones

N g -

@..

lointain et proche

v

Les hypotheses asymptotiques:

e < nule) <€ A e K ngle) < A

e —0 n(e) — 0 n(e)/e — +o0

o -
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Trois zones

N g -

@..

de fente et proche

v

Les hypotheses asymptotiques:

e < nule) <€ A e K ngle) < A

e —0 n(e) — 0 n(e)/e — +o0

o -
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_es temps de la methode

o .

o Dérivation des developpements asymptotiques:
s Partie formelle
» Plusieurs présentations possibles

o -
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_es temps de la methode

o .

o Dérivation des developpements asymptotiques:
s Partie formelle
» Plusieurs présentations possibles

# Description des développements asymptotiques
s Partie rigoureuse

s Deéfinition des termes de développements
asymptotiques

o -
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_es temps de la methode

-

o Dérivation des developpements asymptotiques:
s Partie formelle
» Plusieurs présentations possibles

# Description des développements asymptotiques
s Partie rigoureuse
s Deéfinition des termes de développements

asymptotiques

# Validation mathématique du développement
asymptotique
s Partie rigoureuse
s Estimations d’erreur

o -
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_es temps de la methode

-

2 Dérivation des développements asymptotiques:
s Partie formelle
» Plusieurs présentations possibles

1 Description des développements asymptotiques
s Partie rigoureuse
s Deéfinition des termes de développements

asymptotiques

3 Validation mathéematique du développement
asymptotique
s Partie rigoureuse
s Estimations d’erreur

o -
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Champ lointain

o .

Contexte asymptotique: ey < A
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Champ lointain

Contexte asymptotique: ey < A

UHC\

(z,y)

Pas de normalisation:

X =z, Y =u.
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Champ lointain

=

Contexte asymptotique: ey < A

77H<\ £ — O) A

(z,y) (z,y)

Pas de normalisation:

X =z, Y =u.
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Champ lointain

o .

Contexte asymptotique: ey < A

(z,y) (z,y)
+o00 1—1 |
u = u’ + ZZ@Z (loge)® uf + o(e™), dans .
i=1 k=0
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Champ lointain

o .

Contexte asymptotique: ey < A

77H<\ e — 0 A

(z,y) (z,y)

ou les «* vérifient I'équation de Helmholtz homogéne

Auf + w?uf =0

1

o -
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Champ de fente
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Champ de fente

-
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Champ de fente

Le contexte asymptotique: & <K ng < .

La normalisation: X =z, Y

Y
3

.
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Champ de fente

N Y,

1

scaling
o > >C

ns T ns T

Le contexte asymptotique: & <K ng < .

La normalisation: X =z, Y

Y
3

.
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Champ de fente

N Y, n

1 1

scaling

ns T ns

E%V

Le contexte asymptotique: & <K ng < .

La normalisation: X =z, YV = 2
E

.
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Champ de fente

Y 5 Y, n

1 1

. scallng\ £ 0
® > i > >
ns L s L L

+0o0 1
u®(x,Ye) = Us(x,Y) = ZZ&:Z (log e)® Uk (z,Y) + 0(e*),
1=0 k=0

o -
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Champ de fente

Y 5 Y, n

1 1

scaling

ns T ns T

&V

ol les U¥ vérifient I'équation de Helmholtz 1D:

d2Uk
dx?

+—cuzl]f = 0

o -
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Champ proche
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Champ proche

-
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Champ proche

Contexte asymptotique: ¢ < ng < A, ¢ € ng < A\

La normalisation: X = x Y =

.

Y,

J
3
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Champ proche
-

ns
na] G: 1€

(z,y)

Contexte asymptotique: ¢ < ng < A, ¢ € ng < A\

La normalisation: X = x Y =

.

Y,

J
3
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Champ proche
B -

ns
£

ofF

NH] G= scaling | I 1

(z,y) (X,Y)

Contexte asymptotique: ¢ < ng < A, ¢ € ng < A\

La normalisation: X = x Y =

E

o -
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Champ proche
B o

o [

o

NH G= scaling | I 1 .
(z,9) (X,Y) (X,Y)

Contexte asymptotique: ¢ < ng < A, ¢ € ng < A\

La normalisation: X = x Y =

E

o -
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J
3



Champ proche
B o

ns
£

NH G= scaling | I 1 i .
(z,9) (X,Y) (X,Y)

+o00o 1

ut(eX,eY) = ZZ&: (log )" (XY + o(e™)

1=0 k=0
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-

77HI G=I scallng

(z,y)

o

Champ proche

o [

(X,Y)

(X,Y)

ol les (u,)F vérifient I'équation de Laplace (in)homogéne.

A(“]D)éC

A(Up)f]f

.

0,

k

— w? (Up)z'—2v

Sli=kouk+1,

sinon.

-
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Ordre 0 : u°, (u,), US

Champ lointain:

Chercher «* € H] (Q)tel que:

—Au — W =
ou’
on
«V est sortante.

= 0,

Raccordement de développements asymptotiques pour la propagation des on

dans (2,

sur 0f2,

des dans les milieux col

-

mportant des fentes — p.16/3!



Ordre 0 : u°, (u,)g, U}

|
o

Champ proche:

(up)p (X,Y) = uP(A), dans B;.
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Ordre 0 : u”, (u,)g, Ug

Champ de fente:

Ud(x,Y) = u’(A) expliw x), dans O;.

Raccordement de développements asymptotiques pour la propagation des ondes dans les milieux comportant des fentes 18/3



Ordre 1: uf, (up)Y, (up)i, UY, U}
- =

}

N4

Approximation de la solution exacte :

u ~ u) + el
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Ordre 1: uf, (u,)}, (u,)1, UY, U1

o .
&

N4

Forme explicite de u(l)

O(r,0) = — g W0(A) B (wr),
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Ordre 1: uY, (u,)}, (u,)1, UY, U3

A

p\_ﬁY

X
Bl‘

Approximation de la solution exacte :

-

{ U (eX,eY) = u5(X,Y),

0
us o~ (up)y + € (up)] + € loge (up)i.
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Ordre 1: uY, (u,)}, (u,)1, UY, U3

.
<

X

an

Champ proche :

Chercher (u,)] € H\ (Bi) tel que:

[ A(uy)y = 0, dans B;
\ 0

O(up)7 -
T, 0, sur 05;.
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Ordre 1: ul, (u,), (u,)i, U, U]

o /H/‘_ .

(1)2(9.0) = G-(4) p cost + 5 °(A) [1+ = (logp-+1)] = OC).

1
P

o -
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Ordre 1: ul, (u,), (u,)i, U, U]

o /H/‘_ .

1).

(1)20.0) — G (A)p cost + 5 w0(4) [1+ 2 (logp+9)] = O

Le comportement a I'infini dans la fente:

0 - 0 __
\— (up)] (X,Y) —iwu'(A) X = O(1). J
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Ordre 1: uY, (u,)}, (u,)1, UY, U3
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Ordre 1: uf, (u,)}, (u,)1, UY, U1

-

@

Approximation de la solution exacte :

Ut ~ U3 + Uy + ¢ loge Ui.

{ ut(x,eY) = Us(x,Y),
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Ordre 1: uj, (uy)], (up)1, UY, U}
-

O1

Le champ de fente:

1
Ud(x) = /0 UP(0,Y) dY exp (iwz),
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Ordre 1: uf, (up)Y, (up)1, UY, Ul
- =

O1

Le champ de fente:

Ul(z) = W u(A) exp (iwz).

T
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es champs lointains d’ordre ¢ > 1

»® Les champs «? sont définis dans tout le demi-espace:
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Les champs lointains d’ordre ¢z > 1

»® Les champs «? sont définis dans tout le demi-espace:

#® Les champs lointains u*
s verifient I'équation de Helmholtz homogene
s sont singuliers au voisinage de l'origine
s sont sortants a l'infini

o -
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Les champs lointains d’ordre ¢z > 1

»® Les champs «? sont définis dans tout le demi-espace:

+00
o uk = Zap H]gl)(wr) cos pl
p=0
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Les champs lointains d’ordre ¢z > 1

»® Les champs «? sont définis dans tout le demi-espace:

o uy = ap Hzgl)(wr) cos pd
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.

Les champs lointains d’ordre ¢z > 1

»® Les champs «? sont définis dans tout le demi-espace:

o uy = ap Hzgl)(wr) cos pd

Les a, sont fonctions des termes d’ordre inferieur

-

Raccordement de développements asymptotiques pour la propagation des ondes dans les milieux comportant des fentes — p.26/3t



|_es champs lointains d’ordre ¢ > 1

»® Les champs «? sont définis dans tout le demi-espace:

o uy = ap Hzgl)(w’r) cos pd

Les a, sont fonctions des termes d’ordre inferieur

o -
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|_es champs lointains d’ordre ¢ > 1

»® Les champs «? sont définis dans tout le demi-espace:

o uy = ap Hzgl)(w’r) cos pd

Les a, sont fonctions des termes d’ordre inferieur

o -
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|_es champs proches d’ordre: > 1

® Les (u,)¥(X,Y) sont définis sur le domaine canonique:
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_es champs proches d’ordre : > 1

® Les (u,)¥(X,Y) sont définis sur le domaine canonique:

# par des équations de Laplace:

A(up)¥ =0, (i=Fkouk+1),
Alup)f = —w? (up)i_o, (i 2 k+2),

-
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|_es champs proches d’ordre: > 1

® Les (u,)¥(X,Y) sont définis sur le domaine canonique:

# par des équations de Laplace:

# par des croissances polynomiales a l'infini:

s Les croissances dans le demi-espace sont fonctions
des champs lointains d’ordre inférieur ou égal

o Les croissances dans la fente sont fonctions des
L champs de fente d’ordre inférieur J
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_es champs proches d’ordre : > 1

® Les (u,)¥(X,Y) sont définis sur le domaine canonique:

® Preuve de I'existence-unicité:

» Avec des fonctions de troncature, on retire le
comportement croissant a I'infini des (u,)?

s On utilise la théorie variationnelle “classique”
(espace de Sobolev a poids, Leroux, Hardy,...)

o -
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es champs de fente d’ordre: > 1

=

® Les U¥ sont définis sur le domaine canonique:

Oq

1
o Ul(z) = /0 (up)F(0,Y)dY expiwz
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es champs de fente d’ordre: > 1

=

® Les U¥ sont définis sur le domaine canonique:

X

Oq

#® Les U¥ ne dépendent que de x.

1
o Ul(z) = /() (up)F(0,Y)dY expiwz

-
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Quelgues proprieteés

-

On observe que:

® Plusi— k est grand plus «* est singulier a I'origine:

Termesenr?, p=0,...,i—k—1

o -
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Quelgues proprieteés

-

On observe que:

® Plusi— k est grand plus «* est singulier a I'origine:
Termesenr?, p=0,...,i—k—1
® Plusi— k estgrand plus (u,)’ est croissant:

Termesenp?’, p=0,..,1—k,
Termesen X?, p=0,....1 —k,

o -
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Quelgues proprieteés

o .

On observe que:

® Plusi— k est grand plus «* est singulier a I'origine:
Termesenr?, p=0,...,i—k—1

® Plusi— k estgrand plus (u,)’ est croissant:

Termesenp?’, p=0,..,1—k,
Termesen X?, p=0,....1 —k,

.9 <
# Lorsque l'ordre + augmente, on a O(%) (x3) termes a
calculer...

o -
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Jlagramme de dependance des correcteur

Chaque point correspond au triplet (u?, (up)f, U*).

Raccordeme
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Jlagramme de dependance des correcteur

Chaque point correspond au triplet (u”, (up)f, U*).

Raccordeme
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Ordonnancement naturel des calculs

Chaque point correspond au triplet (u”, (up)f, U*).

.
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Derivation des termes des dév. asympt.
B -

® On recherche la solution sous la forme:

D e(loge)t uy (Champ lointain)
icZ keZ

>N Elloge)k (up); (Champ proche)
icZ keZ

> > E(loge)t UY (Champ de fente)
ieZ keZ

o -
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Derivation des termes des dév. asympt.

f # On recherche la solution sous la forme: T
D e(loge)t uy (Champ lointain)
icZ keZ.
>N Elloge)k (up); (Champ proche)
icZ kez
> > E(loge)t UY (Champ de fente)
icZ keZ

# On injecte les équations volumiques et surfaciques

o -

Raccordement de développements asymptotiques pour la propagation des ondes dans les milieux comportant des fentes — p.32/3t



Derivation des termes des dév. asympt.

o .

® On recherche la solution sous la forme:

D e(loge)t uy (Champ lointain)
icZ keZ

>N Elloge)k (up); (Champ proche)
icZ keZ

> > E(loge)t UY (Champ de fente)
ieZ keZ

# On injecte les équations volumiques et surfaciques

# Obtention des conditions de couplage (la difficulte)

o -

Raccordement de développements asymptotiques pour la propagation des ondes dans les milieux comportant des fentes — p.32/3t



Raccord lointain-proche

=

Dans une zone epaisse du type:

T77H e <Ny < A
= hae .
( @ On traduit le raccord:

(e, 0) = (up) ("2, 0).

A >/
|
Q)

+00
ZZei (log £)* uf(ng, 0 ZZE (log £)" (uy)! (nH,é’)

€4 kel €4 kel
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Raccord lointain-proche

B -
SN e oge)t ik, 0) = YN & (1ogg)k(up)§(”?ﬂ,e)

i€Z kel i€Z ke
ng — 0 — — +o0

On developpe
# l|a série de gauche suivant ng proche de 0
# la série de droite suivant nz /e proche de linfini

On identifie terme a terme les deux séries.

o -
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e couplage entre les champs

o .

# Le couplage champ lointain-champ proche:

Le comportement singulier du champ lointain en l'origine
est couplé avec le comportement croissant du champ
proche a l'infini dans le demi-espace

o -
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e couplage entre les champs

o .

# Le couplage champ lointain-champ proche:
#® Le couplage champ proche-champ de fente

Le comportement croissant du champ proche dans la fente
est couplé avec le comportement a I'origine du champ de
fente (valeurs des dérivées)

T~ | R

o -
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Analyse mathematique

< C " (loge)" || fllz2 (-

H1 (QR,R’ )

o -
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Analyse mathematique
L U o

L LI
L / Bl
vR -
IR
n 1—1
€ 0 1 k  k n+1 n
_ _ 1 ! < 1 2 .
o e (loge)” u; HU@QRRY C e (loge)™ |Ifll2 o
1=1 k=0
p =2 2 < (o) (W) Ly < O (loge)™ I fllzea).
1=0 k=0 1

o -
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Analyse mathematique

[ ]
~~
Y &~

i

R
&
=

A

| R : i
‘R
n 1—1
€ 0 1 k  k n—+1 n
ut —u- — e’ (loge)™ u; < Ce¢ loge)™ | fllr2¢q)-
22 (loge) QR R (loge)™ [|fllz2()
p =2 2 < (o) (W) Ly < O (loge)™ I fllzea).
1=0 k=0 1
[0 = 33 ome) U], gy, = © 7 Q0B S laacon
i=0 k=0

- N
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Idée de la preuve

o -

Nous souhaitons définir une approximation u,, de la solution
exacte qui coincide avec:

# le developpement tronque du champ lointain loin de la
fente dans le demi-espace

n 1—1

ul(zy) = uO,y)+ Y Y & (loge)® ui(x,y)

1=1 k=0

o -
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Idée de la preuve

o -

Nous souhaitons définir une approximation u,, de la solution
exacte qui coincide avec:

# le developpement tronque en champ proche au
voisinage de 'embouchure de la fente

_ 30 (g (1) (2, 2)

1=0 k=0

o -
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Idée de la preuve

o -

Nous souhaitons définir une approximation u,, de la solution
exacte qui coincide avec:

# l|e developpement tronque en champ de fente loin dans
la fente

n ) @' y
uge(e,y) = D03 (loge)t Uz, )

1=0 k=0

o -
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Idée de la preuve

-

Introduction d’une partition de l'unité

W (r,0) = X u® + Xy un© + xXguh©

avec

Xg + Xv + x5 = L.

XN X
_ns(e) _ns(e)
O —_
ng(e)
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Idée de la preuve

o .

Ae% -+ w2 6% — ((5]\7),,61 -+ (5H—N)§,€7, + (55_]\7)%, dans (),

Equation portant sur l'erreur ¢, = u;, — u°

y

9
Oe;,

on

¢, est sortante.

= 0, sur o€,

(0n)5 estrelié a 'approximation de I'équation de Helmholtz
par le champ proche

G
n o
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Idée de la preuve

o .

Ae% -+ w2 6% — ((5]\7),,61 -+ (5H—N)§,€7, + (55_]\7)%, dans (),

Equation portant sur l'erreur ¢, = u;, — u°

y

9
Oe;,

on

¢, est sortante.

= 0, sur o€,

(0g_n)5 estrelié a l'erreur de raccord entre champ lointain
et champ proche

G
n o
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Idée de la preuve

o .

Ae% -+ w2 6% — ((5]\7),,61 -+ (5H—N)§,€7, + (55_]\7)%, dans (),

Equation portant sur l'erreur ¢, = u;, — u°

y

9
Oe;,

on

¢, est sortante.

= 0, sur o€,

(0s_n)5 estrelié a l'erreur de raccord entre champ de fente
et champ proche

G
n o
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Idée de la preuve

o .

Aes + w? e = ((5]\7)% + (5H—N);€v, + (55_]\7)%, dans (2.,

Equation portant sur l'erreur ¢, = u;, — u°

)
on

¢, est sortante.

— 0, sur of).,

Démarche asymptotique classique:

o Stabilité: raisonnement par I'absurde (Helmholtz)

# Consistance: plus spécifique et technique (étude des
singlularités et croissances par séparation de variables)

o -
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Idée de la preuve

estimation d’erreur globale

( | — anHHl(Qf"s) S

nt de développements asymptotiques pour la propagation des ondes dans les milieux comportant des fentes 36/3

e (o) +
o (o) +




Idée de la preuve

o .

estimation d’erreur globale

f =Tl < (@) + () |
| =0 [(n50) + (5) ]

On choisit g (e) et ng(e) pour optimiser cette relation

Nous tirons

o -
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Idée de la preuve

o .

Hug_anHHl(Qf"s) < Ce?

o -
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Idée de la preuve

o .

Hug_ﬂnHHl(Qf"s) < OE% — Hus_anHHl(QR,R’) < Ce

o -
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Idée de la preuve

H“E_ﬂszm(Q?’é) < Ce? — H“g NEHHl (QRR)
Dans la zone de champ lointain:
n 1—1 |
e = utht = u0+zz<€z (loge)® u?
i=1 k=0
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Idée de la preuve

|u _unHHl(Qf’é) <Cet = Hus_anHHl(QR’R’) s Ce

Dans la zone de champ lointain:

n 1—1

~€ He _ 0 1 k  k

U, = U, —u+E E e' (loge)” u;

1=1 k=0

( H,e 3n
€ )

U — Ugp HHl(QR’R’) s Cez

\
H,E H,E n+1 n

-
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Idée de la preuve

|u _“anzl(Qﬁﬁ) <Cet = H“s_anuﬂl(mﬂ’) s Ce

Dans la zone de champ lointain:

n 1—1

e = utht = u0+22575 (log €)® uf

1=1 k=0

( H.e 3n
€ )
< U - USn HHl (QR,R/) < O 5 2
H,E H,€ n+1 n

On conclut par inégalité triangulaire.

-
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Analyse mathematique

S~~~
~~
Y o~

i

SN
IS
N

Q.

| R ! i
‘R
n 1—1
€ 0 1 k  k n—+1 n
ut —u- — e’ (loge)™ u; < Ce¢ loge)™ | fllr2¢q)-
22 (loge) QR R (loge)™ [|fllz2()
p =2 2 < (o) (W) Ly < O (loge)™ I fllzea).
1=0 k=0 1
[0 = 33 ome) U], gy, = © 7 Q0B S laacon
i=0 k=0

- N
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Perspectives

o .

1. Analyse mathematique des fentes finies (phénomenes
de résonance)

Ay

Vs

La difficulté: le résultat de stabilite.

o -
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Perspectives

o .

1. Analyse mathematique des fentes finies (phénomenes
de résonance)

2. Comparaison avec les techniques multi-echelles

o -
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Perspectives
B o

1. Analyse mathematique des fentes finies (phénomenes
de résonance)

2. Comparaison avec les techniques multi-echelles
3. Equations de Maxwell 3D

e

o -
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Perspectives

. Analyse mathématique des fentes finies (phénomenes T
de résonance)

. Comparaison avec les techniques multi-échelles
. Equations de Maxwell 3D

. Domaine temporel (équation d’évolution)

2
%—CQAUZO.

-
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