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Résumé -On considére le probléme de l'interpolation d’un signal d&fsconnu & une certaine résolution. On suppose que le signal appartient
a une classe de signaux caractérisée par des contraintes sur la régularité locatayeni ptre traduites par un certain comportement inter-
échelles des coefficients d’'ondelette. Ces contraintes permettent de prédireffieseats de I'écheller + 1 a partir de ceux des échelles
précédentes. Nous donnons quelques propriétés de cette technique d'itierpotancernant en particulier la régularité Holdérienne du signal
raffiné et son comportement asymptotique. Les résultats théoriques et numéranie=nigue notre méthode permet d’obtenir des signaux ou
des images interpolés de bonne qualité. En particulier, I'aspect visuel de réguladité@égularité est respecté apres interpolation.

1 Introduction I'on atteint de fort taux d'interpolation (i.e. plus grand que 4).
Les méthodes contextuelles essaient de remédier a ce probléeme
en utilisant une technique "d’apprentissage local" : le systéme

Une préoccupation courante en traitement du signal et des imggmmence par créer une base de données en "apprenant " les

ges est l'obtention de données échantillonnées avec la meilleugractéristiques locales de signaux pris dans une classe donnée,

résolution possible. A I'étape d’acquisition, la résolution est li-3 laquelle on suppose que le signal & interpoler appartient aussi.
mitée par divers facteurs, tels que les propriétés physiques @tilise ensuite cette information pour calculer l'interpolation,

capteur ou le codt. Il est donc utile de mettre au point des M&n, comparant les caractéristiques locales du signal a celle de la
thodes permettant d’améliorer la résolution aprés l'acquisitionyzse de données. L'hypothése sous-jacente est que des voisi-

Un cas favorable est celui ou I'on dispose de plusieurs signauxages, dans les signaux de la méme classe, qui se ressemblent

de faible résolution se recouvrant partiellement. L'interpolatiory |5 resolutiom, devraient se ressembler a la résolution 1.

(aussi appelésuperrésolutiorans ce contexte) consiste alors | g plupart des techniques développées jusqu’a maintenant

a combiner ces multiples signaux basse résolution afi n de fofgyffrent d’un certain nombre de problémes communs : le si-

mer un signal haute résolution. gnal interpolé est souvent trop lisse, mais il arrive aussi parfois

Dans le cas général, cependant, on ne dispose que d'un gge trop de détails soient ajoutés, en particulier dans des ré-
gnal pour l'interpolation. Une approche naturelle consiste alorgjons réguliéres. De plus, la création de détails nest pas bien

a compléter les informations issues du signal basse résolutigyntrolée, et on ne peut en général prévoir quel sera I'aspect du

par des connaissancagriori. signal haute résolution. Enfin, les propriétés théoriques de la

Diverses approches ont été proposees dans ce cadre. On pgigthode sont rarement connues.

grossierement les séparer en deux types. Dans le premier, onNous proposons une nouvelle méthode d'interpolation dont

suppose que le signal appartient a une certaine classe fonctiqg-caractéristique principale est de conserver I'aspect visuel

nelle. Par exemple, on admet que le signal original est a bandg,ss;j bien des régions lisses que des régions irréguliéres (e.g.

limitée, ou bien a support compact, .... Ces hypotheses injyptures ou textures). Notre outil principal est I'analyse de la

posent des contraintes sur l'interpolation qui, en pratique, e$kgularité locale : nous commengons par définir une mesure
souvent obtenue en minimisant une fonction de colt compQgje cette régularité locale qui rend raisonnablement compte de
sée de deux termes : le premier assure le fait que le signphspect visuel tout en étant aisément manipulable mathéma-
reconstruit a haute résolution est compatible avec les dO””éQQUement. Cette mesure correspond, & quelques restrictions
observees a basse résolution. Le second terme correspongeghniques prés, a la notion d’exposant de Holder. Il a été

l'information a priori d’appartenance a la classe considéréemantré que les exposants de Hélder correspondent a une no-

Parmi les trés nombreux travaux qui suivent cette approche, Gipn intuitive de la régularité pour les images et les signaux 1D

tons [3, 4, 11, 12, 13, 14]. 71

Le deuxieme type d'approche constitue un nouveau para- Afin de contréler I'interpolation et d’obtenir une implémen-
digme, que 'on pourrait qualifi er deontextuel Il a €té pro-  tation simple, nous avons besoin de supposer que le signal ap-
posé récemment dans des travaux provenant de communaugg§tient & une certaine classe de signaux, qui est assez géné-
diverses (vision par ordinateur, informatique graphique, IA)[2rale. Cette hypothése permet d’estimer facilement I'exposant

1, 5]. Il découle de I'observation du fait que la plupart des mége Hglder & partir des coeffi cients d'ondelette, et assure de plus
thodes classiques ont tendance a trop lisser les signaux dées que



gue cet exposant permet de prédire de fagon pertinente les cogfand nombre de signaux partout irréguliers, tels que la fonc-
fi cients des échelles plus fi nes. tion de Weierstrasy ", ., 27" sin(2"t), h € (0,1), appar-
Notre méthode permet alors de contrbler a la fois la régulatiennent aS. Par contre, les signaux de type "chirp", de la
rité du signal interpolé et I'erreur de reconstruction. Ces deuforme|t|” sin(1/|¢|?), v > 0, 3 > 0 ne sont pas dars.
propriétés sont importantes en pratique : la régularité déter- Le moyen le plus facile de se représenter les éléments de
mine I'apparence visuelle de I'information ajoutée (c'est a direS est peut-étre de considérer leur transformée en ondelette :
le contenu hautes fréquences), et la convergence de l'interpolan chaque point, les "plus gros" coeffi cients sont situés au-
tion signifi e que I'information ajoutée n'est pas trop différentedessus de dans le sens suivant. Considérons une sijitede
de la réalité. coeffi cients telle qué27 tend vers. Alors, siX appartient &
Nous expliguons maintenant heuristiquement le principe de¢,
notre méthode. SoiX le signal d’entrée et; ;, ses coeffi cients
d'ondelette, ouj correspond aux échelles kta la position. liminf jaoolog |d.J’~,k| > liminf jaoolog |djv’f(j=t)|
Si un signal a la régularité au pointt, alors ses coeffi cients —J —J
d'ondeletted; ;) "au-dessus"” deé sont bornés pa€2-7*
ou C est une constanteVj = 1...n,|d; ;| < Cc2-7«,
L'exposanta mesure la régularité dans le sens suivamts 1
traduit un signal lisse, tandis quec]0, 1[ signifi e que le signal
est continu et non différentiable énSi le signal est discontinu
ent mais borné, alora = 0.
Ainsi, si nous souhaitons préserver la régularité, nous devons

imposer le coeffi cient d’ondelette au dessus dd’'échelle su- . . s s .
perrésolue+1 de telle sorte qUEL, .1 x(ms1.0)| < C9—(n+1)a 3 Regularlte et proprletes asymptothues

Pour réaliser I'interpolation, on effectue au-dessus de chaque
point ¢ la régression des coeffi cients d’'ondelette en fonction
de I'échelle. Les paramétres de cette régression permettent de
construire le coeffi cient extrapolé. Aprés reconstruction, on ob-
tient ainsi le signal "superrésolu"”.

Nous donnons deux propriétés de notre méthode d’interpolation.
2 Méthode Voir [8] pour les preuves. On not€” I'espace de Hdolder
d'exposant), et B, , I'espace de Besov d’exposarts p, q).

Soit X le signal original, etX,, = («},...z5.) son échan- Pour un signal échantillonn¥,,, on noteX,, le signal interpolé
tillonnage sur leg™ points(t7,...t%.). Soity une ondelette sur une infi nité de niveaux.

telle que la famille{+); ;. } ; » forme une base orthonormale de »

L. Soientd, ;. les coeffi cients d’ondelette d&. Pourk =  Proposition

1...2", on considére le poirit= £} etd, ;. les coeffi cients SOit X' un signal deC™ pour uny > 0. Alors, pour tout
d'ondelette situés "au-dessus” de lui, i.k(j,t) = E((t — ¢ > 0, il existe N tel que pour touts > N, toutp et tout
1)29+1-1) (E est la partie entiére). Sait, (t) la pente de la ¢ € (t2, %), ax () = a;"(t) € [B—€,8 +¢], 00 B =
régression liminf du vecteutog(ds i1, - - - dn k(n,p))) S€lON  Min(By (47'), Bu(t}'y1))-

(=1,...,—n) (voir [6] pour les régressions de type liminf).
Lorsquen tend vers I'infi ni,«;, (¢) tend vers Iiminf%.

Ce nombre a été considéré dans la littérature [10] sous le no
d’exposant deveak scalinget notés,,. Il s’agit d’'une mesure

de la régularité locale dans le sens suivant. L'exposamtadk
scalingdu signalX ent, est défini par : Ainsi, l'interpolation conserve la régularité locale du signal :
) n sin une zone lisse (resp. irréguliere) reste lisse (resp. irréguliere
fuw = sup{s : 3, X e Ct0+ } apres sur-échar(ltilloanageg D’aut)re part, I’erre(ur epntre Iegsignal)
ou X (=Y représente une primitive d’ordrele X etC;, I'espace interpolé et le "vrai" signal tend vers 0 a une vitesse qui dépend
de Holder ponctuel e,. Lorsque les exposants de Holder de la régularité globale d¥.
local o; et ponctuelo, de X ent coincident, alors g3, est
aussi égal a leur valeur commune (voir [9]). Dans la suite nous
supposerons que nous sommes dans cette configuration. 4n Résultats numériques
d’autres termes, on considére que notre signal appartient a la
classeS définie de la maniére suivante : Nous présentons tout d'abord les résultats obtenus sur un si-
5 gnal mono-dimensionnel. Il s’agit d’un profi | routier fourni par
S={X € L(R),Vt € R, ap(t) = cu(t)} le LCPC de Nantes, dans le cadre d’'une étude sur le frottement
La classeS paraitra probablement abstraite. Mentionnons simPneumatique-chaussee. L'application de la méthode sur un pro-
plement qu'elle contient de nombreux signaux et images wfi | routier permet de compenser 'impossibilité, pour le capteur,
suels”, comme par exemple tous les signaux infi niment lisséi§¢ mesurer les échelles les plus fines du profil, qui sont néan-

(i.e. dansC™) ainsi que les signaux a irrégularités iso|éesmoin§jmportantes pour cara_ctériser le frottgment: Une parti-
du type 3, e It — ta|™, avect, € R,y, € R'. Un cularité de ces profils est qu'ils comportent & Ia} fouides zones
lisses (comme sur la fi gure 2) et des parties irréguliéres (fi gure
*Rappelons queX (t) = inf{a: 36 >0, X € C([t —6&,t+3))} 1). Comme on le voit sur les fi gures, I'interpolation a ajouté de
et quea;X (¢) = liminf 5, o PEIXEEM-FL, o4 Py est un polynome de  nombreux détails sur la zone irréguliére, alors que la zone lisse
degré inférieur ou égal B(cX (t)) n'a pas été perturbée par I'ajout de hautes fréquences.

Proposition

Soit X un élément de5, et supposons qu& € C*. Alors,
N> 0,38 :n>N=||X - X,||s = 02 "=9), De
plus,||X — X, ||p; , = O(27"(*=*7%)) pour touts < a —¢.
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FiG. 1: Interpolation d'un facteur 16 d’'un partie irréguliere

d’'un profi | routier (original en pointillés). De nombreux détails
ont été ajoutés. (6]
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FIG. 2: Interpolation d’un facteur 16 d’un partie réguliére d’un [13]
profil routier (original en pointillés). Le caractére lisse a été
conserve.
[14]

Le dernier exemple est une image représentant une porte ja-
ponaise, dont un détail est zoomé par un facteur 8. Notre mé-
thode est comparée a une interpolation bicubique (fi gures 4, 5,
6 et 7). On peut remarquer que, par rapport a notre méthode,
l'interpolation bicubique induit plus de perturbations le long
des contours, tout en lissant trop I'image dans certaines zones.
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FiGc. 3: Image de porte japonaise. On a encadré en rouge la Fic. 5: Zoom d’un facteur 8 par interpolation bicubique.
zone de I'image sur laquelle nous allons travailler par la suite.

FiG. 4: Détail de I'image qui va étre sur-echantilloné. FiG. 6: Zoom d'un facteur 8 par conservation de la régularité
Hélderienne.



