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Av an t�prop os

La vision par ordinateur est une discipline don t les premi � eres bases th 	 eoriques

on t 	 et 	 e j 	 et 	 ees dans les ann 	 ees ���� Depuis 	 etan t donn 	 e le sp ectre tr � es large

d�applications industrielles militai res a 	 erospatiales et m 	 edicales qui p eut � etre

en visag 	 e la vision par ordinateur a vite fait de d 	 epasser le cadre relativ emen t

restrein t des lab oratoires de rec herc he� Aujourd�h ui rares son t les 	 ecoles d�in�

g 	 enieurs les instituts de tec hnologie ou les �

e

et �

e

cycles univ ersitaires scien�

ti�ques ne prop osan t pas un ou plusieurs cours de vision par ordinateur�

Cet ouvrage s�adresse � a l� 	 etudian t � a l�ing 	 enieur � a l�enseignan t au c herc heur

et � a tous ceux qui d 	 esiren t �

� s�initier au domaine de la vision par ordinateur et � a ces tra v aux de re�

c herc he les plus r 	 ecen ts

� se sp 	 ecialiser dans ce domaine

� acqu 	 erir les connaissances p ermettan t par la suite d�ab order des asp ects

plus tec hniques

� suivre des cours et pr 	 eparer des examens

� enseigner cette discipline�

Les outils fondamen taux de la vision par ordinateur � d 	 etection et seg�

men tation extraction d�indices visuels g 	 eom 	 etrie et calibration des capteurs

st 	 er 	 eoscopie lo calisation et reconnaissance d�ob jets reconstruction traitemen t

d�images v olumiques � son t pr 	 esen t 	 es dans un langage math 	 ematique simple le

souci de base 	 etan t la clart 	 e� L�ouvrage p eut ainsi � etre ab ord 	 e par le n 	 eoph yte

a y an t des connaissances de base en math 	 ematiques et en informatique �niv eau

DEUG ou 	 equiv alen t�� Il sera 	 egalemen t utile au sp 	 ecialiste comme man uel de

r 	 ef 	 erence� L�ouvrage con tien t par ailleurs de nom breux exemples d�utilisation

de la vision par ordinateur dans deux domaines de tec hnologie de p oin te � la

��
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rob otique et l�imagerie m 	 edicale� En�n le texte est compl 	 et 	 e par �
� r 	 ef 	 erences

bibliographiques commen t 	 ees tout le long de l�exp os 	 e�
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Cette deuxi � eme 	 edition de l�ouvrage a 	 et 	 e augmen t 	 ee d�en viron cinquan te pages�

Nous a v ons 	 egalemen t fait un e�ort consid 	 erable d�harmonisation des notations

t� ac he qui n�est pas du tout facile compte ten u de la div ersit 	 e des sujets ab ord 	 es�

Les c hapitres � � � � 
 �� et �� on t 	 et 	 e remani 	 es de la fa� con suiv an te �

Le c hapitre � �D 	 etection de con tours� a 	 et 	 e compl 	 et 	 e par une discussion

quan t � a l�in t 	 er � et de l�isotropie des �ltres de lissage� De plus on d 	 ecrit en d 	 etail

une m 	 etho de p ermettan t la syn th � ese par des �ltres r 	 ecursifs du �ltre gaussien

ainsi que de ses d 	 eriv 	 ees�

Les m 	 etho des d�appro ximatio n p olygonale d 	 ecrites au c hapitre � on t 	 et 	 e

illustr 	 ees par un exemple�

Le c hapitre � �G 	 eom 	 etrie et calibration des cam 	 eras� a subi plusieurs

mo di�cations � la section ������ a 	 et 	 e corrig 	 ee et rendue plus claire la section ����

a 	 et 	 e ra jout 	 ee ce qui p ermettra au lecteur d�ab order facilemen t le cas d�une

�cam 	 era a�ne��

T rois sections du c hapitre � �Vision st 	 er 	 eoscopique� on t subi des mo di�ca�

tions imp ortan tes � les sections ������ �Estimation de la matrice fondamen tale�

������ �Reconstruction� et ������ �Appariemen t par relaxation��

Une m 	 etho de �quasi� lin 	 eaire de calcul de la transformation ob jet�cam 	 era

a 	 et 	 e ra jout 	 ee au c hapitre 
� Cette m 	 etho de p ermet une utilisation judicieuse

d�un mo d � ele simpli� 	 e de cam 	 era �nouv ellemen t in tro duit au c hapitre �� dans

le cadre d�un algorithme it 	 eratif tr � es simple et tr � es p erforman t � section 
���

Le c hapitre �� �Des images v olumiques �D � a la g 	 eom 	 etrie des surfaces�

ab orde d�une mani � ere g 	 en 	 erale le probl � eme de la mo d 	 elisation lo cale d�une

surface� Nous y a v ons ra jout 	 e un exemple d�utilisation de l�appro c he m ulti�

	 ec helle� Cet exemple illustre � a la fois l�in t 	 er � et ainsi que les di�cult 	 es asso ci 	 es

a v ec cette appro c he�

��
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Le c hapitre �� �Des cartes de profondeur � a la g 	 eom 	 etrie des surfaces� a

	 et 	 e sensiblemen t 	 eto� 	 e� Ce c hapitre donne main tenan t une ouv erture � a la fois

sur la caract 	 erisation de surfaces � a partir de cartes de profondeur et sur les

algorithmes les plus r 	 ecen ts d�extraction d�indices visuels�



Chapitre �

In tro duction

���� Qu�est�ce que la vision �

L�espace qui nous en toure a une structure tri�dimensionnelle ��D�� Lorsque

l�on demande � a une p ersonne de d � ecrire ce qu�elle voit � elle n� � eprouv e aucune

di	cult � e � a nommer les ob jets qui l�en touren t 
 t � el � ephone� table� livre � � � Et

p ourtan t l�informa tion qui est r � eellemen t disp onible sur la r � etine des ses y eux

n�est� ni plus ni moins� une collection de p oin ts �en viron un millio n ��� En

c haque p oin t ou pixel �picture elemen t� il y a tout simplemen t une information

qui donne une indication quan t � a la quan tit � e de lumi � ere et la couleur qui

pro viennen t de l�espace en vironnan t et qui on t � et � e pro jet � ees � a cet endroit de

la r � etine� Le t � el � ephone� la table ou le livre n �existent p as sur la r � etine� Guid � e

�a la fois par l�information co d � ee dans l�image �ou la r � etine� et par ses propres

connaissances� le pro cessus visuel c onstruit des p ercepts� Le t � el � ephone ou le livre

son t le r � ep onses �nales� r � esultan t d�un pro cessus d�interpr � etation qui fait partie

in t � egran te du syst � eme de vision� De plus� il n�y a pas de corresp ondance terme

�a terme en tre l�information sensorielle �la lumi � ere et la couleur� et la r � ep onse

�nale �des ob jets �D�� Le syst � eme de vision doit fournir les connaissances

n � ecessaires a�n de p ermettre une in terpr � etation non am bigu  e�

���� Comprendre la vision

Il n�est pas su	san t de constater qu�un probl � eme est complexe� Encore

faut�il essa y er de le comprendre dans ces moindres d � etails et de prop oser une

solution�

��
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La vision a suscit � e l�in t � er � et de nom breux scien ti�ques et philosophes depuis

d � ej� a tr � es longtemps� P armi ceux�ci� les neurobiologistes m � enen t des rec herc hes

th � eoriques et exp � erimen tales a�n d�essa y er de comprendre l�anatomie et le

fonctionnemen t du cerv eau dans son ensem ble� Ils on t d � ecouv ert une structure

tr � es complexe qui est loin de leur a v oir r � ev � el � e tous ses secrets� La t� ac he des

neurobiologistes sem ble � etre � a la fois grandiose et illusoire� Grandiose� parce

que le cerv eau est une des plus complexes inventions de la nature� Il reste et

restera p our longtemps le bastion encore inconn u que les sciences h umaines

se prop osen t de conqu � erir� Illusoire� car on ne conna � �t pas ses limites� Ces

limites ne son t�elles par rep ouss � ees � a c haque d � ecouv erte � Da vid Hub el ��� � a

merv eilleusemen t bien exprim � e ce parado xe 
 L e c erve au p eut�il c ompr endr e le

c erve au �

Av ec la naissance de mac hines de calcul de plus en plus sophistiqu � ees� un

certain nom bre de scien ti�ques se son t attaqu � es au probl � eme de la vision d�un

p oin t de vue quan titatif 
 est�il p ossible de construire un mo d � ele c omputationnel

p our la p erception visuelle � A tten tion 
 il ne s�agit pas de fournir une explica�

tion de commen t marc he la vision biologique mais de cr � eer un mo d � ele qui�

vu de l�ext � erieur� p oss � ede des propri � et � es sem blables�

Ce mo d � ele arti�ciel p eut�il � etre d�une utilit � e quelconque quan t � a la vision

biologique � P eut�il constituer la base d�une nouv elle tec hnologie � des machines

qui voient �

Il est certainemen t trop t� ot p our r � ep ondre � a ces questions et p our tirer des

conclusions� Malgr � e les e�orts non n � egligeables� il y a tr � es p eu de r � esultats

con v aincan ts� Nous p ensons que deux d � emarc hes doiv en t � etre suivies sim ulta�

n � emen t 


� essa y er d� � elab orer une th � eorie de la vision par ordinateur qui doit nous

guider � a long terme �

� ten ter de r � esoudre des probl � emes sp � eci�ques dans le cadre de cette th � eo�

rie 
 de tels r � esultats partiels p ermettraien t de con�rmer ou au con traire de

mettre en cause certains asp ects de la th � eorie�

���� Une th � eorie de la vision

L� � elab oration d�une th � eorie scien ti�que demande trois � etap es 


�� � enoncer la th � eorie� sp � eci�er et � elab orer les concepts de base 
 ces concepts

doiv en t exprimer le cadre formel qui est � a la base de la th � eorie�
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�� exprimer ces concepts sous forme math � ematique�

�� r � ealiser un ensem ble exp � erimen tal qui p ermette de v � eri�er la th � eorie�

V oici commen t la vision par ordinateur p eut s� � enoncer bri � ev emen t dans les

termes de ce paradigme� La vision est un pro cessus de traitemen t de l�informa �

tion� Elle utilise des strat � egies bien d � e�nies a�n d�atteindre ses buts� L�en tr � ee

d�un syst � eme de vision est constitu � ee par une s � equence d�images� Le syst � eme

lui�m � em e app orte un certain nom bre de connaissances qui in terviennen t � a tous

les niv eaux� La sortie est une description de l�en tr � ee en termes d�ob jets et de

relations en tre ces ob jets�

Deux t yp es de strat � egies son t mises en jeu 
 ascendan tes et descendan tes� Les

strat � egies ascendan tes ten ten t de construire � a partir de l�informatio n sensorielle

une repr � esen tation la plus abstraite p ossible �par exemple� un ensem ble de

primitiv es g � eom � etriques �D�� Les strat � egies descendan tes d � eduisen t � a partir de

l�ensem ble d�ob jets conn us par le syst � eme une description compatible a v ec les

primitiv es extraites de l�image� Il est alors p ossible de mettre en corresp ondance

la repr � esen tation extraite de l�image a v ec les descriptions des ob jets a�n de

d � ecrire les donn � ees sensorielles en termes de ces ob jets�

Les connaissances mises en jeu p euv en t � etre de trois t yp es 
 ph ysiques�

g � eom � etriques et s � eman tiques� Les lois ph ysiques imp osen t des con train tes aux

signaux lumineux qui partan t d�une source� tra v ersen t la sc � ene et se pro jetten t

sur l�imag e� La gra vitation imp ose � a la sc � ene �et donc � a l�imag e� une structure

h � et � erog � ene 
 pr � ep ond � erance de lignes v erticales et horizon tales p our ne citer

qu�un exemple� La forme des ob jets �l�ensem ble de ses surfaces� et la g � eom � etrie

de la formation de l�imag e imp osen t des con train tes tr � es strictes quan t aux

structures susceptibles d� � etre pr � esen tes dans l�ima ge� A un niv eau plus � elev � e�

un ob jet p eut � etre d � ecrit par sa fonction dans le con texte d�un raisonnemen t

sym b olique� Cette fonction n�est pas directemen t mesurable dans l�image� On

devrait p ouv oir d � eriv er des con train tes sur la forme et l�emplacemen t d�un ob jet

�a partir de sa fonction� P ar exemple� le mot chaise d � esigne une classe d�ob jets

r � eels �un ob jet r � eel est un ob jet qui o ccup e une place dans l�espace ph ysique��

Cep endan t il y a une grande v ari � et � e de c haises quan t � a la forme et � a la couleur

p our ne citer que deux propri � et � es� Quelles son t les propri � et � es comm unes � a toutes

les c haises� mesurables dans l�image �

L� � etap e suiv an te consiste � a exprimer ces strat � egies et connaissances dans le

cadre d�un formalism e math � ematique et � a construire les algorithmes corresp on�
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dan ts� Les p erformances de ces algorithmes doiv en t corresp ondre aux qualit � es

exig � ees d�un tel syst � eme 
 la r e c onnaissanc e visuel le doit � etr e �able et r apide �

��	� Le paradigme de Da vid Marr

V ers la �n des ann � ees ��� Da vid Marr ���� � a prop os � e un mo d � ele calculatoire

p our le traitemen t et la repr � esen tation de l�information visuelle� V oici quels son t

les principaux traits de ce paradigme 


� �a partir d�une ou de plusieurs images un pro cessus d�extraction de carac�

t � eristiques pro duit un description en termes d�attributs bi�dimensionnels � ce

niv eau de repr � esen tation est app el � e pr emi � er e � eb auche �primal sk etc h� �

� la premi � ere � ebauc he constitue l�en tr � ee d�un certain nom bre de pro cessus

plus ou moins ind � ep endan ts qui calculen t des propri � et � es tri�dimensionnelles

lo cales relativ es � a la sc � ene � il s�agit d�une repr � esen tation cen tr � ee sur l�observ a�

teur� app el � ee � eb auche ��	D � ces pro cessus op � eren t sur une s � equence d�images

�analyse du mouv emen t� sur une paire d�images �st � er � eoscopie� ou sur une seule

image� Dans ce dernier cas il s�agit de pro cessus d�inf � erence qui utilisen t des

connaissances g � eom � etriques �analyse des con tours�� g � eom � etriques et statistiques

�analyse des textures�� photom � etriques �analyse des om brages� ou colorim � e�

triques �analyse des re�ets� �

� l� � ebauc he ���D est mise en corresp ondance a v ec des connaissances �D

a�n de construire une description de la sc � ene en termes d�ob jets et de relations

en tre les ob jets � il s�agit main tenan t d�une repr � esen tation c entr � ee sur la sc � ene

�la description ne d � ep end plus de la p osition de l�observ ateur��

��
� Segmen tatio n� reconstruction � reconnaissance

En pratique� le paradigme de Da vid Marr se traduit par trois � etap es de

traitemen t 
 segmen tation� reconstruction et reconnaissance�

La segmen tation d�images � etan t la pierre de base de tout syst � eme de vision�

de nom breux tra v aux lui on t � et � e consacr � es� La div ersit � e des images� la di	cult � e

du probl � eme� les origines v ari � ees des c herc heurs� l� � ev olution de la puissance de

calcul des ordinateurs� et un certain empirisme dans l� � ev aluation des r � esultats

on t conduit � a l�in tro duction d�une m ultitude d�algorithmes�
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Quelle que soit son origine� une image constitue une repr � esen tation d�un

univ ers comp os � e d�en tit � es 
 ob jets dans une sc � ene d�in t � erieur� cellules� surfaces

sismiques� organes du corps h umain � � � Le but de toute m � etho de de segmen�

tation est l�extraction d�attributs caract � erisan t ces en tit � es� Les attributs � etudi � es

corresp onden t � a des p oin ts d�in t � er � et ou � a des zones caract � eristiques de l�image 


con tours et r � egions� La d � etection des con tours �c hapitre �� implique la rec herc he

des discon tin uit � es lo cales de la fonction des niv eaux de gris de l�image� La seg�

men tation des con tours �c hapitre �� consiste � a appro ximer les con tours par des

repr � esen tations analytiques� telles que des droites ou des coniques� L�extraction

de r � egions �c hapitre �� revien t � a d � eterminer des zones homog � enes en niv eaux

de gris de l�image� P ar exemple� dans le cas d�images r � eelles� les con tours cor�

resp onden t aux fron ti � eres des ob jets et les r � egions � a leurs surfaces� Ces deux

appro c hes �con tour� et �r � egion� son t duales en ce sens qu�une r � egion d � e�nit

une ligne par son con tour� et qu�une ligne ferm � ee d � e�nit une r � egion� Elles am � e�

nen t cep endan t � a des algorithmes compl � etemen t di� � eren ts et ne fournissan t pas

les m � emes r � esultats� Cette dualit � e est cep endan t p eu exploit � ee dans la plupart

des m � etho des existan tes�

Un autre asp ect de la segmen tation est celui qui consiste � a retrouv er la

g � eom � etrie des ob jets � a partir des images� On obtien t ainsi des repr � esen tations

in trins � eques� ais � emen t manipulables et utilisables� � a partir de la r � ealit � e ph ysique

induite par l�image� De mani � ere � a obtenir ces caract � eristiques g � eom � etriques�

on est souv en t conduit � a d � e�nir une suite hi � erarc hique de repr � esen tations de

l�informa tion image p ermettan t �nalemen t d�obtenir des indices visuels serv an t

�a r � esoudre une t� ac he donn � ee� Dans les c hapitres �� et �� nous illustrons ces

princip es dans le cas des images bi�dimensionnelles et des images v olumiques�

La calibration est la premi � ere � etap e indisp ensable p our toute m � etho de de

reconstruction �� a moins que la calibration ait lieu en m � eme temps que la recons�

truction�� Le c hapitre � d � ecrit en d � etail les mo d � eles g � eom � etriques de plusieurs

capteurs bas � es sur une cam � era ainsi que plusieurs tec hniques de d � etermina�

tion des param � etres de ces capteurs �calibration�� On � etudiera ainsi la cam � era

matricielle� la cam � era lin � eaire ainsi que les capteurs st � er � eoscopiques passifs et

actifs� Le c hapitre �� ab orde le probl � eme de la caract � erisation des cartes de

profondeur obten ues a v ec un capteur st � er � eoscopique actif �cam � era et faisceau

laser��

Le c hapitre  d � ecrit en d � etail les princip es de reconstruction tri�dimensionnelle

�a partir d�un syst � eme st � er � eoscopique� Plus particuli � eremen t� le probl � eme de
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mise en corresp ondance st � er � eo est ab ord � e d�un p oin t de vue g � eom � etrique et

algorithmique� La reconstruction de surfaces p oly � edriques par vision st � er � eosco�

pique � a partir d�images �D p eut � etre r � ealis � ee par une appro c he r � egions ou par

une appro c he con tours� Le c hapitre �� pr � esen te une appro c he de t yp e g � eom � etrie

algorithmique p our r � esoudre le probl � eme de reconstruction p oly � edrique�

La reconnaissance consiste essen tiellemen t � a comparer des indices visuels

bi� ou tri�dimensionnels a v ec les indices des ob jets � a reconna � �tre� Les m � etho des

de reconnaissance son t souv en t coupl � ees a v ec des m � etho des de lo calisation� Le

c hapitre � d � ecrit quelques m � etho des de lo calisation �p osition et orien tation a v ec

six degr � es de lib ert � e� � a partir d�indices visuels �D mis en corresp ondance a v ec

des indices d�ob jets �D� Le c hapitre � d � ecrit une m � etho de de lo calisation � a partir

d�indices visuels �D mis en corresp ondance a v ec des indices d�ob jets �D� En�n le

c hapitre � mon tre commen t on p eut com biner les m � etho des de lo calisaton a v ec

des m � etho des de rec herc he arb orescen te p our p ouv oir reconna � �tre des ob jets

rigides�

���� Quelques r � ef � erences bibli ograp hi ques

Le premier ouvrage consacr � e partiellemen t � a la vision par ordinateur est

celui de Duda et Hart� datan t de ���� ��� �� A une premi � ere partie consacr � ee � a

la reconnaissance des formes� fait suite une deuxi � eme partie qui in tro duit les

bases th � eoriques d�une appro c he g � eom � etrique de l�in terpr � etation d�une image�

Les ouvrages de Gonzales et Win tz ������ et de Rosenfeld et Kak ������

seconde � edition� passen t en revue l� � etat de l�art de ce qu�on app elle aujourd�h ui

la !vision bas niv eau� ��� �� �� � ��

P endan t longtemps� l�ouvrage de r � ef � erence en vision par ordinateur a � et � e

celui de Ballard et Bro wn ������� ��� �� Sans ren trer dans les d � etails math � ema�

tiques� ce texte fournit une vue syn th � etique des tra v aux de rec herc he dans les

ann � ees ���

L�ouvrage de Horn� publi � e en ��� � ab orde quelques asp ects de la vision d�un

p oin t de vue plus fondamen tal ��� �� Les bases math � ematiques de la formation

d�une image� de la d � etection de con tours et de r � egions� des propri � et � es photom � e�

triques ainsi que de la p erception du mouv emen t son t clairemen t pr � esen t � ees�

L�utilisation de la vision par ordinateur p our la na vigation des rob ots est le

th � eme de l�ouvrage d�Ay ac he� publi � e en ���� �� � et en ���� �� � �v ersion anglaise��

On y trouv e notammen t les d � etails de l�utilisation du �ltre de Kalman � etendu
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p our in t � egrer l�inform ation pro v enan t de plusieurs cartes st � er � eoscopiques�

En�n� l�ouvrage de F augeras est� a v ec le n� otre� le plus r � ecen t ��� �� Il prop ose

une appro c he g � eom � etrique �g � eometrie pro jectiv e et euclidienne� p our r � esoudre

notammen t le probl � eme de reconstruction� T r � es clair et tr � es d � etaill � e� con tenan t

de nom breux exemples ainsi que des exercices� ce texte rend compte de ��

ann � ees de tra v aux de rec herc he e�ectu � es par l�auteur et par son � equip e de

l�INRIA�
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Chapitre �

D � etection de con tours

Les con tours des ob jets dans des images de dimensions quelconques �images

naturelles �D� images m � edicales �D � � � � corresp onden t le plus souv en t aux

extr � ema lo caux du gradien t ou aux z � eros du laplacien de la fonction des ni�

v eaux de gris� Les di	cult � es de la d � etection des con tours pro viennen t du bruit

imp ortan t pr � esen t dans les images �bruit du capteur� bruit d� � ec han tillonnage�

irr � egularit � es de la surface des ob jets � � � �� On est donc confron t � e au probl � eme de

la di� � erenciation d�un signal bruit � e� P our le r � esoudre� il est d�ab ord n � ecessaire

de d � e�nir des crit � eres de p erformance d�un op � erateur incluan t une mo d � elisa�

tion des con tours rec herc h � es et la notion de bruit� Dans une deuxi � eme phase�

on d � eduit de ces crit � eres une famille de �ltres optimaux� Dans une troisi � eme

phase� on r � esout le probl � eme p os � e par l�impla n tation de ces �ltres�

Nous mettrons l�accen t dans cette partie sur l�utilisation de �ltres lin � eaires�

En e�et� dans le cas o � u on ne disp ose pas de connaissances a priori sur l�image�

ce t yp e de m � etho de fournit des algorithmes de faible complexit � e don t les r � esul�

tats son t satisfaisan ts sur la plupart des t yp es d�images� Nous nous attac herons

plus particuli � eremen t aux �ltres s � eparables r � ecursifs car ils p euv en t se g � en � erali�

ser � a une dimension quelconque �s � eparabilit � e� � et p ermetten t une implan tation

de faible co � ut algorithmique p our des op � erateurs de r � ep onse impulsionnelle in�

�nie �r � ecursivit � e��

��
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���� G � en � eralit �es

������ Filtrage lin � eaire d�une image

Rapp elons rapidemen t que �ltrer signi�e con v oluer une image I � x� y � a v ec

une fonction f � x� y � qui s�app elle r � ep onse impulsionnelle du �ltre� Dans le cas

con tin u l�image �ltr � ee est donn � ee par 


I

f

� x� y � " � f � I �� x� y � �����

"

Z

� �

��

Z

� �

��

f � x

�

� y

�

� I � x � x

�

� y � y

�

� dx

�

dy

�

�����

"

Z

� �

��

Z

� �

��

f � x � x

�

� y � y

�

� I � x

�

� y

�

� dx

�

dy

�

�����

Dans le cas discret les domaines de I et de f son t b orn � es� Le domaine de I

est � � N � � � # N � �� et le domaine de f est � � K � � � # K � ��� On a n � ecessairemen t

K � N � N � etan t la taille de l�imag e� Dans le cas discret la con v olution s� � ecrit 


I

f

� x� y � " � f � I �� x� y � �����

"

i

�

�� K� �

X

i

�

� � K� �

j

�

�� K� �

X

j

�

� � K� �

f � i � i

�

� j � j

�

� I � i

�

� j

�

� �����

On notera que le �ltrage lin � eaire consiste simplemen t � a remplacer c haque

niv eau de gris par une com binaison lin � eaire des niv eaux de gris des p oin ts

v oisins � les c$	cien ts de cette com binaison lin � eaire son t d � e�nis par la r � ep onse

impulsionnelle du �ltre� Cette r � ep onse impulsionnelle est la r � ep onse du �ltre � a

la fonction impulsion �d�o � u son nom���

������ Le gradien t d�une image

Le gradien t d�une image se calcule comme suit 


I

x

� x� y � "

� I

f

� x� y �

� x

��� �

I

y

� x� y � "

� I

f

� x� y �

� y

�����
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En c haque p oin t � x� y � de l�ima ge nous p ouv ons donc calculer le v ecteur

gr adient � Le mo dule et la direction de ce v ecteur son t donn � es par 


G " ��

x

# �

y

�

�

�

�����

� max � I

x

� I

y

� �����

� j I

x

j # j I

y

j ������

� " arctan �

I

y

I

x

� ������

La direction du gradien t maxim ise la d � eriv � ee directionnellle� et la norme du

gradien t est la v aleur de cette d � eriv � ee� On obtien t la d � eriv � ee de I dans une

direction quelconque

�

d �a partir des deux d � eriv � ees directionnelles d � e�nissan t le

gradien t I

x

et I

y

de la mani � ere suiv an te 
 L

�

d

� I � " r I �

�

d �

������ In terpr � etati on g � eom � etrique du gradien t

A�n de mieux comprendre la signi�cation du gradien t� consid � erons une

image constitu � ee de deux r � egions !plates� s � epar � ees par une marc he rectiligne

�v oir �gure ������ Essa y ons d�exprimer analytiquemen t cette image� Nous a v ons

b esoin p our cela de la fonction marc he 


u � t � "

�

� si t � �

� si t � �

������

Nous a v ons � egalemen t b esoin de la fonction impulsion 


� � t � "

�

� si t " �

� sinon

������

La fonction marc he p eut � etre � ecrite comme l�in t � egrale de la fonction de

Dirac 


u � z � "

Z

z

��

� � t � dt ������

La d � eriv � ee de u � t � est 


u

�

� t � " � � t � ������
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Figure ���� Quelques pr o�ls de c ontours 
 mar che� r amp e� toit� pic�

Figure ���� L es deux princip es de la d � ete ction de c ontours 
 d � eriv � ee pr emi � er e

et d � eriv � ee se c onde �disc ontinuit � e du signal� d � eriv � ee pr emi � er e� d � eriv � ee se c onde�

B1 B 2

Figure ���� Deux r � egions plates s � ep ar � ees p ar une mar che d�esc alier�



D � etection de con tours ��

Ecriv ons main tenan t l� � equation de la droite d � ecriv an t la marc he de l�image�

Cette droite fait un angle � a v ec l�axe des x � son � equation s� � ecrit donc 


� x sin � # y cos � # 	 " � ���� �

Nous p ouv ons main tenan t � ecrire la fonction image 


I � x� y � " B

�

# � B

�

� B

�

� u � � x sin � # y cos � # 	 � ������

Les comp osan tes du v ecteur gradien t au p oin t image � x� y � son t donc 


I

x

" cos� � #




�

�� B

�

� B

�

� � � � x sin � # y cos � # 	 � ������

I

y

" sin� � #




�

�� B

�

� B

�

� � � � x sin � # y cos � # 	 � ������

Le gradien t est n ul partout dans l�image sauf le long du con tour en marc he�

Le v ecteur gradien t se trouv e dans le plan image et il est p erp endiculair e �a la

direction du con tour 


� " � #




�

������

La norme du gradien t est � egale � a la d � eriv � ee de l�image le long de la normale

au con tour soit 
 B

�

� B

�

�

���� D � eriv ation et s � eparabilit �e des ltres

L�ob jectif de cette partie est de mon trer que sous r � eserv e d�h yp oth � eses rai�

sonnables� on p eut ramener la d � etection de con tours au lissage et � a la d � eriv ation

par �ltrage lin � eaire d�un signal mono dimensionnel� On notera que les m � etho des

d � ecrites dans les d � ev elopp emen ts suiv an ts s�appliquen t p our une image de di�

mension quelconque�

Soit I � x� y � une image de dimension � �le m � eme d � ev elopp emen t p eut � etre

r � ealis � e p our un signal de dimension quelconque��

On admet comm un � emen t que les con tours corresp onden t aux discon tin uit � es

d�ordre � de I � On p eut noter que cette h yp oth � ese p eut � etre mise � a mal par

certains con tours asso ci � es aux discon tin uit � es d�ordre � �con tours en toit�� Quoi

qu�il en soit p eu de tra v aux on t � et � e consacr � es � a la d � etection de ce deuxi � eme

t yp e de con tours�

La d � etection de con tours s�e�ectue classiquemen t de deux mani � eres 
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�� calcul du gradien t et extraction des extr � ema lo caux de la norme du gra�

dien t dans la direction du gradien t 
 appro c he gradien t �

�� calcul du laplacien et d � etermination des passages par z � ero 
 appro c he

laplacien �

On remarque que la premi � ere appro c he se ram � ene � a extraire les z � eros de la

d � eriv � ee seconde dans la direction du gradien t� ce qui est di� � eren t des passages

par z � ero du laplacien� Pratiquemen t ces deux t yp es de m � etho des fournissen t

cep endan t des r � esultats tr � es pro c hes�

Soit G le gradien t de I 


G � x� y � " �

� I

� x

�

� I

� y

�

t

Soit L le laplacien de I 


L � x� y � "

�

�

I

� x

�

#

�

�

I

� y

�

Il s�agit donc de trouv er des m � etho des p ermettan t de calculer G � I � et L � I ��

Une mani � ere commo de de p oser ce probl � eme est de rec herc her des �ltres li�

n � eaires p ermettan t l�appro xima tion du gradien t ou du laplacien� Si on supp ose

le bruit de mo y enne n ulle� le �ltrage lin � eaire est susceptible d�amener des solu�

tions satisfaisan tes� P our la plupart des images trait � ees l�h yp oth � ese d�un bruit

blanc gaussien est raisonnable� Cep endan t dans certains cas un bruit impul�

sionnel n � ecessite au pr � ealable un �ltrage de lissage non lin � eaire par exemple un

�ltrage m � edian ���� �� Le princip e du �ltre m � edian est de calculer en un p oin t

non pas une com binaison lin � eaire des niv eaux de gris de ses v oisins� mais une

v aleur m � ediane d � ep endan t d�un tri des niv eaux de gris des p oin ts v oisins� Les

�gures ���� � a ���� illustren t cette remarque en dimension � 
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Figure ��	� Signal id � eal�

Figure ��
� Signal bruit � e p ar un bruit impulsionnel�

Figure ���� Signal liss � e p ar un �ltr e lin � eair e 
 p as d�issue �
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Figure ���� Signal apr � es un �ltr age m � edian de dimension �

Soit � i

�

� i

�

� � � � i

n

� la suite des valeurs de I

Soit � j

�

� j

�

� � � � j

n

� la suite des valeurs de I apr � es �ltr age

j

p


 valeur m � ediane de � i

p � �

� i

p

� i

p ��

�

j

p

" i

p

si i

p

� i

p ��

et i

p � �

� i

p

j

p

" i

p � �

si i

p ��

� i

p � �

et i

p � �

� i

p

� � �

On a donc ramen � e la d � etection de con tours � a la d � etermination de �ltres

lin � eaires p ermettan t d�appro ximer le gradien t ou le laplacien de l�image �le

gradien t ou le laplacien p ermetten t de d � e�nir les discon tin uit � es d�ordre � de la

fonction des niv eaux de gris�� Soit un �ltre lin � eaire de r � ep onse impulsionnelle f

et I un signal� la d � eriv � ee du signal con v olu � e a v ec f est � egale � a l�imag e con v olu � ee

a v ec la d � eriv � ee de f 


� I � f �

�

" I � f

�

� I � f �

��

" I � f

��

A cause de cette propri � et � e les appro c hes !d � eriv � ee premi � ere� et !d � eriv � ee

seconde� se ram � enen t � a d � eterminer un �ltre de lissage de r � ep onse f � x� y �� On

calcule les d � eriv � ees premi � eres et secondes par rapp ort aux v ariables x� y en

con v oluan t a v ec

� f � x�y �

� x

�

�

�

f � x�y �

� x

�

� � � On remarque que le calcul du laplacien

p eut s�e�ectuer directemen t par con v olution a v ec le �ltre de r � ep onse 


�

�

f � x� y �

� x

�

#

�

�

f � x� y �

� y

�

On obtien t 
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I

x

� x� y � "

� � I � f �

� x

" I �

� f

� x

" I � f

x

I

y

� x� y � "

� � I � f �

� y

" I �

� f

� y

" I � f

y

% I � x� y � " I � %� f � ������

On remarquera que parfois l�expression %� f � se simpli�e bien� Une autre

solution p our le calcul du laplacien consiste � a l�appro ximer par di� � erence en tre

l�imag e liss � ee par deux �ltres de lissage de largeurs di� � eren tes �� � �� Cep en�

dan t les r � esultats obten us a v ec cette deuxi � eme solution son t nettemen t moins

satisfaisan ts que ceux fournis par un calcul direct du laplacien� Un des pre�

miers algorithmes de d � etection de con tours dans des images bidimensionnelles

in tro duits par Prewitt ���� � revien t � a appro ximer le gradien t par con v olution

de l�image a v ec des masques de con v olution �les masques de con v olution re�

pr � esen ten t la fonction discr � ete f d � e�nie dans la section ����� 
 !�ltrage d�une

image�� 


L "

�

� �

� �

�

f

x

"

�

B

�

� � � �

� � � �

� � � �

�

C

A

f

y

"

�

B

�

� � � � � �

� � �

� � �

�

C

A

Figure ���� Masques de Pr ewitt�

Dans le cas de l�op � erateur de Prewitt� l�expression analytique de la r � ep onse

impulsionnelle de L n� � etan t pas d � eriv able� on d � eriv e alors par di� � erences �nies�

Les premiers algorithmes de d � etection de con tours par appro ximation du

laplacien consisten t � a calculer le laplacien par con v olution de l�image a v ec un

masque �par exemple v oir �gure ������ Il est imp ortan t de remarquer que dans

le cas des appro c hes rep osan t sur le calcul de la d � eriv � ee premi � ere� le but du cal�

cul du gradien t est de d � eterminer la direction selon laquelle la v ariation lo cale

des niv eaux de gris est la plus forte �direction du gradien t� ainsi que l�in tensit � e

de cette v ariation �norme du gradien t�� Dans le cas d�un signal con tin u �d � eri�
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�

B

�

� � �

� � � �

� � �

�

C

A

�

B

�

� � � � � �

� � � � �

� � � � � �

�

C

A

�

B

B
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� � � � � �

� � � �

� � � �

� � � � � �

�

C

C

C

A

Figure ���� Masques d�appr oximation du laplacien�

v able� � il su	t de d � eriv er selon deux directions non colin � eaires p our obtenir

la norme et la direction du gradien t in v arian ts selon les directions de d � eriv a�

tion c hoisies� Ainsi� dans des images comprenan t des p oin ts o � u se rejoignen t

plusieurs con tours� et o � u le bruit est imp ortan t� il est in t � eressan t de calculer

le gradien t par une suite de d � eriv ations directionnelles� Le princip e de ces m � e�

tho des consiste � a discr � etiser l�espace des orien tations p ossibles p our un con tour�

et � a d � e�nir un masque de d � eriv ation p our c haque direction� On s � electionne en�

suite en c haque p oin t l�orien tation selon laquelle le gradien t est maxim um �

La �gure ����� pr � esen te les masques prop os � es par Kirsc h ���� �� Ces masques

son t obten us par rotation d�un masque de d � eriv ation selon � orien tations �la

�gure ����� pr � esen te les masques obten us p our � orien tations�� Cep endan t� le

co � ut � elev � e de l�implan tati on de ce t yp e de m � etho des et l�am � eliorati on souv en t

assez t � en ue des r � esultats qu�elles p ermetten t fon t qu�elles son t assez p eu utili�

s � ees� Quoi qu�il en soit� ces algorithmes se r � ev � elen t tr � es e	caces dans les zones

de l�image o � u plusieurs con tours se croisen t� Cep endan t� m � eme lorsque l�on

N

�

B

�

� � � �

� � � � �

� � � � � �

�

C

A

N � W

�

B

�

� � � �

� � � �

� � � � � �

�

C

A

W

�

B

�

� � � � �

� � � �

� � � � �

�

C

A

S � W

�

B

�

� � � �

� � � � �

� � � � � �

�

C

A

Figure ����� Masques de Kirsch c orr esp ondant aux dir e ctions N � N �

W � W � S � W �

c hoisit d�appro ximer le gradien t par d � eriv ation selon n directions � n 
 dimen�

sion de l�image� n " � dans le cas trait � e�� des probl � emes de co � ut algorithmique
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se p osen t� En e�et� par exemple en dimension � p our une image de dimensions

d

x

� d

y

� le co � ut d�une con v olution p � p est p

�

d

x

d

y

� Si on appro xime les d � eriv � ees

partielles � a l�aide d�un �ltre s�implan tan t a v ec un masque de con v olution p � p il

en co � ute 
 � p

�

d

x

d

y

� Ces remarques on t amen � e l�in tro duction de �ltres � a r � ep onse

impulsionnelle s � eparable selon les directions x� y 


f � x� y � " f

�

� x � f

�

� y �

Le �ltrage s � eparable comp orte plusieurs a v an tages 


� r � eduction du temps de calcul d�une con v olution p � p de p

�

�a � p �p our le

cas d�une image de dimension ���

� p ossibilit � e de prise en compte d�un bruit de caract � eristiques di� � eren tes

selon c haque direction �par exemple dans certaines images le bruit est di� � eren t

selon les deux axes X et Y ��

� g � en � eralisation directe d�un �ltre � a une dimension quelconque�

� utilisation du �ltrage r � ecursif�

L�incon v � enien t ma jeur du �ltrage s � eparable est que l�on p eut d � eb ouc her sur des

�ltres anisotropiques selon les directions di� � eren tes de X � Y �l�anisotropie � etan t

d � e�nie par rapp ort � a la distance euclidienne�� On pro v o que alors une l � eg � ere

d � elo calisation des con tours fournis� On p eut noter que les �ltres gaussiens son t

parmi les rares �ltres s � eparables et isotrop es �v oir paragraphe �� ���

Dans le cas o � u f est un �ltre s � eparable on obtien t 


I � f � x� y � " I � � f

�

� x � f

�

� y �� ������

Or la con v olution d�un signal par le pro duit de deux r � ep onses impulsionnelles

s � eparables p eut s� � ecrire comme la con v olution par la deuxi � eme r � ep onse du signal

con v olu � e par la premi � ere r � ep onse 


I � � f

�

� x � f

�

� y �� " � I � f

�

� x �� � f

�

� y �

f p eut donc s�implan ter par la cascade des �ltres f

�

et f

�

�

Si on supp ose le bruit homog � ene selon toutes les directions on p eut p oser 


f

�

" f

�

" S

On supp osera dans la suite que le bruit est isotrop e� mais l�appro c he que nous

d � ecrirons s�adapte directemen t au cas d�un bruit anisotropique mais homog � ene
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selon X � Y � On v erra en e�et que le �ltrage r � ecursif ne p eut � etre utilis � e que si le

bruit est homog � ene selon c haque v ari � et � e de dimension � 
 x " cste ou y " cste �

On obtien t 


I � f � x� y � " I � � S � x � S � y �� " I � S � x � � S � y �

On p ose 


D " S

�

P " S

��

d�o � u� par exemple� si on note I

x

et I

xx

les d � eriv � ees premi � ere et seconde de

l�imag e par rapp ort � a x on obtien t 


I

x

"

� I � x� y �

� x

" I � � D � x � S � y ��

I

xx

"

�

�

I � x� y �

� x

�

" I � � P � x � S � y ��

% I " I � � S � x � P � y � # S � y � P � x ��

Exemple 


Le premier op � erateur utilisan t le �ltrage s � eparable a � et � e in tro duit par Sob el

�v oir �gure ������ �� � � 
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Figure ����� Masques de Sob el �� a gauche gr adient en X � � a dr oite gr adient en

Y �

Si on p ose 


S " �� � � � �� � D " �� � � � � ��

On obtien t 


S � x � " �� � � � �� � S � y � " �� � � � ��

t
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D � x � " �� � � � � �� � D � y � " �� � � � � ��

t

Soit 


H � " D � x � � S � y � � H � " S � x � � D � y �

En e�et 


I

D � x � � S � y �

� i� j � "

i

�

��

X

i

�

� � �

j

�

��

X

j

�

� � �

D � i � i

�

� S � j � j

�

� I � i

�

� j

�

�

" I � i � � � j � �� # � I � i � � � j � # I � i � � � j # ��

� I � i # � � j � �� � � I � i # � � j � � I � i # � � j # ��

" I

H

�

� i� j �

I

S � x � � D � y �

� i� j � "

i

�

��

X

i

�

� � �

j

�

��

X

j

�

� � �

S � i � i

�

� D � j � j

�

� I � i

�

� j

�

�

" I � i � � � j � �� # � I � i� j � �� # I � i # � � j � ��

� I � i � � � j # �� � � I � i� j # �� � I � i # � � j # ��

" I

H

�

� i� j �

On a donc r � eduit le probl � eme de la d � eriv ation et du lissage d�un signal d�une

dimension quelconque au cas mono dim ensionnel� On est donc ramen � e � a la

rec herc he de �ltres de lissage �D�

���� Du gradien t ou du laplacien v ers les p oin ts de con tours

On remarque que le calcul du gradien t ou du laplacien bien que constituan t

la partie essen tielle de la d � etection des con tours ne fournit pas directemen t les

p oin ts de con tour� En e�et dans les deux cas deux � etap es suppl � emen taires son t

n � ecessaires� Nous d � ecriv ons bri � ev emen t ces traitemen ts comm uns �a tous les

op � erateurs a v an t d�in tro duire des op � erateurs de �ltrage �D�

Soit I � x� y � une image

Soit G � x� y � le gradien t de I au p oin t � x� y � 


G � x� y � " � I

x

� x� y � � I

y

� x� y ��

t

Soit %� I � le laplacien de I au p oin t � x� y �
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������ Appro c he gradien t

Dans le cas d�une appro c he d � eriv � ee premi � ere� on disp ose donc de la v aleur

du gradien t en tout p oin t de l�imag e soit de la fonction G � Dans les premi � eres

appro c hes �� � � l�extraction des p oin ts de con tour s�e�ectuait par s � election des

p oin ts de norme de gradien t � elev � ee gr� ace aux deux � etap es suiv an tes 


�� calcul de la norme du gradien t

N � x� y � " � I

x

� x� y �

�

# I

y

� x� y �

�

�

� � �

�� s � election des p oin ts de fort gradien t

On d � etermine les p oin ts tels que 


N � x� y � � s

s 
 seuil �x � e a priori

Dans le cas d�images o � u la norme du gradien t aux p oin ts de con tour v arie

fortemen t selon les parties de l�image cette m � etho de se r � ev � ele ine	cace� En e�et

il n�existe alors pas de seuil s p ermettan t d�obtenir les vrais p oin ts de con tours

sans s � electionner aussi ceux dus au bruit�

Un mo y en de tourner cette di	cult � e est d�extraire non pas les p oin ts de

norme de gradien t � elev � ee mais les extr � ema lo caux de la norme du gradien t�

Une m � etho de e	cace consiste � a d � eterminer les maxima de la norme du gradien t

dans la direction du gradien t ��� �� Ces extr � ema corresp onden t aux passages par

z � ero de la d � eriv � ee de la norme du gradien t dans la direction du gradien t� Dans

une deuxi � eme � etap e on � elimine les p oin ts de norme de gradien t faible a v ec

un seuillage par h yst � er � esis ��� �� Ce t yp e de seuillage p ermet l�obten tion de

p oin ts de con tour bien connect � es en tre eux� Il faut cep endan t noter qu�il utilise

une propri � et � e top ologique 
 la connexit � e� On obtien t donc les deux traitemen ts

suiv an ts 


�� extraction des extr � ema lo caux du gradien t

Soit un p oin t M de gradien t

�

G � M � et d une distance seuil �par exemple d " ���

Soien t M

�

et M

�

deux p oin ts de la droite passan t par M et de v ecteur directeur

�

G � M � situ � es � a une distance d de M � M

�

est pris dans le sens du gradien t et

M

�

dans le sens in v erse�
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On d � etermine une appro ximation du gradien t aux p oin ts M

�

et M

�

par exemple

par in terp olation lin � eaire a v ec les p oin ts v oisins�

Le p oin t M est s � electionn � e si N � M � � N � M

�

� et N � M � � N � M

�

� � le fait

d�imp oser que le maxim a soit strict dans un sens revien t � a c hoisir si on lo calise

le p oin t de con tour dans la zone de plus faible ou de plus forte v aleur de la

fonction des niv eaux de gris� Cela revien t � a se d � eplacer le long de la normale

au con tour �appro xim � ee par le gradien t�� et � a d � etecter le p oin t de plus fort

gradien t�

M1

M2

M G(M)

Figure ����� Extr action des extr � ema lo c aux 
 c as �D�

On remarquera que les p oin ts obten us v � eri�en t l� � equation r � kr I k � � r I " ��

�� seuillage par h yst � er � esis des extr � ema

Le princip e du seuillage par h yst � er � esis est de s � electionner parmi tous les extr � ema

don t la norme du gradien t est sup � erieure � a un seuil bas s

b

� ceux tels qu�il existe

un c hemin comp os � e de p oin ts don t la norme du gradien t est plus � elev � ee que

le seuil bas en tre l�extrem um consid � er � e et un extrem um de norme de gradien t

plus � elev � e qu�un seuil haut s

h

� Le seuil haut s

h

et le seuil bas s

b

� p euv en t

par exemple � etre d � etermin � es � a partir de l�histogramm e cum ul � e des v aleurs de

la norme du gradien t aux extr � ema ���� �� L�algorithme se d � ecomp ose donc en

deux � etap es 


� d � etermination de deux images I

h

et I

b

telles que 


I

h

� M � " � si N � M � � s

h

I

h

� M � " � si N � M � � s

h
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I

b

� M � " � si N � M � � s

b

I

b

� M � " � si N � M � � s

b

� expansion en comp osan tes connexes � a partir de tous les p oin ts tels que

I

h

� M � " � sur tous les p oin ts tels que I

b

� M � " �� Cette � etap e revien t � a

d � eterminer le graphe d�adjacence des p oin ts de I tels que I

b

� M � " �� puis

�a s � electionner les comp osan tes connexes des n$uds tels que I

h

� M � " ��

Le seuillage par h yst � er � esis p eut � etre am � elior � e en e�ectuan t une expansion en

comp osan tes connexes non pas dans toutes les directions� mais simplemen t dans

la direction p erp endiculaire au gradien t �direction du con tour�� Ceci p ermet de

dimin uer la v aleur du seuil bas sans in tro duire de con tours parasites� Cette

id � ee se r � ev � ele particuli � eremen t in t � eressan te p our la d � etection de con tours �D

o � u une expansion dans toutes les directions marque parfois de faux p oin ts de

con tours ���� �� Il est imp ortan t de noter que ce t yp e de traitemen t in tro duit

de mani � ere implicite des con train tes sur la morphologie des con tours� et ne

rep ose pas uniquemen t sur l�information du !signal image� comme les � etap es

pr � ec � eden tes�

������ Appro c he laplacien

Dans le cas d�une appro c he d � eriv � ee seconde� on disp ose donc de la v aleur

du laplacien en c haque p oin t de l�image soit de la fonction %� On consid � ere

que les p oin ts de con tours son t lo calis � es aux passages par z � ero du laplacien� Si

le calcul du laplacien � etait exact il su	rait de s � electionner les p oin ts M tels

que %� M � " �� Mais comme g � en � eralemen t l�appro ximatio n du laplacien est

assez bruit � ee� on d � etecte les p oin ts o � u il c hange de signe� Une derni � ere � etap e

de seuillage est l� a encore n � ecessaire a�n d� � eliminer les p oin ts de trop faible

gradien t� L�extraction de ces passages par z � ero s�e�ectue classiquemen t en trois

� etap es 


�� d � eterminat ion d�une image de p olarit � e

On calcule une image I

p

telle que 


I

p

� M � " � si %� M � � �



D � etection de con tours ��

I

p

� M � " � si %� M � � �

�� d � etection des passages par z � ero

On calcule une image I

z

telle que 


I

z

� M � " � si M corresp ond � a une transition ��� ou ��� dans I

p

�

I

z

� M � " � sinon�

On remarque que le c hoix de la lo calisation du passage par z � ero au p oin t

de laplacien p ositif ou n � egatif revien t� comme p our l�extraction des extr � ema

lo caux� � a d � e�nir les p oin ts de con tour dans la r � egion la plus claire ou la plus

fonc � ee�

�� seuillage des passages par z � ero

L� � eliminati on des passages par z � ero de faible norme de gradien t p eut s�e�ectuer

par un algorithme de seuillage quelconque� L�algorithme de seuillage par h ys�

t � er � esis d � ecrit p our l�appro c he d � eriv � ee premi � ere p eut par exemple � etre utilis � e�

On p eut aussi se servir du fait que les passages par z � ero extraits d � e�nissen t

des lignes ferm � ees d � elimitan t les r � egions de p oin ts connexes o � u le laplacien est

p ositif ou n � egatif� Des m � etho des rep osan t sur le suivi de ces fron ti � eres et sur

un calcul lo cal du gradien t p euv en t aussi � etre utilis � ees �� � ��

Il faut noter que la m � etho dologie que nous a v ons d � ev elopp � ee dans cette

partie� tan t p our le �ltrage que les traitemen ts compl � emen taires� s�applique

�a l�extraction de con tours dans des images de dimensions quelconques� Cette

appro c he nous a donc p ermis de ramener ce probl � eme � a celui du lissage d�un

signal �D bruit � e� La partie suiv an te est donc consacr � ee au �ltrage �D � Ensuite

nous d � ecrirons les algorithmes que nous obtenons dans le cas �D�

��	� Mise en oeuvre du ltrage �D

Nous pr � esen tons dans cette partie des crit � eres de p erformance p our un �ltre

de lissage �D� et le �ltre de d � eriv ation corresp ondan t� Nous d � eduisons de ces

crit � eres des �ltres optimaux� Il faut cep endan t noter que des liens de causalit � e

existan t en tre les �ltres et les crit � eres d�optimali t � e qu�ils v � eri�en t p euv en t � etre

vus dans les deux sens� Nous mon trons en�n que le �ltrage r � ecursif am � ene� p our

certains de ces �ltres� des implan tations de faible complexit � e algorithmique�
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��	��� Mo d � eles de con tours

Une premi � ere � etap e est de sp � eci�er le t yp e de con tours auxquels on s�in t � e�

resse ainsi que les caract � eristiques du bruit�

� typ e de c ontours

Plusieurs t yp es de con tour existen t dans une image� Horn en a d � e�nit une

classi�cation 
 marc he� ar � ete� toit � � �

� bruit

Des bruits de caract � eristiques div erses son t pr � esen ts dans les images 
 bruit

con v olutif� bruit additif� bruit blanc� bruit impulsionnel � � �

� mo d � ele classique de c ontours

Les con tours de t yp e !marc he� � etan t tr � es fr � equen ts dans les images et le bruit

blanc facile � a mo d � eliser� la plupart des m � etho des se fo calisen t sur la d � etection

de con tours marc he a v ec un bruit blanc additif� N � eanmoins� cette appro c he

s�applique p our d�autres t yp es de con tours�

Soit A l�ampli tude de la marc he et �

�

�

la v ariance du bruit blanc� Le signal

d�en tr � ee I � x � p eut � etre repr � esen t � e par 


I � x � " Au

� �

� x � # � � x �

a v ec

�

�

�

" E � �

�

� x ��

u

� �

� x � "

�

� p our x dans� �� � ��

� p our x dans�� � # � �

��	��� Crit � eres de p erformances

Il est g � en � eralemen t di	cile d�appr � ecier le r � esultat d�une d � etection de con tours

et ceci p our plusieurs raisons 


� les r � esultats son t assez souv en t estim � es � a �l�$il�� ce qui ne fournit pas de

jugemen t ob jectif�

� les images trait � ees son t en g � en � eral en nom bre et en t yp e assez limit � es�
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Figure ����� Di� � er ents typ es de c ontours 
 c ontour id � eal� c ontour en toit�

c ontour en p ointe� c ontour id � eal bruit � e�



�� Vision par ordinateur

Aussi� il est n � ecessaire de d � e�nir au pr � ealable des crit � eres de p erformance

d�un d � etecteur utilisan t � evidemmen t le mo d � ele de con tour et le mo d � ele de bruit

c hoisis� Les p erformances d�un d � etecteur se caract � erisen t essen tiellemen t par 


� d � ete ction 
 l�op � erateur doit donner une r � ep onse au v oisinage d�un con tour�

� lo c alisation 
 le con tour doit � etre lo calis � e a v ec pr � ecision�

� r � ep onse unique 
 un con tour doit pro v o quer une seule r � ep onse de l�op � era�

teur d�extraction�

On supp ose classiquemen t que la d � etection est e�ectu � ee en con v oluan t le

con tour bruit � e a v ec une fonction spatiale an tisym � etrique f � x � et que l�on

marque les con tours a v ec des maxima de la sortie � � x

�

� de cette con v olution 


� � x

�

� "

Z

� �

��

I � x � f � x

�

� x � dx

A partir de cette mo d � elisation Cann y ��� � d � e�nit des crit � eres � ev aluan t 


� la d � ete ction des p oints de c ontours 
 faible probabilit � e de ne pas d � etecter

un vrai p oin t de con tour� et faible probabilit � e de marquer de faux p oin ts de

con tours � ce crit � ere corresp ond � a maximi ser le rapp ort signal sur bruit RSB

�sortie du �ltre au p oin t de discon tin uit � e p our le con tour marc he & � ecart t yp e

de la r � ep onse du �ltre du bruit�

RS B "

A

�

�

R

�

��

f � x � dx

�

R

� �

��

f

�

� x � dx �

�

�

������

Si on note

 "

R

�

��

f � x � dx

�

R

� �

��

f

�

� x � dx �

�

�

������

on obtien t 


RS B "

A

�

�

 ������

� la lo c alisation des p oints de c ontours 
 les p oin ts marqu � es comme con tours

par le d � etecteur doiv en t � etre aussi pr � es que p ossible du cen tre du con tour

v � eritable� Ce crit � ere corresp ond � a maxim i ser l� � ecart t yp e de la p osition des
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passages par z � ero �v oir �� � p our le calcul d � etaill � e�� et corresp ond � a l�in v erse de

l�esp � erance de la distance en tre le vrai p oin t de con tour� et le p oin t de con tour

d � etect � e �maxim um de la sortie de l�op � erateur��

L "

A

�

�

j f

�

��� j

�

R

� �

��

f

� �

� x � dx �

�

�

���� �

Si on note

� "

j f

�

��� j

�

R

� �

��

f

� �

� x � dx �

�

�

������

on obtien t 


L "

A

�

�

� ������

� une r � ep onse � a un con tour 
 le d � etecteur ne doit pas fournir de m ultiples

r � ep onses � a un seul con tour � la distance mo y enne en tre les pics dans la r � ep onse

au bruit de f � not � e xmax � est p os � ee comme une fraction k de la largeur de

l�op � erateur W �la largeur d�un op � erateur est la taille du masque de con v olution

n � ecessaire p our l�implan ter�� Cette expression � xmax � se calcule ais � emen t car

on connait la distance mo y enne en tre les passages par z � ero de la d � eriv � ee seconde

de la r � ep onse d�un �ltre � a un bruit blanc gaussien �Rice ������

x

max

" k W " �'

�

R

� �

��

f

� �

� x � dx

R

� �

��

f

��

�

� x � dx

�

�

�

������

On notera que l�in tro duction de ce troisi � eme crit � ere est d � u au fait que le

crit � ere de d � etection ne prend en compte que la r � ep onse du �ltre au p oin t de

con tour et non dans son v oisinage� Ce crit � ere est le seul utilisan t l�h yp oth � ese

d�un bruit gaussien�

Les crit � eres de d � etection et de lo calisation � etan t an tinomiques� on les com�

bine d�une mani � ere signi�cativ e en maxim isan t le pro duit  � sous la con train te

du � � eme crit � ere� �d�autres solutions son t en visageables� par exemple maxim iser

le pro duit des trois termes � � � �� On obtien t ainsi une � equation di� � eren tielle don t

la solution est 


f � x � " a

�

e

�x

sin � x # a

�

e

�x

cos � x

# a

�

e

� �x

sin � x # a

�

e

� �x

cos � x # c ������
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a v ec les conditions initiales 


f ��� " � f � W � " � f

�

��� " S f

�

� � W � " �

W � etan t la taille du �ltre d � e�ni dans �� � W ��

Si on fait tendre W v ers # � on obtien t

a

�

" a

�

" a

�

" c " �

Soit le �ltre optimal devien t 


f � x � " a

�

e

�x

sin w x

Le �ltre � etan t impair on obtien t p our le �ltre de d � eriv ation optimal 


f � x � " a

�

e

� j x j

sin w x ������

� d � e�nit la largeur du �ltre soit le compromis d � etection�lo calisation d � esir � e

�la lo calisation est une fonction croissan te de � et la d � etection une fonction

d � ecroissan te de � ��

Shen et Castan �� � � prop osen t de d � eterminer les op � erateurs de lissage op�

timisan t un crit � ere incluan t la d � etection et la lo calisation� Les crit � eres qu�ils

obtiennen t corresp onden t aux crit � eres de d � etection et de lo calisation de Cann y

et les �ltres obten us assez similaires dans la pratique�

��	��� Filtres optimaux de lissage�d � eriv ati on

Les �ltres de d � eriv ation corresp ondan t aux �ltres de lissage son t obten us

simplemen t par d � eriv ation des r � ep onses impulsionnelles et renormalisation� Il

est imp ortan t de remarquer que l�utilisation de �ltres de d � eriv ation p our la

d � etection des con tours revien t � a supp oser que les con tours corresp onden t aux

discon tin uit � es d�ordre �� Si on s�attac hait � a la rec herc he des con tours en toit� il

faudrait mettre en $uvre des op � erateurs de d � etection des discon tin uit � es d�ordre

� �cel� a revien t � a d � eterminer la courbure du signal��

�� ltre Shen�Castan

Le �ltre de lissage Shen�Castan �v oir �gure ����� s� � ecrit 


s

�

� x � " ce

� �� j x j

������
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c est c hoisi de mani � ere � a obtenir un �ltre normalis � e �dans l�espace discret� soit 


� �

X

��

s

�

� n � " �

d�o � u 


c "

� � e

� �

� # e

� �

Figure ���	� R � ep onse impulsionnel le de s

�

�

le �ltre de d � eriv ation corresp ondan t � d

�

� est obten u par normalisation de la

d � eriv � ee du �ltre de lissage�

d

�

� x � "

�

d�e

� � j x j

si x � �

� d�e

� � j x j

si x � �

d est c hoisi de mani � ere � a obtenir un �ltre normalis � e dans l�espace discret soit 


� �

X

�

d

�

� n � " �

d�o � u

d " � � e

� �

Le param � etre � d � e�nit la �largeur� du �ltre � plus � est p etit� plus le lissage

e�ectu � e par le �ltre est imp ortan t�
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Figure ���
� R � ep onse impulsionnel le de d

�

�

Ce �ltre a � et � e in tro duit par Shen et Castan p our l�appro xim ation du laplacien

par di� � erence en tre l�image originale et l�image liss � ee �� � �� Le �ltre obten u par

d � eriv ation constitue une solution optimale p our la premi � ere partie des crit � eres

de Cann y �v oir � equations ������ et ���� ��� Il corresp ond � a une v aleur optimale

p our le pro duit  � � soit au meilleur compromis d � etection�lo calisation� La dis�

con tin uit � e d�ordre � au p oin t � p ermet d� � eviter une d � elo calisation imp ortan te

des con tours dans l�image liss � ee m � eme a v ec des v aleurs faibles de � � Cep endan t

cette discon tin uit � e p eut en trainer la d � etection de con tours m ultiples ��� ��

�� ltre mo y enne Le �ltre mo y enne s� � ecrit 


s

�

� x � "

�

�

�� n ���

si x dans � � n� n �

� sinon

Dans ce cas� le �ltre d � eriv � e d

�

est appro xim � e par 


d

�

� x � "

�

�

�

�

	

� �

�� n ���

p our x dans � n� ��

�

�� n ���

p our x dans �� � n �

� sinon

������

Ce �ltre est le plus simple � a mettre en $uvre et est utilis � e depuis longtemps�

Il p eut par exemple � etre mis en $uvre p our appro ximer le laplacien par dif�

f � erence en tre les images obten ues par lissage a v ec deux �ltres de largeurs dif�

f � eren tes ���� �� Il est � equiv alen t au �ltre s

�

lorsque � tend v ers z � ero� Il est
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Figure ����� R � ep onse impulsionnel le de s

�

�

Figure ����� R � ep onse impulsionnel le de d

�

�
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recommand � e de l�utiliser a v ec des v aleurs du param � etre � faibles par rapp ort � a

la distance minim al e en tre deux con tours� car sinon la d � egradation des con tours

dans l�image liss � ee est imp ortan te�

�� ltre gaussien Le �ltre gaussien s� � ecrit 


s

�

� x � " ce

�

x

�

� �

�

c est c hoisi de mani � ere � a obtenir un �ltre normalis � e�

Le �ltre de d � eriv ation corresp ondan t s� � ecrit 


d

�

� x � " c

� x



�

e

�

x

�

� �

�

������

Figure ����� R � ep onses impulsionnel les de d

�

et de d

�

� d

�

� d

�

�

Ce �ltre a � et � e in tro duit p our la d � etection de con tours par Marr et Hildreth p our

le calcul du laplacien ���� �� Il corresp ond � a la v aleur optimale p our le pro duit

de la v ariance temp orelle et de la v ariance sp ectrale� Le �ltre de d � eriv ation

corresp ondan t d

�

� x � est une solution appro c h � ee � a l� � equation de Cann y � En e�et

par optimisation n um � erique Cann y trouv e que la plus grande v aleur de k qui

p eut � etre obten ue est ���� et que sa p erformance est donn � ee par  � " � � �� �v oir

� equations ������� ���� �� �������� Il prop ose l�utilisation de la premi � ere d � eriv � ee

d�une gaussienne p our laquelle 
  � " � � �� et k " � � �� �v oir � equation ��������
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�� ltre Deric he Le �ltre Deric he s� � ecrit 


s

�

� x � " k � � j x j #�� e

� � j x j

k est c hoisi de mani � ere � a obtenir un �ltre discret normalis � e soit 


� �

X

��

s

�

� x � " � 	 
 k "

�� � e

� �

�

�

� # � �e

� �

� e

� � �

Ce �ltre a � et � e prop os � e r � ecemmen t par R� Deric he ��� � et sa d � eriv � ee est une

solution exacte � a l� � equation de Cann y � etendue � a des �ltres in�nis� Il est obten u

en � etendan t l� � equation di� � eren tielle ������ aux op � erateurs in�nis et an tisym � e�

triques et constitue ainsi une solution exacte � a l� � equation de Cann y �

En e�et� soit f � x � le �ltre solution de l� � equation de Cann y � etendue aux �ltres

�a r � ep onses in�nies 


f � x � " � de

� � j x j

sin w x

�� � � c r � eels p ositifs�

Si on p ose 


� " m�

on obtien t 


�a� m �� � � " �� � �

�

�

 � �

�

�

�

�

�

 � � � k � � ��

�b� m �� � � " �� � �

�

�

 �

�

m

 � � � m k � �

�c� m " � � " �� � �

�

�

 " �

�

�

�

�

�

 � " � � ��� k " � ��

�d� m " ���

�

�

� " �� � �

�

�

 " �

�

� �

�

�

�

 � " � � ��� k " � �

Le cas �d� mon tre que p our une m � eme v aleur de k la p erformance de la premi � ere

d � eriv � ee d�une gaussienne est moins b onne que celle de l�op � erateur f de plus de

�� (�

Le cas �c� mon tre que la forme �nale utilis � ee par Cann y p our son op � erateur

optimal �la d � eriv � ee d�une gaussienne�  � " � � ��� � k " � ��� est moins b onne que

l�op � erateur f de plus de �� (�
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Le cas �b� pr � esen te une r � ep onse id � eale p our k mais le pro duit  � devrait � etre

b eaucoup plus p etit que l�unit � e�

Le cas �a� pr � esen te le meilleur compromis� On p eut alors � ecrire ce �ltre optimal

de d � eriv ation comme 


d

�

� x � " � k xe

� � j x j

k "

�� � e

� �

�

�

e

� �

Le �ltre de lissage s�obtien t par in t � egration du �ltre de d � eriv ation�

Les �ltres de d � eriv � ee seconde s�obtiennen t en d � eriv an t deux fois les �ltres

de lissage corresp ondan ts �ou une fois les �ltres de d � eriv ation�� Ils p ermetten t

d�appro ximer la d � eriv � ee seconde du signal� Nous remarquerons que p our le

�ltre mo y enne et le �ltre Shen il est n � ecessaire d�e�ectuer une appro ximation � a

cause de la discon tin uit � e au p oin t �� De toute mani � ere� m � eme s�il n�existe pas

d�expression analytique des r � ep onses impulsionnelles� il est toujours p ossible de

les implan ter par cascade de deux �ltres de d � eriv ation� Les �ltres de d � eriv � ee

seconde et troisi � eme de Deric he son t d � ecrits dans le c hapitre !Reconstruction

et mo d � elisation de surfaces� �partie 
 !Des d � eriv � ees partielles des images �D

aux courbures des surfaces���

��	�	� R � ecursivit � e et implan tati on des ltres

La d � etermination de �ltres a y an t des propri � et � es in t � eressan tes p our la d � e�

tection de con tours r � ep ond � a la question 
 Que calculer �v oir in tro duction��

Main tenan t il nous faut trouv er a v ec quels algorithmes� En d�autres termes�

commen t implan ter e	cacemen t la con v olution d�un signal �D par une r � ep onse

impulsionnelle in�nie�

L�implan tation classique consiste � a tronquer les r � ep onses de mani � ere � a ne

conserv er que les c$	cien ts signi�catifs �les �ltres de lissage et de d � eriv ation

premi � ere ou seconde consid � er � es d � ecroissen t v ers � � a l�in�ni�� Ensuite on pro c � ede

par implan tatio n directe d�un pro duit de con v olution� On obtien t ainsi par

exemple p our une gaussienne d� � ecart t yp e  un masque de con v olution de taille

�  � et p our un �ltre Shen ou un �ltre Deric he de param � etre � un masque de

taille

	

�

� P our des � etendues de �ltres assez imp ortan tes on obtien t donc des

complexit � es prohibitiv es et ceci d�autan t plus que la dimension de l�image est
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Figure ����� R � ep onses impulsionnel les de s

�

et de s

�

� s

�

� s

�

�

imp ortan te� De plus la troncature des r � ep onses in tro duit un e�et �cut o�� qui

n uit � a la qualit � e des con tours d � etect � es�

Une solution p our � eviter ce compromis en tre la taille des masques et la qua�

lit � e des r � esultats consiste � a utiliser le �ltrage r � ecursif� Le �ltrage r � ecursif est

une tec hnique bien conn ue en traitemen t du signal et a � et � e in tro duite r � ecem�

men t en vision arti�cielle p our la d � etection des con tours ��� � � ��� elle p ermet

d�implan ter des �ltres de r � ep onse impulsionnelle in�nie a v ec un co � ut faible� Il

se trouv e que le �ltre Shen et le �ltre Deric he admetten t des r � ealisations r � ecur�

siv es resp ectiv emen t d�ordres � et �� Le �ltre gaussien p eut � etre appro xim � e par

des �ltres r � ecursifs d�ordre � ��� �� Dans cette partie nous mon trerons commen t

obtenir la mise en $uvre r � ecursiv e des �ltres de Cann y � Deric he et Shen�

Nous allons mon trer� par exemple� que le �ltre optimal de Cann y � f � x �� se

r � ealise par un �ltrage r � ecursif d�ordre � ��� ��

f � x � " � ce

� � j x j

sin w x

Soit f � n � la fonction d� � ec han tillonnage de f � x � et F � Z � sa transform � ee en
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Z 


F � Z � "

� �

X

��

f � n � Z

� n

On r � e � ecrit f � n � comme 


f � n � " f

�
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 conjugu � e de �

Les � equations pr � ec � eden tes reviennen t � a s � eparer la r � ep onse en une partie

p ositiv e � f

�

� et une partie n � egativ e � f

�

�� En utilisan t la transform � ee en Z � on

reconna � �t que c haque facteur �

i

� p

i

�

n

a une transform � ee en Z � egale � a

�

i

�� � p

i

Z

� �

�

et on obtien t 


F � Z � " F

�

� Z � # F

�

� Z

� �

� o � u

F

�

� Z

� �

� "

aZ

� �

�� # b

�

Z

� �

# b

�

� Z

� �

�

F

�

� Z � "

� aZ

�� # b

�

Z # b

�

Z

�

�

a v ec 


a " � c�e

� �

sin �

b � " � � �e

� �

cos �

b � " e

� � �

T outes les singularit � es de F

�

� Z

� �

� �resp� F

�

� Z �� son t � a l�in t � erieur �resp� � a

l�ext � erieur� du cercle unit � e p our une v aleur de � p ositiv e� ces deux transform � ees

en Z corresp onden t donc � a deux fonctions de transfert rationnelles de �ltres

stables du second ordre r � ecursifs de la gauc he v ers la droite � F

�

� et de la droite

v ers la gauc he � F

�

��
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En particulier la s � equence de sortie y � m � en r � ep onse � a l�en tr � ee x � m � p our

un syst � eme de r � ep onse impulsionnelle f � n � p eut � etre obten ue r � ecursiv emen t de

la mani � ere suiv an te 


y

�

� m � " ax � m � �� � b

�

y

�

� m � �� � b

�

y

�

� m � �� m " � � � � � � N

y

�

� m � " � ax � m # �� � b

�

y

�

� m # �� � b

�

y

�

� m # �� m " N � � � � � �

y � m � " y

�

� m � # y

�

� m � m " � � � � � � N

Les c$	cien ts de la r � ecursion se d � eduisen t de la transform � ee en Z de la mani � ere

suiv an te 


F � Z � "

a

�

# a

�

Z

� �

# � � � � � � �a

n � �

Z

� � n � ��

� # b

�

Z

� �

# � � � ��b

n

Z

� n

si j z j � �

caract � erise un syst � eme r � ecursif causal d�ordre n de r � ealisation 


y � i � "

l � n � �

X

l ��

a

l

x � i � l � �

k � n

X

k ��

b

k

y � i � k �

F � Z � "

a
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# a
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n � �

Z
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� # b

�

Z

�

# � � � ��b

n

Z

n

si j z j � �

caract � erise un syst � eme r � ecursif an ticausal d�ordre n de r � ealisation

y � i � "

l � n � �

X

l ��

a

l

x � i # l � �

k � n

X

k ��

b

k

y � i # k �

La r � ecursivit � e du �ltre de Cann y p ermet une r � ealisation qui requiert seule�

men t  m ultiplicati ons et � additions par p oin t� et cela a v ec un param � etre de

�ltre � � � quelconque�

En appliquan t la m � eme tec hnique on p eut mon trer que l� � ec han tillonnage h

de l�in t � egrale h � x � du �ltre pr � ec � eden t f � x � s�implan te aussi r � ecursiv emen t �

En e�ectuan t le m � eme t yp e de calcul on mon tre que les �ltres de lissage et

de d � eriv ation de Shen s�implan ten t par �ltrage r � ecursif d�ordre �� s

�

��ltre de

lissage Shen� est un �ltre r � ecursif du premier ordre de r � ealisation �� � � 


s

�

� x � " ce

� �� j x j
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y
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�

� m � ��

p our m " � � � � � � N

y

�

� m � " abx � m # �� # by

�

� m # ��

p our m " N � � � � � �

y � m � " y

�

� m � # y

�

� m �

p our m " � � � � � � N
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a " c "
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est un �ltre r � ecursif du premier ordre de r � ealisation 
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��ltre de lissage Deric he� est un �ltre r � ecursif du second ordre de r � ealisa�

tion 
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a v ec
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��ltre de d � eriv ation Deric he� est un �ltre r � ecursif du second ordre de

r � ealisation 
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��ltre d � eriv � ee seconde Deric he� est un �ltre r � ecursif du second ordre de

r � ealisation 
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��
� R � esum � e � algorithme s de calcul du gradien t et du laplacien

Nous pr � esen tons dans cette section les di� � eren tes � etap es des algorithmes de

d � etection de con tours issus de la m � etho dologie pr � ec � edemmen t d � ecrite�

�� c hoix d�un ltre de lissage �D � s � x �

On recommande de c hoisir un �ltre qui s�implan te r � ecursiv emen t soit par

exemple 


s � x � " s

�

� x � " k � � j x j #�� e

� � j x j

�ltre de lissage Deric he

o � u

s � x � " s

�

� x � " ce

� � j x j

�ltre de lissage Shen

Th � eoriquemen t le �ltre de d � eriv ation s

�

�

� x � est meilleur par rapp ort au cri�

t � ere de r � ep onse m ultiple� mais s

�

�

� x � pr � esen te le meilleur compromis d � etection�

lo calisation� P our des � p etits la forme de s

�

�

� x � induit des probl � emes de d � e�

lo calisation des con tours comme p our la plupart des �ltres con tin us au p oin t

� �� � �� N � eanmoins� sur une grande v ari � et � e d�images les r � esultats obten us son t

comparables� On notera que les deux �ltres ne son t pas de la m � eme esp � ece �dis�

con tin u ou con tin u au p oin t �� donc ne son t pas th � eoriquemen t comparables�

�� c hoix du t yp e d�appro c he � gradien t� laplacien En g � en � eral� on

constate que le calcul de la d � eriv � ee seconde est plus sensible au bruit� D�un

autre c� ot � e� la complexit � e du calcul du gradien t est g � en � eralemen t plus � elev � ee

que p our le laplacien� Ceci est d � u aux simpli�cations qui apparaissen t lors du

calcul de la r � ep onse du �ltre d�approximation du laplacien par m ultipli cation

et addition de �ltres de lissage et de d � eriv � ee seconde� Il faut cep endan t noter

que le plus souv en t une � etap e de seuillage des passages par z � ero du laplacien

est utile� et qu�elle n � ecessite le calcul de la norme du gradien t �aux p oin ts de

passage par z � ero�� La lo calisation des con tours obten us est pratiquemen t la

m � eme� On remarque que l�appro c he laplacien a tendance � a arrondir les angles

tout en main tenan t une lo calisation exacte p our les coins� On c hoisira donc

plut� ot une appro c he gradien t si des angles aigus son t pr � esen ts dans les images

�sc � enes d�in t � erieur par exemple�� et plut� ot une appro c he laplacien dans le cas

de con tours � a faible v ariation de courbure�

�� d � eterminat ion d�une cascade de ltres p our appro ximer le gra�

dien t ou le laplacien
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Une fois que l�on a c hoisi le t yp e d�appro c he 
 gradien t ou laplacien� il nous

faut d � eterminer un mo y en de les calculer�

� calcul du gradien t

D � etermination d�une implan tation des �ltres �D de r � ep onses 
 s � x � �lis�

sage� et d � x � �d � eriv ation�� On c hoisira de pr � ef � erence des implan tations

r � ecursiv es� Des exemples son t donn � es dans la section pr � ec � eden te�

Soit I � x� y � une image�

Soit G � x� y � le gradien t de I

G � x� y � " �

� I

� x

�

� I

� y

�

t

" � I

x

� I

y

�

t

Le calcul des comp osan tes du gradien t

dI

dx

i

s�e�ectue en calculan t les

images corresp ondan t aux d � eriv � ees partielles des p oin ts par rapp ort � a x

et � a y par �ltrage s � eparable r � ecursif 


I

x

� x� y � " � I � s � y �� � d � x �

I

y

� x� y � " � I � s � x �� � d � y �

P our une image de dimension d

�

le calcul de c haque comp osan te du gra�

dien t n � ecessite donc le calcul de � con v olutions par p oin t � on obtien t p our

le calcul total du gradien t � d

�

con v olutions par p oin t� Si on utilise l�im�

plan tation directe d�un masque de con v olution ��D� de taille k on obtien t

une complexit � e de � d

�

k � Le �ltrage r � ecursif d�ordre r p ermet d�obtenir

une complexit � e de l�ordre de � d

�

r � P ar exemple p our le �ltre Deric he on

obtien t �� m ultiplicatio ns et �� additions par p oin ts et ceci quelle que soit

la v aleur de � � Si on utilise un �ltre r � ecursif le calcul de I � s � x � s�e�ectue

en �ltran t successiv emen t les droites d� � equation y " cste �

� calcul du laplacien

On p eut le calculer en d � eterminan t d�ab ord les d � eriv � ees secondes puis en les

additionnan t� Le calcul des d � eriv � ees secondes s�e�ectue a v ec la structure

algorithmique pr � ec � eden te dans laquelle on remplace l�op � erateur de d � eriv � ee

premi � ere d � x � par l�op � erateur de d � eriv � ee seconde l � x �� Cep endan t� dans

certains cas� la r � ep onse impulsionnelle du �ltre p ermettan t d�appro ximer

le laplacien L se simpli�e et se r � e � ecrit sous une forme s � eparable� On obtien t

alors 




 � Vision par ordinateur

L � x� y � " s � x � s

��

� y � # s

��

� x � s � y �

�� extraction des extr � ema lo caux du gradien t ou des passages par

z � ero du laplacien

Bien que ne constituan t pas la partie essen tielle de la d � etection des con tours

cette � etap e doit � etre e�ectu � ee a v ec atten tion car elle conditionne fortemen t le

r � esultat �nal� La m � etho de prop os � ee dans la section pr � ec � eden te p ermet d�obtenir

des r � esultats satisfaisan ts p our des images �D ��� � ou �D ���� ��

�� seuillage des extr � ema lo caux du gradien t ou des passages par

z � ero du laplacien

Le plus souv en t les �ltres utilis � es ne su	sen t pas � a � eliminer compl � etemen t le

bruit pr � esen t dans les images� On obtien t alors des extr � ema lo caux ou des

passages par z � ero du laplacien qui ne corresp onden t pas � a de vrais p oin ts de

con tour� F r � equemmen t ces p oin ts parasites on t une norme de gradien t faible�

Ainsi un seuillage selon une estimation de la norme du gradien t p ermet le plus

souv en t d� � eliminer la plupart de ces faux p oin ts de con tour� L�algorithme de

seuillage par h yst � er � esis d � ecrit pr � ec � edemmen t sem ble � etre une b onne r � ep onse � a

ce probl � eme de seuillage�

���� Analyse des p erformances des ltres

On traitera dans cette section le cas �D a�n de mon trer l�applicabilit � e � a une

dimension quelconque des d � ev elopp emen ts pr � ec � eden ts et d�expliciter dans un

cas particulier le calcul des crit � eres de Cann y � On remarquera que ces calculs

son t r � ealis � es a v ec des �ltres normalis � es dans le domaine con tin u�

������ In tro duction

Le �ltrage s � eparable p ermet de d � eriv er des op � erateurs d�appro ximation du

gradien t ou du laplacien �D ou �D �m � emes d � ev elopp emen ts que pr � ec � edemmen t

en ra joutan t une dimension� � a partir d�op � erateurs �D optimaux au sens des

crit � eres de Cann y �v oir partie ������� Dans cette partie nous nous in t � eressons

au calcul des p erformances des �ltres �D ou �D corresp ondan t p our le �ltre
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Deric he �v oir partie ������� Nous v errons que l�anisotropie des r � ep onses impul�

sionnelles obten ues n � ecessite la prise en compte de l�orien tation du con tour p our

le calcul des p erformances� Nous remarquons que dans le cas du �ltre gaussien�

l�isotropie de la r � ep onse impulsionnelle fait que les p erformances du �ltre �D

son t les p erformances des �ltres �D� �D � a une constan te m ultipli cativ e pr � es�

������ Mo d � ele de con tour �D

x

y = a x 

0
A

y

Figure ����� Contour id � eal �D�

Un con tour parfait est d � e�ni par une droite s � eparan t l�espace en � r � egions

homog � enes �v oir �gure ������ 


H � x� y � " Au

� �

� x� y �

a v ec



 � Vision par ordinateur

u

� �

� x� y � "

�

� si y � ax

� si y � ax

a v ec a � �

Un con tour bruit � e est d � e�ni par 


C � x� y � " H � x� y � # � � x� y �

o � u � � x� y � repr � esen te le bruit�

On supp ose que le bruit est d � ecorr � el � e en x� y soit 


� � x� y � " �

�

� x � # �

�

� y �

o � u �

�

et �

�

son t des bruits blancs gaussiens ind � ep endan ts de mo y enne n ulle

et de v ariance �

�

�

� On supp osera dans la suite par commo dit � e que les v ariances

de �

�

et �

�

son t � egales�

������ Mo d � ele de con tour �D

Dans le cas �D le con tour parfait est d � e�ni par un plan divisan t l�espace en

deux r � egions de niv eaux de gris uniformes �v oir �gure �� ���� 


H � x� y � z � " Au

� �

� x� y � z �

a v ec

u

� �

� x� y � z � "

�

� si z � ax # by �

� si z � ax # by

a v ec a� b � � Un con tour bruit � e est d � e�ni par 


C � x� y � z � " H � x� y � z � # � � x� y � z �

a v ec 


� � x� y � z � " �

�

� x � # �

�

� y � # �

�

� z �

o � u les �

i

son t des bruits blancs gaussiens ind � ep endan ts de v ariances �

�

�

�



D � etection de con tours  �

Z

Y

X

A

z = ax + b

0

Figure ����� Contour id � eal �D�



 � Vision par ordinateur

����	� P erformances du ltre Deric he �D� �D

Dans cette partie on calcule les p erformances des �ltres �D et �D de Deric he

en fonction de l�orien tation du con tour� On commencera par le calcul dans le

cas �D� le cas �D � etan t d � eduit directemen t�

����
� Op � erateurs

s

�

� x � " k � � j x j #�� e

� � j x j


 comp osan te de lissage

d

�

� x � " � cxe

� � j x j


 comp osan te de d � eriv � ee premi � ere

l

�

� x � " f �� � � j x j � e

� � j x j


 comp osan te de d � eriv � ee seconde

D � x� y � z � " l

�

� x � s

�

� y � s

�

� z � s

�

� x � l

�

� y � s

�

� z � #

s

�

� x � s

�

� y � l

�

� z � 
 �ltre de calcul du laplacien ������

et


g

�

� x� y � z � " d

�

� x � s

�

� y � s

�

� z �

g

�

� x� y � z � " s

�

� x � d

�

� y � s

�

� z �

g

�

� x� y � z � " s

�

� x � s

�

� y � d

�

� z �

son t les �ltres de calcul des d � eriv � ees par rapp ort � a x� y � z � P our les calculs

suiv an ts� les constan tes de normalisation k � c� f son t d � etermin � ees dans l�espace

con tin u�

������ P erformances

D � ete ction p our l�appr o che gr adient

De mani � ere � a d � eterminer RS B � on calcule la r � ep onse du �ltre en un p oin t

du con tour p our le con tour id � eal � H � x� y � z �� soit 


G

x

�

" I

x

� x

�

� y

�

� z

�

� " � H � g

�

�

�

"

Z Z Z

H � x� y � z � g

�

� x

�

� x� y

�

� y � z

�

� z � dxdy dz �

G

y

�

" � H � g

�

�

�

�

G

z

�

" � H � g

�

�

�

�
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Soit le v ecteur gradien t G

�

" � G

x

�

� G

y

�

� G

z

�

�

t

� don t la direction est ortho�

gonale au con tour d � e�ni par z " ax # by � Apr � es calcul� on obtien t la norme du

gradien t qui d � ep end de l�orien tation du con tour et est donn � ee par 


k G

�

k " Ag � a� b �

o � u g � a� b � est le rapp ort de deux p olyn� omes en a et b �

g � a� b � �

� ab � b � a �

p

a

�

� b

�

� �� b

�

� a � ��

�

� b

�

�� a

�

� � a

�

� � a � ���

� b � ��

�

� a � b �

�

� a � ��

�

�

� ab � b � a �

p

a

�

� b

�

� �� b

�

� a

�

� � a

�

� �� a

�

� � a � ���

� b � ��

�

� a � b �

�

� a � ��

�

�

� ab � b � a �

p

a

�

� b

�

� �� b �	 a

�

� � a

�

� � a

�

� 	 a � � a

�

� � a

�

� a

�

�

� b � ��

�

� a � b �

�

� a � ��

�

Il est in t � eressan t d� � etudier commen t v arie g � a� b � a v ec la direction � a� b �� On

attein t la v aleur maxim al e de � p our une normale au con tour align � ee a v ec un

des axes du rep � ere� soit si a et b tenden t tous les deux v ers � ou si un des deux

tend v ers l�in�ni� On attein t la v aleur minim ale ���� p our � a� b � " �� � �� soit

p our un plan orien t � e � a �� degr � es�

De mani � ere � a obtenir le cas �D on p ose b " � et dans ce cas 


g � a� �� "

� a

�

# � a # ��

p

a

�

# �

� a # ��

�

De nouv eau la v aleur maxima le � est attein te p our a " � ou d � � � La

v aleur minim um g �� � �� � � � �� est obten ue p our a " � ce qui corresp ond � a un

con tour orien t � e � a �� degr � es �v oir �gure �������

g(a,0)

0.88

11

0a

Figure ����� T able au des variations de g � a� �� �

Calcul de l� � ecart t yp e de la r � ep onse au bruit 




  Vision par ordinateur

En utilisan t le fait que

R

� �

��

l

�

� x � dx " � �la r � ep onse du �ltre d � eriv � ee seconde

�a un signal constan t est n ulle�� et

R

� �

��

s

�

� x � dx " � �la r � ep onse du �ltre de

lissage � a un signal constan t est ce signal� on obtien t 


N

�

"

Z Z Z

� �

�

� x � # �

�

� y � # �

�

� z �� D � x

�

� x� y

�

� y � z

�

� z � dxdy dz

"

Z

�

�

� x � l

�

� x � dx #

Z

�

�

� y � l

�

� y � dy #

Z

�

�

� z � l

�

� z � dz

La v aleur du crit � ere de d � etection de Cann y �v oir � equation ����� s�obtien t en

faisan t le rapp ort de la norme du gradien t en un p oin t du con tour id � eal et de

l� � ecart t yp e de la r � ep onse au bruit 


RSB "

k G

�

k

p

E � N

�

�

�

"

Ag � a� b �

�

�

p

�

q

�

�

L o c alisation p our l�appr o che laplacien

Un p oin t � x

�

� y

�

� z

�

� est consid � er � e comme p oin t de con tour si et seulemen t

si 


�

�

" � � x

�

� y

�

� z

�

� "

Z Z Z

C � x� y � z � D � x � x

�

� y � y

�

� z � z

�

� dxdy dz " �

Ce pro duit de con v olution p eut � etre r � e � ecrit comme 


�

�

" P

�

# N

�

o � u P

�

" � H � D �

�

et N

�

" � � � D �

�

�

On calcule d�ab ord la r � ep onse au con tour id � eal � H � x� y � z �� soit 


P

�

" A

Z Z Z

z � ax � by

D � x

�

� x� y

�

� y � z

�

� z � dxdy dz

Et ensuite on d � ev elopp e P

�

au premier ordre autour de l�origine �ou de

n�imp orte quel p oin t du plan d� � equation z " ax # by �� Ce d � ev elopp emen t limit � e

se justi�e car on supp ose que le p oin t de con tour d � etect � e est au v oisinage du

vrai p oin t de con tour�

P

�

� A � ax

�

# by

�

� z

�

� �

�

m � a� b �

o � u
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m � a� b � "

� a

�

b

�

# � a

�

b

�

# � ab

�

# b

�

# � a

�

b

�

�� a

�

# b

�

# ��

� a # b �

�

� a # ��

�

� b # ��

�

#

�� a

�

b

�

# � ab

�

# � a

�

b # � a

�

b # a

�

�� a

�

# b

�

# ��

� a # b �

�

� a # ��

�

� b # ��

�

Etan t donn � e que �

�

" � aux p oin ts de con tours� le p oin t � x

�

� y

�

� z

�

� est un

p oin t de con tour si P

�

# N

�

" �� Ainsi p our c haque p oin t de con tour d � etect � e

on a E � P

�

�

� " E � N

�

�

��

On obtien t 


E




N

�

�

�

"

�

�

�

�

�

�

�

�

E




P

�

�

�

" E




� ax

�

# by

�

� z

�

�

�

�

� �

�

m

�

� a� b �

L� � ecart t yp e de la distance du p oin t de con tour d � etect � e au plan con tenan t les

vrais p oin ts de con tour �in v erse du crit � ere de lo calisation de Cann y� est donc 


 �

ax

�

# by

�

� z

�

� a

�

# b

�

# ��

�

�

� "

r

�

� �

�

�

A

h � a� b �

o � u 


h � a� b � "

�

m � a� b �

p

a

�

# b

�

# �

P ar d � e�nition le crit � ere de lo calisation de Cann y �v oir � equation ���� �� cor�

resp ond � a l�in v erse de cet � ecart t yp e soit 


L "

r

� �

�

A

�

�

h � a� b �

On obtien t ainsi une estimation quan titativ e de la qualit � e de la lo calisation

des con tours� Comme dans le cas �D� la lo calisation est une fonction croissan te

de � � La fonction h � a� b � appara � �t comme un facteur de correction d � ep endan t de

l�orien tation du con tour� et qui est minim um quand la normale au con tour est

parall � ele � a un des trois axes� c�a�d� quand a et b tenden t v ers � ou quand l�un des

deux tend v ers l�in�ni� Dans ces trois cas� h � a� b � � �� La v aleur maxim ale de

h � a� b � est h �� � �� " ��� � ��

p

� � � � ��� obten ue p our un plan de con tour don t la

normale est parall � ele au v ecteur �� � � � � ��� Cela mon tre clairemen t l�imp ortance

de la prise en compte de l�orien tation du con tour p our la lo calisation�



 � Vision par ordinateur

Le cas �D est obten u en p osan t b " � ce qui en traine 


h � a� �� "

�

m � a� b �

p

a

�

# �

"

� a # ��

�

� a

�

# ��

�

�

Dans ce cas� la v aleur minim al e de h � a� �� est � p our a " � ou a � �

�con tours parall � eles aux axes de co ordonn � ees�� La v aleur maxim ale �pro duisan t

la pire lo calisation� est �

p

� � � � �� et est de nouv eau obten ue p our a " � �v oir

�gure ������

a

2.83

h(a,0) 11

10

Figure ����� T able au des variations de h � a� �� �

������ Isotropie et in v arian ts euclidi ens p our les ltres lin � eaires

Le d � ev elopp emen t pr � ec � eden t illustre dans le cas du �ltre de Deric he et de

la norme du gradien t les probl � emes d�in v ariance �ou plutot de non�in v ariance�

engendr � es par des �ltres de lissage non�isotrop es� Dans cette partie� nous allons

ab order ces probl � emes de fa) con plus g � en � erale en mon tran t que l�in v ariance

euclidienne est conserv � ee si les d � eriv � ees partielles son t calcul � ees � a partir de

�ltres issues d�un �ltre de lissage isotrop e� On notera que l�isotropie est en

th � eorie une condition su	san te mais non n � ecessaire et en pratique une condition

aussi n � ecessaire�

Nous discuter ons les pr opri � et � es des �ltr es dans l�esp ac e c ontinu et nous

tr aiter ons c omme pr � ec � edemment le c as �D qui est plus g � en � er al �une image

se note I � x� y � z � dans l�esp ac e c ontinu et I � i� j� k � dans l�esp ac e discr et�

Soit I � x� y � z � une image � D �

Supp osons que nous c herc hions les d � eriv � ees partielles de I � x� y � z � 


�

n

� I � x� y � z ��

� x

m

� y

p

� z

q

�

n � m � p � q que nous noterons a v ec la notation abr � eg � ee 
 I

x

m

y

p

z

q

�nous � ecri�
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rons seulemen t les v ariables don t l�exp osan t est non n ul� par exemple I

x

�

y

�

z

�

devien t I

x

��

Comme on l�a vu pr � ec � edemmen t� si f � x� y � z � est la r � ep onse impulsionnelle

du �ltre de lissage� l�image restor � ee I

r

est � egale � a I � f � o � u � est le pro duit de

con v olution� On obtien t donc 


�

n

I

r

� x

m

� y

p

� z

q

"

�

n

� I � f �

� x

m

� y

p

� z

q

" I � �

�

n

f

� x

m

� y

p

� z

q

�

Ainsi� la r � ep onse impulsionnelle du �ltre qui calcule I

x

m

y

p

z

q

est

�

n

f

� x

m

� y

p

� z

q

Supp osons que le �ltre de lissage soit l�op � erateur de Deric he 


f � x� y � z � " f

�

� x � f

�

� y � f

�

� z �

a v ec

f

�

� x � " c

�

�� # � j x j � e

� � j x j

o � u c

�

est une constan te de normalisation� L�incon v � enien t de l�op � erateur f � x� y � z �

est qu�il n�est pas isotrop e �in v arian t par rotation�� P ar exemple� cel� a implique

que la norme du gradien t calcul � e a v ec les �ltres de d � eriv ation corresp ondan ts

d � ep end de l�orien tation du con tour �v oir paragraphe pr � ec � eden t�� On p ourrait

aussi mon trer la m � eme c hose p our le Laplacien ou d�autres in v arian ts di� � eren�

tiels euclidiens�

On v a main tenan t mon trer que si les d � eriv � ees partielles son t calcul � ees a v ec

des �ltres d � eriv an t d�un op � erateur de lissage isotrop e alors les in v arian ts di� � e�

ren tiels euclidiens !demeuren t� in v arian ts� On donnera la d � emonstration p our

une image de dimension � mais elle s�applique p our une dimension quelconque�

Soit I � x� y � z � une image � D �

Soit J � x� y � z � une image I transform � ee par un d � eplacemen t rigide 
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# T

o � u R et T son t resp ectiv emen t des matrices d � e�nissan t une rotation autour de

l�origine et une translation�

Soit f la r � ep onse impulsionnelle d�un �ltre de lissage isotrop e� nous a v ons 
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Soit E une fonction des d � eriv � ees partielles de I � Si E est un in v arian t

di� � eren tiel euclidien de I nous a v ons 
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Si nous calculons les d � eriv � ees partielles en utilisan t nos �ltres� on obtien t 
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Etan t donn � e que E est aussi un in v arian t di� � eren tiel euclidien de I � f � la

derni � ere expression est � egale � a 
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P ar cons � equen t� nous a v ons mon tr � e que 
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L� � equation pr � ec � eden te signi�e que E reste in v arian t par c hangemen t de re�

p � ere �in v arian t euclidien� si les d � eriv � ees partielles son t calcul � es � a partir d�op � e�

rateurs d � eriv � es de f �

On notera au passage qu�il existe deux t yp es d�in v arian ts di� � eren tiels eucli�

diens dans les images 


� Les in v arian ts di� � eren tiels euclidiens p our c haque p oin t de l�imag e 
 gra�

dien t� laplacien� courbures de la surface �h yp ersurface dans le cas � D � d � e�nie

par l�image �v oir c hapitre 
 !Des images v olumiques �D � a la g � eom � etrie des

surfaces���
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� Les in v arian ts di� � eren tiels euclidiens d � e�nis seulemen t sur les p oin ts de

con tour � si on supp ose que le gradien t est parall � ele � a la normale � a la surface

�� a la courb e dans le cas � D � les courbures s�exprimen t en fonction des d � eriv � ees

partielles de l�image � les expressions corresp ondan tes son t donc in v arian tes

seulemen t sur les p oin ts de con tour �v oir c hapitre !Des images v olumiques

�D � a la g � eom � etrie des surfaces���

La preuv e pr � ec � eden te est aussi v alide dans le second cas si on supp ose que

le gradien t est parall � ele � a la normale p our I � f ce qui est une h yp oth � ese

raisonnable�

Nous a v ons donc mon tr � e que si les d � eriv � ees partielles d�une image son t

calcul � ees a v ec des �ltres d � eriv � es d�un op � erateur de lissage isotrop e� alors les

in v arian ts di� � eren tiels euclidiens calcul � es en utilisan t ces d � eriv � ees partielles�

son t in v arian ts par transformation rigide �in v ariance euclidienne��

La �gure ����� illustre l�in t � er � et d�utiliser des �ltres issus d�un �ltre de lissage

isotropique p our calculer les d � eriv � ees partielles � on compare les courbures sur

les con tours d�un disque plein �v oir c hapitre !Des images v olumiques �D � a la

g � eom � etrie des surfaces� p our le calcul des courbures en fonction des d � eriv � ees��

Les d � eriv � ees son t successiv emen t calcul � ees a v ec le �ltre de Deric he et ensuite

a v ec un �ltre gaussien� On c hoisit la largeur des �ltres de mani � ere � a ce que

la courbure �in v erse du ra y on du cercle� ait la b onne v aleur �en pixels�� On

discerne clairemen t les fausses v ariations de courbure induites par les �ltres

d � eriv an t d�un op � erateur anisotrop e ��� ��

���� Filtres r � ecursifs p our appro ximer les ltres gaussiens

La partie pr � ec � eden tes mon tren t clairemen t l�in t � er � et d�utiliser des op � erateurs

d � eriv � es d�un �ltre de lissage isotrop e a�n de calculer les d � eriv � ees partielles d�une

image� D�un autre c� ot � e� on a aussi in t � er � et a mettre en $uvre des �ltres r � ecursifs

s � eparables de mani � ere � a obtenir un temps de calcul raisonnable� Un mo y en de

joindre ces deux p oin ts an tagonistes est d�utiliser des appro ximations r � ecursiv es

des �ltres gaussiens et de leurs d � eriv � ees ��� ��

������ Calcul des d � eriv � ees d�un signal �D

L�op � erateur de lissage gaussien �D est donn � e par 
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Figure ���	� Image gauche 
 V aleurs de la c ourbur e obtenues ave c les �ltr es

d � eriv � es d�un op � er ateur anisotr op e ��ltr e de Deriche � Image dr oite 
 V aleurs

de la c ourbur e obtenues ave c les �ltr es d � eriv � es d�un op � er ateur isotr op e ��ltr e

gaussien
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� par un �ltre r � ecursif �I IR� d�ordre � de la forme 
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On r � ealise ces appro ximations de la mani � ere suiv an te�

h � x � p eut s� � ecrire 
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o � u les c$	cien ts �

i

et �

i

son t des nom bres complexes conjugu � ees �dans le

cas pr � esen t m est � egal � a ��� L�erreur au sens des moindres carr � ees est d � e�nie

par 
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o � u u est la fonction que l�on v eut appro ximer a v ec h �

Ce probl � eme de minim isati on p eut � etre r � esolu en utilisan t un algorithme

classique de minim isation� Un b on p oin t de d � epart p our une m � etho de it � erativ e

de minim isation p eut � etre obten u a v ec la m � etho de de Pron y �

La m � etho de de Pron y utilise un � ec han tillonage � equidistan t de la fonction

�� x

�

� y
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" f � x
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� p our r " � � � � � m � et � ecrire f � x � "

P
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i

x � Ainsi� on

obtien t le syst � eme suiv an t 
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Si on construit les p olyn� omes 


m

Y

i ��

� v � v

i

� "

m

X

i ��

s

i

v

m � i

" � � v � ������

a v ec s

�

" �� en m ultiplia n t c haque � equation de ������ par s

i

� i " � � � � m � et en

additionan t c hacune de ces nouv elles � equations� on obtien t 
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Si on c hoisit n � m � on p eut aussi � ecrire 
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Ces n � m # � � equations a v ec m inconn ues s
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d � e�nissen t un syt � eme au sens

des moindres carr � es� Ensuite� nous obtenons les inconn ues v
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L�a v an tage de cette m � etho de est qu�il n�est pas n � ecessaire d�a�ecter � a  une
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Nous allons main tenan t donner les r � esultats d�appro ximati on obten us p our

g et ses d � eriv � ees normalis � ees d�ordre ����� que nous noterons 
 g

�

� g

�

� g

�

� Ces

op � erateurs son t normalis � es de mani � ere � a ce que le r � esultat obten u soit correct

si on les applique � a des p olyn� omes� Soit 
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Nous obtenons les r � esultats suiv an ts p our les c$	cien ts des �ltres d�ap�

pro ximation 
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Figure ����� D � eriv � ees deuxi � eme et tr oisi � eme du �ltr e gaussien normalis � ees
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son t calcul � es� on p eut

ais � emen t d � eterminer une r � ealisation r � ecursiv e de h � n �� On calcule la trans�

form � ee en Z 
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p our la partie causale du �ltre� et
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p our la partie an ticausale� Les d � etails d�impl � emen�

tation p euv en t � etre trouv � es par exemple dans ��� ��
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������ Conclusion

La prise en compte de mo d � eles de con tour r � eellemen t �D ou �D m � eme aussi

simples qu�un con tour orien t � e remet en question l�optimali t � e des op � erateurs�

L�utilisation de mo d � eles plus complets incluan t des propri � et � es d�angles ou de

courbures est sans doute in t � eressan te d�un p oin t de vue th � eorique� Cep endan t il

para � �t di	cile d�obtenir des op � erateurs de mise en $uvre ais � ee a v ec des mo d � eles

plus complexes�

Les algorithmes bas � es sur le �ltrage s � eparable r � ecursif app orten t n � eanmoins

des solutions in t � eressan tes p our la d � etection de con tours� Ces m � etho des d � ecrites

pr � ecedemmen t p ermetten t en e�et d�obtenir des r � esultats satisfaisan ts sur la

plupart des t yp es d�images�

���� D � etection de con tours par lissage � Haralic k

L�id � ee de ce mo d � ele est d�appro ximer lo calemen t le signal discret forman t

l�imag e par une fonction d � eriv able� puis de d � eriv er cette fonction ��� ��

Soit I � r � c � l�image� � r � c� I � r � c �� forme une surface�

On supp ose que lo calemen t l�image p eut � etre appro xim � ee par une fonction

p olyn� omial e

I � r � c � " k
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# k
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r # k
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c # k
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r
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# k
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r c # k




c

�

# k
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# k

	

r
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c # k



r c
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# k
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On rec herc he les c$	cien ts de ce p olyn� ome en construisan t une base de

l�ensem ble des fonctions p olyn� omial es dans R � C � R et C � etan t des ensem bles

d�indices � r  R 
 � r  R � c  C 
 � c  C �� On v a mon trer que dans

certains cas particuliers il existe un p olyn� ome discret �d � e�ni dans l�espace des

en tiers relatifs� in terp olan t unique passan t par tous les p oin ts de l�ima ge� On

mon trera aussi que les c$	cien ts de ce p olyn� ome p euv en t � etre d � etermin � es par

des pro duits de con v olution�

Soit f P

�

� r � � � � � P

N � �

� r � g un ensem ble de p olyn� omes discrets orthogonaux

en tre eux�

f Q

�

� r � c � � Q

�

� r � c � � � � Q

p � �

� r � c � g p eut � etre obten u par pro duit tensoriel�

On prend p our P

o

� r � � � � � P

n � �

� r � les p olyn� omes discrets de Tc heb yc he� 


On d � e�nit 
 P

o

� r � " ��

On supp ose 
 P

�

� r � � � � P

n � �

� r � d � e�nis par r � ecurrence comme suit 
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On obtien t ainsi n � equations lin � eaires d�inconn ues a

�

� � � � � a

n � �

� P our n "

� la r � esolution de ce syst � eme p ermet l�obten tion d�une base orthogonale de

l�ensem ble des p olyn� omes de degr � e � 
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f P
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� r � � � � � P

N

� r � g est un ensem ble de p olyn� omes discrets et orthogonaux

sur R �

f Q
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� c � � � � � Q

M

� c � g est un ensem ble de p olyn� omes discrets et orthogonaux

sur C �

�

r  R 
 � r  R

c  C 
 � c  C
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est un ensem ble de p olyn� omes discrets et orthogonaux sur R � C �

En e�et

X
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Si on p ose 
 R " C " f� � � � � � g on obtien t une base orthogonale des

p olyn� omes discrets de degr � e � sur R � C 
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Au v oisinage d�un p oin t on a 


I � r � c � "

N � �

X

n ��

a

n

P

n

� r � c �

a v ec a

i

tel que e
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P

� r �c � � R � C
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minim um
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m

"

P

� r �c � � R � C

P

m

� r � c � I � r � c �

P

� r �c � � R � C

P

�

m

� r � c �

car � P

m

� P

n

� " �

On obtien t dans ce c as p articulier des c$	cien ts a

m

tels que e

�

" � par pro duit

scalaire �ce son t les comp osan tes du p olyn� ome d�in terp olation dans la base � P

i

��

D�o � u les c$	cien ts a

m

du p olyn� ome rec herc h � e s�exprimen t comme com binaison

lin � eaire des v aleurs de l�image dans un v oisinage � � � autour du p oin t� On p eut

donc g � en � erer des masques p ermettan t le calcul des c$	cien ts du p olyn� ome 
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On obtien t ainsi neuf masques corresp ondan t � a une fen � etre � � � p ermettan t

de calculer par des pro duits de con v olution un p olyn� ome appro ximan t lo cale�

men t l�image en c haque p oin t �ce p olyn� ome in terp ole les � p oin ts corresp ondan t

au p oin t consid � er � e et � a ces � v oisins�� La base de fonctions p olyn� omes utilis � ee

d � e�nit implicitem en t un mo d � ele du bruit� Le probl � eme de ce t yp e de m � etho des

est la sensibilit � e des appro ximations p olyn� omial es au bruit�

���� D � etection de con tours par optimisati on

Le princip e de cette appro c he est de rec herc her directemen t dans l�image

un mo d � ele de con tour bas � e sur la s � eparation lo cale de l�image en deux zones

homog � enes ���� ��

Le mo d � ele utilis � e est une droite sub divisan t le mieux p ossible un disque

cen tr � e en un p oin t en deux r � egions homog � enes 


T � x� y � c� s� l � d� b � "

�

b si cx # sy � l

b # d si cx # sy � l

On consid � ere qu�il existe une bijection en tre les con tours id � eaux et les fonc�

tions T � x� y � c� s� l � d� b ��

Soit I � x� y � l�image 


On c herc he � c� s� l � d� b � tel que 


�

�

"

Z Z

D

� I � x� y � � T � x� y � s� l � b� d ��

�

dxdy " k I � T k minim um �

De mani � ere � a minimi ser cette fonction� on d � ecomp ose selon une base ortho�

gonale de l�espace hilb ertien des fonctions sur D �
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cx + sy - l = 0

b

d + b

(x,y)

Figure ����� Contour id � eal au sens de Hue ckel�

f H

i

g

�

i ��

base de l�espace hilb ertien des fonctions sur D �

On obtien t 
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On d � ecomp ose les fonctions sur D en pro duits de comp osan tes radiales et

angulaires 
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Ensuite on minim ise par d � ecomp osition sur cette base de fonctions et on

obtien t � T � d� b � en fonction des luminances des p oin ts consid � er � es�

Etudions main tenan t le cas particulier de l�op � erateur de Huec k el p our la

d � etection de con tour dans un v oisinage � � � trait � e par Jean�F ran) cois Abramatic�

s � x� y � "

�

a si x sin � � y cos �

b sinon
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H7H6H5H4

H3H2H1H0

Figure ����� R epr � esentations gr aphiques des fonctions de la b ase de Hue ckel�
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v oisinage � � � 


H

�

"

�

� �

� �

�

H

�

"

�

� �

� �

�

H

�

"

�

� �

� �

�

H

�

"

�

� �

� �

�

s � x� y � a� b� � � "

�

X

i ��

s

i

H

i

f "

�

X

i ��

f

i

H

i

f " AH

�

# B H

�

# C H

�

# D H

�

f

�

" A � f

�

" b � f

�

" C � f

�

" D





D � etection de con tours ��

s

�

"

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

	

b

a �

� �

�

�

�

�

� # b �

	 � �

�

�

�

a

a �

� 	 � �

�

�

� # b �

� �

� �

�

�

�

�

p our � � � �

	

�

p our

	

�

� � � 


p our 
 � � �

� 	

�

p our

� 	

�

� � � � 


s

�

"

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

	

a �

�

�

�

� # b �

�

�

� �

�

�

�

a

a �

� �

�

� �

�

�

� # b �

� � 	

�

�

�

b

p our � � � �

	

�

p our

	

�

� � � 


p our 
 � � �

� 	

�

p our

� 	

�

� � � 


s

�

"

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

	

a �

�

�

� �

�

�

� # b �

�

�

�

�

b

a �

� �

�

�

�

�

� # b �

� �

�

� �

�

�

�

a

p our � � � �

	

�

p our

	

�

� � � 


p our 
 � � �

� 	

�

p our

� 	

�

� � � 


s

�

"

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

	

a

a �

	 � �

�

�

� # b �

� �

�

�

�

�

�

b

a �

� �

� �

�

�

�

� # b �

� 	 � �

�

�

�

p our � � � �

	

�

p our

	

�

� � � 


p our 
 � � �

� 	

�

p our

� 	

�

� � � � 


P our des raisons de sym � etrie on n� � etudie que le premier et le second cadran�

P our le premier cadran on obtien t 
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Les calculs son t similaires p our le � � eme cadran� On obtien t 


j a

�

� b

�

j " max � j B � C j � j A � D j �

Ce qui corresp ond � a l�op � erateur de Rob erts�

Comme dans le cas du mo d � ele d�Haralic k� le probl � eme du mo d � ele de Huec k el

est la d � e�nition non explicite du bruit� P ar con tre� ces deux mo d � eles son t

r � eellemen t �D ce qui n�est pas le cas du mo d � ele de Cann y �



� Vision par ordinateur

����� P ersp ectiv es

Les propri � et � es essen tielles d�un op � erateur de d � etection de con tour dans des

images bidimensionnelles son t 


�� d � e�nition explicite du bruit�

�� prise en compte des propri � et � es bidimensionnelles d�un con tour 
 courbures�

angles�

�� co � ut calculatoire�

Les op � erateurs issus du mo d � ele de Cann y app orten t une r � ep onse satisfaisan te

p our les p oin ts � et � mais n � egligen t le p oin t �� Les op � erateurs asso ci � es � a des

mo d � eles de t yp e Haralic k ou Huec k el prennen t en compte� du moins implici�

temen t� le p oin t � et conduisen t � a des algorithmes de co � ut raisonnable mais

n � egligen t le p oin t ��

Une autre alternativ e fournissan t des r � esultats in t � eressan ts consiste � a ap�

pro ximer la fonction des niv eaux de gris de l�imag e par une fonction spline ��� ��

On p eut raisonnablemen t p enser que l�utilisation de math � ematiques plus

sophistiqu � ees p ourra p ermettre de d � e�nir des mo d � eles prenan t en compte � a

la fois une d � e�nition explicite du bruit et des propri � et � es g � eom � etriques lo cales�

Cep endan t il sem ble p eu vraisem blable que de tels mo d � eles d � eb ouc hen t sur des

algorithmes de co � ut raisonnable� On p eut alors esp � erer que l� � emergence des

mac hines parall � eles ou d�ordinateurs s � equen tiels plus puissan ts p ermettra leur

implan tatio n�

����� R � esultats exp � erimen taux

La m � etho de rep osan t sur le �ltrage s � eparable r � ecursif que nous a v ons d � ecrite

a � et � e appliqu � ee aux cas �D ��� �� �D ���� �� et �D ���� � en utilisan t les �ltres de

Shen et de Deric he� On obtien t ainsi de b ons r � esultats� au moins meilleurs que

ceux des m � etho des plus anciennes� sur une grande v ari � et � e d�images 
 images

�D de sc � enes d�in t � erieur et d�ext � erieur� images a � eriennes� images m � edicales �D

obten ues par r � esonance magn � etique n ucl � eaire� images �D constitu � ees par des

s � equences temp orelles d�images m � edicales �D � � �

Nous pr � esen tons dans cette section� � a titre indicatif� quelques r � esultats exp � e�

rimen taux ��gures ����� � a ������� Sur une station de tra v ail SUN�� et p our une

image ��� � ��� � ��� le temps total de calcul incluan t le �ltrage� l�extraction

des extr � ema et le seuillage par h yst � eresis est de l�ordre de �� secondes CPU�





�� Vision par ordinateur

Figure ����� V aleur absolue du gr adient en Y de l�image pr � ec � edente c alcul � e

ave c le �ltr e Deriche � � " � �

Figure ����� Extr � ema lo c aux de la norme du gr adient dans la dir e ction du

gr adient �la valeur a�ch � ee est la norme du gr adient�
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Figure ���	� Contours obtenus apr � es seuil lage des extr � ema lo c aux � � " � �

Figure ���
� Contours obtenus apr � es seuil lage des extr � ema lo c aux � � " � � � �
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Figure ����� Contours obtenus apr � es seuil lage des extr � ema lo c aux � � " � � � �

Figure ����� Image originale �c oup e sagittale du c erve au obtenue p ar IRM�
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Figure ����� Extr � ema lo c aux obtenus ave c le �ltr e Deriche�

Figure ����� Contours obtenus p ar seuil lage p ar hyst � er esis des extr � ema lo c aux�
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Figure ��	�� Image originale �c oup e d�une image IRM du thor ax�

Figure ��	�� Extr � ema lo c aux obtenus ave c le �ltr e de Deriche�
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Figure ��	�� Contours obtenus p ar seuil lage p ar hyst � er esis des extr � ema lo c aux�

Figure ��	�� Image originale�
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Figure ��		� Extr � ema lo c aux obtenus ave c le �ltr e de Deriche�

Figure ��	
� Contours obtenus p ar seuil lage p ar hyster esis des extr � ema lo c aux�
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Figure ��	�� Image originale�

Figure ��	�� Extr � ema lo c aux obtenus ave c le �ltr e de Deriche�
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Figure ��	�� Contours obtenus p ar seuil lage p ar hyster esis des extr � ema lo c aux�

����� Am � eliorati on� suivi et c ha � �nage des con tours

Il est souv en t di	cile de s � electionner des seuils ad � equats p our l� � etap e de

seuillage� Des seuils � elev � es p ermetten t de supprimer les p oin ts de con tour dus au

bruit mais aussi de vrais p oin ts de con tour� Des seuils bas p ermetten t d�obtenir

tous les vrais p oin ts de con tour mais aussi ceux dus au bruit� Le c hoix de seuils

d � e�nit un compromis en tre les vrais et les faux con tours� La raison de cette

limitatio n des algorithmes de d � etection de con tours r � eside dans la nature lo cale

des op � erateurs� En e�et lorsque le bruit de l�image est imp ortan t il est n � ecessaire

de d � e�nir aussi des crit � eres globaux� Ces crit � eres s�exprimen t g � en � eralemen t par

une fonction � a optimiser sur un ensem ble d�attributs lo caux� Le plus souv en t on

c hoisit de rec herc her dans l�imag e des c hemins optimisan t la somme des normes

du gradien t calcul � e en c haque p oin t � a l�aide d�un op � erateur lo cal�

On p eut aussi ra jouter un crit � ere de forme de con tour minimi san t les v a�

riations de courbure et la longueur des con tours seconde �minim isation des

courbures�� Lorsqu�on prend simplemen t en compte un crit � ere de normes de

gradien t� des algorithmes de rec herc he de c hemins optimaux dans un graphe

su	sen t p our l�optimisatio n ���� �� Si on consid � ere aussi les courbures on uti�

lise alors le calcul v ariationnel p our minim iser une fonctionnelle incluan t la
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somme des normes du gradien t sur le con tour� la longueur et la somme des

courbures ���� � ���� On a juste alors un mo d � ele d � eformable sur les donn � ees� ces

algorithmes son t conn us sous le nom de !snak e� �serp en t� mais leur danger

r � eside dans le c hoix de la fonctionnelle � a utiliser �cette fonctionnelle r � esulte le

plus souv en t de l�addition de quan tit � es non comparables�� G � en � eralemen t on

applique les m � etho des de suivi non pas sur toute l�image mais simplemen t dans

les zones o � u les op � erateurs lo caux ne donnen t pas des r � esultats satisfaisan ts�

P ar exemple� si on supp ose que les con tours r � eels son t ferm � es� on p eut mettre

en $uvre un algorithme de suivi de con tours � a partir des extr � emit � es des lignes

de con tours ouv erts�

��������� R e cher che de chemin optimal dans un gr aphe

L�id � ee de ce t yp e d�algorithme est de p oser le probl � eme de la d � etection de

con tour comme la rec herc he d�un c hemin de co � ut minim um dans un graphe� Les

donn � ees son t une carte incompl � ete des con tours et les r � esultats une meilleure

carte des con tours� Les comp osan tes critiques de ces m � etho des son t 


�� prendre un b on p oin t de d � epart �

�� commen t les r � esultats d � ej� a obten us doiv en t�ils in�uencer le c hoix du p oin t

suiv an t 
 fonction � a optimiser �

�� crit � ere d�arr � et�

L�appro c he classique consiste � a rec herc her un c hemin de co � ut minim um dans

le graphe d�adjacence des p oin ts de l�image�

On d � e�nit une fonction d� � ev aluation 


� F � n � " G � n � # H � n �

� n 
 � etat

� F 
 fonction de co � ut

� G 
 co � ut p our aller de l� � etat n v ers un � etat de d � epart

� H 
 estimation du co � ut p our aller de l� � etat n v ers un � etat but�

Un exemple de ce t yp e d�algorithme a � et � e prop os � e par Martelli ���� � 


But 
 Une ligne de con traste qui commence sur la ligne en haut de l�image et

se termine sur la ligne du bas de l�image�
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Etats 
 El � emen ts de con tours d � e�nis par deux p oin ts 


A " � i� j � � B " � i� j # �� d � e�nissan t le con tour orien t � e AB

Con tour 
 S � equence d� � el � emen ts de con tour commen) can t en haut de l�image

et se terminan t en bas� ne con tenan t pas de b oucle� et n�a y an t aucun � el � emen t

de direction haut�

Figure ��	�� Chemins r e cher ch � es�

Un con tour est donc un c hemin dans le graphe repr � esen tan t l�espace des

� etats�

La d � etermination du meilleur con tour se ram � ene � a la rec herc he d�un c hemin

optimal dans le graphe�

Soit Max le niv eau de gris maxim um de l�imag e I

n " A

r

A

s

C � n � " Max � I � A

r

� # I � A

s

�

G � n � " co � ut p our aller de l� � etat n �a un � etat initial "

X

C � s � �

s parcouran t le c hemin optimal relian t l� � etat de d � epart � a l� � etat n

H � n � " estimation du co � ut du c hemin optimal relian t l� � etat n �a un � etat �nal

F � n � " G � n � # H � n �
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P our optimiser F on p eut utiliser des m � etho des de programmati on dynamique

ou un algorithme de t yp e A

�

�

������� Cha � �nage de con tours

Dans la plupart des applications la description matricielle des con tours four�

nis par la d � etection de con tours n�est pas su	san te� Il est alors n � ecessaire de

passer � a une description sous forme de listes c ha � �n � ees de con tours� Nous d � ecri�

v ons les princip es d�un algorithme de c ha � �nage op � eran t dans le cas �D unique�

men t�

L�ob jectif du c ha � �nage de con tours est de passer d�une description matricielle

des con tours � a une description sous forme de listes de con tours c ha � �n � ees� Cette

� etap e qui sem ble ais � ee p ose en fait des probl � emes di	ciles 


� le temps de calcul 
 cette � etap e n� � etan t que transitoire� il faut � eviter des

temps de calcul trop prohibitifs �

� la repr � esen tation des relations en tre les c ha � �nes 
 les relations en tre les

c ha � �nes doiv en t � etre g � er � ees sans p erdre d�informatio ns par rapp ort � a l�informa �

tion matricielle �

� la structuration de l�informati on 
 il faut bien structurer l�informati on

p our que les manipulations de donn � ees e�ectu � ees par la suite soien t ais � ees�

P � Garnesson et G� Giraudon � � � on t mis au p oin t un algorithme de c ha � �nage

qui r � esout en partie ces probl � emes en p ermettan t 


� un c ha � �nage rapide en une seule lecture de l�image �

� une gestion e	cace des liens de paren t � e �

� la p ossibilit � e d�un sto c k age � etendu p our div ers t yp es d�informatio ns �ni�

v eau de gris� pixel� amplitude du gradien t� � � � � �

� la p ossibilit � e d� � eliminer des c ha � �nes �

� la minim isati on du nom bre de c ha � �nes �

� la p ossibilit � e de tra v ailler a v ec des sto c k ages d�images r � eduits �

� une faisabilit � e temps r � eel en visageable p our un co � ut r � eduit�

P our cela� ils on t repris l�id � ee de d � ecomp osition d�un pa v � e � x � cen tr � e autour

d�un pixel� en pass � e� pr � esen t� futur� id � ee d � ej� a utilis � ee p our le coloriage de tac hes

ou sur des probl � emes de restauration d�images� La m � etho de se divise en trois

� etap es principales 
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� cr � eation des c ha � �nes en parall � ele en une passe par un bala y age de l�image

a v ec un pa v � e � x � � les c ha � �nes son t cr � e � ees par mise � a jour it � erativ e par de

simples jeux de p oin teurs �

� fusion des c ha � �nes obten ues a�n de minim iser leur nom bre �

� � eliminatio n de c ha � �nes suiv an t un crit � ere�

L�originalit � e de cette appro c he par rapp ort aux nom breux algorithmes de

c ha � �nage existan t est de prop oser une structure de donn � ees �propre� p ermettan t

d�e�ectuer le c ha � �nage et de repr � esen ter son r � esultat� En e�et il faut noter que

dans les tra v aux an t � erieurs� l�asp ect structure de donn � ees n�a v ait pas � et � e ab ord � e

aussi clairemen t� Une m � etho de d�appro ximation p olygonale p eut p ermettre

ensuite d�obtenir � a partir des c ha � �nes de con tours une appro ximation p olygonale

des con tours �v oir le c hapitre ���
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� cr � eation des c ha � �nes en parall � ele en une passe par un bala y age de l�image

a v ec un pa v � e � x � � les c ha � �nes son t cr � e � ees par mise � a jour it � erativ e par de

simples jeux de p oin teurs �

� fusion des c ha � �nes obten ues a	n de minim iser leur nom bre �

� � eliminatio n de c ha � �nes suiv an t un crit � ere


L�originalit � e de cette appro c he par rapp ort aux nom breux algorithmes de

c ha � �nage existan t est de prop oser une structure de donn � ees �propre� p ermettan t

d�e�ectuer le c ha � �nage et de repr � esen ter son r � esultat
 En e�et il faut noter que

dans les tra v aux an t � erieurs l�asp ect structure de donn � ees n�a v ait pas � et � e ab ord � e

aussi clairemen t
 Une m � etho de d�appro ximation p olygonale p eut p ermettre

ensuite d�obtenir � a partir des c ha � �nes de con tours une appro ximation p olygonale

des con tours �v oir le c hapitre ��




Chapitre �

Segmen tation de con tours

Les c ha � �nes de con tours p euv en t � etre partitionn � ees dans des segmen ts de

courb es qui on t une description analytique conn ue telles des lignes droites et des

coniques
 La plus simple description d�une courb e est la ligne droite mais dans

de nom breux cas ce n�est pas su�san t et l�utilisation de courb es du deuxi � eme

ordre s�a v � ere alors n � ecessaire
 Ce c hapitre est en grande partie bas � e sur les

tra v aux de P a vlidis � Horo witz ���� �


���� Segmen tatio n d�une c ha � �ne

Soit C � f c

i

� i � � � � � � � � � n g l�ensem ble des p oin ts d�une c ha � �ne o � u c

i

�

� x

i

� y

i

� est le i

�eme

p oin t de la c ha � �ne a v ec ses co ordonn � ees dans l�image
 Ce

p oin t n�a en princip e que deux v oisins �sauf p our le premier et dernier p oin t� �

c

i � �

et c

i ��


 Soit S une partition de C 
 Soit M un sous�ensem ble de C con tenan t

les p oin ts de cassure corresp ondan t � a la partition S 
 On a �

S � f s

�

� s

�

� � � � � s

N � �

g et M � f m

�

� m

�

� � � � � m

N

g

Le segmen t s

k

commence au p oin t m

k

et se termine au p oin t m

k ��


 Les � el � emen ts

m de M appartiennen t � egalemen t � a C 
 Chaque m corresp ond donc � a un c �

m

k

� c

i

k


 Un segmen t s

k

est donc un sous ensem ble de p oin ts de C tel que

�	gure �
�
� �

s

k

� f c

j

j i

k

� j � i

k ��

� c

ik

� m

k

� c

ik ��

� m

k ��

g

La segmen tation d�une c ha � �ne de con tours p osera donc deux probl � emes �

���
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m0

m
1

m2

m3

= c0

= c7

c 13

= c17

s0

s2

Figure ���� Un exemple de se gmentation�

(x  ,y  )

d

e

y

x

i i

i

f

Figure ���� L a p ar am � etrisation d�une dr oite utilise la distanc e de la dr oite � a

l�origine et l�inclinaison de la dr oite p ar r app ort � a l�axe horizontal�
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�
 trouv er un partionnemen t de la c ha � �ne en segmen ts � s

�

� � � � � s

k

� � � � � et

�
 trouv er p our c haque segmen t s

k

la meilleure appro ximation analytique


Nous allons commencer par donner une solution simple d�appro ximation d�un

ensem ble de p oin ts par un segmen t de droite et par un arc de cercle
 Ensuite

nous allons d � ecrire quelques m � etho des de partionnemen t d�une c ha � �ne de p oin ts

en segmen ts


���� Appro ximer un segmen t par une droite

Soit l� � equation d�une droite �	gure �
�
� �

x sin � � y cos � � d ��
��

La distance d�un p oin t � x

i

� y

i

� � a cette droite est �

e

i

� j x

i

sin � � y

i

cos � � d j

Nous v oulons trouv er la droite �les param � etres � et d � qui minim ise la grandeur �

E �

n

X

i ��

e

�

i

��
��

L�ensem ble des param � etres de la droite est la solution du syst � eme d� � equations �

�

� E

� �

� �

� E

� d

� �

��
��

Apr � es calculs on obtien t p our d et � �

d � V

x

sin � � V

y

cos � ��
��

� �

�

�

arctan

� V

xy

V

y y

� V

xx

��
��

a v ec �

V

x

�

�

n

n

X

i ��

x

i

V

y

�

�

n

n

X

i ��

y

i
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V

xx

�

n

X

i ��

� x

i

� V

x

�

�

V

y y

�

n

X

i ��

� y

i

� V

y

�

�

V

xy

�

n

X

i ��

� x

i

� V

x

�� y

i

� V

y

�

���� Appro ximer un segmen t par un cercle

Soit l� � equation d�un cercle �

� x � a �

�

� � y � b �

�

� r

�

��
��

Av ec les notations suiv an tes �

A � � � a

B � � � b

C � a

�

� b

�

� r

�

L� � equation du cercle p eut s� � ecrire � a nouv eau �

x

�

� y

�

� Ax � B y � C � � ��
��

La distance d�un p oin t � a un cercle s� � ecrit �

d

i

� j

p

� x

i

� a �

�

� � y

i

� b �

�

� r j ��
��

Cep endan t ceci conduit � a un probl � eme d�optimisation non lin � eaire
 La distance

euclidienne d�un p oin t � a un cercle p eut � etre remplac � ee par la distance alg � e�

brique �

e

i

� j � x

i

� a �

�

� � y

i

� b �

�

� r

�

j

� j x

�

i

� y

�

i

� Ax

i

� B y

i

� C j ��
��

Le crit � ere � a minim iser est �

E �

n

X

i ��

e

�

i

��
���

La solution p our A  B et C est donn � ee par le syst � eme d� � equations suiv an t �
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�

�

�

�

�

� E

� A

� �

� E

� B

� �

� E

� C

� �

��
���

Apr � es d � eriv ation on obtien t �

U

xx

A � U

xy

B � U

x

C � � U

xxx

� U

xy y

U

xy

A � U

y y

B � U

y

C � � U

xxy

� U

y y y

��
���

U

x

A � U

y

B � n C � � U

xx

� U

y y

Av ec �

U

xy

�

n

X

i ��

x

i

y

i

et des d � e	nitions similaires p our U

x

 U

xxy

 U

xy z

 etc


On obtien t donc un syst � eme lin � eaire � a trois inconn ues A  B et C  � a partir

desquelles on retrouv e facilemen t les param � etres du cercle


���� Algorithme de d � ecoupage r � ecursif

Supp osons p our l�instan t qu�on v euille appro ximer une c ha � �ne de p oin ts a v ec

des segmen ts de droite
 Dans ce cas un algorithme de d � ecoupage r � ecursif p eut

� etre le suiv an t �

�
 p our une c ha � �ne de p oin ts� est�ce un segmen t de droite �

�
 si oui  aller en 	n �

�
 sinon  diviser la c ha � �ne en deux sous�c ha � �nes et r � ep � eter

l �algorithme p our c haque sous�c ha � �ne �

�
 	n


Av ec les notations pr � ec � eden tes  consid � erons une sous�c ha � �ne s

k

don t les extr � emi�

t � ees son t m

k

et m

k ��


 Si cette sous�c ha � �ne n�est pas correctemen t appro xim � ee

par un segmen t de droite �au sens du crit � ere quadratique � enonc � e pr � ec � edem�

men t� une fa! con "naturelle� d�am � eliorer cette appro ximation est de c herc her

parmi les p oin ts de la sous�c ha � �ne s

k

celui qui est le plus � eloign � e de la corde

d � e	nie par les extr � emit � es de s

k


 On casse alors s

k

en deux sous�c ha � �nes s

�

k

et

s

��

k

 et on leur applique le m � eme traitemen t � � �
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La 	gure �
�
 illustre une implan tatio n e�cace de l�algorithme de d � ecoupage

r � ecursif
 La pro c � edure utilise deux tableaux CLOSED et OPEN 
 Initialemen t

ces tableaux con tiennen t resp ectiv emen t le premier et dernier p oin ts de la

c ha � �ne A et B
 Si la c ha � �ne comprise en tre A et B ne p eut � etre appro xim � ee

par un segmen t de droite �ce qui est le cas� le p oin t le plus � eloign � e de la

corde AB �C� est c hoisi comme p oin t de cassure
 Ce p oin t est ra jout � e dans

le tableau OPEN 
 A c haque pas d�it � eration de la pro c � edure on consid � ere la

c ha � �ne comprise en tre le dernier p oin t en tr � e dans CLOSED et le dernier p oin t

en tr � e dans OPEN 
 Lorsqu�un p oin t de cassure est trouv � e il est ra jout � e � a la 	n

du tableau OPEN 
 Lorsqu�une c ha � �ne p eut � etre appro xim � ee par un segmen t

le dernier p oin t en tr � e dans OPEN passe dans CLOSED 


CLOSED OPEN Segmen t consid � er � e Sommet cr � e � e

A B AB C

A B C A C D

A B C D AD  

A D B C DC E

A D B C E DE  

A D E B C EC F

A D E B C F EF  

A D E F B C F C  

A D E F C B CB G

A D E F C B G CG  

A D E F C G B GB H

A D E F C G B G GH  

A D E F C G H B HB  

A D E F C G H B    

Figure ���� Un exemple de pr o c � edur e de d � ec oup age r � ecursif�

��	� Algorithme de d � ecoupage et union

Supp osons main tenan t qu�on v euille appro ximer une c ha � �ne par une s � equence

de segmen ts de droite et d�arcs de cercle
 L�algorithme de d � ecoupage r � ecursif

devien t alors �
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�
 p our une c ha � �ne de p oin ts � est�ce un segmen t de droite �

�
 si oui  aller en 	n �

�
 sinon  est�ce un cercle �

�
 si oui  aller en 	n �

�
 sinon  diviser la c ha � �ne en deux sous�c ha � �nes et r � ep � eter l�algorithm e p our

c haque sous�c ha � �ne �

�
 	n


Cet algorithme p ose trois probl � emes �

�
 � etan t donn � e un ensem ble de p oin ts appro xim � e correctemen t �au sens des

moindres carr � es� aussi bien par une droite que par un cercle quelle appro xima�

tion c hoisir � Ce probl � eme est illustr � e par la 	gure �
�
 Dans cet exemple nous

sommes ten t � es de c hoisir un cercle
 Nous in tro duisons un facteur d� � ev aluation

e �

Figure ���� Cette cha � �ne p eut aussi bien � etr e une dr oite qu�un c er cle�

e �

k

n

�� �

p

n

� ��
���

a v ec �

� n est le nom bre de p oin ts de la c ha � �ne �

� k est le nom bre de c hangemen ts de signe de la s � equence des v ecteurs

d�erreur �

� p est la longueur de la plus grande s � equence de v ecteurs d�erreurs a y an t

le m � eme signe
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Dans l�exemple trait � e k est grand et p est p etit p our un cercle alors que c�est

le con traire p our une droite
 Dans ce cas on aura donc �

e

cer cle

� e

dr oite

�
 les p oin ts de cassure c hoisis par l�algorithme de d � ecoupage r � ecursif p eu�

v en t coup er un arc de cercle en deux parties 	gure �
�
 Il faudrait donc accom�

pagner la pro c � edure de d � ecoupage par une pro c � edure d�union de deux c ha � �nes

adjacen tes
 Une pro c � edure de d � ecoupage�et�union est donn � ee en exemple sur la

	gure �
�


A

B

C

D

E
H

Figure ��	� L a pr o c � edur e de d � ec oup age r � ecursif a c oup � e un ar c de c er cle en

deux mor c e aux�

�
 lors du c hoix d�un p oin t de cassure sa p osition p eut � etre mauv aise par

rapp ort � a une p osition th � eorique
 C�est souv en t le cas lorsqu�une droite est tan�

gen te � a un cercle le p oin t de tangence � etan t di�cile � a lo caliser 	gure �
�
 Soit

E

k

et E

k ��

les erreurs d�appro ximation asso ci � ees � a deux segmen ts adjacen ts

et soit m

k ��

leur p oin t de cassure
 On v eut trouv er la p osition d�un nouv eau

p oin t de cassure m

�

k ��

tel que �

j m

�

k ��

� m

k ��

j � D

max

E

�

k

� E

k

E

�

k ��

� E

k ��
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CLOSED OPEN Segmen ts consid � er � es Sommet enlev � e

A D E C H B ADE  

A D E C H B DEC  

A D E C H B ECH C

A D E H B EHB  

A D E H B   

A D E H B    

Figure ��
� Un exemple de d � ec oup age�et�union�

point de tangence
point de cassure

Figure ���� Une dr oite tangente � a un c er cle�

On d � e	nit donc un in terv alle autour du p oin t de cassure initial � a l�in t � erieur

duquel on doit se d � eplacer
 Le nouv eau p oin t de cassure doit � etre tel que les

erreurs asso ci � ees aux deux segmen ts adjacen ts soien t dimin u � ees


��
� Un exemple

Nous allons illustrer � a l�aide d�un exemple simple la segmen tation en lignes

droites obten ues par un algorithme de d � ecoupage et union tel qu�il vien t d� � etre

d � ecrit
 La 	gure �
�
 mon tre une image comp ortan t b eaucoup de lignes droites

�gauc he� ainsi que le r � esultat de l�extraction de con tours �droite�
 La 	gure �
�


mon tre le r � esultat de l�appro ximati on p olygonale
 On remarque que dans ce cas

le c hoix de l�erreur maxim ale d�appro ximatio n n�est pas du tout critique


���� La transform � ee de Hough

Il est p ossible de "group er� des p oin ts de con tour colin � eaires sans passer par

l� � etap e de c ha � �nage
 On p eut utiliser p our cela une m � etho de qui consiste � a faire
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Figure ���� Une image � a nive aux de gris et les c ontours extr aits de c ette

image utilisant le �ltr e de Deriche�

Figure ��� L es se gments de dr oite obtenus ave c un algorithme de de c oup age

et union� Dans l�image de gauche nous avons utilis � e une err eur maximale

d�appr oximation de ��	 pixels alors que dans l�image de dr oite nous avons utilis � e

une err eur de 
 pixels�



Segmen tation de con tours ���

corresp ondre � a des p oin ts de con tour du plan image des p oin ts d�un espace

de param � etres
 Cette tec hnique s�app elle "transform � ee de Hough� du nom de

son in v en teur
 Conceptuellemen t elle p eut s� � etendre p our d � etecter des courb es

de forme quelconque
 On trouv era un traitemen t complet de la tranform � ee de

Hough dans ����


Soit l� � equation d�une droite telle que nous l�a v ons d � ej� a utilis � ee �

x sin � � y cos � � d

Si de plus � � �� � � � les param � etres de la droite son t uniques
 A c haque droite

du plan x � y corresp ond un p oin t dans le plan � � d 


Consid � erons main tenan t un p oin t de con tour du plan image
 Ce p oin t est

caract � eris � e par sa p osition dans l�image � x

i

� y

i

� et par son orien tation �

i


 On

p eut donc d � e	nir une droite qui passe par ce p oin t et qui a la direction du

con tour �

x

i

sin �

i

� y

i

cos �

i

� d

i

A c haque p oin t�con tour du plan image corresp ond donc un p oin t dans le plan

� � d 
 Soien t n p oin ts�con tour colin � eaires
 On aura � �

�

� � � � � �

n

et d

�

�

� � � � d

n


 A tous ces p oin ts colin � eaires il corresp ond le m � eme p oint dans le plan

des param � etres


A	n d�utiliser pratiquemen t cette tec hnique nous dev ons discr � etiser le plan

des param � etres en N � M cellules
 A c haque p oin t�con tour du plan image corres�

p ond donc une cellule du plan � � d 
 De plus on asso cie un compteur � a c haque

cellule
 Chaque fois qu�une cellule re! coit un "v ote� de l�imag e on incr � emen te

son compteur
 Des p oin ts de con tour colin � eaires v oterons p our la m � eme cel�

lule le compteur corresp ondan t con tiendra par cons � equen t une v aleur � elev � ee

par rapp ort au compteur d�une cellule qui ne corresp ond pas � a des p oin ts de

con tour colin � eaires 	gure �
��
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plan image 

x

y

650

20mm

plan des parametresd

f65

20 6

Figure ����� D � ete ction de dr oites ave c la tr ansform � ee de Hough�



Chapitre �

Segmen tation d�images en r � egions

L�ob jectif de la segmen tation d�images en r � egions est de partitionner une image

en zones d�in t � er � et corresp ondan t � a des ob jets de la sc � ene d�o � u elle est issue� Elle

p eut � etre situ � ee dans le cadre plus g � en � eral de la segmen tation de donn � ees�

Le probl � eme de base de la segmen tation de donn � ees est le suiv an t �

On conna � �t �

� un ensem ble d� en tit � es

� un ensem ble d� attributs caract � erisan t ces en tit � es

� des relations top ologiques en tre ces en tit � es

� des attributs relationnel s en tre ces en tit � es

On c herc he �

� une �ou des� partition� s� de ces donn � ees a y an t des propri � et � es in t � eres	

san tes par rapp ort aux attributs et aux relations top ologiques�

Les principaux probl � emes qui se p osen t son t �

� d � e
nir les propri � et � es des partition s que l�on c herc he

� concev oir des algorithmes p ermettan t l�obten tion de partition s opti�

misan t ces propri � et � es �

P our le probl � eme sp � eci
que de la segmen tation d�images �

� les en tit � es son t des p oin ts d�images par exemple bidimensionnelles ou

tridimensionnelles�

� les attributs son t la p osition dans l�espace et les luminances �

� les relations top ologiques son t la �	connexit � e ou la �	connexit � e�

�
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� les attributs relationnel s son t les caract � eristiques des fron ti � eres en tre

deux ensem bles d�en tit � es�

On p eut donc caract � eriser un probl � eme de segmen tation d�images par �

� un ensem ble de crit � eres d�homog � en � eit � e d � eterminan t les propri � et � es

des partitions de l�image que l�on c herc he � mo d � elisation analytique �

� un algorithme utilisan t ces crit � eres de mani � ere � a segmen ter l�image �

mo d � elisation algorithmique �

On est donc confron t � e � a deux probl � emes de base distincts �

� la d � e
nition de crit � eres de segmen tation sp � eci
ques � a c haque probl � eme

particulier de segmen tation�

� la d � e
nition d�une strat � egie d�utili sati on des crit � eres de segmen tation

qui p eut � etre d � e
nie de mani � ere g � en � erale�

On p eut noter que dans le cas o � u les propri � et � es d�homog � en � eit � e des r � egions

s�exprimen t simplemen t� il est p ossible de d � eriv er un op � erateur d�extraction de

con tour qui d � etecte les fron ti � eres en tre les r � egions� On p eut ensuite d � eterminer

les r � egions par fermeture des con tours ainsi obten us� Un exemple de ce t yp e

d�appro c he est pr � esen t � e ult � erieuremen t� Mais souv en t la rec herc he de 
ltres ai	

s � emen t implan tables p ermettan t de d � etecter les ruptures d�une propri � et � e d�ho	

mog � en � eit � e d�ordre sup � erieur � a � reste complexe� Ce constat a motiv � e le nom bre

imp ortan t de tra v aux consacr � es � a la segmen tation d�images en r � egions�

Les m � etho des existan tes p euv en t � etre rang � ees dans deux cat � egories � les

m � etho des de �classi
cation�� et les m � etho des de �croissance de r � egions�� La

di� � erence principale en tre ces deux t yp es d�appro c hes r � eside dans la strat � egie

d�utilisation de l�espace des luminances et des relations spatiales existan t en tre

les pixels� Les m � etho des de classi
cation d � eterminen t d�ab ord une partition

de l�espace des luminances et se serv en t ensuite des relations de connexit � e

p our d � eterminer les r � egions� Les m � etho des de croissance de r � egions utilisen t de

mani � ere sim ultan � ee ces deux t yp es d�informati on�

���� Probl � emati que 	 un probl � eme d�optimisati on NP�di
cile

L�ob jectif de cette section est de mon trer que la segmen tation en r � egions dans

des images de dimension quelconque se ram � ene � a un probl � eme d�optimisation�

Nous v errons qu�il est le plus souv en t NP	di�cile� ce qui n � ecessite l�in tro duction

d�heuristiques auxquelles est consacr � ee la section suiv an te�
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La segmen tation d�une image I utilisan t un pr � edicat d�homog � en � eit � e P est

comm un � em en t d � e
nie ��� � ��� �� � comme une partition S � R

�

� R

�

� � � � R

n

de I telle que �

� I � � R

i

� i � � � � � n �

�� R

i

est connexe� � i � � � � � n �

�� P � R

i

� � vrai � � i � � � � � n �

�� P � R

i

� R

j

� � faux � � i �� j � p our tout couple � R

i

� R

j

� de r � egions connexes�

ll est imp ortan t de remarquer que les conditions �� ��� ��� �� ne d � e
nissen t

pas� en g � en � eral� une segmen tation unique� Les r � esultats de segmen tation d � e	

p enden t par cons � equen t de l�ordre et de la mani � ere a v ec lesquelles les donn � ees

son t trait � ees et non pas seulemen t de l�informatio n con ten ue dans l�image� P ar

exemple� dans b eaucoup de m � etho des une segmen tation calcul � ee sur la trans	

p os � ee d�une image n�est pas similai re � a la transp os � ee de la segmen tation de

l�imag e� Il est p ossible de r � eduire ce probl � eme d�ind � etermination en a joutan t

une con train te d�optimisatio n d�une fonction C caract � erisan t la qualit � e d�une

segmen tation ��� �� Soit Q une fonction caract � erisan t la qualit � e d�un � el � emen t de

S �par exemple la v ariance des niv eaux de gris des pixels d�une r � egion�� Soit C

une fonction monotone et sym � etrique par rapp ort � a la qualit � e de c haque � el � emen t

de S � C � S � � C � Q � R

�

� � � � � Q � R

n

�� �par exemple la mo y enne arithm � etique de

Q � R

�

� � � � � Q � R

n

��� Nous a joutons aux axiomes � � �� le suiv an t �

�� parmi toutes les segmen tations p ossibles S v � eri
an t �� ��� ��� nous rec her	

c hons la �ou une� segmen tation S

�

qui optimise la fonction de qualit � e c�est	� a	

dire telle que �

C � S

�

� � C � S � � S � S

P

� I �

o � u S

P

� I � est l�ensem ble des partitions de I � et C une fonction d � ecroissan te�

T r � es souv en t C est additiv e� elle p eut � etre par exemple dans le cas d�images

�	D la fonction C

�

d � e
nie comme suit �

C

�

� S � �

P

i �� �n

P

� k �l � � R

i

� I � k � l � � M

i

�

�

� n � etan t le nom bre des r � egions�

M

i

�

P

� k�l � � R

i

I � k �l �

C ar d � R

i

�

� C ar d � R

i

� � etan t le nom bre de p oin ts d�une r � egion R

i

�

Il est imp ortan t de remarquer que g � en � eralemen t les propri � et � es d � esir � ees p our

les r � egions p euv en t � etre d � ecomp os � ees hi � erarc hiquemen t de mani � ere � a simpli	


er leur optimisation ��� �� Une suite � P

�

� C

�

� � � � � � P

n

� C

n

� sera ainsi utilis � ee

au lieu d�un simple couple � P � C �� Une telle d � ecomp osition p ermet de r � eduire�

en le divisan t le probl � eme d�optimisation� Cette n � ecessit � e p eut s�illustrer par
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un exemple simple� Supp osons que nous v oulions d � eterminer des angles droits

�a partir d�un ensem ble de p oin ts� Dans une premi � ere � etap e� nous utiliserons

un couple � P

�

� C

�

� p ermettan t l�obten tion de segmen ts de droites � a partir des

p oin ts� Dans une deuxi � eme � etap e� nous utiliserons un couple � P

�

� C

�

� p ermet	

tan t la formation d�angles droits a v ec les segmen ts�

Il est clair que la condition �� ne d � e
nit pas toujours une segmen tation

unique� En e�et plusieurs segmen tations a y an t la m � eme v aleur minim ale de C

p euv en t exister� Quoi qu�il en soit� cette condition p ermet d�obtenir une d � e
ni	

tion plus pr � ecise mais p ose un probl � eme algorithmique sous	tendan t une com	

plexit � e imp ortan te� C�est p ourquoi la rec herc he d�algorithmes sous	optimaux

est n � ecessaire�

���� Segmen tatio n en r � egions par classi�cation

Ces m � etho des d � eterminen t d�ab ord une partition de l�espace des luminances

en utilisan t les niv eaux de gris pr � esen ts dans l�imag e� On asso cie � a c haque pixel

la classe de niv eaux de gris � a laquelle il appartien t� Les r � egions son t d � e
nies

par les ensem bles maxim aux de pixels connexes appartenan t � a la m � eme classe�

Les pr � edicats d�homog � en � eit � e et les fonctions de qualit � e �v oir paragraphe pr � e	

c � eden t� ne son t pas d � e
nis explicitemen t dans ce t yp e d�algorithme� Le plus

souv en t la classi
cation des luminances s�e�ectue � a partir du calcul de l�his	

togramme de r � epartition dans l�image� On rec herc he les di� � eren ts mo des de

l�histogramm e et les �v all � ees� corresp ondan tes� Les classes son t d � etermin � ees

par les in terv alles en tre les v all � ees� Cette pro c � edure fonctionne bien p our des

images comprenan t un nom bre p eu imp ortan t d�ob jets a y an t des niv eaux d�in	

tensit � e di� � eren ts� Olhander ��� � a am � elior � e cette id � ee en in tro duisan t une clas	

si
cation r � ecursiv e p ermettan t d�op � erer quand un nom bre imp ortan t d�ob jets

est pr � esen t dans l�imag e� On d � e
nit un masque s � electionnan t tous les pixels

de l�imag e �un masque d � e
nit une zone de l�ima ge�� P our c haque masque un

histogramme de l�image masqu � ee est calcul � e� Les mo des de l�histogramm e son t

d � etect � es p ermettan t ainsi de segmen ter l�espace des niv eaux de gris� Les p oin ts

de l�image son t � etiquet � es a v ec la classe corresp ondan te� Les ensem bles maxi	

maux de pixels connexes appartenan t � a une m � eme classe son t d � etermin � es� Si

l�histogramm e comprend plus qu�un mo de alors le masque est termin � e� Sinon

tous les ensem bles connexes pr � ec � edemmen t calcul � es son t utilis � es p our g � en � erer

des masques qui son t plac � es dans une pile de masques� Duran t les it � erations
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successiv es le masque couran t d � etermine les pixels utilis � es p our le calcul d�his	

togrammes� La classi
cation est r � ep � et � ee p our c haque nouv eau masque jusqu�� a

ce que la pile soit vide� Le nom bre des mo des de l�histogramm e d � etermin � es � a

c haque � etap e est un param � etre de cette pro c � edure � par exemple si ce nom bre

est r � eduit � a l�unit � e on d � etermine � a c haque � etap e le meilleur pic� Oh ta� Ka	

nade et Sak ai ��� � on t adapt � e cet algorithme p our la segmen tation d�images

couleur� Dans le cas o � u l�image con tien t un ob jet se d � etac han t sur un fond�

des tec hniques de classi
cation par seuillage adaptatif on t � et � e d � ev elopp � ees ��� ��

��� �	��� �� Ces m � etho des com binen t l�informatio n spatiale de l�imag e a v ec l�in	

formation de luminance p our aider la d � etermination des seuils� L�it � eration de

ce t yp e d�algorithme p eut p ermettre la segmen tation d�images comprenan t plu	

sieurs ob jets�

Cho w et Kanek o ��� � calculen t en c haque p oin t un seuil d � ep endan t de l�histo	

gramme de r � epartition des luminances sur son v oisinage� Des v oisinages carr � es

�� � �� ou �� � �� son t par exemple utilis � es p our la d � etermination de ces

�histogramm es lo caux�� De mani � ere � a � eviter le calcul d�un histogramme p our

c haque p oin t Cho w et Kanek o partitionnen t l�imag e en blo cs� calculen t l�his	

togramme p our c haque blo c� d � eterminen t un seuillage appropri � e p our c haque

histogramme� et ensuite in terp olen t spatialemen t les v aleurs des seuils de ma	

ni � ere � a obtenir un seuil adaptatif en c haque pixel�

W eszca� Nagel et Rosenfeld ��� � sugg � eren t de d � eterminer un histogramme

en prenan t seulemen t en compte les pixels de laplacien faible� Seules les lu	

minances � a l�ext � erieur des zones de fort gradien t donc a priori � a l�in t � erieur de

zones homog � enes p eu bruit � ees son t ainsi prises en compte�

W atanab e ��� � prop ose de c hoisir une v aleur de seuil qui maxim ise la somme

des gradien ts calcul � ee sur tous les pixels don t le niv eau de gris est � egal � a la v aleur

du seuil�

Ces m � etho des de �segmen tation par classi
cation� se r � ev � elen t e�caces si

la classi
cation des luminances p ermet de mettre en � evidence les di� � eren tes

r � egions homog � enes de l�imag e� Dans le cas d�images comprenan t des ob jets

de luminances di� � eren tes se d � etac han t sur un fond� cette appro c he donne de

b ons r � esultats� Mais lorsque les images son t bruit � ees et con tiennen t un nom bre

imp ortan t d�ob jets la classi
cation se r � ev � ele p eu utilisable� Dans ce cas il est

n � ecessaire d�utiliser les relations spatiales tout au long du pro cessus de segmen	

tation� Cette id � ee a � et � e d � ev elopp � ee dans les m � etho des dites de �croissance de

r � egions��
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��� Segmen tatio n par croissance de r � egions

Ces tec hniques consisten t � a regroup er it � erativ emen t des ensem bles de p oin ts

connexes en r � egions plus imp ortan tes en utilisan t des conditions d � ep endan t de

propri � et � es d�homog � en � eit � e� L�id � ee de base de ce t yp e d�appro c he est de d � e
	

nir des crit � eres de regroup emen t des pixels p ermettan t l�obten tion de r � egions

homog � enes� Les relations spatiales son t ainsi utilis � ees tout au long du pro ces	

sus de segmen tation� Ces m � etho des p euv en t � etre sub divis � ees en deux classes �

�agr � egation de p oin ts� et �regroup emen t it � eratif d�ensem bles de p oin ts��

����� Agr � egation de p oin ts

Ces algorithmes asso cien t � a c haque pixel un v ecteur de propri � et � es� Deux

pixels son t regroup � es si leurs v ecteurs de propri � et � es son t �su�sammen t si	

milaires�� Le r � esultat de la segmen tation est constitu � e par les comp osan tes

connexes d � etermin � ees� Div ers v ecteurs de propri � et � es et div erses mesures de si	

milarit � e on t � et � e prop os � ees ��� ���

L�heuristique la plus simple consiste � a r � eunir deux pixels si leur di� � erence

de niv eau de gris est su�samen t faible� Bry an t ��� � normalise cette di� � erence

par la mo y enne des di� � erences calcul � ees sur tous les couples de pixels v oisins

de l�image� Asano et Y ok o y a �� � regroup en t deux pixels si leur di� � erence de

niv eaux de gris est faible par rapp ort � a la plus grande di� � erence existan t en tre

c hacun des pixels et ses v oisins pris dans un p etit v oisinage carr � e�

Nagao et Matsuy ama utilisen t ce t yp e d�algorithme p our la segmen tation

d�images couleur ��� �� Un pixel est regroup � e a v ec un no y au de r � egion si la

norme S U P en tre son v ecteur de comp osan tes �dans R� V � B � et un v ecteur

de comp osan tes quelconques d�un p oin t du no y au est ma jor � ee par un seuil�

Une expansion p oin t � a p oin t p ermet d�obtenir un ensem ble de r � egions don t

l�ampli tude de v ariation des in tensit � es des p oin ts selon les comp osan tes rouge

� R �� v ert � V �� bleu � B � est ma jor � ee par le seuil�

Des crit � eres de regroup emen t plus sophistiqu � es attac han t � a c haque pixel un

v ecteur de propri � et � es d � ep endan t d�un v oisinage k � k autour du pixel on t � et � e

emplo y � es� Souv en t le v ecteur propri � et � e est issu d�un op � erateur de d � etection

de con tour �� � ���� Les pixels non s � epar � es par un con tour son t asso ci � es� Les

r � esultats obten us d � ep enden t � evidemmen t du d � etecteur de con tour utilis � e�

Les limitations de ce t yp e d�appro c he par agr � egation de p oin ts son t li � ees au



Segmen tation en r � egions �

fait que les en tit � es que l�on regroup e �les pixels� v � ehiculen t p eu d�informations�

En e�et ces m � etho des consisten t � a d � eterminer des no y aux de r � egions et ensuite

�a regroup er it � erativ emen t des p oin ts � a ces no y aux� Les seules informations don t

on disp ose p our d � ecider d�un regroup emen t son t les caract � eristiques du no y au

de r � egions et la luminance du p oin t� Les m � etho des par regroup emen t it � eratif

d�ensem bles de p oin ts p ermetten t d�utiliser des informations plus ric hes p our

former les r � egions�

����� Regroup emen t it � eratif d�ensem ble de p oin ts

L�id � ee de ces m � etho des est de d � e
nir une succession de partitions de l�image

par regroup emen t it � eratif de r � egions connexes� Cette strat � egie p ermet de d � e
nir

des heuristiques de regroup emen t d � ep endan t de la similarit � e des propri � et � es des

r � egions�

La premi � ere appro c he de ce t yp e a � et � e prop os � ee par Muerle et Allen ��� ��

Ils sugg � eren t de regroup er deux r � egions adjacen tes si leurs distributions de

niv eaux de gris son t su�samen t similaires� Ils recommanden t d�utiliser le test

de Kolmogoro v	Sm i rno v�

Brice et F ennema ��� � e�ectuen t la croissance de r � egions en partitionnan t

l�imag e en ensem bles initiaux de p oin ts de m � eme in tensit � e� Ils regroup en t en	

suite s � equen tiellemen t les couples de r � egions adjacen tes don t une fraction si	

gni
cativ e de la fron ti � ere a un con traste faible� Horo witz et P a vlidis utilisen t

un �quad tree� p our repr � esen ter l�ima ge� Une strat � egie de fusion et d�explosion

��split and merge�� utilisan t le quad	tree est ensuite mise en �uvre ��� �� On ob	

tien t ainsi un ensem ble de r � egions don t l�ampli tude de v ariation des luminances

est ma jor � ee par un seuil�

La m � etho de d � ev elopp � ee par P ong et al� ��� � est bas � ee sur l�utilisation s � e	

quen tielle de plusieurs algorithmes � l�ima ge est d�ab ord segmen t � ee en utilisan t

un �slop ed facet mo del� ��� � � ensuite la segmen tation initiale sert d�en tr � ee � a un

algorithme de croissance de r � egions� Deux r � egions adjacen tes son t fusionn � ees si

un crit � ere de similarit � e est v � eri
 � e�

La plupart de ces m � etho des regroup en t it � erativ emen t tous les couples de

r � egions adjacen tes v � eri
an t certaines conditions� Le pro cessus de croissance

s�arr � ete quand plus aucun couple de r � egions adjacen tes ne v � eri
e les conditions

de fusion� G � en � eralemen t le r � esultat obten u d � ep end de l�ordre a v ec lequel les

couples de r � egions son t regroup � es� Ainsi le princip e des m � etho des les plus
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e�caces est de d � e
nir une hi � erarc hie de fusion�

�������� Cr oissanc e hi � er ar chique de r � egions

On d � ecrit un algorithme sous	optimal illustran t la d � e
nition de la segmen ta	

tion prop os � ee pr � ec � edemmen t� L�id � ee de base de cet algorithme est d�optimiser

la qualit � e globale de la segmen tation � S � par une optimisation lo cale ��� � �� ��

Il consiste � a regroup er parmi tous les couples de r � egions don t la r � eunion v � eri
e

le pr � edicat � P � celui a y an t la meilleure qualit � e lo cale � Q �� Il s� � ecrit comme suit �

S � I

tan t qu�un couple de r � egions connexes don t l�union v � eri
e P existe faire �

� regroup er parmi tous les couples � R

i

� R

j

� don t l�union v � eri
e P celui

minim isan t Q � R

i

� R

j

�

� mettre � a jour S

Cet algorithme de regroup emen t optimise l�estimation globale de la qualit � e

de la segmen tation par optimisation lo cale de Q � Le fait que le co � ut de fusion � Q �

soit optimis � e sur l�image en ti � ere p ermet au pro cessus de fusion d� � etre fortemen t

guid � e par les donn � ees� On ne d � e
nit pas de sens de parcours ou de traitemen t

des donn � ees� L�ordre a v ec lequel l�image est trait � ee n�est pas d � etermin � e a priori

comme dans la plupart des algorithmes de segmen tation� Cet algorithme p eut

� etre it � er � e p our utiliser une suite de crit � eres de fusion � � P

�

� Q

�

� � � � � P

n

� Q

n

��

Au premier ab ord cet algorithme sem ble sous	tendre une complexit � e imp or	

tan te� En e�et le c hoix du meilleur couple de r � egions connexes par rapp ort � a

� P

i

� Q

i

� am � ene en g � en � eral des implan tatio ns co � uteuses� Or si certaines condi	

tions relativ es aux � P

i

� Q

i

� son t v � eri
 � ees� une implan tation de faible complexit � e

algorithmique est p ossible ��� �� On v a main tenan t d � ecrire ces propri � et � es� On

donnera tout d�ab ord quelques d � e
nitions� et ensuite les h yp oth � eses n � ecessaires

sur les � P

i

� Q

i

��

�������� D � e
nitions

Soit E � e

�

� e

�

� � � � e

n

une partition initiale de l�image � E p eut � etre l�image

ou une segmen tation initiale�

Soit P � E � l�ensem ble des sous	ensem bles de E �
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Soit R l�ensem ble des r � eels�

Soit k le nom bre d�attributs asso ci � es � a un sous	ensem ble de E �

Soit A une fonction de P � E � v ers R

k

qui asso cie un v ecteur d�attributs � a un

sous	ensem ble de E �par exemple p our une image de niv eaux de gris � l�aire� la

mo y enne ou la v ariance de niv eau de gris� � � � �� Soit m le nom bre d�attributs

asso ci � es � a un couple de sous	ensem bles de E �

Soit G une fonction de P � E �

�

v ers R

m

qui asso cie un v ecteur d�attributs � a

un couple de sous	ensem bles de E �par exemple p our une image de niv eaux de

gris � le gradien t mo y en � a la fron ti � ere��

Soit S une partition de E � S � f E

�

� E

�

� � � � E

p

g �

On asso cie � a S l�ensem ble des attributs de ses � el � emen ts et l�ensem ble des

attributs de ses paires d� � el � emen ts resp ectiv emen t V � S � et W � S � �

V � S � � f A � E

�

� � A � E

�

� � � � � A � E

p

� g

W � S � � f G � E

r

� E

s

�� r � s � � � � � p � g

Chaque triplet � S� V � S � � W � S �� d � e
nit et caract � erise une segmen tation de

E �

On d � e
nit l�action consistan t � a fusionner deux � el � emen ts de S E

i

et E

j

� Cette

op � eration consiste � a d � e
nir un nouv eau triplet �

� S� V � S � � W � S ��

� i�j �

� � R� V � R � � W � R ��

R � f E

�

� � � � � E

i � �

� E

i

� E

j

� E

i ��

� � � � � E

j � �

� E

j ��

� � � � � E

p � �

g

V � R � � f A �

�

� � � � � � A � E

i � �

� � A � E

i

� E

j

� � � � � � A � E

p � �

� g

W � R � � f G � E

p

� E

q

� � p �� i� q �� j� G � E

q

� E

i

� E

j

� � � � g

��������� Conditions p our une implan tation rapide

On supp ose que les conditions � A

�

� et � A

�

� suiv an tes son t v � eri
 � ees �

� A

�

� � L a suite de c ouples � �Pr � edic at de fusion�Co 	 ut de fusion
 � � P � Q �

d � e�nissant les heuristiques de r e gr oup ement est tel le que �

� E � F � S nous avons �

P � E � F � � P � A � E � � A � F � � G � E � F ��

Q � E � F � � Q � A � E � � A � F � � G � E � F �� �
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Cela signi
e que le pr � edicat d�homog � en � eit � e et la fonction de qualit � e de la

r � eunion de deux r � egions p euv en t � etre calcul � es � a partir de leurs attributs�

� A

�

� � Il existe deux fonctions T et U tel les que �

T est une fonction de � R

k

�

�

vers R

k

tel le que �

� S

�

� S

�

� P � E �� A � S

�

� S

�

� � T � A � S

�

� � A � S

�

��

Cela signi
e que les attributs de la r � eunion de deux r � egions p euv en t � etre

calcul � es � a partir des attributs des deux r � egions�

U est une fonction de � R

m

�

�

dans R

m

telle que �

� S

�

� S

�

� S

�

� P � E �� G � S

�

� S

�

� S

�

� � U � G � S

�

� S

�

� � G � S

�

� S

�

��

Cela signi
e que les attributs du couple � S

�

� S

�

� S

�

� p euv en t � etre calcul � es

�a partir de ceux de � S

�

� S

�

� et � S

�

� S

�

��

Les fonctions T et U p ermetten t de mettre � a jour ais � emen t � S� V � S � � W � S ��

apr � es une fusion� Ainsi� si un triplet initial � S� V � S � � W � S �� et les fonctions T

et U son t donn � ees� nous p ouv ons e�ectuer une suite de fusions en mettan t � a

jour it � erativ emen t le triplet couran t�

��������� Remarques

Les conditions � A

�

� et � A

�

� p ermetten t de r � ealiser une implan tation de l�

algorithme don t la complexit � e est faible� Dans b eaucoup de probl � emes de seg	

men tation on p eut trouv er des crit � eres de segmen tation qui v � eri
en t ces condi	

tions� Le probl � eme principal p os � e par la condition � A

�

� est que le pr � edicat

ainsi que le co � ut de fusion son t uniquemen t des fonctions du couple de r � egions�

En e�et� aucune information con textuelle �concernan t� par exemple� les attri	

buts des r � egions v oisines� ne p eut � etre ins � er � ee dans un couple � P

i

� Q

i

� v � eri
an t

� A

�

�� P our le cas de l�optimi sation d�une fonction globale de qualit � e Ci mono	

tone et sym � etrique par rapp ort aux qualit � es lo cales Q

i

� cette restriction n�est

pas g � enan te� En e�et� une telle estimation de la v aleur d�une segmen tation ne

n � ecessite pas� p our � etre optimis � ee� d�information con textuelle�

La caract � erisation des attributs induite par � A

�

� implique une restriction

sur la nature des attributs utilis � es� L�existence de la fonction T signi
e que
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les attributs asso ci � es � a une r � egion p euv en t � etre calcul � es � a partir des attributs

asso ci � es � a un ensem ble quelconque de r � egions forman t une partition de la r � egion�

L�existence de la fonction U implique que les attributs asso ci � es � a un couple

de r � egions p euv en t � etre d � etermin � es � a partir de ceux des couples du pro duit

cart � esien de deux partitions quelconques des deux r � egions� Pratiquemen t� quand

un attribut in t � eressan t p our un probl � eme de segmen tation ne v � eri
e pas la

condition � A

�

� nous c herc hons � a l�exprimer en fonction d�attributs la v � eri
an t�

D�un p oin t de vue th � eorique une telle d � ecomp osition existe toujours � le pire des

cas � etan t quand elle utilise tous les p oin ts de la r � egion� Nous a v ons � evidemmen t

in t � er � et � a emplo y er des attributs qui p euv en t � etre exprim � es a v ec un nom bre

r � eduit d�attributs v � eri
an t � A

�

�� Nous allons illustrer ces remarques par le cas

simple de la v ariance des niv eaux de gris souv en t utilis � ee p our la segmen tation

des images naturelles� La v ariance des niv eaux de gris de deux r � egions R

�

et

R

�

n�est pas uniquemen t fonction de la v ariance de R

�

et de la v ariance de R

�

�

Cep endan t elle p eut � etre calcul � ee si on connait l�aire� la somme des niv eaux

de gris� et la somme des carr � es des niv eaux de gris des deux r � egions R

�

et

R

�

� Ces trois attributs v � eri
en t la propri � et � e � A

�

�� en e�et le v ecteur attribut

incluan t resp ectiv emen t ces trois attributs est asso ci � e � a la fonction T suiv an te �

T �� x

�

� x

�

� x

�

� � � y

�

� y

�

� y

�

�� � � x

�

� y

�

� x

�

� y

�

� x

�

� y

�

�� Ainsi si nous v oulons

utiliser la v ariance des niv eaux de gris� p our segmen ter des images naturelles

�	D par exemple� nous inclurons dans les attributs asso ci � es aux r � egions � l�aire�

la somme des niv eaux de gris� et la somme des carr � es des niv eaux de gris�

De m � eme la matrice de co v ariance d�un ensem ble de p oin ts �	D ou �	D p eut

� etre calcul � ee ais � emen t � a partir des sommes des pro duits de co ordonn � ees� Les

m � emes remarques concernan t la condition � A

�

� p euv en t � etre faites au sujet des

attributs asso ci � es aux couples de r � egions tels que � nom bre de p oin ts et gradien t

mo y en le long de la fron ti � ere�

��������� Implan tation

On repr � esen te un triplet � S� V � S � � W � S �� par un graphe v alu � e� On asso cie � a

c haque n�ud du graphe un � el � emen t de S et le v ecteur attribut qui le caract � erise�

Nous asso cions � a c haque arc du graphe un couple d� � el � emen ts de S et le v ecteur

attribut qui caract � erise les relations existan t en tre les deux n�uds� Chaque

n�ud du graphe corresp ond � a la r � eunion d�un ensem ble de n�uds issus du

graphe initial 	le graphe initial � etan t obten u � a partir d�une segmen tation initiale
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�dans le pire des cas l�image�� Pratiquemen t des arcs son t cr � e � es seulemen t en tre

des r � egions v � eri
an t des propri � et � es in t � eressan tes par exemple de connexit � e ou

de recouvremen t ��� � �� ��

Le pro cessus de croissance de r � egions consiste donc � a calculer le graphe

initial et � a it � erer les deux actions suiv an tes �

� d � etermination du couple de n�uds � a regroup er�

�� mise � a jour du graphe apr � es le regroup emen t des deux n�uds corresp on	

dan t�

L� � etap e  n � ecessite un acc � es rapide au couple de n�uds v � eri
an t le pr � edicat

couran t et optimisan t la fonction de co � ut� Il est donc n � ecessaire de d � e
nir

une structure de donn � ees p ermettan t de repr � esen ter e�cacemen t un ensem ble

d�ob jets m uni d�une relation d�ordre et sur lequel doiv en t � etre appliqu � e les

op � erations suiv an tes �

� ins � erer

� �oter le minim um

La structure de tas �heap� p ermet d�e�ectuer ces op � erations a v ec un co � ut de

l�ordre du logarithme du nom bre d� � el � emen ts pris en compte� On trouv era une

description du tas et de son implan tation dans ��� ��

L� � etap e � n � ecessite un acc � es rapide aux arcs incluan t un n�ud donn � e ainsi

qu� aux attributs corresp ondan t� On p eut donc c hoisir une repr � esen tation du

graphe p ermettan t un acc � es direct � a l�ensem ble des arcs comprenan t un n�ud

donn � e ainsi qu�aux attributs corresp ondan ts�

Le graphe est repr � esen t � e par les listes d�arcs asso ci � ees � a c haque n�ud et

des listes d�attributs asso ci � ees aux n�uds et aux arcs �

On sp � eci
e ainsi un probl � eme de segmen tation par �

� un graphe initial issu d�une partition initiale et les attributs asso ci � es � a

ses n�uds et � a ses arcs�

� deux fonctions de mise � a jour attac h � ees resp ectiv emen t aux attributs	

n�uds et aux attributs	arcs � T et U ��

� une suite de couples �Pr � edicat de fusion� Co � ut de fusion� qui

d � e
nit la strat � egie de regroup emen t �� P

�

� Q

�

� � � � � � P

n

� Q

n

���
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��������� Complexit � e

Discutons main tenan t de la complexit � e algorithmique de cet algorithme� Les

calculs pro v o qu � es par la fusion de deux n�uds son t donc les suiv an ts �

� calcul des attributs du nouv eau n�ud en utilisan t la fonction de mise � a

jour T �

� calcul des attributs des arcs incluan t le nouv eau n�ud en utilisan t la

fonction de mise � a jour U �

Nous dev ons a jouter aux calculs pr � ec � eden ts ceux dus � a la d � etermination du

couple � a fusionner et � a la mise � a jour du tas c�est	� a	dire �

� prendre la t � ete du tas jusqu�� a ce qu�un arc v alide soit extrait�

� calcul du co � ut attac h � e aux nouv eaux arcs et rangemen t des p oin teurs

corresp ondan ts dans le tas�

Plus formellemen t� la complexit � e algorithmique p eut � etre calcul � ee comme

suit �

Soien t N et B resp ectiv emen t le nom bre de n�uds et le nom bre d�arcs du

graphe initial�

Soit F le nom bre de fusions e�ectu � ees duran t la segmen tation�

Chaque n�ud est connect � e en mo y enne a v ec V �

� B

N

n�uds � on supp ose

que V reste � a p eu pr � es constan t duran t le pro cessus�

Soit T

�

le nom bre d�op � erations requises p our le calcul de la fonction T �

Soit T

�

le nom bre d�op � erations requises p our le calcul de la fonction U �

Soit T

�

le nom bre d�op � erations requises p our le calcul du pr � edicat et de la

fonction de co � ut�

Soit M le nom bre mo y en de n�uds adjacen ts v � eri
an t le pr � edicat de fusion

p our un n�ud donn � e du graphe initial � on supp ose que M reste constan t

duran t le pro cessus de regroup emen t�

Le calcul n � ecessit � e par la mise � a jour de graphe lors des fusions est � F T

�

�

F T

�

V �

P our mettre � a jour tas lors d�une fusion nous ins � erons dans le tas en mo y enne

V nouv eaux arcs et ainsi nous calculons V nouv elles v aleurs de pr � edicats et

de co � ut� De plus nous ins � erons dans le tas les nouv eaux arcs qui v � eri
en t le

pr � edicat� Nous p ouv ons raisonnablemen t supp oser que le nom bre maxim um

d� � el � emen ts dans le tas est � a p eu pr � es V �M �
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Le nom bre d�op � erations requises p our la mise � a jour du tas lors des fusions

est donc appro ximativ em en t �

F T

�

V � F M V O � LO G � V M ��

Le second terme de la somme ci	dessus corresp ond au co � ut de l�insertion des

v aleurs des nouv eaux arcs cr � e � es par le regroup emen t�

La complexit � e totale de notre algorithme est donc �

O � F T

�

� F T

�

V � F T

�

V � F M V LO G � V M ��

Ce r � esultat mon tre l�imp ortance de V et M p our la complexit � e de notre

algorithme� M caract � erise l� � etat du graphe initial par rapp ort au pr � edicat de

fusion� On a donc in t � er � et � a utiliser une b onne m � etho de ��� p our d � eterminer une

segmen tation initiale� Nous remarquons que la complexit � e est une fonction de

la �densit � e d�arc� du graphe� Nous aurons donc in t � er � et � a limiter le nom bre de

relations en tre les n�uds du graphe�

Cet algorithme de segmen tation par croissance de r � egions s�applique p our

des images de dimensions quelconques� mono c hromati ques et m ultic hroma 	

tiques� ainsi que p our la segmen tation de surfaces �D ��� � �� �� Il faut noter

qu�il p eut prendre en compte le r � esultat d�une d � etection de con tours a
n de

con tr� oler la croissance des r � egions a v ec des propri � et � es de discon tin uit � e �� ��

Nous donnons un exemple d�application de cette m � etho de p our des images �D

mono c hromatiq ues ��� ��

��������� Application aux images mono c hromatiques

De mani � ere � a appliquer cette m � etho de de segmen tation aux images mo	

no c hromatiques il faut � etablir une hi � erarc hie des propri � et � es d � esir � ees p our les

r � egions� Ensuite� on attac he � a c haque propri � et � e d�homog � en � eit � e un pr � edicat�

une fonction globale de qualit � e� et une fonction lo cale de qualit � e� On d � etermine

alors les attributs asso ci � es aux r � egions et aux couples de r � egions p ermettan t de

calculer le pr � edicat d�homog � en � eit � e et la fonction lo cale de qualit � e� On mon tre

en
n que ces pr � edicats et ces fonctions v � eri
en t les propri � et � es d � e
nies dans le

paragraphe pr � ec � eden t�

La d � etermination de crit � eres de segmen tation s�appliquan t � a une classe im	

p ortan te d�images naturelles mono c hromatiques n�est pas ais � ee� En e�et la
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m ultiplicit �e des facteurs ph ysiques in terv enan t dans la formation d�une image

rend di�cile le calcul de fonctions d�homog � en � eit � e p ermettan t de di� � erencier les

pro jections des div ers ob jets de la sc � ene� L�exp � erimen tation mon tre que des cri	

t � eres simples donnen t le plus souv en t des r � esultats comparables � a ceux obten us

�a l�aide de crit � eres compliqu � es et que l�on ma

�

itrise mal� Il est donc in t � eressan t

d�utiliser une suite de crit � eres simples p ermettan t de caract � eriser une r � egion

homog � ene au sens des niv eaux de gris�

Le premier crit � ere bas � e sur l�amplitude des v ariations des niv eaux de gris

�a l�in t � erieur d�une r � egion p ermet de d � eterminer les r � egions de luminance qua	

simen t uniforme �cette amplitude de v ariation est obten ue en e�ectuan t la

di� � erence en tre le niv eau de gris le plus haut et le niv eau de gris le plus bas��

Le deuxi � eme crit � ere� bas � e sur la v ariance des niv eaux de gris� engendre la

formation de r � egions homog � enes mais bruit � ees� Les r � egions de luminance � a p eu

pr � es constan te son t ainsi regroup � ees a
n de former des r � egions de v ariance

faible�

Le troisi � eme crit � ere p ermet de fusionner les couples de r � egions v oisines de

luminances mo y ennes sensiblemen t di� � eren tes� mais pr � esen tan t une fron ti � ere

a v ec un faible gradien t�

On remarquera que ces trois crit � eres on t une complexit � e calculatoire crois	

san te� De mani � ere g � en � erale� plus on a v ance dans le pro cessus de regroup emen t�

plus les informations n � ecessaires � a la croissance des r � egions deviennen t com	

plexes� Mais en con trepartie� le nom bre de r � egions dimin uan t� le co � ut du pro ces	

sus de fusion n�est pas a�ect � e� L�ordre d�application des crit � eres est imp ortan t

car il corresp ond � a une description hi � erarc hique des r � egions rec herc h � ees� Il se	

rait par exemple illogique d�utiliser d�ab ord la v ariance des niv eaux de gris et

ensuite leur amplitude de v ariation� En e�et� lorsque le pro cessus de regrou	

p emen t d � ebute a v ec tous les pixels de l�image la v ariance des niv eaux de gris

d�une r � egion est moins signi
cativ e et plus co � uteuse � a calculer que l�ampli tude

de leurs v ariations� Lorsque les r � egions de luminance uniforme se son t form � ees�

alors seulemen t la v ariance devien t un crit � ere in t � eressan t� De m � eme� lorsque les

r � egions homog � enes bruit � ees son t d � etermin � ees alors le gradien t sur la fron ti � ere

devien t signi
catif� Les informations utilis � ees par le pro cessus de croissance

de r � egions � ev oluen t donc au cours de celui	ci� corresp ondan t � a des niv eaux de

description di� � eren ts de l�image�

Plus concr � etemen t� on supp ose qu�une r � egion p eut � etre hi � erarc hiquemen t

d � ecrite comme un ensem ble connexe de p oin ts tel que �
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� la somme des gradien ts calcul � es sur ses p oin ts in t � erieurs est faible� i�e�

des con tours ne la tra v ersen t pas�

�� la r � egion p eut � etre partitionn � ee en sous	r � egions don t la v ariance des ni	

v eaux de gris est faible�

�� c haque sous	r � egion de faible v ariance de niv eau de gris p eut � etre elle	m � eme

d � ecomp os � ee en sous	r � egions don t les pixels on t � a p eu pr � es la m � eme luminance�

La troisi � eme propri � et � e p eut � etre caract � eris � ee par le pr � edicat P

�

� la fonction

de qualit � e globale C

�

et la fonction de qualit � e lo cale Q

�

�

Soit I � i� j � l�image initiale Soit S � f R

�

� R

�

� � � � R

n

g une segmen tation de I

P

�

� R

i

� � �� M AX

i

� M I N

i

� � s

�

� � s

�

est un seuil � M I N

i

et M AX

i

son t

resp ectiv emen t la plus p etite et la plus grande v aleur prises par I dans la r � egion

R

i

�

C

�

� S � �

X

i �� �n

X

� k �l � � R

i

�� I � k � l � � M AX

i

�

�

� � I � k � l � � M I N

i

�

�

�

Q

�

� R

i

� � M AX

i

� M I N

i

La seconde propri � et � e p eut � etre caract � eris � ee par le pr � edicat P

�

� la fonction

de qualit � e globale C

�

et la fonction de qualit � e lo cale Q

�

�

P

�

� R

i

� � � V � R

i

� � s

�

� � s

�

est un seuil � V � R

i

� est la v ariance des niv eaux

de gris des pixels de R

i

�

s

�

est pris � egal � a s

�

�

de mani � ere � a ce que les r � egions issues de la premi � ere

� etap e v � eri
en t P

�

�

Notons E � R

i

� et C � R

i

� les mo y ennes resp ectiv es des niv eaux de gris et du

carr � e des niv eaux de gris de la r � egion R

i

� Nous a v ons �

M AX

i

� M I N

i

� s

�

	j I � k � l � � I � r � s � j � s

�

� � � k � l � et � r � s � p oin ts de R

i

� I est la fonction des niv eaux de gris� 	 � I � k � l � � I � r � s ��

�

� s

�

�

	 C � R

i

� �

E � R

i

�

�

� s

�

�

	 V � R

i

� � s

�

�

C

�

� S � �

P

� i�j � � I

� I � i� j � � M

� i�j �

�

�

� M

� i�j �

est la mo y enne des niv eaux de

gris de la r � egion o � u � i� j � est inclus�

Q

�

� R

i

� � V � R

i

�

La premi � ere propri � et � e p eut � etre exprim � ee par le pr � edicat P

�

� la fonction de

qualit � e globale C

�

et la fonction de qualit � e lo cale Q

�

�

Soien t R

�

et R

�

deux ensem bles de p oin ts connexes et S une segmen tation�
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Figure ���� L es c ouples de p oints d � etermin � es p ar les extr � emit � es des se gments

d � e�nissent la fr onti  er e entr e la r � egion ��� et la r � egion ��� � F��������
�

Soit F � R

�

� R

�

� l�ensem ble des couples de p oin ts d � e
nissan t la fron ti � ere en tre

R

�

et R

�

�v oir 
gure �����

Soit N

F

� R

�

� R

�

� le nom bre de couples de p oin ts de F � R

�

� R

�

��

Soit D � R

�

� R

�

� le gradien t mo y en � a la fron ti � ere en tre R

�

et R

�

�

D � R

�

� R

�

� � �

X

�� i� j � � � k � l �� � F � R

�

� R

�

�

j I � i� j � � I � k � l � j �

� N

F

� R

�

� R

�

��

C

�

� S � �

P

�� i�j � � � k �l �� � X

s

� I �

j I � i� j � � I � k � l � j � X

s

� I � est l�ensem ble des

couples de p oin ts connexes de l�image I inclus dans une m � eme r � egion S �

Nous supp osons que p endan t le pro cessus de fusion �

P

�

� R  � R

�

� � � D � R

�

� R

�

� � s

�

� � s

�

est un seuil�

s

�

est pris sup � erieur � a la v aleur maxim um de D � R

�

� R

�

� sur les couples de

r � egions adjacen tes issues de l� � etap e pr � ec � eden te�

Q

�

� R

�

� R

�

� � D � R

�

� R

�

�

Le c hoix des di� � eren ts seuils s

�

� s

�

� s

�

implique P

�

� P

�

� P

�

�

� est le sym b ole de la relation d�ordre partiel sur les pr � edicats �

Soien t P et Q deux pr � edicats d � e
nis sur un ensem ble E P � Q signi
e que

si P est vrai alors Q est vrai�

On p eut mon trer que les conditions � A

�

� et � A

�

� d � e
nies pr � ec � edemmen t son t

v � eri
 � ees ��� ��

On sp � eci
e ainsi ce probl � eme de segmen tation par les couples �

� P

�

� Q

�

� � � P

�

� Q

�

� � � P

�

� Q

�

�
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Les attributs attac h � es � a c haque r � egion son t donc � l�aire� la somme des niv eaux

de gris� la somme des carr � es des niv eaux de gris� le maxim um et le minim um

des niv eaux de gris � et les attributs asso ci � es � a c haque couple de r � egions � le

nom bre de couples de p oin ts d � e
nissan t la fron ti � ere et la somme des di� � erences

de niv eaux de gris en tre ces p oin ts�

Lors d�une premi � ere � etap e on d � etermine une segmen tation initiale a
n de

dimin uer le co � ut du pro cessus de regroup emen t� Nous utilisons la pro c � edure

MER GE de P a vlidis a v ec le pr � edicat d�homog � en � eit � e P

�

�

Ensuite on construit le graphe d�adjacence corresp ondan t aux r � egions obte	

n ues de mani � ere � a appliquer la strat � egie de regroup emen t d � e
nie par �

� P

�

� Q

�

� � � P

�

� Q

�

� � � P

�

� Q

�

�

La premi � ere � etap e de fusion p ermet d�obtenir des r � egions de luminance � a

p eu pr � es uniformes� Lors de la seconde � etap e des r � egions de niv eaux de gris

homog � enes mais bruit � es se formen t� gr� ace � a la troisi � eme les r � egions de luminance

sensiblemen t di� � eren tes mais don t le gradien t � a la fron ti � ere est faible son t

fusionn � ees� On a joute une derni � ere � etap e qui � elimine les p etites r � egions�

��������� D�autres crit � eres de segmen tation

On p eut aussi utiliser des crit � eres de segmen tation bas � es sur une appro xima	

tion de la distribution des niv eaux de gris dans une r � egion par des p olyn� omes

d�ordre ��

Si on s�in t � eresse � a la discrimination de r � egions a y an t les m � emes statistiques

d�ordre  les matrices de co	o ccurrence p euv en t aussi � etre prises en compte par

le pro cessus de regroup emen t�

La m � eme strat � egie de regroup emen t p eut � etre mise en �uvre p our appro xi	

mer une surface a v ec des quadriques par morceaux ��� ��

���� D � etection de r � egions par fermeture de con tours

Une id � ee classique� par exemple d � ev elopp � ee par R� Deric he et J�	P � Co cque	

rez ��� �� est de d � etecter les r � egions en iden ti
an t les con tours ferm � es constituan t

leurs fron ti � eres� On d � etermine alors les r � egions non pas en rec herc han t des zones

homog � enes mais en d � etectan t les p oin ts fron ti � eres en tre deux zones homog � enes

de caract � eristiques di� � eren tes�
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Ces p oin ts fron ti � eres corresp onden t aux p oin ts de con tour et p euv en t � etre

calcul � es a v ec un algorithme de d � etection de con tours�

Il faut noter que cette appro c he prend le con trepied de la m � etho de pr � ec � e	

den te fond � ee sur la d � etermination d�ensem bles connexes de p oin ts p oss � edan t

des propri � et � es d�homog � en � eit � e� Les con tours issus d�un algorithme de d � etection

de con tours son t raremen t ferm � es� aussi les di�cult � es des appro c hes �d � etection

des r � egions par fermeture des con tours� r � esiden t justemen t dans la fermeture

de ces con tours� Le succ � es de ce genre de m � etho des d � ep end donc g � en � eralemen t

de la qualit � e du d � etecteur de con tours utilis � e�

R� Deric he et J	P � Co cquerez utilisen t les r � esultats obten us par le d � etecteur

de con tours de R� Deric he d � ecrit pr � ec � edemmen t ��� �� On remarquera que ce

c hoix conduit � a l�obten tion de r � egions don t la distribution des niv eaux gris

corresp ond � a une fonction de Hea vyside �marc he d�escalier� additionn � ee d�un

bruit blanc�

L�originalit � e de cet algorithme est de prop oser une m � etho de de fermeture

bas � ee sur un op � erateur simple qui p ermet de fermer les con tours en suiv an t

les cr � etes de gradien t� Les r � egions son t ensuite obten ues par d � etection des

comp osan tes connexes maxim al es n�incluan t pas de p oin ts de con tours� Cette

m � etho de a un co � ut algorithmique tr � es faible �lin � eaire selon le nom bre de p oin ts

de l�image��

������ Description d�un algorithme de fermeture de con tours

Le princip e de cet algorithme ��� � est de d � etecter� par bala y age de l�image

ligne par ligne a v ec un op � erateur � � �� les extr � emit � es des con tours� puis de

fermer ces con tours en les prolongean t par suivi des cr � etes du gradien t�

L�extraction des maxima lo caux de la norme du gradien t dans la direction

du gradien t p ermet l�obten tion de con tours d� � epaisseur � le plus souv en t�

Ainsi� une extr � emit � e de con tour p eut � etre iden ti
 � ee par un simple examen

de son v oisinage � � ��

La top ologie de c haque extr � emit � e p ermet de d � e
nir une direction d�explo	

ration p our la fermeture et � a c haque con
guration d�extr � emit � es est asso ci � ee la

liste des v oisins � a examiner� P our � elab orer le c hemin de cr � ete issu d�un p oin t

extr � emit � e il su�t d�examiner � v oisins en fonction de la top ologie de l�extr � emit � e�

L�image apr � es d � etection de con tours et fermeture comprend les pixels mar	

qu � es � a  �les con tours� et d�autres pixels marqu � es � a � qui repr � esen ten t des
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voisin a examiner pour la fermeture

point de contour

Figure ���� Exemple de voisins  a examiner p our la fermetur e des c ontours�

dans deux c as de c on�gur ations di� � er entes�

r � egions�

Le probl � eme est donc d�a�ecter une m � eme � etiquette aux p oin ts marqu � es �

appartenan t � a la m � eme comp osan te connexe de l�image� Cette op � eration est

e�ectu � ee par simple bala y age de l�image par un op � erateur en L� Les classes

d� � equiv alence son t mises � a jour � a c haque nouv elle application de l�op � erateur�

���� R � esultats exp � erimen taux

Nous pr � esen tons � a titre indicatif des r � esultats obten us a v ec l� algorithme de

croissance optimale de r � egions� On remarque que les r � esultats obten us a v ec ces

deux t yp es d�algorithmes �croissance de r � egions� fermeture de con tours� son t

comparables du moins p our des images de sc  ene d�int � erieur � On notera aussi

que les con tours des r � egions corresp onden t le plus souv en t aux con tours extraits

par d � etection de con tours� Les temps de calcul sur une station de tra v ail SUN	�

son t p our une image ��� � ��� de l�ordre de �� secondes CPU p our la croissance

de r � egions�
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Figure ��� Image originale�

Figure ���� Utilisation du crit  er e max�min �cr oissanc e optimale de r � egions
�
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Figure ���� Se gmentation �nale apr  es � elimination des p etites r � e gions �cr ois�

sanc e optimale de r � e gions
�

Figure ���� Se gmentation �nale o  u les r � e gions sont c olori � e es ave c leurs

moyennes de nive au de gris�
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Figure ���� Image originale �c oup e sagittale de t 	 ete obtenue p ar IRM
�

Figure ����� Utilisation du crit  er e max�min �cr oissanc e optimale de r � egions
�



Segmen tation en r � egions ��

Figure ����� Utilisation du crit  er e moyenne �cr oissanc e optimale de r � egions
�

Figure ����� Utilisation du crit  er e gr adient �cr oissanc e optimale de r � egions
�
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Figure ���� Se gmentation �nale apr  es � elimination des p etites r � e gions �cr ois�

sanc e optimale de r � e gions
�

Figure ����� Se gmentation �nale o  u les r � egions sont c olori � ees ave c leurs

moyennes de nive au de gris�



Chapitre �

G � eom � etrie et calibration des cam � eras

���� In tro ductio n

Dans ce c hapitre nous allons bri � ev emen t d � ecrire le mo d � ele g � eom � etrique as�

so ci � e au pro cessus de saisie d�image � a l�aide d�une cam � era� Ce mo d � ele est ca�

ract � eris � e par un certain nom bre de param � etres que nous allons estimer par

� etalonnage �ou calibration� ou calibrage�� Les param � etres d�une cam � era ou pa�

ram � etres in trins � eques seron t estim � es en m � eme temps que les param � etres extrin�

s � eques� soit les param � etres qui lien t un rep � ere asso ci � e � a la cam � era au rep � ere

asso ci � e � a l�ob jet � etalon� Nous allons � etudier en d � etail un mo d � ele pro jectif de

cam � era� Nous allons v oir par la suite qu�il existe un mo d � ele simpli	 � e 
 a�ne 


qui p eut � etre utile dans certaines con	gurations� Nous allons ensuite prop oser

une tec hnique de calibration d�une cam � era lin � eaire �une barette CCD��

Il est utile de signaler que lorsqu�on calibre une cam � era� on s�in t � eresse � a la

mo d � elisation de l�ensem ble de la cam � era et du con v ertisseur analogique�digital�

Si on c hange de con v ertisseur� ou de cam � era� il faut alors recalibrer l�ensem ble

�� ��

Ensuite nous allons d � ecrire un capteur comp ortan t deux cam � eras �capteur

st � er � eoscopique� et nous allons pr � eciser quelques propri � et � es de ce capteur qui

nous p ermettrons de faciliter la t� ac he de mise en corresp ondance� Un capteur

comp os � e de deux cam � eras est un capteur tri�dimensionnel puisqu�il nous p er�

met� par triangulation p assive de calculer la distance d�un ob jet au capteur�

Nous allons � etudier � egalemen t un capteur tri�dimensionnel � a triangulation ac�

tive ainsi qu�une tec hnique d� � etalonnage d�un tel capteur�

���
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���� Le mo d � ele g � eom � etrique d�une cam � era

Nous allons caract � eriser le mo d � ele d�une cam � era � a l�aide de deux transfor�

mations �

�� une pro jection qui transforme un p oin t de l�espace ��D� en un p oin t image

��D� et

�� une transformation d�un rep � ere m � etrique li � e � a la cam � era � a un rep � ere li � e � a

l�imag e�

������ La pro jection p ersp ectiv e

Soit un p oin t O dans le plan image app el � e p oin t principal et soit une droite

p erp endiculaire au plan image passan t par O� l�axe optique� Soit un p oin t F

plac � e sur l�axe optique � a une distance f du plan image� Le p oin t F est le cen tre

de pro jection et f est la distance fo cale� On p eut placer le cen tre de pro jection

dev an t ou derri � ere le plan image� dans ce qui suit nous allons le placer derri � ere�

comme sur la 	gure ����

Un p oin t B se pro jette dans le plan image le long d�une droite passan t par B

et F� Choisissons un syst � eme de co ordonn � ees attac h � e � a la cam � era � le plan x � y

de ce rep � ere est parall � ele au plan image et l�axe des z est confondu a v ec l�axe

optique� L�origine de ce rep � ere se trouv e en F� Soien t x � y et z les co ordonn � ees

du p oin t B dans le rep � ere qu�on vien t de d � ecrire� Dans ce m � eme rep � ere� les

co ordonn � ees de la pro jection de B dans le plan image son t �

x

�

� f x�z

y

�

� f y �z

z

�

� f

On p eut � ecrire cette transformation sous forme matricielle �

P �

�

B

B

B

�

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �f �

�

C

C

C

A

����

Nous a v ons donc adopt � e les co ordonn � ees homog � enes� Les co ordonn � ees homo�
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g � enes de B son t � x� y � z � �� et celles de b �sa pro jection� son t �

�

B

B

B

�

sx

�

sy

�

sz

�

s

�

C

C

C

A

�

�

B

B

B

�

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �f �

�

C

C

C

A

�

B

B

B

�

x

y

z

�

�

C

C

C

A

Les co ordonn � ees cart � esiennes de b son t sx

�

�s � sy

�

�s et sz

�

�s �

������ T ransformation cam � era�image

Les p oin ts image son t mesur � es en pixels dans un rep � ere bi�dimensionnel u � v

asso ci � e � a l�image� 	gure ���� A	n de p ouv oir � ecrire la matrice de transformation

du rep � ere cam � era au rep � ere image nous dev ons in tro duire les param � etres sui�

v an ts � u

�

� v

�

et w

�

son t les co ordonn � ees de F � dans le rep � ere image �mesur � ees

en pixels�� k

u

est le facteur d� � ec helle v ertical �pixels�mm� et k

v

est le facteur

d� � ec helle horizon tal� En e�et� les pixels d�une cam � era son t raremen t carr � es� La

transformation du rep � ere cam � era au rep � ere image s� � ecrit �p our le p oin t b� �

�

B

�

u

v

w

�

C

A

�

�

B

�

k

u

� �

� k

v

�

� � �

�

C

A

�

B

�

� � � �

� � �

� � � �

�

C

A

�

B

�

x

�

y

�

z

�

�

C

A

�

�

B

�

u

�

v

�

w

�

�

C

A

C�est une transformation a�ne repr � esen tan t un c hangemen t d� � ec helle� une rota�

tion et une translation� La comp osan te w � etan t toujours n ulle� on p eut ignorer

la troisi � eme ligne et � ecrire cette transformation sous la forme d�une matrice

� � �� Cette transformation repr � esen te une application lin � eaire de l�espace pro�

jectif v ers le plan pro jectif �

K �

�

B

�

� k

u

� � u

�

� k

v

� v

�

� � � �

�

C

A

����

et

�

B

�

su

sv

s

�

C

A

� K

�

B

B

B

�

x

�

y

�

z

�

�

�

C

C

C

A
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O

x

y

z

u

v

f

w

axe
optique

F - centre de projection

repere 
image

repere
camera

B

b

x
y
z

u
v

- point principal

Figure ���� L e mo d � ele g � eom � etrique d�une c am � er a�

������ Les param � etres in trins � equ es

En m ultiplian t les matrices K et P �pro jection p ersp ectiv e suivie d�une trans�

formation a�ne� nous p ouv ons � ecrire les � equations du mo d � ele g � eom � etrique de

la cam � era� soit la relation en tre les co ordonn � ees cam � era � x y z � du p oin t B et

les co ordonn � ees image � u v � du p oin t b �

�

u � � k

u

f

x

z

� u

�

v � k

v

f

y

z

� v

�

����

En e�et� le pro duit K P est �

�

B

�

� k

u

� u

�

�f �

� k

v

v

�

�f �

� � � �f �

�

C

A

En m ultiplian t tous les co e�cien ts de la matrice par f �ce qui ne c hange

pas le r � esultat puisque les co ordonn � ees homog � enes son t d � e	nies � a un facteur
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m ultiplicati f pr � es� on obtien t �

I

c

�

�

B

�

�

u

� u

�

�

� �

v

v

�

�

� � � �

�

C

A

����

qui est une application lin � eaire de l�espace pro jectif v ers le plan pro jectif ex�

priman t la transformation p ersp ectiv e �

�

B

�

su

sv

s

�

C

A

� I

c

�

B

B

B

�

x

y

z

s

�

C

C

C

A

Ce mo d � ele comp orte � param � etres � �

u

� � k

u

f � �

v

� k

v

f � u

�

et v

�

� Ce son t ces

param � etres qui v on t � etre estim � es par calibrage� Notons que la distance fo cale

ne p eut � etre calcul � ee explicitemen t� En in tro duisan t des co ordonn � ees cam � era

sans dimension telles que �

x

c

� x�z

y

c

� y �z

z

c

� �

on p eut main tenan t � ecrire la relation en tre les co ordonn � ees image et les co or�

donn � ees cam � era �

�

u � �

u

x

c

� u

�

av ec �

u

� �

v � �

v

y

c

� v

�

����

soit sous forme matricielle �

�

B

�

u

v

�

�

C

A

� C

�

B

�

x

c

y

c

�

�

C

A

a v ec �

C �

�
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�
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� u

�

� �

v

v
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�

C

A

����
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On p eut main tenan t d � ecomp oser la matrice I

c

en une transformation a�ne

cam � era�image �soit la matrice C � et une transformation pro jectiv e �

I

c

�

�

B

�

�

u

� u

�

� �

v

v

�

� � �

�

C

A

�

B

�

� � � �

� � � �

� � � �

�

C

A

����	� Les param � etres extrins � eques

A	n de d � eterminer les param � etres du mo d � ele de la cam � era� nous allons pla�

cer dev an t la cam � era une mire �un ob jet � etalon� � un ensem ble de p oin ts don t

les co ordonn � ees son t parfaitemen t conn ues dans un rep � ere de la mire qui est

di� � eren t du rep � ere cam � era� 	gure ���� Chaque p oin t de la mire se pro jette

dans l�image et on mesure ses co ordonn � ees dans le rep � ere image� La trans�

formation mire�image se d � ecomp ose donc en une transformation mire�cam � era

suivie d�une pro jection et suivie en	n d�une transformation cam � era�image� La

transformation mire�cam � era se comp ose d�une rotation et d�une translation �

�

B

�

x

y

z

�

C

A

�

�

B

�

r

��

r

��

r

��

r

��

r

��

r
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r
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�
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�

t

x

t

y

t

z

�

C

A

La transformation rigide �rotation et translation� p eut s� � ecrire sous la forme

d�une transformation homog � ene �

A �

�

B
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B
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 �

�

����

Cette matrice repr � esen te une transformation rigide �� rotations et � transla�

tions� � ce son t les param � etres extrins � eques� La matrice in v erse est donn � ee par

l�expression suiv an te �

A

� �

�

�

R

t

� R

t

t


 �

�

����
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X

Y

Z

O’

Objet de calibrage

 
(mire)

repere
mire

B

b

droite de vue

x

y

z

u
v

repere
image

repere
camera

M

Figure ���� L e princip e de c alibr age d�une c am � er a� Un p oint B dont les c o or�

donn � e es sont exprim � e es dans le r ep � er e mir e se pr ojette en b dont les c o or donn � e es

sont exprim � e es dans le r ep � er e image�
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������ La transformati on mire�image

Nous p ouv ons main tenan t � ecrire la transformation mire�imag e sous la forme

d�une matrice � � � app el � ee matrice de pro jection p ersp ectiv e et qui p eut se

d � ecomp oser comme suit �

M � I

c
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Dans cette form ule la matrice A a � et � e � ecrite sous une forme plus compacte en

utilisan t la notation r

�

� � r
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C
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M est la matrice de pro jection p ersp ectiv e et elle p eut� en g � en � eral� s� � ecrire sous

la forme suiv an te �

�

B

�

su

sv

s

�

C

A

�

�

B

�

m

��

m

��

m

��

m

��

m

��

m

��

m

��

m

��

m

��

m

��

m

��

m

��

�

C

A

�

B

B

B

�

X

Y

Z

�

�

C

C

C

A

�����



G � eom � etrie et calibration ���

Dans cette form ule X � Y et Z son t les co ordonn � ees d�un p oin t B de la mire

dans le rep � ere mire� Cette matrice p eut � egalemen t s� � ecrire sous une forme plus

simple �

M �
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m
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m
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�� En iden ti	an t M a v ec I

c

A � en tenan t compte

des propri � et � es d�orthonormalit � e de la rotation et en remarquan t que l�on doit

obtenir une v aleur n � egativ e p our �

u

� on obtien t un ensem ble d� � equations qui

p ermetten t de calculer les param � etres in trins � eques et extrins � eques en fonction

des co e�cien ts de M � On a �
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A	n de trouv er les param � etres in trins � eques on doit donc �

�� estimer les co e�cien ts de la matrice de pro jection M et

�� extraire les param � etres de la cam � era � a partir de ces co e�cien ts gr� ace aux

form ules donn � ees par l�equation ������

������ Un mo d � ele l � eg � eremen t am � elior � e

Les � equations pr � ec � eden tes mon tren t que l�on p eut d � eterminer les �� para�

m � etres in trins � eques et extrins � eques � a partir des co e�cien ts de la matrice de

pro jection p ersp ectiv e� soit �� param � etres� cette matrice � etan t d � e	nie � a un fac�

teur m ultiplicatif pr � es� Ceci implique qu�il y aurait un ��

e

param � etre asso ci � e � a

la cam � era� Lequel � Il p ourrait s�agir de l�angle en tre l�axe des u et l�axe des v

qui a � et � e supp os � e � egal � a ��

�

� Si ces deux axes ne son t pas p erp endiculaires on
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p eut in tro duire comme ��

e

param � etre � � l�angle en tre ces deux axes� 	gure ����

La relation en tre le rep � ere orthonorm � e � u � v � et le nouv eau rep � ere � u

�

� v
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v v’
q

u’
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(u’ ,v’ )
00

Figure ���� Une image ave c des axes non p erp endiculair es�

est �
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La matrice donn � ee par l� � equation ���� devien t dans ces conditions �on divise
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v

� sin � � t

y

� v

�

�

t

z

r

�

t

z

�

C

A

Les form ules de l� � equation ����� p ermettan t d�exprimer les param � etres in trin�

s � eques en fonction des co e�cien ts de la matrice de pro jection p ersp ectiv e son t

main tenan t un p eu plus complexes�

On obtien t imm � ediatem en t u

�

�

et v

�

�

�

u

�

�

� m

�

� m

�

v

�

�

� m

�

� m

�
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En e�ectuan t le pro duit v ectoriel m

�

� m

�

on obtien t �

�

v

sin �

� k m

�

� m

�

k

ainsi que �

r

�

�

m

�

� � m

�

� m

�

� m

�

k m

�

� m

�

k

Le pro duit scalaire m

�

� m

�

nous p ermet d�obtenir le cosin us de l�angle en tre

les deux axes �

cos � �

� m

�

� m

�

� � � m

�

� m

�

�� m

�

� m

�

�

k m

�

� m

�

k

�

On e�ectue ensuite les pro duits v ectoriels m

�

� m

�

et m

�

� m

�

et on obtien t �

�

u

�

k cos � � m

�

� m

�

� � �cos � v

�

�

� u

�

�

�� m

�

� m

�

� k

k

�

v

sin �

cos � m

�

� u

�

�

r

�

k

r

�

�

�

�

u

� m

�

� u

�

�

m

�

�

�

v

sin �

cos � r

�

�

Le v ecteur de translation est � egal � a �

t

z

� m

��

t

y

�

�

v

sin �

� m

��

� v

�

�

t

z

�

t

x

�

�

�

u

� m

��

� u

�

�

t

z

�

�

v

sin �

cos � t

y

�

���� Calibrage d�une cam � era

Utilisan t l� � equation ����� on p eut � ecrire les co ordonn � ees image d�un p oin t

de la sc � ene� On obtien t donc �

u �

m

��

X � m

��

Y � m

��

Z � m

��

m

��

X � m

��

Y � m

��

Z � m

��

�����

v �

m

��

X � m

��

Y � m

��

Z � m

��

m

��

X � m

��

Y � m

��

Z � m

��

�����

Notons au passage que ces deux � equations d � ecriv en t la droite passan t par le

cen tre de pro jection et le p oin t image � u� v �� dans le r ep � er e mir e � soit la droite

passan t par F et b sur la 	gure ���� Cette droite s�app elle � egalemen t la dr oite

de vue asso ci � ee a v ec un p oin t image de co ordonn � ees � u� v ��
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P our � ev aluer les co e�cien ts de la matrice M � il su�t d� � ecrire ce syst � eme

d� � equations p our les p oin ts de la mire �p our lesquels on mesure la pro jection

dans l�image�� Chaque p oin t � X

i

� Y

i

� Z

i

� se pro jetan t en � u

i

� v

i

� fournit deux

� equations� Ces � equations son t lin � eaires par rapp ort aux co e�cien ts de la ma�

trice� Il faut donc au moins � p oin ts p our d � eterminer les �� co e�cien ts de la

matrice M qui nous in t � eresse�

Les � equations ����� et ����� p euv en t se r � e � ecrire comme une com binaison

lin � eaire des m

ij

�

X

i

m

��

� Y

i

m

��

� Z

i

m

��

� m

��

�

� u

i

X

i

m

��

� u

i

Y

i

m

��

� u

i

Z

i

m

��

� u

i

m

��

�����

X

i

m

��

� Y

i

m

��

� Z

i

m

��

� m

��

�

� v

i

X

i

m

��

� v

i

Y

i

m

��

� v

i

Z

i

m

��

� v

i

m

��

�����

On obtien t donc � n � equations p our n p oin ts et on p eut � ecrire ces � equations

sous forme matricielle �les indices indiquen t la taille des matrices� �

K

� n � ��

x

��

� u

� n

�����

Soit� plus pr � ecis � emen t �

�

B

B

B

B

�

�

�

�

X

i

Y

i

Z

i

� � � � � � u

i

X

i

� u

i

Y

i

� u

i

Z

i

� � � � X

i

Y

i

Z

i

� � v

i

X

i

� v

i

Y

i

� v

i

Z

i

�

�

�

�

C

C

C

C

A

�

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

m

��

m

��

m

��

m

��

m

��

m

��

m

��

m

��

m

��

m

��

m

��

�

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

�

�

B

B

B

B

�

�

�

�

u

i

m

��

v

i

m

��

�

�

�

�

C

C

C

C

A
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������ Utilisati on de la con train te m

��

� �

Le syst � eme d � e	ni par l� � equation ����� est un syst � eme homog � ene � a	n d�ob�

tenir une solution non triviale il faut 	xer un des co e�cien ts m

ij

� On c hoisit

m

��

� �� ce qui revien t � a diviser tous les co e�cien ts de la matrice par m

��

et � a

d � eterminer les param � etres de la cam � era � a un facteur pr � es� On p eut remarquer

que m

��

n�est autre que la comp osan te en z du v ecteur de translation en tre

le r � ef � eren tiel mire et le r � ef � eren tiel cam � era et qu�on p eut facilemen t s�arranger

p our que cette comp osan te ne soit pas n ulle� Av ec ce c hoix� la solution de

l� � equation ����� est donn � ee par �

x

��

� � K

t

K �

� �

K

t

u �����

Cette solution n�est autre que la solution au sens des moindres carr � es d�un

syst � eme d� � equations lin � eaires lorsque le nom bre d� � equations est sup � erieur au

nom bre d�inconn ues� En e�et� on p eut � ecrire l� � equation ����� sous la forme

suiv an te �

K x � u � e

e repr � esen te un v ecteur erreur� Autremen t dit� on c herc he une solution appro xi�

mativ e� La meilleure solution � x � est celle qui minim ise le mo dule du v ecteur

erreur� On c herc he donc x tel que k e k

�

� e

t

e soit minim um � On a �

e

t

e � � K x � u �

t

� Kx � u �

� x

t

K

t

Kx � u

t

K x � x

t

K

t

u � u

t

u

� x

t

K

t

Kx � � x

t

K

t

u � u

t

u

En di� � erencian t par rapp ort � a X on obtien t �

K

t

K x � K

t

u � �

La v aleur de x qui minim ise l�erreur est bien celle fournie pr � ec � edemmen t� La

matrice � K

t

K �

� �

K

t

est app el � ee pseudo�in v erse de K � La matrice � K

t

K �

� �

est une matrice �� � �� sym � etrique et p ositiv e� En pratique on utilise des

tec hniques n um � eriques � � elimination Gauss�Jordan� d � ecomp osition LU ou QR ou

d � ecomp osition en v aleurs singuli � eres� p our calculer une solution appro ximativ e

aux moindres carr � es p our l� � equation ������ V oir ��� �� pages ���
��� p our

r � esoudre cette � equation�
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Il faut toutefois remarquer que le fait de c hoisir m

��

� � in tro duit un

incon v � enien t� En e�et� les param � etres du mo d � ele de la cam � era ne son t calcul � es

qu�� a un facteur m ultiplicatif pr � es� soit t

z

� m

��

�

������ Utilisati on de la con train te k m

�

k � � � m � etho de F augeras

T oscani

En calculan t explicitemen t les co e�cien ts de M en fonction des co e�cien ts

des matrices qui la comp osen t � I

c

et A � on trouv e en particulier �v oir � equa�

tion ������ �

m

��

� r

��

m

��

� r

��

m

��

� r

��

D�autre part il est facile de v � eri	er qu�on a � r

�

��

� r

�

��

� r

�

��

� �� On obtien t

donc �

k m

�

k

�

� m

�

��

� m

�

��

� m

�

��

� �

Dans ce qui suit nous mon trons commen t on p eut calculer la matrice M en

tenan t compte de cette con train te� Ce r � esultat est d � u � a F augeras � T oscani

�� � ����

L� � equation ����� p eut main tenan t se r � e � ecrire �

B

� n � �

x

�

� C

� n � �

x

�

� � �����

a v ec �

B

� n � �

�

�

B

B

B

B

B

�

�

�

�

X

i

Y

i

Z

i

� � � � � � u

i

� � � � X

i

Y

i

Z

i

� � v

i

�

�

�

�

C

C

C

C

C

A

C

� n � �

�

�

B

B

B

B

B

�

�

�

�

� u

i

X

i

� u

i

Y

i

� u

i

X

i

� v

i

X

i

� v

i

Y

i

� v

i

X

i

�

�

�

�

C

C

C

C

C

A

On d � ecomp ose par ailleurs x

��

en deux inconn ues �cette fois�ci on in t � egre m

��

comme inconn ue� �

x

�

�




m

�

m

��

m

�

m

��

m

��

�

t
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x

�

� � m

�

�

t

Le crit � ere � a minim iser est le m � eme que pr � ec � edemmen t �

Q � k B

� n � �

x

�

� C

� n � �

x

�

k

�

�����

a v ec la con train te �

k x

�

k

�

� �

Le crit � ere p eut donc s� � ecrire de la fa� con suiv an te �

Q � k B x

�

� Cx

�

k

�

� � �� � k x

�

k

�

�

En d � ev eloppan t on obtien t �

Q � x

t

�

B

t

Bx

�

� x

t

�

C

t

C x

�

� x

t

�

B

t

Cx

�

� x

t

�

C

t

Bx

�

� � �� � x

t

�

x

�

� �����

En imp osan t que les d � eriv � ees partielles par rapp ort � a x

�

et x

�

soien t n ulles� on

obtien t les deux � equations suiv an tes �

B

t

Bx

�

� B

t

Cx

�

� �

C

t

Cx

�

� C

t

Bx

�

� � x

�

� �

D�o � u on obtien t �

x

�

� � � B

t

B �

� �

B

t

Cx

�

D x

�

� � x

�

D � C

t

C � C

t

B � B

t

B �

� �

B

t

C

Finalemen t� en substituan t dans ����� on obtien t p our Q �

Q � x

t

�

D x

�

� � x

t

�

x

�

� �

On p eut remarquer que D est une matrice sym � etrique et p ositiv e � � �� Elle

a donc des v aleurs propres r � eelles et p ositiv es� x

�

est un v ecteur propre de D

asso ci � e � a la v aleur propre � � P our minimi ser le crit � ere il faut donc calculer les

v aleurs propres de la matrice D � c hoisir la plus p etite v aleur propre �car c�est

elle qui minim ise le crit � ere�� calculer le v ecteur propre qui lui est asso ci � e� soit

x

�

� le normaliser� et 	nalemen t calculer x

�

� Les co e�cien ts de M son t fournis

par x

�

et x

�

� Etan t donn � e que le signe de x

�

� v ecteur propre� n�est pas d � e	ni�

on a deux solutions� M et � M � On p eut en c hoisir une parmi ces solutions en

utilisan t le fait que l�ob jet de calibrage se trouv e dev an t la cam � era et non pas

derri � ere la cam � era� Dans ce cas on doit a v oir m

��

� t

z

� ��
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������ D � eterminati on des param � etres du mo d � ele

A partir des co e�cien ts de la matrice M et gr� ace aux � equations �����

on p eut d � eterminer les param � etres in trins � eques et extrins � eques de la cam � era�

Nous allons nous concen trer sur les param � etres in trins � eques car ils caract � erisen t

la cam � era ind � ep endammen t de la mire utilis � ee p our le calibrage� Quan t aux

param � etres extrins � eques ils caract � erisen t la p osition et l�orien tation d�une cam � e�

ra par rapp ort � a un ob jet �un ensem ble de p oin ts �D�� La d � etermination de ces

param � etres p eut se faire gr� ace aux � equations ����� ou par d�autres m � etho des qui

seron t d � ecrites au c hapitre �� Comme nous allons le v oir� la d � etermination des

p osition et orien tation relativ es en tre une cam � era et un ob jet est un probl � eme

cen tral en vision et en rob otique�

Rev enons main tenan t aux param � etres in trins � eques et notons le caract � ere

non lin � eaire des � equations ������ En particulier� une p etite erreur sur m

�

a

une in uence consid � erable sur le calcul des param � etres de la cam � era� Puget �

Sk ordas ��� � on t calcul � e l�erreur commise sur les param � etres de la cam � era en

fonction des erreurs commises sur les co e�cien ts de la matrice M �

L�erreur commise sur le pro duit scalaire de deux v ecteurs v et w s� � ecrit �

!� v � w � � ! v � j w j � j v j � ! w

a v ec j v j � � j v

x

j � j v

y

j � j v

z

j �

t

� L�erreur commise sur u

�

p eut donc s� � ecrire �

! u

�

� ! m

�

� j m

�

j � j m

�

j � ! m

�

En pratique on p eut estimer l�erreur commise sur les m

ij

en fonction des

erreurs commises sur les mesures �les co ordonn � ees dans l�ima ge des p oin ts de la

mire�� Puget � Sk ordas on t calibr � e plusieurs fois la m � eme cam � era en plusieurs

p ositions et on t obten u des v ariations sur les v aleurs de u

�

et v

�

allan t jusqu�� a

�� pixels " Ils prop osen t d�am � eliorer cette pr � ecision en calibran t plusieurs fois�

Soit M

i

la matrice obten ue a v ec la m � etho de F augeras�T oscani p our la i

�eme

p osition cam � era�mire� P our c haque p osition on obtien t un jeu de param � etres

in trins � eques� Les param � etres optimaux son t obten us en minim isan t un crit � ere

de la forme �p our N p ositions distinctes� �

C �

�

N

i � N

X

i ��

� u

�

� u

i

�

�

�
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La v aleur mo y enne des u

i

�

minim i se ce crit � ere �

u

�

�

�

N

i � N

X

i ��

u

i

�

�����

Il y a des expressions � equiv alen tes p our les autres param � etres in trins � eques�

��	� Mo d � elisation des distorsi ons

Jusqu�� a pr � esen t nous a v ons supp os � e un mo d � ele lin � eaire � l�image d�un p oin t

est obten ue en in tersectan t le plan image a v ec la droite passan t par ce p oin t et

par le cen tre de pro jection� En r � ealit � e la lumi � ere ne v o y age pas toujours le long

d�une droite et l� � equation ���� doit � etre remplac � ee par �

�

u � �

u

x

c

� u

�

� ! u

v � �

v

y

c

� v

�

� ! v

�����

Dans cette � equation on a ra jout � e un terme de correction qui p eut � etre non li�

n � eaire� Les nom breuses � etudes sur ce sujet on t mon tr � e qu�une correction radiale

est su�san te dans la plupart des cas ��� � �

�

! u � K

�

r

�

� u � u

�

�

! v � K

�

r

�

� v � v

�

�

a v ec r

�

� � u � u

�

�

�

� � v � v

�

�

�

� Le mo d � ele de la cam � era a main tenan t � et

non plus � param � etres in trins � eques� � a sa v oir �

u

� �

v

� u

�

� v

�

� et K

�

� Commen t

p eut�on estimer le nouv eau mo d � ele d�une cam � era � La r � ep onse n�est pas simple

car on ne p eut plus lin � eariser le syst � eme d� � equations comme nous l�a v ons fait

en l�absence des distorsions� En e�et� le syst � eme d� � equations s� � ecrit main tenan t

de la fa� con suiv an te �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

	

�

�

�

� u

i

� u

�

� � �

u

r

��

X

i

� r

��

Y

i

� r

��

Z

i

� t

x

r

��

X

i

� r

��

Y

i

� r

��

Z

i

� t

z

� K

�

r

�

� u

i

� u

�

� � �

� v

i

� v

�

� � �

v

r

��

X

i

� r

��

Y

i

� r

��

Z

i

� t

y

r

��

X

i

� r

��

Y

i

� r

��

Z

i

� t

z

� K

�

r

�

� v

i

� v

�

� � �

�

�

�

P our r � esoudre ce syst � eme d� � equations il faut faire app el � a des tec hniques d�op�

timisation non lin � eaire et le r � esultat d � ep end du c hoix des v aleurs initiales des
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param � etres� Une solution consiste � a � ev aluer les param � etres �sauf p our K

�

� uti�

lisan t� par exemple� une des tec hniques lin � eaires d � ecrites aupara v an t et � a les

utiliser par la suite comme v aleurs initiales�

Une autre solution consiste � a d � eterminer la correction non lin � eaire ind � e�

p endammen t du mo d � ele de la cam � era� Une telle solution a � et � e recemmen t

prop os � ee dans �� �� Soien t � u� v � la p osition d�un p oin t image et � u

�

� v

�

� la

p osition corrig � ee �

�

u

�

� u � ! u � u� v �

v

�

� v � ! v � u� v �

Les termes de correction ! u et ! v son t fonction de la p osition du pixel dans

l�imag e� La 	gure ���� mon tre un exemple de distorsion� Les cercles illustren t les

pixels tels qu�ils apparaissen t dans l�image� � u et v dans la form ule pr � ec � eden te�

tandis que les carr � es illustren t les p ositions corrig � ees de ces pixels � u

�

et v

�

�� Le

v ecteur de correction �! u ! v � est illustr � e par un segmen t  � ec h � e�

u,v

u‘,v‘

Figure ��	� Un exemple de distorsion� L es pixels �r onds� doivent � etr e c orrig � es

p our obtenir les pixels �c arr � es��
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���� Mise en �uvre du calibrage

Il est utile de rapp eler que la calibration d�une cam � era consiste en r � ealit � e

en la calibration de l�ensem ble ob jectif optique� cam � era� con v ertisseur analo�

gique�digital� T oute v ariation d�ouv erture� de mise au p oin t ou de fo cale mo di	e

la con	guration g � eom � etrique du capteur� Il est donc imp ortan t que ces para�

m � etres ne v arien t pas lors du calibrage� Bien � evidemmen t� si l�on mo di	e un de

ces param � etres il faut recalibrer l�ensem ble du capteur� Les m � emes remarques

s�appliquen t au con v ertisseur analogique digital � tout c hangemen t concernan t

les param � etres du con v ertisseur en tra � #ne un c hangemen t g � eom � etrique du cap�

teur�

En outre� on doit disp oser d�un ob jet de calibrage fournissan t des $p oin ts%

don t la p osition doit � etre conn ue a v ec une tr � es b onne pr � ecision dans le rep � ere

de l�ob jet �rep � ere de calibrage�� Disons que� p our obtenir un b on calibrage�

cette pr � ecision doit � etre inf � erieure ou � egale au ���� de millim � etre� La 	gure ����

mon tre l�ob jet de calibrage que nous utilisons au LIFIA

�

Les p oin ts de calibrage

son t les sommets d�un ensem ble de carr � es forman t une mire plane� Ce motif

a � et � e c hoisi p our que sa pro jection dans l�imag e puisse � etre mesur � ee a v ec une

grande pr � ecision� L�origine se trouv e au sommet du premier carr � e en haut et � a

gauc he de l�image� Une table � a d � eplacemen t microm � etrique ������ milli m �etre

dans notre cas� m unie d�une � equerre assure un mouv emen t p erp endiculaire au

plan de la mire� On obtien t ainsi des co ordonn � ees tri�dimensionnelles des p oin ts

de mesure dans un rep � ere li � e au plan de la mire�

Le traitemen t de l�imag e a p our r� ole de d � etecter a v ec pr � ecision les pro jections

des p oin ts de la mire� Ces p oin ts � etan t� dans notre cas� les sommets de carr � es

align � es� l�imag e d�un sommet sera obten ue en in tersectan t des droites passan t

par les ar � etes des carr � es� Ce princip e est illustr � e sur la 	gure ���� La pro jection

d�un p oin t de calibrage est obten ue en calculan t l�in tersection de deux droites

passan t $au mieux% par les ar � etes des pro jections de carr � es align � es� Un exemple

p ermettra de mieux comprendre ce princip e�

La 	gure ���� mon tre une image de la mire de calibrage �gauc he� ainsi que les

segmen ts de droites extraits de cette image �droite�� P our extraire ces segmen ts

de droite nous a v ons tout d�ab ord extrait les con tours qui on t � et � e ensuite

�

Lab oratoire d�Informat iqu e F ondamen ta le et d�In telligenc e Arti�cielle� Unit � e asso ci � ee au

CNRS �URA ����	 �
 a v en ue F � elix Viallet	 ����� Grenoble�
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Figure ���� Une vue g � en � er ale de l�objet de c alibr age utilis � e� Une mir e plane

est �x � ee sur une � equerr e el le�m � eme �x � ee sur une table � a d � eplac ement micr o�

m � etrique�

appro xim � es par des segmen ts de droite �v oir c hapitre ��� Une m � etho de bas � ee sur

la transform � ee de Hough �v oir c hapitre �� nous a ensuite p ermis d�extraire deux

famill es de droites parall � eles� famill es mon tr � ees sur la 	gure ���� Chacune de ces

famill es est ensuite divis � ee en un ensem ble de segmen ts de droites colin � eaires�

Finalemen t� tous les p oin ts de con tours appartenan t au m � eme ensem ble de

droites colin � eaires son t appro xim � es par une droite au sens des moindres carr � es�

On obtien t une $grille%� c haque ar � ete de cette grille appro ximan t les p oin ts

de con tours forman t un ensem ble d�ar � etes colin � eaires� Les p oin ts 	nalemen t

reten us comme p oin ts de pro jection de la mire son t les in tersections des ar � etes

de cette grille� La 	gure ���� �gauc he� mon tre la grille ainsi obten ue�

P our calibrer a v ec les m � etho des que nous a v ons d � ecrites il faut disp oser de

p oin ts de calibrage non coplanaires� P our cela� on d � eplace la mire p erp endi�

culairemen t � a son plan sans b ouger le capteur� Une fois qu�on a mesur � e les

pro jections de plusieurs p ositions de la mire et qu�on a ainsi obten u plusieurs

cen taines de corresp ondances mire�im age� on p eut estimer la matrice de pro�
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Projection d’un point de calibrage

Figure ���� L�image d�un p oint de c alibr age est obtenue en interse ctant deux

dr oites p assant au mieux p ar un ensemble d�ar � etes align � ees�

jection p ersp ectiv e� La 	gure ���� �droite� mon tre la sup erp osition de la grille

a v ec des p oin ts obten us en pro jetan t les p oin ts de la mire gr� ace � a la matrice de

pro jection qu�on vien t de calculer�

���� Cam � era a�ne

Jusqu�� a pr � esen t nous a v ons � etudi � e le mo d � ele pro jectif de cam � era� Il est ce�

p endan t utile dans certains cas de consid � erer un mo d � ele simpli	 � e� On remplace

alors la transformation pro jectiv e �D��D par une transformation a�ne� Le mo�

d � ele a�ne de cam � era est v alide lorsque la taille des ob jets que l�on observ e et

faible par rapp ort � a la distance mo y enne de ces ob jets au cen tre de pro jection

de la cam � era�

Soit le sc h � ema de la 	gure ���� et les m � emes notations que celles qui on t � et � e

utilis � ees aupara v an t� Nous designons par x et y les co ordonn � ees d�un p oin t de

l�imag e dans le rep � ere de la cam � era� Ce p oin t s�obtien t en pro jetan t un p oin t

de la sc � ene don t les co ordonn � ees son t exprim � ees dans le rep � ere de la sc � ene �ou

de calibrage�� Les � equations de la pro jection p euv en t s� � ecrire �

x �

r

�

�

� � �

O

�

B � t

x

r

�

�

� � �

O

�

B � t

z

�����
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Figure ���� L�image de la mir e et les se gments de dr oite extr aits de c ette

image�

Figure ���� Deux famil les de dr oites p ar al l � eles d � ete ct � ees p armi l�ensemble des

se gments de dr oites extr aits de l�image�
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Figure ���� L es sommets de c ette gril le sont les p oints image servant au

c alibr age� L�image de dr oite montr e la sup erp osition sur c ette gril le des p oints

de la mir e pr ojet � es gr� ac e � a la matric e de pr oje ction p ersp e ctive obtenue p ar

c alibr ation�

y �

r

�

�

� � �

O

�

B � t

y

r

�

�

� � �

O

�

B � t

z

�����

Divisons ces deux expressions par t

z

� On p eut � ecrire la pro jection sous la forme

suiv an te �

x �

s r

�

�

� � �

O

�

B � x

�

� � �

�����

y �

s r

�

�

� � �

O

�

B � y

�

� � �

�����

� x

�

et y

�

son t les co ordonn � ees de la pro jection de l�origine O

�

du rep � ere

sc � ene�

� s � � �t

z

est un facteur d�ec helle et

� � � r

�

�

� � �

O

�

B �t

z

est un rapp ort qui est p etit si l�ob jet est distan t de la

cam � era ou si la taille de l�ob jet observ � e est p etite par rapp ort � a la distance � a

la cam � era�

On p eut donc obtenir un mo d � ele a�ne de cam � era en n � egligean t la v aleur de
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� par rapp ort � a � �

�

� � �

� �

Av ec cette appro ximation le mo d � ele de cam � era qu�on obtien t est le suiv an t �

x � x

�

� s r

�

�

� � �

O

�

B

y � y

�

� s r

�

�

� � �

O

�

B

On p eut main tenan t in tro duire � a nouv eau les co ordonn � ees des p oin ts de

l�imag e dans le rep � ere image� On a �

�

u � u

�

v � v

�

�

�

�

�

u

�

� �

v

� �

x � x

�

y � y

�

�

En substituan t dans l� � equation pr � ec � eden te on obtien t successiv emen t �

�

u � u

�

v � v

�

�

�

�

s�

u

�

� s�

v

� �

r

�

r

�

�

�

B

�

X

Y

Z

�

C

A

�����

�

�

a

u

�

� a

v

� �

� � �

� � �

�

�

B

�

r

�

r

�

r

�

�

C

A

�

B

�

X

Y

Z

�

C

A

�����

�

�

a

��

a

��

a

��

a

��

a

��

a

��

�

�

B

�

X

Y

Z

�

C

A

�����

�

�

a

�

a

�

�

�

B

�

X

Y

Z

�

C

A

�����

Les param � etres in trins � eques d�une cam � era a�ne son t a

u

et a

v

qui on t la

m � eme signi	cation g � eom � etrique �� a un facteur d� � ec helle pr � es� que �

u

et �

v

dans

le cas d�une cam � era pro jectiv e� On p eut remarquer� que dans le cas d�une

cam � era a�ne on ne p eut plus parler de cen tre de pro jection� Les param � etres

extrins � eques son t constitu � es par une matrice de rotation�

P our calibrer une telle cam � era il su�t de disp oser d�une mire de calibrage

su�sammen t loin de la cam � era p our ann uler les e�ets de p ersp ectiv e� et de

c hoisir un des p oin t de la mire comme origine du rep � ere de la sc � ene� P our une
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corresp ondance mire�ima ge i on obtien t les deux � equations suiv an tes �

�

X

i

Y

i

Z

i

� � �

� � � X

i

Y

i

Z

i

�

�

B

B

B

B

B

B

B

B

�

a

��

a

��

a

��

a

��

a

��

a

��

�

C

C

C

C

C

C

C

C

A

�

�

u

i

� u

�

v

i

� v

�

�

�����

On a donc b esoin� au minim um � de � p oin ts de corresp ondance �� p oin ts cou�

ran ts et l�origine� p our calibrer une cam � era a�ne� On obtien t facilemen t les

param � etres in trins � eques et extrins � eques de cette cam � era �

a

u

� k a

�

k

a

v

� k a

�

k

r

�

� a

�

� k a

�

k

r

�

� a

�

� k a

�

k

r

�

� r

�

� r

�

Remarquons p our 	nir que le mo d � ele a�ne p eut � egalemen t s� � ecrire sous la

forme d�une matrice � � � �

�

B

�

u

v

�

�

C

A

�

�

B

�

a

��

a

��

a

��

u

�

a

��

a

��

a

��

v

�

� � � �

�

C

A

�

B

B

B

�

X

Y

Z

�

�

C

C

C

A

���� Cam � era lin � eaire �barette CCD�

Dans b eaucoup d�applications de la vision par ordinateur les cam � eras li�

n � eaires �barettes CCD� p euv en t remplacer les cam � eras matricielles qu�on vien t

d� � etudier� L�insp ection utilise ab ondammen t ce t yp e de capteurs car on a en

m � eme temps b esoin de pr � ecision et de vitesse de calcul� Le signal fourni par une

cam � era lin � eaire est plus simple donc plus rapide � a traiter que les images �D�

De plus� une barette CCD p eut a v oir jusqu�� a ���� pixels � a un prix raisonnable�

Les tec hniques de calibrage des cam � eras matricielles qu�on vien t de d � ecrire

son t n � ecessaires mais pas su�san tes p our calibrer une cam � era lin � eaire �� �� �� ��
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Dans cette section nous prop osons une solution en deux � etap es p our calibrer une

telle cam � era� La premi � ere � etap e utilise les m � emes tec hniques que les cam � eras

matricielles� La deuxi � eme � etap e utilise un ob jet de calibrage sp � ecialemen t con� cu

�a cet e�et en com binaison a v ec le birapp ort� un in v arian t pro jectif qui a d � ej� a

� et � e utilis � e en vision� ��� ��

La meilleure fa� con d�imaginer une cam � era lin � eaire est de p enser � a une cam � era

matricielle p our laquelle une seule ligne de pixels est activ e� Un p oin t de l�espace

se pro jette sur cette ligne suiv an t l� � equation ������ P ar ailleurs� le p oin t de

l�espace se pro jetan t sur la ligne image est con train t d�appartenir dans un plan

de vue � soit le plan d � e	ni par le cen tre de pro jection et par la ligne de pixels�

	gure ����� L� � equation du plan de vue p eut � etre � ecrite comme suit �

X � pY � q Z � r �����

En substituan t l� � equation ����� dans l� � equation ������ en renomman t les

X, Y, Z
X

Z

Y
O

F

u

l

m

n

centre de projection

"barette"

plan de vue

ligne de vue

objet de calibrage

repere de calibrage

Figure ���
� Une vue g � en � er ale d�une c am � er a lin � eair e	 un objet de c alibr age

et les syst � emes de c o or donn � ees qui leur sont asso ci � es�

v ariables et en notan t que l� � equation ����� est d � e	nie � a un facteur m ultiplicati f
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pr � es� on obtien t �

u �

n

�

Y � n

�

Z � n

�

n

�

Y � n

	

Z � �

�����

Les � equations ����� et ����� d � e	nissen t le mo d � ele de la cam � era lin � eaire� au�

tremen t dit elles d � ecriv en t l� � equation de la droite passan t par le cen tre de

pro jection et un pixel� dans le rep � ere de calibrage� Cette droite est la dr oite de

vue �

Ce mo d � ele a � param � etres � n

�

� n

�

� n

�

� n

�

� n

	

� et p � q � r � Le probl � eme

de calibrage de la cam � era lin � eaire est donc le probl � eme d�estimation de ces

param � etres� Ce probl � eme p eut donc se d � ecomp oser en deux � etap es �

� estimer les param � etres n

�

� n

�

� n

�

� n

�

� n

	

� Si au moins � corresp ondances

son t disp onibles� ce probl � eme est un probl � eme d�optimisatio n lin � eaire similai re

au cas de la calibration matricielle�

� estimer p � q � r � Ces param � etres p euv en t � etre estim � es si et seulemen t si on

p oss � ede des p oin ts de l�espace appartenan t au plan de vue�

������ Calibration en deux � etap es

On commence par d � ecrire la structure de l�ob jet de calibrage utilis � e� La

raison du c hoix de cette structure sera justi	 � ee plus bas� L�ob jet de calibrage

est mon tr � e sur la 	gure ����� Il consiste en quatre droites coplanaires� D

�

� D

�

�

D

�

� D

�

� Les trois premi � eres son t parall � eles en tre elles et la quatri � eme fait un

angle aigu a v ec la direction des trois autres� Les � equations de ces droites son t

donn � ees dans le rep � ere de calibrage qui est d � e	ni comme suit � l�axe des X est

confondu a v ec D

�

et l�axe des Y est p erp endiculaire � a D

�

� L�origine se trouv e

quelque part le long de D

�

� L�axe des Z est p erp endiculaire au plan con tenan t

l�ob jet de calibrage� Dans ce rep � ere et dans le plan Z � � les � equations des

quatre droites s� � ecriv en t �

Y � � � D

�

�

Y � � � D

�

�

Y � � � D

�

�

Y � 	 X � 
 � D

�

�

les param � etres � � � � 	 � et 
 son t 	x � es et ils d � eterminen t la structure de l�ob jet

de calibrage�
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D1
D2 D3

D4

A B C D

a bcd

A’

B’

C’

D’

F

Y

X

D5(droite virtuelle)

Figure ����� L a structur e de l�objet de c alibr age et la fa
 con dont il est observ � e

p ar la c am � er a lin � eair e�

Lorsque la cam � era lin � eaire $observ e% cet ob jet elle $v oit% quatre p oin ts�

a � b � c � d qui son t les pro jections de A � B � C � D soien t les in tersections du

plan de vue a v ec les quatre droites D

�

� D

�

� D

�

� D

�

� 	gure ����� Remarquez

que l�on ne doit pas conna � #tre les p ositions de ces p oin ts le long des droites

forman t l�ob jet� Quelle que soit l�orien tation du plan de vue par rapp ort � a

l�ob jet de calibrage� les co ordonn � ees Y et Z des p oin ts A � B � C son t conn ues

dans le rep � ere de calibrage� On p eut donc � etablir des corresp ondances du t yp e

f Y

A

� Z

A

� u

a

g � f Y

B

� Z

B

� u

b

g et f Y

C

� Z

C

� u

c

g p our c haque p osition de l�ob jet par

rapp ort � a la cam � era� En faisan t b ouger l�ob jet de calibrage dans les directions Y

et Z on p eut � etablir trois nouv elles corresp ondances dans c hacune des nouv elles

p ositions� Chaque corresp ondance i v � eri	e l� � equation ����� qui p eut � etre � ecrite

sous la forme suiv an te �

Y

i

n

�

� Z

i

n

�

� n

�

� u

i

Y

i

n

�

� u

i

Z

i

n

	

� u

i

�����
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P our n telles corresp ondances on obtien t � n � �� �

�

B

B

�

Y

�

Z

�

� � u

�

Y

�

� u

�

Z

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Y

n

Z

n

� � u

n

Y

n

� u

n

Z

n

�

C

C

A

�

B

B

B

B

B

B

�

n

�

n

�

n

�

n

�

n

	

�

C

C

C

C

C

C

A

�

�

B

B

�

u

�

�

�

�

u

n

�

C

C

A

�����

Il s�agit d�un syst � eme form � e de n � equations lin � eaires en � inconn ues de la

forme � AX � B � La solution est du m � eme t yp e que l� � equation ������

A	n d�estimer p � q � et r on doit a v oir � a notre disp osition un ensem ble de

p oin ts appartenan t au plan de vue don t on conna � #t les co ordonn � ees dans le

rep � ere de calibrage� La structure de l�ob jet de calibrage est telle que l�on p eut

calculer p our des p oin ts de l�espace se trouv an t sur cet ob jet et dans le plan de

vue leurs co ordonn � ees �D dans le rep � ere de calibrage�

Rap elons la d � e	nition du birapp ort de quatre p oin ts colin � eaires �

birapp ort

A�B �C�D

� � A� B � C � D �

� � C A�C B � � � D A�D B �

C A � etan t la distance alg � ebrique de C �a A � La propri � et � e fondamen tale du

birapp ort est qu�il est in v arian t par pro jection p ersp ectiv e ou orthographique�

On a donc �

� A� B � C � D � � � a� b� c� d �

Consid � erons une droite virtuel le D

	

parall � ele et coplanaire a v ec les droites D

�

�

D

�

� D

�

et passan t par le p oin t D � Ces quatre droites parall � eles � D

�

� D

�

� D

�

et

D

	

� in tersecten t l�axe des Y en A

�

� B

�

� C

�

et D

�

� Compte ten u de la propri � et � e

d�in v ariance du bi�rapp ort on a �

� A� B � C � D � � � A

�

� B

�

� C

�

� D

�

�

et on obtien t �

� C

�

A

�

�C

�

B

�

� � � D

�

A

�

�D

�

B

�

� � � ca�cb � � � da�db �

Si la cam � era lin � eaire observ e sim ultan � emen t D

�

� D

�

� D

�

et D

�

�en r � ealit � e la

cam � era ne v oit que les p oin ts A � B � C et D � on p eut alors calculer le bi�rapp ort

r � r � � a� b� c� d � dans l�ima ge et on p eut alors d � eterminer la p osition du p oin t
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D

�

le long de l�axe Y � soit Y � � � En e�et on a �

r � � C

�

A

�

�C

�

B

�

� � � D

�

A

�

�D

�

B

�

�

�

�

�

� � �



�

�

�

� � �



et on obtien t �

� �

��

r � � �� � r � �

Les co ordonn � ees du p oin t D seron t donc donn � ees par l�in tersection des

droites D

�

et D

	

�qui est une droite virtuelle� �

Y � 	 X � 


Y � �

Z � �

Le p oin t D appartien t forc � emen t au plan de vue et sa p osition dans le rep � ere

de calibrage p eut � etre calcul � ee � a partir de mesures images mais sans calibrer la

cam � era� Encore une fois� en d � epla� can t l�ob jet de calibrage dans les directions

Y et Z on p eut d � eterminer un ensem ble de p oin ts appartenan t tous au plan de

vue� c haque p oin t j de cet ensem ble v � eri	an t l� � equation du plan de vue �

Y

j

p � Z

j

q � r � X

j

En com binan t ces � equations p our k p oin ts on obtien t �

�

B

B

�

Y

�

Z

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Y

k

Z

k

�

�

C

C

A

�

B

�

p

q

r

�

C

A

�

�

B

B

�

X

�

�

�

�

X

k

�

C

C

A

�����

Il s�agit une fois de plus d�un syst � eme d� � equations lin � eaires � a trois inconn ues�

���� Capteurs st � er � eoscopiques passifs

Nous sommes main tenan t en mesure d� � etudier un capteur st � er � eoscopique� Il

s�agit tout simplemen t d�utiliser deux cam � eras qui $observ en t% la m � eme sc � ene�

On r � ecup � ere ainsi deux pro jections de c haque p oin t de la sc � ene� Consid � erons

le sc h � ema de la 	gure ����� qui repr � esen te deux cam � eras� A c haque cam � era

est asso ci � e un rep � ere� Soit P un p oin t de la sc � ene et soien t p et p

�

les deux
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pro jections dans les images de gauc he et de droite� Nous p ouv ons donc � ecrire

l� � equation de la droite passan t par le cen tre fo cal �F� de la cam � era de gauc he

et le p oin t p� De m � eme on p eut � ecrire l� � equation de la droite passan t par F

�

et p

�

� Le p oin t de la sc � ene P se trouv e � a l�in tersection de ces droites� A	n de

p ouv oir calculer cette in tersection et donc de d � eterminer la p osition de P il faut

p ouv oir exprimer les deux � equations �de la droite Fp et de la droite F

�

p

�

� dans

le m � eme r ep � er e �

P

p

p’

F

F’

image 
gauche

image
droite

z
z’

plan
epipolaire

epipoles

lignes epipolaires

e’
e

Figure ����� L a g � eom � etrie d�un c apteur st � er � eosc opique p assif�

������ Calibrage st � er � eoscopique

Le calibrage st � er � eoscopique consiste donc � a d � eterminer la matrice de trans�

formation en tre le rep � ere cam � era gauc he et le rep � ere cam � era droite� Soit A

s
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cette matrice qui est une matrice comp os � ee d�une matrice de rotation et une

matrice de translation du m � eme t yp e que la matrice A de l� � equation �����

Cette matrice est � egalemen t repr � esen t � ee sur la 	gure ����� Cette 	gure sugg � ere

� egalemen t la d � emarc he � a suivre p our calibrer un tel capteur� soit d � eterminer

A

s

�

� on commence par calibrer c haque cam � era par rapp ort � a une mire unique�

Ceci nous fournit les co e�cien ts de deux matrices� M et M

�

�

� on extrait ensuite les param � etres in trins � eques et extrins � eques de c haque

cam � era�

� �a l�aide des param � etres extrins � eques on construit deux matrices� A et

A

�

� la premi � ere � etan t la transformation du rep � ere mire au rep � ere de la cam � era

gauc he� la deuxi � eme � etan t la transformation du rep � ere mire au rep � ere de la

cam � era droite�

� on calcule ensuite A

s

�

A

s

� A

�

A

� �

Cette matrice s� � ecrit comme aupara v an t �

A

s

�

�

B

B

B

�

r

��

r

��

r

��

b

x

r

��

r

��

r

��

b

y

r

��

r

��

r

��

b

z

� � � �

�

C

C

C

A

�

�

B

B

B

�

r

�

b

x

r

�

b

y

r

�

b

z


 �

�

C

C

C

A

Le v ecteur b � � b

x

b

y

b

z

�

t

est le v ecteur allan t de F

�

�a F� Il repr � esen te les

co ordonn � ees de F dans le rep � ere de la cam � era de droite� 	gure �����

������ Relation droitegauc he

Nous allons main tenan t � etablir une relation simple en tre un p oin t de l�image

de gauc he et un p oin t de l�image de droite� Dans ce qui suit nous allons nous

placer dans le rep � ere cam � era et non pas dans le rep � ere image� Rapp elons qu�� a

partir d�un pixel image de co ordonn � ees u et v on p eut facilemen t d � eduire ses

co ordonn � ees cam � era � � equation ����� �

�

B

�

x

y

�

�

C

A

� C

� �

�

B

�

u

v

�

�

C

A

�����



G � eom � etrie et calibration ���

et on a une expression similaire p our la cam � era droite �

�

B

�

x

�

y

�

�

�

C

A

� C

�� �

�

B

�

u

�

v

�

�

�

C

A

Exprimons main tenan t un p oin t P de la sc � ene � a la fois dans les deux rep � eres�

Soien t � X � Y � Z � ses co ordonn � ees dans le rep � ere gauc he et � X

�

� Y

�

� Z

�

� ses co or�

donn � ees dans le rep � ere droit� Les deux syst � emes de co ordonn � ees son t reli � es par

la form ule �

�

B

B

B

�

X

�

Y

�

Z

�

�

�

C

C

C

A

� A

s

�

B

B

B

�

X

Y

Z

�

�

C

C

C

A

Les co ordonn � ees de p� la pro jection de P dans l�image de gauc he son t � x� y � ��

o � u x � X� Z et y � Y � Z � On a � egalemen t p

�

� la pro jection dans l�image de

droite de co ordonn � ees � x

�

� y

�

� ��� x

�

et y

�

p euv en t s� � ecrire �

x

�

�

X

�

Z

�

�

r

��

X � r

��

Y � r

��

Z � b

x

r

��

X � r

��

Y � r

��

Z � b

z

y

�

�

Y

�

Z

�

�

r

��

X � r

��

Y � r

��

Z � b

y

r

��

X � r

��

Y � r

��

Z � b

z

En remarquan t que X � xZ et Y � y Z et a v ec la notation p � � x y ��

t

on

p eut simpli	er ces form ules �

x

�

�

Z r

�

� p � b

x

Z r

�

� p � b

z

�����

y

�

�

Z r

�

� p � b

y

Z r

�

� p � b

z

�����

On p eut donc exprimer la p osition d�un p oin t de l�image de droite en fonction

de son c orr esp ondant dans l�image de gauc he� des p ar am � etr es du c apteur et de

la pr ofondeur Z du p oin t P �

������ La con train t e � epip olaire

En � eliminan t Z en tre les � equations ����� et ����� on obtien t une relation

lin � eaire en tre x

�

et y

�

�

� b

z

r

�

� p � b

y

r

�

� p � x

�

� � b

x

r

�

� p � b

z

r

�

� p � y

�

� b

x

r

�

� p � b

y

r

�

� p �����
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F

F’

z
z’

A s

x

y

x’

y’

Objet de calibrage

A

A’

Figure ����� L e c alibr age de deux c am � er as formant un c apteur st � er � eo � a p artir

d�une seule mir e�
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Cette � equation d � ecrit le lieu des p oin ts de l�image de droite p ouv an t corres�

p ondre � a un p oin t p de l�image de gauc he � c�est une ligne qui s�app elle la

ligne � epip olaire droite� Il y a p our c haque p oin t de l�image de gauc he une telle

ligne � epip olaire �et r � ecipro quemen t p our c haque p oin t de l�imag e de droite il y

a une ligne � epip olaire gauc he�� Il est facile de remarquer que toutes les lignes

� epip olaires droites formen t un faisceau� Le p oin t comm un de toutes ces lignes

s�app elle l� � epip� ole droit et il s�obtien t facilemen t en prenan t Z � � dans les

� equations ����� et ������ On obtien t les co ordonn � ees de l� � epip� ole droit� e

�

dans

le rep � ere de droite �

�

x

�

e

�

b

x

b

z

y

�

e

�

b

y

b

z

L�in terpr � etation g � eom � etrique est imm � ediate� En e�et le cen tre de pro jection F

de la cam � era gauc he a comme co ordonn � ees dans le rep � ere de droite � b

x

b

y

b

z

�

t

�le

v ecteur translation de la transformation gauc he�droite�� L� � epip� ole droit n�est

autre que la pro jection de F dans l�image de droite� On p eut � egalemen t d � e�

	nir un � epip� ole gauc he� La 	gure ����� mon tre les deux faisceaux de lignes

� epip olaires�

F

F’

z
z’

Figure ���	� L es deux faisc e aux de lignes � epip olair es et les deux � epip� oles�



��� Vision par ordinateur

����	� Recti�cation � epip olair e

Il existe une con	guration g � eom � etrique du capteur particuli � eremen t in t � eres�

san te � c�est lorsque les deux cam � eras son t disp os � ees de telle fa� con que leurs

axes optiques � z et z

�

� son t parall � eles et lorsque la droite FF

�

est confondue a v ec

les axes horizon taux � y et y

�

� des deux cam � eras� La matrice de transformation

gauc he�droite devien t �

A

b

�

�

B

B

B

�

� � � �

� � � b

� � � �

� � � �

�

C

C

C

A

�����

Dans ce cas l� � equation d�une ligne � epip olaire droite devien t tout simplemen t

�en substituan t dans l� � equation ������ �

x

�

� x

Autremen t dit� dans ce cas les lignes � epip olaires son t parall � eles� A un p oin t de

l�imag e de gauc he se trouv an t sur la ligne x corresp ond la ligne x

�

de l�image de

droite� Dans ce cas les deux � epip� oles se trouv en t � a l�in	ni� Cette con	guration

est illustr � ee sur la 	gure �����

Les lignes � epip olaires jouen t un r� ole fondamen tal en vision st � er � eoscopique�

comme nous allons le v oir au c hapitre �� En e�et� lorsqu�on c herc he p our un

p oin t de l�image de gauc he un corresp ondan t dans l�imag e de droite� on p eut

limiter cette rec herc he le long de la ligne � epip olaire corresp ondan te� Il est

donc imp ortan t d�a v oir les expressions math � ematiques les plus simples p our

ces � epip olaires� On ne p eut pas toujours disp oser les deux cam � eras de fa� con

que leur matrice gauc he�droite asso ci � ee soit r � eduite � a une translation le long

de FF

�

�

Cep endan t on p eut r e cti�er les deux images� soit faire subir � a c haque image

une transformation de fa� con � a obtenir une paire d�images st � er � eo coplanaires et

parall � eles � a la droite passan t par les cen tres de pro jection des deux cam � eras�

� � ��� �� La p osition des cam � eras p our des images recti	 � ees est telle que �

� les deux cen tres de pro jection �F et F

�

� resten t inc hang � es� De cette fa� con

on p ourra reconstruire la sc � ene � a partir des images recti	 � ees�

� les axes F y et F

�

y

�

des cam � eras dans la p osition recti	 � ee son t parall � eles

et confondus a v ec la droite FF

�

�
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F

F’

Figure ����� L a r e cti�c ation � epip olair e r am � ene le c apteur st � er � eo dans une

c on�gur ation tel le que les lignes � epip olair es sont p ar al l � eles aux axes F y et F

�

y

�

�

Dans c ette c on�gur ation les deux � epip� oles sont r ejet � es � a l�in�ni�
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La 	gure ����� illustre le princip e de la recti	cation � epip olaire� Un p oin t P

de la sc � ene se pro jette en p et p

�

sur les images initiales et en q et q

�

sur les

images recti	 � ees� Comme les cen tres de pro jections resten t les m � emes� on p eut

reconstruire le p oin t P � soit � a partir de p et p

�

� soit � a partir de q et q

�

� On p eut

noter que les param � etres in trins � eques de la pro jection ne son t pas mo di	 � es� Ce

qui c hange est la relation spatiale en tre le rep � ere de calibrage et la cam � era�

La transformation en tre les deux p ositions �p osition initiale d�une cam � era et

p osition recti	 � ee de la m � eme cam � era� est donc une rotation dans l�espace�

A	n de recti	er une paire d�images st � er � eo� il faut donc appliquer � a c hacune

des cam � eras une transformation spatiale� Les cen tres de pro jection restan t

inc hang � es� cette transformation est une rotation� 	gure �����

P

p
p’

q q’

F F’

image
initiale
gauche

image
rectifiee
gauche

Figure ����� L e princip e de r e cti�c ation � epip olair e�

Si on se place dans le rep � ere de calibrage� soit le rep � ere O X Y Z de la 	�

gure ������ la calibration du capteur st � er � eo nous fournit les transformations
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z

x

y

z 1

x
1

y
1

F

O A

A 1

A
r

repere
mire

position 
initiale

position
rectifiee

X

Y

Z

=(R,t)

=(R 1 , t)

=(R r , 0)

Figure ����� Une image r e cti� � e e s�obtient en appliquant � a la c am � er a c orr es�

p ondante une r otation sp atiale�
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A et A

�

du rep � ere de calibrage v ers les rep � eres des cam � eras gauc he et droite

resp ectiv emen t� Chacune de ses transformations se comp ose d�une rotation et

d�une translation �

A �

�

R t


 �

�

A

�

�

�

R

�

t

�


 �

�

On c herc he � a d � eterminer la transformation du rep � ere de calibrage au rep � ere

de la cam � era gauc he dans sa p osition recti	 � ee� Soit F x

�

y

�

z

�

le rep � ere de la

cam � era gauc he dans sa p osition recti	 � ee�

Les co ordonn � ees de F dans le rep � ere de calibrage s�obtiennen t en remarquan t

que F est l�origine du rep � ere de la cam � era de gauc he� On aura donc �

R

� �

O F � t � �

ainsi qu�une expression similaire p our la cam � era de droite �

R

�

� �

O F

�

� t

�

� �

et on obtien t ainsi la direction de la droite FF

�

�

� � �

F F

�

�

� � �

O F

�

�

� �

O F

� R

� �

t � R

�� �

t

�

Cette droite n�est pas mo di	 � ee lors de la recti	cation� Choisissons les axes

des cam � eras recti	 � ees� P our la cam � era de gauc he ces axes son t F x

�

� F y

�

et F z

�

�

L�axe F y

�

doit � etre parall � ele � a la droite FF

�

� On obtien t donc p our le v ecteur

directeur de cet axe �

j

�

�

� � �

F F

�

k

� � �

F F

�

k

Les deux autres axes doiv en t � etre dans un plan p erp endiculaire au v ecteur

j

�

� On p eut par exemple c hoisir un de ces axes� soit l�axe optique� dans un plan

con tenan t O �l�origine du rep � ere de calibrage�� F et F

�

� Le v ecteur directeur de

l�axe optique sera �

k

�

�

K

�

k K

�

k

a v ec �

K

�

� �

� �

O F �

� � �

O F

�

� �

� � �

F F

�
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Le sens de K

�

p eut � etre d � etermin � e par la con train te �

K

�

� K � �

o � u K est le v ecteur directeur de l�axe optique de la cam � era gauc he dans sa

p osition initiale� L�axe restan t sera d � e	ni par �

i

�

� j

�

� k

�

La transformation du rep � ere mire au rep � ere de la cam � era gauc he recti	 � ee

est donc �

A

�

�

�

R

�

t


 �

�

a v ec �

R

�

�




i

�

j

�

k

�

�

la translation � etan t la m � eme que p our la transformation A �

La recti	cation de l�imag e gauc he est obten ue en appliquan t une rotation au

rep � ere initial de la cam � era gauc he p our la ramener dans la p osition recti	 � ee �

R

r

� R

�

R

� �

Les co ordonn � ees recti	 � ees s�obtiennen t en appliquan t aux co ordonn � ees initiales

cette rotation �

�

B

�

x

�

y

�

�

�

C

A

� R

r

�

B

�

x

y

�

�

C

A

Bien s � ur� le m � eme raisonnemen t s�applique � a la cam � era de droite� Les deux

images recti	 � ees � etan t parall � eles� la transformation de recti	cation de la cam � era

de droite est �

R

�

r

� R

�

R

�� �

Une fois que les deux images on t � et � e recti	 � ees on a une g � eom � etrie � epip olaire

telle qu�elle a � et � e d � ecrite au d � ebut de ce paragraphe� La relation gauc he�droite

devien t celle d � ecrite par la transformation donn � ee par l� � equation ����� �
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���� Capteurs st � er � eoscopiques actifs

Nous p ouv ons com biner une cam � era a v ec une source de lumi � ere a	n de me�

surer les co ordonn � ees tri�dimensionnelles de p oin ts sur la surface d�un ob jet�

Un faisceau laser �lumi � ere mono c hromatique� � eclaire une sc � ene� plus pr � ecis � e�

men t � eclaire une tr anche de la sc � ene qui corresp ond � a l�in tersection du plan

lumineux et de la sc � ene� La 	gure ����� illustre un capteur actif� Une cam � era

observ e cette tranc he de lumi � ere qui se pro jette dans l�imag e� A un instan t

donn � e la seule information disp onible dans l�imag e est la pro jection de cette

tranc he de lumi � ere� Un p oin t P de la sc � ene se trouv an t sur cette tranc he se

pro jette dans l�image en p �

Dans ce qui suit on v a v oir commen t on p eut calculer les co ordonn � ees de P

dans le rep � ere mire connaissan t �

� les co ordonn � ees u et v de sa pro jection dans le plan image �apr � es correc�

tion � ev en tuelle de la distorsion� &

� l� � equation du plan de lumi � ere dans le rep � ere sc � ene et

� la matrice de calibrage M de la cam � era utilis � ee� en supp osan t que le m � eme

rep � ere mire est utilis � e p our calibrer la cam � era et le capteur actif�

Comme nous allons le v oir il est imp ortan t de c hoisir le rep � ere mire de fa� con

que l�axe des Z soit p erp endiculaire au plan de tra v ail�

Le princip e de calibrage qui sera d � ecrit par la suite est d � u � a Bolles� Kremers

et Cain� �� �� Les � equations d � ecriv an t la droite passan t par P � p et F son t �dans

le rep � ere mire� �

� m

��

� um

��

� X � � m

��

� um

��

� Y � � m

��

� um

��

� Z � � � m
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� v m
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� Y � � m
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� Z � � � m
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� v m
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�

Ce son t exactemen t les m � emes � equations que les form ules ����� et ������ A

ces � equations on ra joute l� � equation du plan de lumi � ere �qu�on ne conna � #t pas
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Figure ����� Un c apteur actif muni d�une c am � er a et d�un plan de lumi � er e�
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encore� �

b
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X � b
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Z � b
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Ces trois � equations p euv en t se com biner en une notation matricielle�
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En in v ersan t on p eut donc calculer les co ordonn � ees X � Y et Z de P � Cep endan t

les calculs risquen t d� � etre lourds car ils faut in v erser une matrice � � � p our

c haque p oin t� Il existe une autre solution qui consiste � a in v erser la matrice � � �

sym b oliquemen t �utilisan t un syst � eme de calcul formel 
 Maple � Mathematic a �

etc�� et � a la m ultiplier par le v ecteur de droite� Le calcul de X � Y et Z p eut

alors se mettre sous la forme suiv an te �
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Ce qui est � equiv alen t � a �
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La matrice T � � t

ij

� est la matrice de calibrage du capteur actif� Ses co e�cien ts

d � ep enden t de la matrice de calibrage de la cam � era et de l� � equation du plan de

lumi � ere� Les co e�cien ts de T s�obtiennen t facilemen t par iden ti	cation et son t

�les m
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on t � et � e divis � es par m
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������ Calibrage d�un capteur actif

La calibration du capteur actif consiste donc � a calculer les v aleurs n um � e�

riques des co e�cien ts de T � Or nous a v ons d � ej� a calcul � e les co e�cien ts m

ij

� Il

nous reste � a calculer l� � equation du plan de lumi � ere�

P our cela on pro c � ede de la fa� con suiv an te� On plac e devant le c apteur des

objets p ar al l � elipip � ediques dont la hauteur est c onnue dans le r ep � er e de la mir e de

c alibr age� Un p oin t P

i

appartenan t � a une face de l�ob jet � a la hauteur Z � H

i

a

comme co ordonn � ees mire X

i

� Y

i

et H

i

et il se pro jette dans l�image en u

i

� v

i

� X

i

et Y

i

p euv en t � etre d � etermin � es gr� ace aux � equations ����� et ����� qui p euv en t

s� � ecrire �
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P ar ailleurs� le p oin t P

i

appartien t au plan de lumi � ere� En divisan t par b

�

on

obtien t une relation lin � eaire en tre b

�

� b

�

et b

�
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� b
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� � H
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P our n p oin ts appartenan t � a des faces � a di� � eren tes hauteurs on obtien t n
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point "vu" par le capteur (B)

point d’impact du faisceau incident (A)

Figure ����� Une c on�gur ation montr ant un c as typique de la limite d�utili�

sation d�un c apteur actif�
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������ Limites du capteur actif

L�a v an tage du capteur actif par rapp ort � a un couple de cam � eras est � evi�

den t � on � evite le probl � eme com binatoire de la mise en corresp ondance en $al�

luman t% les p oin ts et en calculan t directemen t leur p osition dans un rep � ere

tri�dimensionnel� Cep endan t ce capteur n�a pas que des a v an tages�

Le premier incon v � enien t est qu�on doit b ouger soit l�ob jet soit le capteur

lui�m � em e p our p ouv oir faire l�acquisition d�une carte dense Z � f � X � Y � o � u

f est un tableau rectangulaire corresp ondan t � a la pro jection au sol de la zone

vue par le capteur�

Le deuxi � eme incon v � enien t est di�cilemen t con tournable car il s�agit de pro�

pri � et � es in trins � eques des surfaces qui son t n uisibles � a la b onne mesure� La 	gure

����� mon tre un ob jet don t la surface est r � e � ec hissan te � le plan de lumi � ere

� eclaire un pan de l�ob jet qui ne p eut � etre vu par la cam � era� Cep endan t le ra y on

de lumi � ere se r � e � ec hit p our 	nalemen t � eclairer un autre p oin t de l�ob jet qui�

lui� est vu par la cam � era� Une insp ection de la 	gure mon tre clairemen t que

le p oin t p our lequel on calcule la p osition ne se trouv e pas sur la surface de

l�ob jet� La 	gure p ermet � egalemen t de comprendre p ourquoi certains p oin ts

d�un ob jet ne p euv en t � etre mesur � es � soit ils son t vus par la cam � era mais ils

ne son t pas � eclair � es par le plan lumineux� soit ils son t � eclair � es mais ne p euv en t

� etre vus�

Un troisi � eme incon v � enien t est illustr � e sur la 	gure ����� En e�et� le fais�

ceau laser � etan t conique� il y a une impr � ecision de mesure lorsque le faisceau

rencon tre une discon tin uit � e sur l�ob jet analys � e�

En	n� un quatri � eme incon v � enien t est illustr � e sur la 	gure ����� Lorsque le

faisceau fait a v ec la normale de la surface observ � ee un angle d�incidence pro c he

de ��

�

� l� � energie du faisceau r � e � ec hissan t qui repart v ers la cam � era est faible�

Dans ce cas la mesure p eut � etre en tac h � ee d�erreurs�
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Faisceau "conique"

Source d’emission laser

Figure ���
� L e faisc e au laser � etant c onique	 il y a des pr obl � emes d�impr � e ci�

sion lorsque le faisc e au r enc ontr e une disc ontinuit � e de l�objet observ � e�

Angle
d’incidence

Source d’emission laser

Figure ����� L e faisc e au laser a un angle d�incidenc e pr o che de ��

�

	 mesur � e

p ar r app ort � a la normale de la surfac e mesur � ee�



Chapitre �

Vision st � er � eoscopique

���� In tro ductio n

Un des ob jectifs de la vision par ordinateur est de reconstruire la structure

tri�dimensionnelle ��D� de l�espace � a partir d�une ou plusieurs images� La vision

st � er � eoscopique utilise deux images prises a v ec deux cam � eras� Connaissan t le

mo d � ele de pro jection de c haque cam � era et la relation spatiale en tre les deux

cam � eras� il s�agit de calculer les co ordonn � ees �D d�un p oin t � a partir de ses deux

pro jections dans les deux images�

Les probl � emes d�estimation du mo d � ele de pro jection et d�estimation de la

relation spatiale en tre les deux cam � eras on t � et � e ab ord � es au c hapitre 	� Dans

ce c hapitre nous allons nous concen trer sur les probl � emes d�appariemen t et de

reconstruction�

Le probl � eme d�appariemen t ou de mise en corresp ondance consiste � a trouv er

un ensem ble de couples ou de paires� c haque couple � etan t form � e d�un p oin t

d�une image appari � e a v ec un p oin t de l�autre image� Ce probl � eme a une nature

com binatoire et la seule fa
 con de r � eduire cette com binatoire est de d � e�nir une

mesure de ressem blance en tre un p oin t d�une image et un p oin t de l�autre image

et de mettre en �uvre des con train tes qui on t trait � a la g � eom � etrie du capteur

st � er � eoscopique et � a la structure de la sc � ene et des ob jets observ � es�

Le probl � eme de reconstruction est directemen t li � e au probl � eme de calibration

du capteur st � er � eo qui a � et � e ab ord � e au c hapitre 	�

Consid � erons par exemple la paire d�images st � er � eoscopiques de la �gure ���

Chacune de ces deux images repr � esen te une pro jection di� � eren te de la m � eme

sc � ene �D� Les propri � et � es m � etriques ne se conserv an t pas par pro jection il n�est

���
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pas facile de comparer les � el � emen ts d�une image � a ceux de l�autre image a�n

de d � ecider si on p eut les mettre en corresp ondance ou non� Il faut � egalemen t

tenir compte du ph � enom � ene d�o ccultation � un � el � emen t d�une image p eut ne

pas � etre vu dans l�autre image �et vic e versa � soit par ce qu�il est cac h � e par

un autre � el � emen t� soit parce qu�il est dans le c hamp de vue d�une cam � era et

hors du c hamp de vue de l�autre cam � era� soit en�n � a cause de ph � enom � enes

ph ysiques tels que les om bres et les re�ets qui d � ep enden t des p ositions relativ es

de la source� de l�ob jet observ � e et de la cam � era�

Figure ���� Une p air e d�images st � er � eo� Cet exemple il lustr e les di�cult � es de

mise en c orr esp ondanc e et notamment le ph � enom � ene d�o c cultation�

La d � emarc he calculatoire sera la suiv an te �

� � etablir un ensem ble d�appariemen ts en tre les � el � emen ts des deux images�

Chacun de ces appariemen ts forme une mise en corresp ondance lo c ale �

� utiliser des con train tes a�n de r � eduire l�espace de rec herc he d�une mise

en corresp ondance glob ale �

� mettre en �uvre une m � etho de de mise en corresp ondance globale�

Une mise en corresp ondance lo cale est tout simplemen t un appariemen t qui

satisfait une mesure de ressem blance et qui est coh � eren t a v ec les con train tes

d � ecoulan t de la calibration du capteur� Une mise en corresp ondance globale

est un ensem ble d�appariemen ts qui satisfon t � a d�autres con train tes qui seron t

explicit � ees dans ce c hapitre � a la section �	�

Dans la section suiv an te nous allons discuter du c hoix quan t aux � el � emen ts

image � a mettre en corresp ondance� Ce c hoix d � ep end d�un certain nom bre de
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crit � eres qui seron t explicit � es� Ensuite nous allons consacrer une section � a la g � eo�

m � etrie de la st � er � eo et � a la reconstruction� Cette section reprend la form ulation

du c hapitre 	 en in tro duisan t une m � etho de p ermettan t le calcul de la g � eom � etrie

� epip olaire sans passer par la calibration des deux cam � eras�

Nous allons ensuite d � etailler dans la section ��� toutes les con train tes qui

p euv en t r � eduire la taille de l�espace de rec herc he d�une mise en corresp ondance

globale�

Finalemen t nous allons � etudier quelques m � etho des de mise en corresp on�

dance ainsi que quelques cas particuliers tels que la vision trino culaire �st � er � eo

a v ec trois cam � eras� et la d � etection d�obstacles a v ec un syst � eme st � er � eo�

���� Primiti v es st � er � eoscopiques

Le c hoix des � el � emen ts �ou primitiv es� image � a mettre en corresp ondance est

crucial� La primitiv e �id � eale� est telle que �i� ces propri � et � es in trins � eques p er�

metten t une mesure de ressem blance fortemen t discriminan te� �ii� elle p ermette

la mise en �uvre e�cace de con train tes st � er � eoscopique et �iii� la reconstruc�

tion �D soit p ossible� Les tec hniques de segmen tation d�images que nous a v ons

� etudi � ees p ermetten t l�extraction d�une gamme v ari � ee de primitiv es telles que �

� des p oints �pixels� p oin ts d�in t � er � et� � el � emen ts de con tour� p oin ts caract � e�

ristiques le long d�un con tour� jonctions� etc�� �

� des se gments �segmen ts de droite� arcs de cercle� p ortions de conique�

etc�� �

� des r � egions �

Sauf quelques cas particuliers� les r � egions son t mal adapt � ees � a la vision st � er � eo

et cela p our plusieurs raisons� Une r � egion se trouv an t sur la surface d�un ob jet

donnera naissance� dans les deux images� � a deux r � egions de taille et de forme

di� � eren tes� ceci � etan t d � u au ph � enom � ene de distorsion pro jectiv e� On ne p eut

donc pas comparer deux r � egions dans deux images di� � eren tes pro v enan t de la

m � eme r � egion �D� �gure ��� P ar ailleurs� en l�absence d�un appariemen t terme

�a terme en tre des p oin ts � a l�in t � erieur des deux r � egions� on ne p ourra pas d � ecider

s�il s�agit d�une surface �D gauc he ou planaire� �gure ���

Les segmen ts de droite on t � et � e utilis � es a v ec quelque succ � es mais leur utili�

sation est limit � ee aux sc � enes p oly � edriques ��� �� ���� �� � et �� �� Il est � a noter

qu�un segmen t de droite a la m � eme repr � esen tation g � eom � etrique qu�un p oin t de
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surface gauche

surface plane

Figure ���� Un objet inclin � e va donner naissanc e dans les deux images � a deux

r � egions de tail les di� � er entes� Comment p eut�on c omp ar er c es deux r � egions �

�	gur e de gauche
� En l�absenc e d�un app ariement entr e les p oints des deux

r � egions on ne p eut d � ecider si c ela c orr esp ond � a une surfac e gauche ou � a une

surfac e plane �	gur e de dr oite
� Ces ph � enom � enes mettent s � erieusement en � eche c

les m � etho des de mise en c orr esp ondanc e de r � egions�

con tour �p osition dans l�image et direction� �gure �	�� et les m � emes con train tes

st � er � eoscopiques s�appliquen t � egalemen t aux segmen ts de droite et aux p oin ts

de con tour�

Bien que plus �pauvres� quan t au con ten u s � eman tique� les p oin ts s�a v � eren t

�nalemen t � etre les primitiv es les mieux adapt � ees p our la st � er � eo� La plupart

des con train tes que nous allons � etudier s�appliquen t aux p oin ts� la con train te

�gurale � etan t r � eserv � ee aux p oin ts se trouv an t le long d�un con tour� Le seul vrai

probl � eme que p ose l�utilisation des p oin ts comme primitiv es p our l�appariemen t

est le c hoix d�une mesure de similarit �e �ressem blance� qui ne soit pas p erturb � ee

par la distorsion pro jectiv e� A cette distorsion pr � es� on p eut comparer deux

p oin ts �ou plus pr � ecis � emen t deux r � egions carr � ees de taille � egale� en utilisan t

une mesure de corr � elation� Soit p un p oin t d�une image de co ordonn � ees � u v �

et p

�

un p oin t de l�autre image de co ordonn � ees � u

�

v

�

�� Une mesure de similarit � e

est le degr � e de corr � elation en tre les deux r � egions carr � ees en touran t c hacun de

ces p oin ts �

c � p � p

�

� �

x � M

X

x � � M

y � N

X

y � � N

� I � u � x� v � y � � I

�

� u

�

� x� v

�

� y ��

�

����
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p our une r � egion de taille � M � � N � I � u� v � est la v aleur de niv eau de gris au pixel

de co ordonn � ees u et v � La corr � elation est n ulle p our une ressem blance parfaite

et strictemen t p ositiv e sinon� En d � ev eloppan t l�expression de la corr � elation de

l� � equation ���� et en n � egligean t les termes constan ts on obtien t l�expression du

pro duit de corr � elation en tre deux r � egions de deux images di� � eren tes cen tr � ees

aux p oin ts p et p

�

�

C � p � p

�

� �

x � M

X

x � � M

y � N

X

y � � N

� I � u � x� v � y � I

�

� u

�

� x� v

�

� y �� ����

Le pro duit de corr � elation est maxim al p our une ressem blance parfaite� G � en � e�

ralemen t le pro duit de corr � elation est appliqu � e aux images brutes � I et I

�

� a y an t

� ev en tuellemen t subi une op � eration de normalisation car la dynamique des deux

cam � eras n�est pas forc � emen t iden tique� V oir � a ce prop os l� � etude comparativ e

qui a � et � e men � ee dans �� �� Une am � elioration de la mise en corresp ondance par

corr � elation qui prend en ligne de compte une d � eformation a�ne est prop os � ee

dans ��	� ��

Quel que soit le t yp e de primitiv e c hoisi� une propri � et � e imp ortan te est la

fr � equence de sa pr � esence dans les deux images� La pr � esence d�un grand nom bre

de primitiv es augmen te la com binatoire mais en m � eme temps densi	e la re�

construction �D qui en d � ecoule� Lorsque les primitiv es ne son t pas nom breuses

la com binatoire est r � eduite mais la reconstruction sera d�autan t moins b onne�

Une repr � esen tation m ulti�r � esolution des images r � esout ce parado xe de la fa
 con

suiv an te� Chaque image est d � ecrite par un nom bre croissan t de primitiv es au

fur et � a mesure qu�on augmen te la r � esolution� A faible r � esolution la com bina�

toire est r � eduite mais on a une reconstruction pauvre� L�appariemen t obten u

�a faible r � esolution p eut con traindre la com binatoire � a haute r � esolution p our

obtenir une reconstruction plus ric he� Ce concept sera d � etaill � e � a la �n de ce

c hapitre �section �	�����

���� G � eom � etrie � epip olaire et reconstruction

Reprenons la pr � esen tation d�un capteur st � er � eo faite au c hapitre 	� En parti�

culier nous a v ons � etabli les � equations �	���� et �	����� Ces � equations exprimen t la

relation en tre les co ordonn � ees d�un p oin t p

�

de l�image de gauc he� de son corres�

p ondan t p dans l�image de droite� la matrice de transformation gauc he droite

et la profondeur Z du p oin t P de la sc � ene qui se pro jette en p et p

�

�
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En � eliminan t Z en tre ces deux � equations on obtien t �rapp elons que p est le

v ecteur de co ordonn � ees � x y �� corresp ondan t au p oin t p� �

� b

z

r

�

� p � b

y

r

�

� p � x

�

! � b

x

r

�

� p � b

z

r

�

� p � y

�

� b

x

r

�

� p � b

y

r

�

� p ����

qui est l� � equation d�une droite de la forme �

a

�

x

�

! b

�

y

�

! c

�

� � ����

Les

�

indiquen t qu�il s�agit d�une droite exprim � ee dans le rep � ere de la cam � era

droite� Cette droite n�est rien d�autre que la con train te � epip olaire � etudi � ee � ega�

lemen t au c hapitre 	� On p eut remarquer par ailleurs que les param � etres de

cette droite� a

�

� b

�

et c

�

� on t les expressions suiv an tes �

a

�

� � b

y

r

��

� b

z

r

��

� x ! � b

y

r

��

� b

z

r

��

� y ! � b

y

r

��

� b

z

r

��

�

b

�

� � b

z

r

��

� b

x

r

��

� x ! � b

z

r

��

� b

x

r

��

� y ! � b

z

r

��

� b

x

r

��

�

c

�

� � b

x

r

��

� b

y

r

��

� x ! � b

x

r

��

� b

y

r

��

� y ! � b

x

r

��

� b

y

r

��

�

������ La matrice essen tiell e

Les expressions que nous v enons d� � etablir p our les param � etres a

�

� b

�

et c

�

p euv en t se mettre sous forme matricielle �

�

B

�

a

�

b

�

c

�

�

C

A

�

�

B

�

� � b

z

b

y

b

z

� � b

x

� b

y

b

x

�

�

C

A

�

B

�

r

��

r

��

r

��

r

��

r

��

r

��

r

��

r

��

r

��

�

C

A

�

B

�

x

y

�

�

C

A

��	�

C�est donc la transformation � epip olaire qui� � a un p oin t de l�image de gauc he

� x y ��

t

� fait corresp ondre une droite de l�image de droite d � ecrite par ses

param � etres � a

�

b

�

c

�

� �

�

B

�

a

�

b

�

c

�

�

C

A

� E

�

B

�

x

y

�

�

C

A

���

L� � equation de la droite � epip olaire s� � ecrit �

� x

�

y

�

��

�

B

�

a

�

b

�

c

�

�

C

A

� �
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ou encore �

� x

�

y

�

�� E

�

B

�

x

y

�

�

C

A

� �

soit

p

� t

Ep � � ����

La matrice E d � ecrit la tr ansformation � epip olair e gauc he�droite " elle p ermet

de calculer l� � equation d�une droite � epip olaire passan t par l�image de droite

asso ci � ee � a un p oin t de l�imag e de gauc he� On remarque que la transformation

� epip olaire droite�gauc he est donn � ee par la matrice transp os � ee �

p

t

E

t

p

�

� � ����

La matrice E s�app elle la matric e essentiel le � Elle est le pro duit de deux

matrices � une matrice an tisym � etrique �de rang �� et une matrice orthonorm � ee

�de rang ��� On p eut remarquer que cette matrice p eut � etre calcul � ee � a partir

des param � etres b

x

� b

y

� b

z

et r

�

� r

�

� r

�

� Ces param � etres son t fournis lors de la

calibration du capteur st � er � eoscopique�

������ La matrice fondamen tale

La relation en tre les co ordonn � ees cam � era et les co ordonn � ees image est donn � ee

par �p our la cam � era de gauc he� �

�

B

�

u

v

�

�

C

A

�

�

B

�

�

u

� u

�

� �

v

v

�

� � �

�

C

A

�

B

�

x

y

�

�

C

A

ou �

m � Cp

On a la m � eme expression p our la cam � era de droite �

m

�

� C

�

p

�

Les � el � emen ts des matrices C et C

�

son t les param � etres in trins � eques des deux

cam � eras� En rempla
 can t dans l� � equation ���� on obtien t �

m

� t

� C

�� �

�

t

EC

� �

m � �
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La matrice �

F � � C

�� �

�

t

EC

� �

����

est la matrice fondamen tale qui d � ecrit la g � eom � etrie � epip olaire� L� � equation �

m

� t

F m � � �����

n�est rien d�autre que l� � equation d�une droite � epip olaire dans le rep � ere image

�et non pas dans le rep � ere cam � era comme dans l� � equation ������

Comme la matrice essen tielle� la matrice fondamen tale p eut se calculer p our

un capteur st � er � eo pr � ealablemen t calibr � e�

������ Estimation de la matrice fondamen tale

La con train te � epip olaire� ou plus g � en � eralemen t la g � eom � etrie � epip olaire� joue

un r� ole fondamen tal en vision st � er � eoscopique� Il serait in t � eressan t d�analyser

dans quelle mesure il est p ossible d�estimer la matrice fondamen tale sans c a�

libr er le capteur st � er � eo� � a partir de corresp ondances gauc he�droite� En e�et la

matrice fondamen tale p eut s�estimer gr� ace � a l� � equation ������

La m � etho de la plus directe est une m � etho de lin � eaire ��� �� P our c haque cor�

resp ondance �m � m

�

� on a une � equation lin � eaire du t yp e �

f

��

uu

�

! f

��

v u

�

! f

��

u

�

! f

��

uv

�

! f

��

v v

�

! f

��

v

�

! f

��

u ! f

��

v ! f

��

� �

Si l�on disp ose de n corresp ondances gauc he�droite on obtien t l�equation ma�

tricielle suiv an te �

A f � � �����

Dans cette � equation A est une matrice de taille n � � et f est un v ecteur don t

les comp osan tes son t les � � el � emen ts de la matrice fondamen tale� A�n d� � eviter

la solution triviale on p eut ra jouter la con train te suiv an te �

k f k � �

Il est donc p ossible de r � esoudre l� � equation ����� a v ec � corresp ondances� On

obtien t alors une solution exacte� Av ec plus de � corresp ondances � n � �� on

obtien t une solution en minimi san t un crit � ere quadratique�

Si les donn � ees don t on disp ose son t parfaites alors la matrice A est de rang

�� Il a � et � e� en e�et� mon tr � e que sauf con�gurations exceptionnelles� la matrice
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A a un rang � egal � a � ���� �� En pratique il y a du bruit est le rang de A est � egal

�a �� On p eut alors estimer f en minimi san t le crit � ere suiv an t �

min

f

�

k A f k

�

! � � k f k

�

� ��

�

�����

La solution de ce probl � eme de minim isation est bien conn ue �v oir plus loin

l� � equation ������� et f est donn � e par le v ecteur propre corresp ondan t � a la plus

p etite v aleur propre de la matrice A

t

A �

Une propri � et � e imp ortan te de la matrice fondamen tale �et de la matrice

essen tielle� est qu�elle a un rang � egal � a �� La fa
 con la plus pratique d�in tro duire

cette con train te est de remplacer la matrice F estim � ee comme aupara v an t�

par une matrice F

�

qui a un rang � egal � a �� P our faire ceci� consid � erons une

d � ecomp osition en v aleurs singuli � eres de F �

F � U D � r � s� t � V

t

Dans cette expression D est une matrice diagonale � � � qui con tien t les v aleurs

singuli � eres � r � s � et t � de F � a v ec r � s � t � On p eut alors forcer le rang de F

�

�a � etre � egal � a � �

F

�

� U D � r � s� �� V

t

Dans un article paru r � ecemmen t Hartley ��� � mon tre commen t on p eut

rendre la solution lin � eaire encore plus robuste n um � eriquemen t tout simplemen t

en op � eran t un c hangemen t de rep � ere sur les donn � ees� Une solution lin � eaire qui

tien t explicitemen t compte de la g � eom � etrie du probl � eme et qui donne � egalemen t

des r � esultats tr � es satisfaisan ts a � et � e recemmen t prop os � ee par Boufama et Mohr

��	 ��

La matrice fondamen tale p eut � egalemen t � etre estim � ee par des m � etho des non�

lin � eaires� On p eut� par exemple� minim iser la somme des carr � es des distances

d�un p oin t � a la droite � epip olaire qui est cens � ee passer par ce p oin t� En e�et�

l� � equation ����� exprime le fait que le p oin t m

�

se trouv e sur la droite � epip olaire

don t les param � etres son t donn � es par �

�
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Plus g � en � eralemen t� la distance d�un p oin t m

�

�a cette droite est donn � ee par

la forme quadratique suiv an te �

d � m

�

� Fm � � m

� t

Fm
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Les param � etres a et b de la droite � etan t �

a � f

��

u ! f

��

v ! f

��

b � f

��

u ! f

��

v ! f

��

En pratique� F augeras� Luong # Ma ybank �	 � prop osen t de consid � erer si�

m ultan � emen t la distance de m

�

�a la droite Fm et la distance de m �a la droite

F

t

m

�

a�n de r � eduire les di� � erences en tre la g � eom � etrie � epip olaire gauc he�droite

et droite�gauc he� Le crit � ere � a minimi ser est donc le suiv an t �

min
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p our n corresp ondances gauc he�droite� Les param � etres a

�

et b

�

son t donn � es par �
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� f
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Comme la matrice essen tielle� la matrice fondamen tale est de rang �� On

p eut alors � ecrire cette matrice� sans p erte de g � en � eralit � e� de la fa
 con suiv an te

�les trois lignes de la matrice son t lin � eairemen t d � ep endan tes� �

F �
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x
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x
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x
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x
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C

A

Cette fois�ci la minimi sation de Q � � equation ������ fournira donc une estima�

tion des param � etres x

�

�a x

	

�a partir desquels on d � eduit facilemen t les co e��

cien ts de la matrice fondamen tale� Cette minim isation implique l�utilisation de

tec hniques d�optimisation non�lin � eaires telles que Newton� Gauss�Newton ou

Lev en b erg�Marquardt�

L�estimation non lin � eaire de la matrice fondamen tale est moins sensible au

bruit que la m � etho de lin � eaire� Les deux m � etho des �lin � eaire et non lin � eaire�

supp osen t cep endan t un appariemen t parfait de p oin ts en tre les deux images�

S�il y a des appariemen ts incorrects� aucune des m � etho des ne donne des r � esultats

satisfaisan ts� P our pallier au probl � eme d�appariemen ts incorrects� des m � etho des

statistiques robustes p euv en t � etre utilis � ees� comme dans ���� ��
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������ Reconstruction

La reconstruction tri�dimensionnelle � a partir d�une paire d�images supp ose

que l�on disp ose de corresp ondances en tre les deux images� Le t yp e de recons�

truction qu�on p eut alors e�ectuer d � ep end du t yp e de calibrage don t on disp ose�

On p eut distinguer les cas suiv an ts �

�� le capteur st � er � eoscopique est calibr � e et on disp ose alors de param � etres

in ternes de c haque cam � era ainsi que de la transformation rigide en tre les deux

cam � eras " dans ce cas on obtien t une reconstruction euclidienne dans le rep � ere

de calibrage �

�� les param � etres in ternes de c haque cam � era son t conn us mais la transfor�

mation rigide en tre les deux cam � eras n�est pas conn ue� Il faut alors estimer la

matrice essen tielle �		 � � a partir de laquelle on p eut extraire la transformation

rigide en tre les deux cam � era �a un facteur d�e chel le pr � es " dans ce cas on ob�

tien t une reconstruction euclidienne dans le rep � ere de l�une ou l�autre des deux

cam � eras �

�� si aucun calibrage n�est disp onible �ni les param � etres in ternes des ca�

m � eras� ni la transformation rigide en tre les deux cam � eras� il faut alors esti�

mer la matrice fondamen tale comme il a � et � e expliqu � e aupara v an t� A partir

de la matrice fondamen tale on p eut obtenir une reconstruction pr oje ctive tri�

dimensionnelle �	� ��

Si on se place dans le premier de ces cas et si le p oin t p de l�imag e de gauc he

a � et � e mis en corresp ondance a v ec le p oin t p

�

de l�image de droite� on a alors

deux ensem bles d� � equations �	��� et �	���� �

u �

m

��

X ! m

��

Y ! m

��

Z ! m

��

m

��

X ! m

��

Y ! m

��

Z ! m

��

v �

m

��

X ! m

��

Y ! m

��

Z ! m

��

m

��

X ! m

��

Y ! m

��

Z ! m

��

u

�

�

m

�

��

X ! m

�

��

Y ! m

�

��

Z ! m

�

��

m

�

��

X ! m

�

��

Y ! m

�

��

Z ! m

�

��

v

�

�

m

�

��

X ! m

�

��

Y ! m

�

��

Z ! m

�

��

m

�

��

X ! m

�

��

Y ! m

�

��

Z ! m

�

��

Les co ordonn � ees X � Y et Z du p oin t P reconstruit� dans le rep � ere de cali�

brage� se calculen t en r � esolv an t ce syst � eme de � � equations lin � eaires�

On p eut � egalemen t reconstruire le p oin t P dans le rep � ere de la cam � era de

gauc he en utilisan t une ou l�autre des � equations �	���� ou �	����� Les co ordonn � ees
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X � Y et Z du p oin t P seron t donn � ees dans ce cas par �

x

�

�

� r

��

x ! r

��

y ! r

��

� Z ! b

x

� r

��

x ! r

��

y ! r

��

� Z ! b

z

X � xZ

Y � y Z

Ces � equations nous p ermetten t de constater que le d � eplacemen t en tre la

cam � era gauc he et la cam � era droite doit compter une translation� Si la transfor�

mation gauc he�droite est une rotation pure� la reconstruction n�est pas p ossible�

Finalemen t on p eut remarquer que lorsque les images on t � et � e recti� � ees la

matrice d � ecriv an t la transformation gauc he�droite� � equation �	��	�� est r � eduite

�a une translation et les � equations �	���� et �	���� deviennen t �

x

�

� x

y

�

�

Z y ! b

Z

Le p oin t P p eut alors � etre reconstruit dans le rep � ere recti� � e de la cam � era gauc he

gr� ace aux � equations suiv an tes �

Z �

b

y

�

� y

X � xZ

Y � y Z

et on remarque que� d�un p oin t de vue g � eom � etrique� la reconstruction n�est rien

d�autre qu�une triangulation�

En notan t �

D � y

�

� y �����

on d � e�nit la notion de disp arit � e �di� � erence de p osition en tre les deux pro jections

d�un p oin t de la sc � ene� qui est ab ondammen t utilis � ee en st � er � eoscopie� Dans la

section suiv an te on d � ev elopp era une con train te d�appariemen t en relation a v ec

la v ariation de la disparit � e�

���� Con train tes p our la mise en corresp ondance

La question � a laquelle nous essa y ons de r � ep ondre dans cette section est la

suiv an te � quels son t les crit � eres � a mettre en �uvre p our d � ecider qu�une paire
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de primitiv es gauc he droite est correcte ou pas $ En essa y an t de r � ep ondre

�a cette question� nous allons d � ev elopp er deux t yp es de con train tes� Un pre�

mier t yp e de con train tes nous p ermettra de v alider un appariemen t primitiv e�

gauc he primitiv e�droite� Il s�agira des con train tes � epip olaire et d�orien tation�

Un deuxi � eme t yp e de con train tes nous p ermettra de v alider la compatibilit �e

en tre deux appariemen ts satisfaisan t le premier t yp e de con train tes� Il s�agit

des con train tes d�ordre� d�unicit � e� de gradien t de la disparit � e et �gurale�

Supp osons par exemple qu�on v euille apparier le p oin t p

�

de l�image de

gauc he a v ec le p oin t p

�

�

de l�imag e de droite et le p oin t p

�

de l�image de

gauc he a v ec le p oin t p

�

�

de l�image de droite� Nous devrons pro c � eder de la

fa
 con suiv an te �

� on v � eri�e tout d�ab ord que les p oin ts p

�

 p

�

�

et p

�

 p

�

�

son t en corresp on�

dance � epip olaire �

� on v � eri�e ensuite gr� ace � a l� � equation ���� que les r � egions en touran t ces

paires de p oin ts se ressem blen t �

� �nalemen t on v � eri�e que les deux appariemen ts son t compatibles au sens

des autres con train tes�

������ La con train t e � epip olaire

La con train te � epip olaire est la seule con train te g � eom � etrique in trins � eque au

capteur st � er � eoscopique� En pratique nous a v ons � etudi � e deux m � etho des p er�

mettan t de calculer la g � eom � etrie � epip olaire d�un couple de cam � eras � soit en

calibran t les deux cam � eras par rapp ort � a une mire comm une� soit en estiman t

la matrice fondamen tale � a partir d�appariemen ts gauc he�droite�

La con train te � epip olaire p eut s�appliquer aux p oin ts et aux segmen ts de

droite� Soit P un p oin t de la sc � ene et soien t p et p

�

ses pro jections dans les

deux images�

Commen t se d � eplace p

�

le long de la ligne � epip olaire lorsque P se trouv e plus

ou moins loin du capteur $ Puisque le p oin t p est �xe� P se d � eplace le long de

la droite de vue passan t par F et p � �gure ��� Lorsque le p oin t P se trouv e

pr � es du capteur tout en restan t visible dans les deux images� il se pro jette en

a

�

� Lorsque P se trouv e tr � es loin du capteur� il se pro jette en q

�

d � e�ni tel que

la droite F

�

q

�

soit parall � ele � a la droite F p � Analytiquemen t� la p osition de q

�
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P

p
p’

a

b a’

b’q’

F F’

Figure ���� Une vue d�un plan � epip olair e � le p oint p

�

est c ontr aint d�app artenir

au se gment a

�

q

�

�

s�obtien t des � equations pr � ec � eden tes en faisan t tendre Z v ers l�in�ni �

lim

Z ��

x

�

�

r

�

� p

r

�

� p

lim

Z ��

y

�

�

r

�

� p

r

�

� p

p

�

et donc non seulemen t con train t le long de la ligne � epip olaire mais il appar�

tien t � egalemen t au segmen t a

�

q

�

�

Une analyse de la �gure ��� r � ev � ele que les p oin ts de l�ima ge de gauc he

v oisins du p oin t a on t in trins � equemen t moins de corresp ondan ts que les p oin ts

de l�image de gauc he pr � es du p oin t b� Bien s � ur� l�analyse gauc he droite que

nous v enons de faire est v alide dans le cas droite gauc he�

La con train te � epip olaire s�applique facilemen t � a des segmen ts de droite� Il

su�t p our cela de construire les droites � epip olaires corresp ondan t aux deux ex�

tr � emit � es du segmen t� Remarquons toutefois la di�cult � e � a d � e�nir une con train te

� epip olaire p our des segmen ts con ten us dans le plan � epip olaire� �gure ���

������ La con train t e d�orien tatio n

P our les primitiv es images auxquelles on s�in t � eresse plus particuli � eremen t

�des p oin ts de con tours et des segmen ts de droite�� il y a� en plus de l�informa �
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F

F’

z
z’

Figure ���� L es deux lignes � epip olair es asso ci � ees aux deux extr � emit � es du

se gment de l�image de gauche d � e	nissent une r � egion dans l�image de dr oite�

tion de p osition dans l�image� une information relativ e � a son orien tation par

rapp ort au rep � ere de l�image� Il s�agit de l�angle en tre le v ecteur directeur asso�

ci � e � a cette primitiv e �dans le cas des p oin ts de con tour il s�agit de la tangen te au

con tour en ce p oin t� et un des axes du rep � ere de l�imag e� La v aleur de cet angle

p eut � etre d � e�nie � a � � pr � es en orien tan t le v ecteur directeur par rapp ort aux

v aleurs mo y ennes des niv eaux de gris de part et d�autre du con tour� �gure �	�

Soit main tenan t une primitiv e spatiale d � e�nie dans le rep � ere de gauc he par

sa p osition � X � Y et Z � et son orien tation donn � ee par son v ecteur directeur

V � � V

x

� V

y

� V

z

�

t

� La pro jection de cette primitiv e �p oin t et v ecteur� dans une

image donne naissance � a un p oin t p et un v ecteur v � � v

x

� v

y

� ��� On p eut

remarquer que le cen tre de pro jection F forme a v ec le p oin t P et le v ecteur V

un plan� qu�on app ellera plan d�interpr � etation � Le v ecteur v est l�in tersection

de ce plan a v ec le plan image� �gure �� �

v � k � � V �

� �

F P �

Le v ecteur k est le v ecteur normal au plan image� Av ec le c hoix de co ordonn � ees

qui a � et � e fait ce v ecteur n�est autre que la direction de l�axe optique� En

d � ev eloppan t ce double pro duit v ectoriel et tenan t compte du fait que X � xZ

et Y � y Z on obtien t �

v

x

� Z � V

x

� xV

z

�



��� Vision par ordinateur

Figure ���� Un p oint de c ontour est d � e	ni p ar sa p osition dans l�image� et

la dir e ction de la tangente au c ontour en c e p oint� Cette dir e ction p eut  etr e

d � e	nie � a � � pr � es en tenant c ompte de la moyenne des nive aux de gris de p art

et d�autr e du c ontour aux envir ons du p oint�

v

y

� Z � V

y

� y V

z

�

v

z

� �

La p en te de cette primitiv e � v � est mesurable dans l�image et est donn � ee par �

tan � �

v

x

v

y

En expriman t la m � eme c hose dans le rep � ere de l�image de droite on obtien t une

form ule sem blable p our la p en te d�une primitiv e dans l�image de droite �

tan �

�

�

v

�

x

v

�

y

La relation en tre les co ordonn � ees du v ecteur V exprim � ees dans les deux rep � eres

s� � ecrit � A est la matrice de transformation en tre les deux cam � eras� �

�

B

B

B

�

V

�

x

V

�

y

V

�

z

�

�

C

C

C

A

� A

�

B

B

B

�

V

x

V

y

V

z

�

�

C

C

C

A
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F

z

 P

p

V

v

k

p’

v’

y

x
F’

x’

y’

z’

q
q’

Figure ���� L a g � eom � etrie de la pr oje ction d�un ve cteur dans les images�

De plus on p eut exprimer x

�

et y

�

en fonction de x et y gr� ace aux equations �	����

et �	����� On p eut ainsi obtenir une relation en tre tan �

�

et tan � � Dans le cas

g � en � eral cette relation est inexploitable� Si les plans images et axes optiques son t

parall � eles �cas des images recti� � ees� on a �

x

�

� x

y

�

� y ! b� Z

V

�

x

� V

x

V

�

y

� V

y

V

�

z

� V

z

On obtien t �

tan �

�

�

tan �

� �

b

Z

V

z

V

y

� y V

z

ou plus simplemen t �

tan �

�

�

v

x

v

y

� bV

z
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On p eut remarquer que si le v ecteur V est parall � ele au plan image� soit p our

V

z

� � on obtien t �

�

�

� �

Dans ce cas la rec herc he d�un appariemen t gauc he droite est triviale� En e�et�

seules les primitiv es a y an t la m � eme inclinaison dans les deux images p euv en t

� etre appari � ees�

On p eut � egalemen t remarquer que plus le v ecteur V sera inclin � e par rapp ort

au plan des images �plus V

z

est grand� et plus il y aura de di� � erence en tre � et

�

�

�

Dans le cas g � eneral� on v eut trouv er une constan te � qui sera la b orne de la

di� � erence des deux orien tations �

j � � �

�

j � �

Imp oser une limite � a la di� � erence d�inclinaison en tre les v ecteurs se corresp on�

dan t dans les deux images revien t � a rejeter les appariemen ts qui corresp onden t

�a des v ecteurs V fortemen t inclin � es par rapp ort au plan des images� Cette li�

mitation de la di� � erence d�orien tation dans les deux images est coh � eren te a v ec

la limite du gradien t de la disparit � e qui in terdit � egalemen t des surfaces trop

inclin � ees par rapp ort au plan des images�

La v aleur de la constan te � p eut se calculer en fonction de la distribution des

inclinaisons spatiales de V et p our une v aleur de b �distance en tre les cen tres

de pro jection� donn � ee �� �� Choisissons une primitiv e de l�image de gauc he� Plus

� sera grand� plus il y aura des appariemen ts p ossibles en tre cette primitiv e et

des primitiv es de l�imag e de droite� Plus il y aura d�appariemen ts gauc he droite

ainsi form � es plus la rec herc he d�une mise en corresp ondance globale sera com�

plexe�

������ La con train t e d�ordre

Les con train tes � epip olaires et d�orien tation nous on t p ermis de r � eduire le

nom bre d�appariemen ts en tre des primitiv es de l�image de gauc he et des pri�

mitiv es de l�imag e de droite� Soien t main tenan t deux appariemen ts � etablis sur

la base de ces con train tes � � g

�

� d

�

� et � g

�

� d

�

�� Dans quelle mesure ces appa�

riemen ts son t compatibles en tre eux $ La premi � ere con train te qu�on v a � etudier

est la con train te d�ordre�
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Nous allons nous in t � eresser � a des primitiv es p oin ts� Soit P

�

un p oin t et soien t

p

�

et p

�

�

ses pro jections dans les deux images� Les directions de pro jection de

ce p oin t partitionnen t le plan � epip olaire en deux r � egions� une r � egion �hac h ur � ee�

in t � erieure et une r � egion ext � erieure� �gure ��� Soien t P

�

et P

�

deux p oin ts de

l�espace et soien t p

�

� p

�

et p

�

�

� p

�

�

leurs pro jections resp ectiv es dans l�image de

gauc he et de droite� Le p oin t P

�

se trouv e dans la r � egion in t � erieure alors que le

p oin t P

�

se trouv e dans la r � egion ext � erieure� Regardons l�ordre de pro jection

de ces p oin ts dans les deux images�

� dans l�imag e de gauc he l�ordre est p

�

� p

�

� p

�

�

� dans l�imag e de droite l�ordre est p

�

�

� p

�

�

� p

�

�

�

Si on prend P

�

comme r � ef � erence� les pro jections de P

�

apparaissen t dans le

m � eme ordre dans les deux images alors que l�ordre de pro jection de P

�

est

in v ers � e�

P
1

P2

P
3

Figure ��	� P

�

et P

�

se pr ojettent dans le m  eme or dr e dans les deux images

alors que l�or dr e des pr oje ctions de P

�

et P

�

est invers � e�

Supp osons main tenan t que P

�

et P

�

se trouv en t sur la surface d�un ob jet�

Le fait que P

�

se trouv e dans la r � egion ext � erieure de P

�

corresp ond au fait que

l�ob jet est relativ emen t p eu inclin � e par rapp ort au plan des images �il s�agit de
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l�ob jet � de la �gure ����� Soit main tenan t l�ob jet � de la m � eme �gure sur lequel

se trouv en t les p oin ts P

�

et P

�

� Le fait que le p oin t P

�

se trouv e dans la r � egion

in t � erieure de P

�

corresp ond au fait que l�ob jet � est tr � es inclin � e par rapp ort

au plan des images� Si cet ob jet est opaque les pro jections des deux p oin ts ne

p euv en t pas � etre vues � a la fois dans les deux images� Si l�ob jet est transparen t�

les pro jections seron t vues dans les deux images mais dans un ordre in v ers � e�

En conclusion� la seule con�guration p our laquelle l�ordre des pro jections

est in v ers � e est le cas de surfac es tr ansp ar entes fortement inclin � ees par rapp ort

au plan des images� Si on supp ose donc que la sc � ene observ � ee con tien t p eu �ou

pas� de surfaces transparen tes fortemen t inclin � ees� l�ordre des pro jections est

le m � eme dans les deux images�

Si on revien t � a l�exemple pr � ec � eden t et si on resp ecte la con train te d�ordre on

aura � l�appariemen t � p

�

� p

�

�

� est compatible a v ec � p

�

� p

�

�

� et inc omp atible a v ec

� p

�

� p

�

�

��

P
1

P2

Objet 1

Objet 2

3
P

Figure ��
� L orsque deux p oints se tr ouvent sur la surfac e d�un objet p eu

inclin � e ��
 l�or dr e de leurs pr oje ctions est le m  eme dans les deux images� Si

l�objet est fortement inclin � e ��
 les pr oje ctions ne sont p as vues simultan � ement

dans les deux images si l�objet est op aque ou l�or dr e est invers � e si l�objet est

tr ansp ar ent�
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P
1

P
2

p p’2
p’

1

Figure ���� L a c ontr ainte d�unicit � e n �est p as r esp e ct � ee lorsque deux p oints se

pr ojettent en un m  eme p oint dans une image et en deux p oints di� � er ents dans

l�autr e image�

La con train te d�ordre a � et � e utilis � ee p our la premi � ere fois par Bak er et Binford

��� � p our simpli�er la com binatoire de la mise en corresp ondance� Une caract � e�

risation analytique de cette con train te a � et � e prop os � ee par Y uille et P oggio ���� ��

Cette caract � erisation consiste essen tiellemen t � a in terdire la compatibilit � e en tre

deux appariemen ts qui placerait un p oin t dans la r � egion in t � erieure de l�autre

p oin t� Nous v errons plus loin que la con train te d�ordre p eut � etre exprim � ee dans

le con texte plus g � en � eral de la limite du gradien t de disparit � e�

������ La con train t e d�unicit � e

Consid � erons main tenan t un cas limite de la con train te d�ordre� Ce cas est

illustr � e par la �gure ��� Le p oin t P

�

se trouv e sur la fron ti � ere des r � egions

ext � erieure et in t � erieure du p oin t P

�

� Les deux p oin ts se pro jetten t en un m � eme

p oin t dans l�image de gauc he et en deux p oin ts di� � eren ts dans l�image de droite�

Si on d � esigne par p la pro jection comm une de P

�

et de P

�

dans l�image de

gauc he et par p

�

�

et p

�

�

leurs pro jections dans l�image de droite on doit a v oir

en m � eme temps les appariemen ts � p� p

�

�

� et � p� p

�

�

�� Accepter que ces deux

appariemen ts soien t compatibles revien t � a augmen ter la di�cult � e de la mise

en corresp ondance car� � a l�exception de l�alignemen t d � ecrit plus haut� un p oin t
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d�une image devrait a v oir un et un seul corresp ondan t dans l�autre image�

En pratique nous v errons au paragraphe suiv an t que la con train te d�unicit � e

p eut� comme la con train te d�ordre� � etre exprim � ee analytiquemen t dans le cadre

de la limite du gradien t de disparit � e�

������ La limite du gradien t de disparit � e

Nous a v ons vu que la con train te d�ordre est directemen t asso ci � ee � a l�incli�

naison d�une surface observ � ee par rapp ort au plan des deux images� On p eut

exprimer cette con train te d�une autre mani � ere� Reprenons p our cela la form ule

qui p ermet de calculer la profondeur d�un p oin t en fonction de la disparit � e �

Z �

b

D

�

b

y

�

� y

Soien t deux p oin ts sur la surface d�un ob jet� P et Q et soien t Z

P

et Z

Q

leurs

profondeurs� Une autre fa
 con d�exprimer le fait que la surface est p eu inclin � ee

est d�imp oser que la di� � erence en tre ces deux profondeurs est faible� La relation

a v ec la con train te d�ordre est triviale� Les pro jections des p oin ts se trouv an t

sur un ob jet p eut inclin � e �ob jet � de la �gure ���� on t le m � eme ordre dans

les deux images alors que les pro jections des p oin ts se trouv an t sur un ob jet

fortemen t inclin � e son t in v ers � ees dans les deux images�

La profondeur d�un p oin t est asso ci � ee � a la disparit � e �la di� � erence en tre

les p ositions des deux pro jections dans les deux images�� La v ariation de la

profondeur est donc asso ci � ee � a la v ariation de la disparit � e� Cep endan t la relation

en tre la v ariation de la disparit � e et la v ariation de la profondeur n�est pas facile

�a exploiter en pratique car la profondeur est in v ersemen t prop ortionnelle � a la

disparit � e� Burt et Julesz ��� � on t d � e�ni le gr adient de disp arit � e et P ollard et

al� ��	� �� ��	� � on t � etabli une caract � erisation analytique in t � eressan te gr� ace � a la

limite du gradien t de disparit � e�

Soien t p et p

�

les pro jections du p oin t P et q et q

�

les pro jections du p oin t

Q � P et Q ne se situan t pas n � ecessairemen t dans le m � eme plan � epip olaire�

�gure ���� Le gradien t de disparit � e est d � e�ni comme la di� � erence des disparit � es

de deux couples de p oin ts image divis � ee par la s � ep ar ation cyclop � eenne � Soit un

rep � ere comm un aux deux images et soien t les couples de p oin ts � p� p

�

� et � q � q

�

��

p � p

�

� q et q

�

son t les v ecteurs asso ci � es � a ces p oin ts dans le rep � ere comm un� Le
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gradien t de disparit � e est d � e�ni par l�expression suiv an te �

G

d

�

k � p

�

� p � � � q

�

� q � k

k

�

�

� p

�

! p � �

�

�

� q

�

! q � k

���	�

Le gradien t de disparit � e p eut s� � ecrire sous la forme suiv an te �

G

d

�

�

k � p

�

� q

�

� � � p � q � k

k � p

�

� q

�

� ! � p � q � k

Le gradien t de disparit � e est reli � e � a la p en te d�une droite passan t par P et Q �

La p en te de cette droite rend �nalemen t compte de l�inclinaison de la surface

autour de ces p oin ts� In terdire des appariemen ts gauc he droite qui corresp on�

den t � a des surfaces fortemen t inclin � ees revien t � a imp oser une limite sup � erieure

au gradien t de disparit � e� Si on c hoisit �

� �

G

d

�

� k a v ec � � k � � ����

on obtien t l�in � egalit � e suiv an te �

k � p

�

� q

�

� � � p � q � k � k k � p

�

� q

�

� ! � p � q � k

Utilisan t les propri � et � es classiques des in � egalit � es �

k a k � k b k � k a � b k

k a ! b k � k a k ! k b k

on obtien t �� � k � �� �

k p

�

� q

�

k

k p � q k

�

� ! k

� � k

�

�

�

�����

P our un p oin t P �x � e et p our une v aleur de k on v a c herc her le lieu des p oin ts

Q satisfaisan t la con train te exprim � ee par l� � equation ������ On c herc he d�ab ord

le lieu des p oin ts Q satisfaisan t l� � egalit � e �

k p

�

� q

�

k

k p � q k

�

�

�

�����

Soit le rep � ere comm un aux deux images� le rep � ere de l�imag e de gauc he� Les

p oin ts p et p

�

on t comme co ordonn � ees � p � � x

�

y

�

�

t

et p

�

� � x

�

y

�

�

�

t

� De
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m � eme on a � q � � x

�

y

�

�

t

et p

�

� � x

�

y

�

�

�

t

Les co ordonn � ees de q et q

�

son t

reli � ees aux co ordonn � ees de Q � � X Y Z �

t

par les form ules suiv an tes �

x

�

� X� Z

y

�

� Y � Z

y

�

�

� y

�

! b� Z

L� � egalit � e pr � ec � eden te� soit l� � equation ����� devien t alors �

� x

�

Z � X �

�

! � y

�

Z � Y �

�

� x

�

Z � X �

�

! � y

�

�

Z � � b ! Y ��

�

� �

�

Le lieu des p oin ts Q est �nalemen t un c� one don t le sommet se trouv e en P �

�gure ���� �

�� � �

�

�� X

�

! Y

�

� ! � x

�

�

! y

�

�

� �

�

� x

�

�

! y

� �

�

�� Z

�

! �� �

�

� �� x

�

X Z !

�� �

�

y

�

�

� y

�

� Y Z � � �

�

bY ! � �

�

y

�

�

bZ � �

�

b

�

� � �����

Rev enan t main tenan t au lieu des p oin ts Q satisfaisan t l�in � egalit � e� soit l� � equa�

tion ������ on p eut v oir facilemen t que ces p oin ts doiv en t se trouv er � a l�ext � erieur

du c� one� L�in t � erieur du c� one est la zone inter dite soit la r � egion qui corresp ond

�a des surfaces trop inclin � ees par rapp ort au plan des images�

P our conclure� on dira que deux appariemen ts gauc he droite � p� p

�

� et � q � q

�

�

son t compatibles si la v aleur du gradien t de disparit � e qui leur est asso ci � ee est

inf � erieure � a �� On p eut v � eri�er que cette limite garan tit � egalemen t la con train te

d�ordre et la con train te d�unicit � e�

������ La con train t e de con tin u it � e �gurale

La con train te de con tin uit � e �gurale est une con train te simple et e�cace

lorsque les p oin ts � a mettre en corresp ondance se trouv en t le long de con tours�

La �gure ���� mon tre deux images et des p oin ts le long de con tours ap�

partenan t � a ces images� Les lignes � epip olaires son t � egalemen t repr � esen t � ees sur

cette �gure� Les p oin ts appartenan t � a un con tour de l�image de gauc he on t � et � e

mis en corresp ondance a v ec des p oin ts de l�imag e de droite n�appartenan t pas

n � ecessairemen t au m � eme con tour�

Ce t yp e d�erreur p eut � etre facilemen t corrig � e en imp osan t aux p oin ts de

l�imag e de droite d�appartenir au con tour p oss � edan t d � ej� a une ma jorit � e de p oin ts
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P

Q

p

q p’

q’

F

F’

Figure ���� L e lieu des p oints Q � tels que le gr adient de disp arit � e des app a�

riements � p� p

�

� et � q � q

�

� est inf � erieur � a �� est la r � e gion ext � erieur e � a un c one

dont le sommet se tr ouve en P �
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qui on t � et � e mis en corresp ondance a v ec les p oin ts d�un con tour de l�image de

gauc he�

Cep endan t Mohan� Medioni et Nev atia ���	 � remarquen t � a juste titre que

ce genre de raisonnemen t lo c al p eut � etre source d�erreur� En e�et� consid � erons

la �gure ���� Dans cette �gure il y a une ma jorit � e de p oin ts appartenan t � a

un con tour de l�imag e de droite qui n�est pas le b on con tour� La con train te de

con tin uit � e �gurale doit donc � etre utilis � ee dans un con texte global et non pas

lo cal�

Image gauche                                                      Image droite

Figure ����� L�err eur de mise en c orr esp ondanc e il lustr � ee dans c ette 	gur e

p eut  etr e c orrig � ee en tenant c ompte de la c ontinuit � e 	gur ale�

���� Mise en corresp ondance st � er � eo

Comme on p eut s�en douter il n�existe pas actuellemen t une m � etho de de

mise en corresp ondance su�sammen t g � en � erale p our qu�elle puisse s�appliquer

�a une paire d�images st � er � eo ind � ep endammen t du con ten u et du t yp e de ces

images� Des domaines d�application aussi v ari � es que �

� reconstruction de terrain � a partir d�images a � eriennes �

� mo d � elisation de sc � enes d�in t � erieur �
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Image gauche                                                      Image droite

Figure ����� L a c orr e ction des err eurs de mise en c orr esp ondanc e selon un

r aisonnement lo c al c onduir ait dans c e c as � a un mauvais r � esultat�

� mo d � elisation de sc � enes d�ext � erieur �

� images m � edicales et biom � edicales �

manipulen t des images tr � es di� � eren tes du p oin t de vue de leur con ten u�

P armi le large sp ectre de m � etho des prop os � ees nous en a v ons s � electionn � e

quatre que nous allons pr � esen ter en d � etail� Ces quatre m � etho des son t les sui�

v an tes �

� mise en c orr esp ondanc e hi � er ar chique � Les images son t repr � esen t � ees � a plu�

sieurs niv eaux de r � esolution� du niv eau le plus ��n� au niv eau le plus �grossier��

Le r � esultat de la mise en corresp ondance au niv eau le plus grossier est utilis � e

p our initialiser la mise en corresp ondance au niv eau le plus �n�

� mise en c orr esp ondanc e p ar pr o gr ammation dynamique � Cette m � etho de

exploite trois con train tes parmi celles que nous a v ons d � ev elopp � ees � la con train te

� epip olaire� la con train te d�unicit � e et la con train te d�ordre� Les p oin ts se trouv an t

le long de deux droites en corresp ondance � epip olaire �qu�on app elle � egalemen t

deux droites � epip olaires conjugu � ees� son t appari � es d�une fa
 con unique par pro�

gramma tion dynamique�
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� mise en c orr esp ondanc e p ar r elaxation� La con train te � epip olaire com bi�

n � ee a v ec une mesure de ressem blance p ermetten t d� � etablir un certain nom bre

d�appariemen ts� Un algorithme de relaxation p ermet ensuite de s � electionner�

parmi cet ensem ble d�appariemen ts initiaux� un sous�ensem ble d�appariemen ts

compatibles au sens des con train tes d�unicit � e et de limite du gradien t de dis�

parit � e�

� mise en c orr esp ondanc e p ar isomorphisme de gr aphes� Chaque image est

vue comme un graphe� Le probl � eme d�appariemen t se ram � ene alors � a un pro�

bl � eme d�appariemen t de deux graphes�

������ Mise en corresp ondance hi � erarc hique

Nous allons d � ecrire une m � etho de qui a � et � e d � ev elopp � ee � a SRI In ternational

p our la reconstruction de terrain � a partir de � vues a � eriennes ����� ��� �� Les

images utilis � ees on t une taille de ���� � ���� pixels et c haque image repr � esen te

une surface au sol d�en viron � kilom � etres carr � es� La hauteur du terrain v arie

en tre �� et 	�� m � etres� Il s�agit donc d�un terrain relativ emen t plat�

A partir d�une paire d�images on pro duit une hi � er ar chie d�images� Une partie

de cette hi � erarc hie est mon tr � ee sur la �gure �����

Cette hi � erarc hie consiste en deux pyr amides d�images � une p yramide p our

c haque image initiale ��� �� Chaque p yramide con tien t l�image initiale ainsi que

des images de taille ���� � ����� 	�� � 	��� �	 � �	� ��� � ���� � � �� �� � �� et

� � �� Chaque p yramide a donc � niv eaux� du niv eau le plus �n ����� � �����

ou haute r � esolution au niv eau le plus grossier �� � �� ou basse r � esolution� La

construction de cette p yramide est simple � on r � eduit une image en mo y ennan t

la v aleur des pixels dans un carr � e N � N � Ainsi p our N � �� un carr � e � � �

d�une image est remplac � e par un seul pixel dans l�image de r � esolution inf � e�

rieure� et ainsi de suite� On p eut remplacer ce mo y ennage par des tec hniques

plus sophistiqu � ees qui con v oluen t l�image a v ec des �ltres gaussiens et en sous�

� ec han tillonnan t p our r � eduire en m � eme temps la taille de l�image �v oir � a ce sujet

le c hapitre ���

La premi � ere � etap e de toute m � etho de de mise en corresp ondance est d�ex�

traire de c haque image �gauc he et droite� les p oin ts qui seron t les candidats

�a l�appariemen t� La m � etho de� d � ev elopp � ee � a SRI� extrait des p oin ts d�in t � er � et

de l�image de gauc he uniquemen t� P our c hacun de ces p oin ts on c herc he un
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Figure ����� Deux pyr amides form � ees � a p artir d�une p air e d�images � a mettr e

en c orr esp ondanc e� L es images de c ette 	gur e sont de tail le ��� � ���� ��� � ����

��� � ���� �� � �� et �� � ���
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corresp ondan t dans l�image de droite de la fa
 con suiv an te �v oir � egalemen t la

�gure �����

p

16

16

32

32

2048

2048

p’

Figure ����� L�algorithme de mise en c orr esp ondanc e hi � er ar chique d � evelopp � e � a

SRI utilise une r epr � esentation multi�r � esolution �pyr amidale
 des images� c e qui

facilite la r e cher che d�app ariements gauche�dr oite m  eme lorsque la c ontr ainte

� epip olair e est p eu ou mal c onnue�

Soit un p oin t p de l�image de gauc he haute r � esolution ����� � ������ P our

c haque image de la p yramide de gauc he on calcule successiv emen t les co ordon�

n � ees de ce p oin t� jusqu�� a l�imag e de basse r � esolution �� � ��� En pratique cela

revien t � a diviser successiv emen t par � les co ordonn � ees du p oin t p� On s�in t � e�

resse ensuite � a la rec herc he d�une corresp ondance au niv eau de r � esolution le

plus faible� P our cela on utilise la con train te � epip olaire et on c herc he le long de

la droite � epip olaire le p oin t de l�image de droite le plus ressem blan t au p oin t

de l�image de gauc he� On utilise le pro duit de corr � elation comme mesure de
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ressem blance� � equation ����� Les images � etan t de taille r � eduite� une rec herc he

du p oin t de corr � elation maxim um le long de la ligne � epip olaire n�est pas tr � es

co � uteuse�

La pro c haine � etap e consiste � a parcourir la p yramide droite de l�ima ge � � �

v ers l�image ���� � ���� de fa
 con � a com biner la con train te � epip olaire a v ec la pre�

diction fournie par l�image basse r � esolution� Le p oin t selectionn � e dans l�image

� � � corresp ond � a une r � egion �de taille � � � dans ce cas�ci� dans l�image

�� � ��� L�in tersection de cette r � egion a v ec la con train te � epip olaire constitue la

zone d�initialisation p our la rec herc he du p oin t le plus ressem blan t �au sens du

pro duit de corr � elation�� Cette strat � egie est p oursuivie jusqu�� a atteindre l�image

���� � �����

On p eut remarquer que cette m � etho de p eut rester e�cace lorsque la con�

train te � epip olaire est p eu ou mal conn ue� En e�et cela en tra � %ne une rec herc he

quasi exhaustiv e du meilleur corresp ondan t dans l�image � � � ce qui n�est

pas tr � es co � uteux� On p eut donc utiliser cette m � etho de p our trouv er des ap�

pariemen ts a�n de d � eterminer la g � eom � etrie � epip olaire conform � emen t � a la sec�

tion ����� de ce c hapitre�

������ Appariemen t par programmation dynamique

La programma tion dynamique est une tec hnique utile p our apparier deux

s � equences tout en resp ectan t l�ordre des � el � emen ts � a l�in t � erieur de c haque s � e�

quence� Soien t par exemple les s � equences f a

�

a

�

a

�

a

�

g et f b

�

b

�

b

�

b

�

g � Si

l� � el � emen t a

�

est appari � e a v ec b

�

� les � el � emen ts � a droite de a

�

ne p ourron t � etre

appari � es qu�a v ec les � el � emen ts � a droite de b

�

�

L�algorithme de Viterbi est une m � etho de de programmatio n dynamique qui

trouv e le meilleur appariemen t en tre deux s � equences parmi tous les apparie�

men ts p ossibles� Les � el � emen ts des s � equences � a apparier d � e�nissen t les deux

dimensions d�une matrice� Chaque � el � emen t de cette matrice repr � esen te donc

le co � ut d�appariemen t de deux � el � emen ts� soit une paire d� � el � emen ts� Un chemin

consistera en une s � equence de telles paires� c haque paire corresp ondan t � a un

� el � emen t de la matrice� L�ob jectif sera de trouv er un c hemin optimal dans cette

matrice� Le co � ut d�un c hemin est la somme des co � uts de ses � el � emen ts� A�n de

trouv er le c hemin optimal �de co � ut maximal � deux con train tes son t utilis � ees �

�i� l�ordre doit � etre resp ect � e et �ii� c haque � el � emen t d�une s � equence n�in tervien t

qu�une seule fois�
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Dans le cas de la st � er � eo� les deux s � equences corresp onden t � a des p oin ts le

long de deux droites � epip olaires conjugu � ees� Le co � ut de mise en corresp ondance

de deux p oin ts p eut � etre calcul � e � a partir d�une mesure de ressem blance telle

que celle donn � ee par l� � equation ����� Il est p ossible qu�un p oin t d�une image

n�ait pas de corresp ondan t dans l�autre image� Dans ce cas le co � ut asso ci � e � a

une paire con tenan t un tel p oin t est tr � es faible v oire n ul� Le c hemin optimal

est une s � equence d� � el � emen ts de la matrice� Un c hemin est form � e de transitions

v erticales �un p oin t sans corresp ondan t�� horizon tales �idem� ou diagonales �un

appariemen t��

L�algorithme de Viterbi n�est pas nouv eau� Il a � et � e prop os � e p our la premi � ere

fois p our comparer deux signaux en reconnaissance de la parole� P our la mise

en corresp ondance st � er � eo il a � et � e utilis � e par Bak er et Binford ��� � et par Oh ta et

Kanade ���� � p our ne citer que les tra v aux les plus conn us� Outre la con train te

� epip olaire� la con train te d�ordre et la con train te d�unicit � e� on p eut prendre

� egalemen t en compte la con train te de con tin uit � e �gurale ���� ��

������ Appariemen t par relaxation

Le probl � eme de mise en corresp ondance st � er � eo p eut � etre vu comme un

probl � eme d� � etiquetage � aux p oin ts d�une image on asso cie les p oin ts d�une autre

image� Le probl � eme � etan t com binatoire� on est amen � e � a faire �co op � erer� les

p oin ts d�une image en tre eux en mettan t en �uvre des relations d � ecoulan t des

con train tes g � eom � etriques et ou ph ysiques� Cette co op � eration p eut � etre r � ealis � ee

dans le cadre d�un pro cessus de relaxation qui p eut � etre d � ecrit de la fa
 con

suiv an te �v oir ��� � p our une in tro duction � a la relaxation� �

� un ensem ble d� � etiquettes �appariemen ts� est s � electionn � e p our c haque

p oin t� Une mesure de con�ance est ensuite asso ci � ee � a c haque � etiquette �

� les di� � eren tes � etiquettes �a v ec leurs con�ances� p ossibles p our c haque

p oin t son t compar � ees a v ec celles des p oin ts v oisins� Cette comparaison est faite

sur la base des relations en tre les p oin ts v oisins� Les � etiquettes ainsi que leurs

con�ances son t ensuite mo di� � ees it � erativ emen t p our r � eduire les inconsistances

d� � etiquetage en tre p oin ts v oisins�

De nom breux tra v aux on t prop os � e la relaxation comme m � etho dologie de

mise en corresp ondance st � er � eo� Un algorithme �g � en � erique� est prop os � e dans

l�ouvrage de Ballard et Bro wn ��	 �� On p eut � egalemen t se r � ef � erer � a la th � ese de
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P ascale Long�Limozin ���� � qui utilise la relaxation p our mettre en corresp on�

dance des segmen ts de droite�

Nous d � ecriv ons ici l�algorithme PMF �P ollard�Ma yhew�F risb y� mis au p oin t

�a l�Univ ersit � e de She�eld et d � ev elopp � e dans le cadre de la th � ese de Stephen

P ollard ��	� �� Cette m � etho de utilise la limite du gradien t de disparit � e et la

con train te d�unicit � e� PMF pro c � ede en deux � etap es � �i� une initialisation et

�ii� une phase it � erativ e� P endan t l�initialisation on calcule la con�ance asso ci � ee

�a c haque appariemen t� Cette con�ance est calcul � ee sur la base du �supp ort�

que cet appariemen t re
 coit plusieurs autres appariemen ts v oisins� Le pro cessus

it � eratif de la deuxi � eme phase utilise la con train te d�unicit � e p our �nalemen t

classer les appariemen ts initiaux en c orr e cts et inc orr e cts �

�������� L a c on	anc e d�un app ariement

Soit p un p oin t de l�image de gauc he et p

�

son corresp ondan t dans l�image

de droite� Bien � evidemmen t le couple p p

�

est compatible a v ec la con train te

� epip olaire� La con�ance d�un appariemen t p eut � etre d � e�nie par l�expression

suiv an te �v oir � egalemen t la �gure ��	�� �

S � p�p

�

� �

X

i � N 
 p �

�

max

j

�

�

C � i� j

�

� G � p�p

�

� i�j

�

�

d � p� i �

� �

�����

Dans cette expression �

� N � p � est un v oisinage du p oin t p dans l�imag e de gauc he et i est un p oin t

de ce v oisinage qui a au moins un corresp ondan t j

�

dans l�imag e de droite �

� C � i� j

�

� est le pro duit de corr � elation d � e�ni par l� � equation ���� et d � etermine

la �qualit � e� de l�appariemen t i�j

�

ou la ressem blance en tre ces deux p oin ts �

� d � p� i � est une fonction prop ortionnelle � a la distance en tre les p oin ts p et

i �

� G est le supp ort d � u au gradien t de disparit � e asso ci � e aux appariemen ts

p�p

�

et i�j

�

et se calcule gr� ace � a l�expression suiv an te �v oir la section ���	�� �

G � p�p

�

� i�j

�

� �

	

� si G

d

� � k

� si G

d

� � k

o � u G

d

et k son t d � e�nis par les � equations ���	� et �����



��� Vision par ordinateur

p p’

N(p)

Figure ����� L a c on	anc e d�un app ariement p�p

�

p eut se c alculer � a p artir

d�un voisinage N � p � du p oint p et des app ariements des p oints app artenant � a

c e voisinage� L es c on	anc es r esp e ctives de p�p

�

�gauche�dr oite
 et p

�

�p �dr oite�

gauche
 sont di� � er entes dans le c as g � en � er al c ar la structur e lo c ale des deux

images n �est p as la m  eme�

On p eut remarquer que l�expression d � e�nissan t la con�ance d�un apparie�

men t n�est pas sym � etrique� autremen t dit dans le cas g � en � eral on a �

S � p�p

�

� 	� S � p

�

�p �

En e�et� la con�guration du v oisinage de p dans l�image de gauc he n�est pas la

m � eme que la con�guration du v oisinage de p

�

dans l�image de droite " surtout

lorsque l�appariemen t p�p

�

est incorrect�

�������� App ariement it � er atif

Les r � esultats exp � erimen taux obten us par Stephen P ollard mon tren t que les

con�ances asso ci � ees aux appariemen ts corrects son t en g � en � eral b eaucoup plus

� elev � ees que celles asso ci � ees aux appariemen ts incorrects� P ar cons � equen t� l�h y�

p oth � ese faite dans PMF est que les appariemen ts a y an t une con�ance maxim ale

son t ceux qui son t ph ysiquemen t corrects�

A c haque it � eration de l�algorithm e PMF les appariemen ts a y an t la plus

grande con�ance p our les deux p oin ts les constituan t " S � p�p

�

� et S � p

�

�p �

" son t c hoisis comme corrects� Ensuite� en accord a v ec la con train te d�unicit � e�

tous les autres appariemen ts asso ci � es a v ec l�un ou l�autre des p oin ts des ap�

pariemen ts c hoisis son t � elimin � es� Ceci p ermet � a d�autres appariemen ts qui on

� et � e ni accept � es ni � et � e � elimin � es d� � etre c hoisis comme corrects parce qu�ils on t
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main tenan t la plus grande con�ance p our leurs deux p oin ts les constituan t� La

con v ergence " lorsqu�il n�y a plus que des appariemen ts corrects ou � elimin � es

" a lieu au b out de � � a 	 it � erations� En pratique Stephen P ollard a observ � e

que ��& des appariemen ts son t c hoisis lors de la premi � ere it � eration et ��& lors

des � it � erations suiv an tes� Les p oin ts non appari � es n�on t pas� en g � en � eral� de

corresp ondan t�

L�algorithme PMF p eut � etre vu comme une forme de relaxation car � a l�ini�

tialisation c haque p oin t de l�image de gauc he a un certain nom bre d� � etiquettes

�appariemen ts� p ossibles et � a c haque � etiquette est asso ci � ee une con�ance� Au

cours des it � erations de l�algorithme les con�ances � ev oluen t et � a la con v ergence

c haque p oin t n�a plus que deux � etiquettes p ossibles � appari � e ou � elimin � e�

Plus formellemen t� c haque pas d�it � eration de cette m � etho de de mise en

corresp ondance st � er � eo se d � ecomp ose en les � etap es suiv an tes �

Etap e � � P our c haque p oin t de l�image de gauc he on c hoisit un appariemen t dans

l�imag e de droite qui maximi se son supp ort �

max

p

�

S � p�p

�

�

On obtien t ainsi un certain nom bre d�appariemen ts gauc he�droite �

Etap e � � P our c haque p oin t de l�imag e de droite on c hoisit un appariemen t dans

l�imag e de gauc he qui maxim ise son supp ort �

max

p

S � p

�

�p �

On obtien t ainsi un certain nom bre d�appariemen ts droite�gauc he �

Etap e � � On compare les appariemen ts gauc he�droite a v ec les appariemen ts droite�

gauc he et on conserv e ceux qui son t iden tiques�

Etap e � � Les p oin ts qui viennen t d� � etre appari � es ne p euv en t plus particip er � a

d�autres appariemen ts �en v ertu de la con train te d�unicit � e� et il faut donc � eli�

miner de la liste initiale d�appariemen ts ceux qui con tiennen t les p oin ts qui

viennen t d� � etre appari � es� Ceci aura p our e�et de mo di�er le supp ort des appa�

riemen ts restan ts�

Il y a donc� au cours de l�algorithme trois t yp es d�appariemen ts � reten us�

� elimin � es et non trait � es� L�algorithme s�arr � ete d � es qu�il n�y a plus d�appariemen ts

non trait � es�
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�������� Prise en c ompte de la c ontinuit � e 	gur ale

Il est p ossible d�incorp orer la con train te de con tin uit � e �gurale dans l�algo�

rithme PMF� En e�et� apr � es c haque it � eration on consid � ere les p oin ts appari � es de

l�imag e de gauc he appartenan t � a un m � eme con tour� Leurs corresp ondan ts doi�

v en t � egalemen t en princip e appartenir au m � eme con tour de l�image de droite�

Si ce n�est pas le cas� on s � electionne le con tour qui con tien t la ma jorit � e de

ces p oin ts et on � elimine les quelques appariemen ts qui ne satisfon t pas cette

con train te " v oir �gure ����

On p eut remarquer que ce pro cessus a un caract � ere moins lo cal que le

pro cessus de relaxation puisqu�un con tour p eut tra v erser toute l�image�

������ Appariemen t par isomorphi sme de graphes

Le probl � eme de mise en corresp ondance st � er � eo p eut � etre vu comme un

probl � eme d�isomorphisme de graphes� En e�et l�ensem ble de primitiv es extraites

d�une image p eut constituerl�ensem ble des n�uds d�un graphe� Des relations

en tre ces primitiv es constitueron t alors les arcs �ou ar � etes� de ce graphe� C�est

l�appro c he qui a � et � e suivie dans la th � ese de Thomas Sk ordas �� �� �� �� Dans

le cadre de cette m � etho de les primitiv es � a mettre en corresp ondance son t des

segmen ts de droite et les relations en tre ces segmen ts son t � �i� � a gauc he de�

�ii� � a droite de� �iii� colin � eaire a v ec et �iv� a une jonction comm une a v ec�

Chaque image est donc d � ecrite par un r � eseau de segmen ts de droite et de

relations en tre ces segmen ts� soit un graphe relationnel� Le probl � eme de mise

en corresp ondance est donc le probl � eme de trouv er le meilleur appariemen t

en tre les n�uds et les arcs de ces deux graphes�

Cep endan t� p our un certain nom bre de raisons ces deux graphes ne son t pas

iden tiques �

� un segmen t vu dans une image p eut � etre cac h � e ou partiellemen t cac h � e

dans l�autre image �

� un segmen t �en tier� dans une image p eut � etre coup � e en plusieurs p etits

segmen ts dans l�autre image �

� deux segmen ts p euv en t former une jonction �ou � etre colin � eaires� dans une

image et non pas dans l�autre image �
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� la relation d�ordre p eut parfois � etre viol � ee � un segmen t se trouv an t � a

gauc he d�un autre segmen t dans une image p eut se trouv er � a droite de ce

m � eme segmen t dans l�autre image�

En conclusion� le probl � eme d�appariemen t des deux graphes n�est pas simple�

men t un probl � eme d�isomorphism e de graphes mais plut� ot un probl � eme d�iso�

morphisme de sous�graphes maxima l� Ceci dit� le probl � eme est de c herc her tous

les isomorphismes en tre sous�graphes d�un graphe et sous�graphes de l�autre

graphe et de s � electionner ensuite le plus grand isomorphisme " celui qui met

en corresp ondance le plus grand nom bre de n�uds�

L�appro c he suivie dans la m � etho de de Thomas Sk ordas p our c herc her le

meilleur appariemen t en tre deux graphes consiste � a construire un gr aphe d�as�

so ciation ou gr aphe de c orr esp ondanc e � Le graphe d�asso ciation est construit

de la mani � ere suiv an te� Les con train tes � epip olaires� de p osition et d�orien ta�

tion �v oir sections ����� et ������ son t tout d�ab ord utilis � ees p our p ermettre

la construction d�un certain nom bre d�appariemen ts p oten tiels� Ces apparie�

men ts segmen t segmen t son t les n�uds du graphe d�asso ciation� Ensuite on

construit un arc en tre deux n�uds d � es lors que les deux n�uds �ou les deux

appariemen ts son t compatibles�� La notion de compatibili t � e en tre deux apparie�

men ts d � ecoule de l�utilisation des con train tes d�ordre� d�unicit � e et �gurale �v oir

les sections ������ ������ ����� ainsi que d�un certain nom bre de propri � et � es

pro jectiv es�

Dans ce con texte� la meilleure corresp ondance en tre les graphes des deux

images devien t � equiv alen te au plus grand ensem ble de n�uds m utuellemen t

compatibles dans le graphe d�asso ciation� Dans un graphe� un ensem ble de

n�uds m utuellemen t compatibles forme un sous�graphe compl � etemen t connect � e�

ou une clique " dans une clique c haque n�ud est connect � e aux autres n�uds de

la clique� Une clique maxim al e est une clique qui ne p eut � etre incluse dans une

autre clique� Une clique maxim ale dans le graphe d�asso ciation corresp ond donc

�a un isomorphisme de sous�graphes� La plus grande clique maxima le corresp ond

au plus grand nom bre d�appariemen ts p ossible�

Les �gures ��� et ���� mon tren t le r � esultat de mise en corresp ondance sur

quelques segmen ts de droite des images de la �gure ���� P our plus de d � etails

v oir �� � et �� ��
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Figure ����� Cette 	gur e montr e un ensemble de se gments de l�image de

gauche �se gments se tr ouvant � a l�int � erieur d�un r e ctangle
 ainsi que tous leurs

c orr esp ondants p otentiels dans l�image de dr oite�

���� Syst � emes st � er � eoscopiques particuli ers

Les m � etho des de mise en corresp ondance st � er � eoscopique que nous a v ons

� etudi � e comp orten t toutes une forme ou une autre de rec herc he des meilleurs

appariemen ts dans un ensem ble �ni� Malgr � e les con train tes mises en �uvre p our

r � eduire au maxim um l�espace de rec herc he� la complexit � e de ces m � etho des reste

prohibitiv e p our certaines applications o � u l�on ne disp ose que d�une puissance

de calcul limit � ee� Dans ce qui suit nous allons � etudier deux cas particuliers de

mise en corresp ondance st � er � eoscopique�

Dans le premier cas on utilise � cam � eras �et donc � images� au lieu de �� ces

� cam � eras � etan t �judicieusemen t� plac � ees de fa
 con que la rec herc he d�apparie�

men ts devienne une simple v � eri�cation� La vision trino culair e est courammen t

utilis � ee dans de nom breux pro jets de rec herc he et la pr � esen tation qui suit s�ins�

pire des tra v aux de Nic holas Ay ac he et F rancis Lustman �� �� ���� �� ��� ��

Dans le deuxi � eme cas on supp ose que la sc � ene observ � ee est planaire et on

p eut alors d � ecrire simplemen t la transformation qui p ermet de passer d�un p oin t

pro jet � e dans une image � a un p oin t pro jet � e dans l�autre image� Lorsqu�un ob jet

est pr � esen t dans la sc � ene �un obstacle p os � e sur un sol plat� par exemple� les

pro jections des p oin ts de cet ob jet dans les deux images ne son t plus reli � ees par

la transformation pr � ec � eden te� Encore une fois� une simple v � eri�cation p ermet

de d � etecter des p oin ts de la sc � ene qui n�appartiennen t pas au plan de r � ef � erence�
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Figure ���	� L e r � esultat d�app ariement obtenu sur les images de la 	gur e

pr � ec � edente�

������ Vision trino culai re

La �gure ���� illustre la g � eom � etrie � epip olaire d�un capteur st � er � eoscopique

a v ec � cam � eras� Un p oin t P de la sc � ene se pro jette en trois p oin ts p

�

� p

�

et

p

�

selon des droites passan t par les cen tres de pro jection des cam � eras� Il y a 

� epip olaires asso ci � ees � a trois cam � eras et aux trois pro jections de P � l� � epip olaire

e

ij

corresp ond � a la pro jection de la droite P p

i

sur l�image j � Ces  � epip olaires

formen t � paires d� � epip olaires conjugu � ees � l� � epip olaire e

ij

est conjugu � ee a v ec

l� � epip olaire e

j i

�

Lorsque p

�

� p

�

et p

�

formen t un appariemen t correct� le p oin t p

i

� i 
 f � � � � � g �

se trouv e n � ecessairemen t � a l�in tersection des � epip olaires e

k i

et e

j i

� Ceci nous

conduit naturellemen t au pro cessus d�appariemen t suiv an t � Soit un p oin t q

�

de

l�imag e � et un p oin t q

�

de l�image �� Si l�appariemen t q

�

�q

�

est correct� alors q

�

�leur homologue dans l�image �� se trouv e pr � ecis � emen t � a l�in tersection de deux

� epip olaires� On p eut remarquer qu�un tel syst � eme est parfaitemen t sym � etrique

et qu�on p eut donc v � eri�er dans l�image k un appariemen t i�j �

������ D � etection d�obstacles

Reprenons les � equations �	���� et �	�����

x

�

�

Z r

�

� p ! b

x

Z r

�

� p ! b

z

�����
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P

F 1

F 2

F3

p1

p2

p3

e32

e12

e13

e
23

e
31

e21

Figure ���
� Dans le c as d�un c apteur st � er � eosc opique c omp ortant � c am � er as

on a � p air es de dr oites � epip olair es c onjugu � ees et on p eut ainsi r � eduir e le

pr obl � eme de mise en c orr esp ondanc e de p oints � a une v � eri	c ation�
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y

�

�

Z r

�

� p ! b

y

Z r

�

� p ! b

z

�����

qui exprimen t la relation en tre les co ordonn � ees x

�

et y

�

d�un p oin t p

�

d�une

image et un p oin t p de l�autre image de co ordonn � ees x et y et p � � x y ��

t

�

Supp osons de plus que la sc � ene est une surface plane� Les co ordonn � ees du

p oin t P v � eri�en t alors l� � equation �

�X ! 	 Y ! 
 Z � �

et de plus on a x � X� Z et y � Y � Z en substituan t on obtien t �

�

Z

� �x ! 	 y ! 
 � n � p

a v ec n � � � 	 
 �

t

�

Les � equations ����� et ����� p euv en t main tenan t s� � ecrire �

x

�

�

r

�

� p ! b

x

� n � p

r

�

� p ! b

z

� n � p �

y

�

�

r

�

� p ! b

y

� n � p �

r

�

� p ! b

z

� n � p �

Ceci p eut s� � ecrire sous forme matricielle de la fa
 con suiv an te � n

t

� � n

x

n

y

n

z

�� �

�

B

�

sx

�

sy

�

s

�

C

A

�

�

R ! b n

t

�

�

B

�

x

y

�

�

C

A

soit plus simplemen t �

�

B

�

sx

�

sy

�

s

�

C

A

� N

�

B

�

x

y

�

�

C

A

La matrice N est une matrice � � � expriman t la transformation pro jectiv e

en tre un p oin t d�une image et son corresp ondan t dans l�autre image dans

l�h yp oth � ese o � u le p oin t P de la sc � ene appartien t � a un plan� On a donc �

N �

�

R ! bn

t

�

�

�

B

�

n

��

n

��

n

��

n

��

n

��

n

��

n

��

n

��

n

��

�

C

A

�����

Les co e�cien ts de la matrice N p euv en t se calculer� � a un facteur m ultiplicati f

pr � es� a v ec seulemen t � p oin ts de corresp ondance� En e�et� c haque corresp on�

dance fournit � con train tes lin � eaires quan t aux co e�cien ts de la matrice N et
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p our n corresp ondances � n � �� on a � a r � esoudre un syst � eme lin � eaire surcon�

train t�

Supp osons� par exemple� qu�on ait d � etermin � e la matrice N p our un sys�

t � eme st � er � eo et par rapp ort au plan du sol� �gure ���� Deux p oin ts p et p

�

corresp ondan t aux pro jections d�un p oin t P appartenan t au sol v � eri�en t donc

la relation �

p

�

� N p

alors que les p oin ts q et q

�

qui ne corresp onden t pas � a un p oin t du sol ne la

v � eri�en t pas �

q

�

	� N q

Ceci fournit un mo y en simple de d � etection d�obstacles p our un rob ot mobile se

d � epla
 can t sur un sol plat� N � eanmoins cette m � etho de de d � etection d�obstacles

supp ose que la mise en corresp ondance ait � et � e obten ue au pr � ealable�

p

p’

P

q q’

Q

plan du sol

obstacle

Figure ����� En c alibr ant un syst � eme st � er � eo p ar r app ort au plan du sol on

p eut d � ete cter des obstacles � a c ondition que l�app ariement gauche�dr oite ait � et � e

pr � ealablement � etabli�



Chapitre �

Lo calisation tri dimensionnelle

���� In tro ductio n

Aux c hapitres pr � ec � eden ts nous a v ons � etudi � e l�acquisition d�informati ons tri�

dimensionnelles ��D� gr� ace � a la vision� A quoi p ourraien t bien servir ces infor�

mations	 ou ces donn � ees �D 
 Le premier exemple d�utilisation de telles donn � ees

est fourni par un rob ot ex � ecutan t une t� ac he d�assem blage� A�n d�assem bler

deux ob jets	 un rob ot doit � etre capable de lo c aliser c haque ob jet par rapp ort � a

son r � ef � eren tiel de tra v ail� Il p ourra alors seulemen t saisir un ob jet et l�assem�

bler a v ec l�autre ob jet� Le deuxi � eme exemple est fourni par un rob ot mobile qui

doit se rendre quelque part p our une op � eration de c hargemen t�d � ec hargemen t�

Lorsque le rob ot se trouv e � a pro ximit � e du lieu o � u l�op � eration doit � etre eectu � ee	

sa p osition par rapp ort aux ob jets en vironnan ts n�est pas conn ue� Il s�agit une

fois de plus de lo caliser ces ob jets par rapp ort au r � ef � eren tiel du rob ot� En�n	

le troisi � eme exemple est fourni par la rob otique c hirurgicale assist � ee par or�

dinateur� Il s�agit de mettre �en corresp ondance� des examens �radiologiques	

� ec hographiques	 etc�� eectu � es lors de l�in terv en tion �p er�op � eratoires� a v ec des

examens eectu � es a v an t l�in terv en tion �pr � e�op � eratoires�	 ���� ��

D�ab ord nous allons d � ecrire formellemen t le probl � eme de lo calisation et en�

suite nous allons prop oser quelques solutions� Les solutions qui p ermetten t

de r � esoudre le probl � eme de lo calisation �D��D p euv en t � egalemen t � etre utili�

s � ees p our r � esoudre le probl � eme de calibration en tre une cam � era et un rob ot	

lorsque la cam � era est mon t � ee sur l�organe terminal du rob ot ��� �� Nous v errons

� egalemen t que le probl � eme de lo calisation est in timemen t li � e au probl � eme de

reconnaissance qui sera trait � e ind � ep endammen t au c hapitre �� Le probl � eme de

���
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reconnaissance p oss � ede quelques similarit � es a v ec le probl � eme de mise en corres�

p ondance st � er � eo� Quelques�unes des solutions que nous a v ons prop os � ees p our

r � esoudre le probl � eme de mise en corresp ondance st � er � eo p ourron t � etre utilis � ees

p our r � esoudre le probl � eme de reconnaissance�

���� D � e�niti on du probl � eme

Soit un ensem ble de p oin ts �D dans le r � ef � eren tiel d�un capteur visuel� Les

co ordonn � ees de ces p oin ts on t � et � e obten ues	 par exemple	 par st � er � eo passiv e

ou activ e� Soien t C

�

� C

�

� � � � � C

n

ces p oin ts� P ar ailleurs	 soit un ensem ble de

p oin ts � a la surface d�un ob jet qui son t d � ecrits dans le r � ef � eren tiel propre � a cet

ob jet � M

�

� M

�

� � � � � M

n

	 �gure ���� Si le capteur est en train d�observ er l�ob jet

en question	 les p oin ts C

i

corresp onden t aux p oin ts M

i

� Il s�agit puremen t

et simplemen t du m � eme ensem ble de p oin ts d � ecrits dans deux r � ef � eren tiels

di � eren ts�

La transformation qui p ermet de passer du rep � ere de l�ob jet � a celui du cap�

teur est comp os � ee d�une matrice de rotation R et d�un v ecteur de translation t �

Nous p ouv ons donc � ecrire p our tout i �soit p our toute mise en corresp ondance

C

i

� M

i

� �

c

i

� R m

i

� t

m

i

� etan t le v ecteur asso ci � e au p oin t M

i

� En pratique	 � a cause du bruit	 il n�y

aura pas de sup erp osition parfaite en tre les p oin ts ob jet et les p oin ts capteur�

La distance en tre un p oin t ob jet transform � e et le p oin t corresp ondan t dans le

rep � ere capteur sera �

d

i

� k c

i

� R m

i

� t k

En somman t les carr � es de ces distances on obtien t un crit � ere quadratique �

Q �

n

X

i ��

k c

i

� R m

i

� t k

�

�����

Le probl � eme de lo calisation �D p eut main tenan t � etre d � e�ni de la fa� con

suiv an te � sous l�h yp oth � ese d�une mise en corresp ondance terme � a terme de n

p oin ts	 trouv er la transformation rigide �rotation et translation� qui minimi se

le crit � ere fourni par l� � equation ������

En pratique la minim isati on du crit � ere Q est conditionn � ee par �
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capteur objet

Ci M i

x

y

z

O

x’

y’

z’

O’

C i

M i

Figure ���� L e m � eme ensemble de p oints est d � ecrit dans deux r � ef � er entiels

di� � er ents� En faisant surp erp oser les p oints on p eut d � eterminer la r otation et

la tr anslation entr e les deux r � ef � er entiels�
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� les caract � eristiques visuelles ne son t pas toujours des p oin ts� On aura � a

traiter aussi bien des p oin ts que des segmen ts de droite	 des facettes planes ou

des primitiv es surfaciques �

� la repr � esen tation matricielle de la rotation n�est pas la plus ad � equate p our

minim iser le crit � ere Q �

Av an t de prop oser quelques solutions p our le probl � eme de d � etermination

de la transformation rigide optimale	 nous allons d � ecrire les repr � esen tations

des caract � eristiques telles que les droites et les plans ainsi que les expressions

analytiques des transformations rigides des droites et des plans� Ensuite nous

allons d � ecrire deux repr � esen tations p our la rotation	 une utilisan t le calcul

v ectoriel et une autre utilisan t les quaternions�

���� Repr � esen tati on d	un plan

Un plan �D p eut � etre � ecrit sous la forme �

ax � by � cz � d

Si on imp ose la con train te a

�

� b

�

� c

�

� �	 le v ecteur v de co ordonn � ees � a� b� c �

normal au plan est de plus unitaire� P our un p oin t couran t M de ce plan on a �

� � �

O M � v � d

d est donc la pro jection de

� � �

O M sur le v ecteur v 	 soit la distance de l�origine O

�a ce plan	 �gure ����

Un plan est donc d � ecrit par le couple form � e d�un v ecteur et d�un scalaire

� v � d �� Soit main tenan t ce m � eme plan d � ecrit dans un autre rep � ere �

� � � �

O

�

M

�

� v

�

� d

�

Le c hangemen t de rep � ere � etan t une rotation et une translation on obtien t �

� � � �

O

�

M

�

� R

� � �

O M � t

v

�

� R v

De plus le p oin t M

�

appartien t au plan en question �

� R

� � �

O M � t � � � R v � � d

�
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d

O

M

O

p

M

v

v

Figure ���� R epr � esentations d�un plan et d�une dr oite�

En d � ev eloppan t et en tenan t compte du fait que la rotation conserv e le pro duit

scalaire on obtien t les deux � equations suiv an tes �

v

�

� R v �����

d

�

� d � � R v � � t �����

��
� Repr � esen tati on d	une droite

La repr � esen tation la plus conn ue d�une droite est celle qui consid � ere la droite

comme l�in tersection de deux plans �

a

�

x � b

�

y � c

�

z � d

�

a

�

x � b

�

y � c

�

z � d

�

Cep endan t cette repr � esen tation n�est pas minim al e �il faut � param � etres� et

elle n�est pas non plus tr � es pratique p our d � ecrire la transformation rigide d�une

droite� On c hoisira de pr � ef � erence la repr � esen tation param � etrique �

� � �

O M � p � � v

p est le v ecteur p erp endiculaire � a la droite don t la longueur est � egale � a la

distance de l�origine � a la droite et v est le v ecteur directeur de la droite	

�gure ���� P ar commo dit �e on c hoisira un v ecteur directeur unitaire� On a donc �

p � v � �
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Une droite est donc repr � esen t � ee par un couple de deux v ecteurs	 p et v 	

soit � param � etres car un des v ecteurs est unitaire et les deux v ecteurs son t

p erp endiculaires� Comme dans le cas du plan	 � etudions le c hangemen t de rep � ere

�rotation et translation� appliqu � e � a une droite� Dans le nouv eau rep � ere la droite

s� � ecrit �

� � � �

O

�

M

�

� p

�

� �

�

v

�

Calculons p

�

et v

�

en fonction de p 	 de v 	 de R et de t � On a �

� � � �

O

�

M

�

� R

� � �

O M � t

� R p � � R v � t

En iden ti�an t on obtien t �

v

�

� R v

p

�

� R p � t � � � � �

�

� v

�

En tenan t compte de la con train te �

p

�

� v

�

� �

on obtien t �

� � �

�

� � � R v � � t

Et �nalemen t le c hangemen t de rep � ere s� � ecrit �

v

�

� R v �����

p

�

� R p � t � �� R v � � t � R v �����

Une troisi � eme fa� con de repr � esen ter une droite est d�utiliser les co ordonn � ees

de Pluc k er	 ��� �� Soien t P

�

et P

�

deux p oin ts appartenan t � a une droite� Les

co ordonn � ees de Pluc k er son t donn � ees par les deux v ecteurs suiv an ts	 O � etan t

l�origine du rep � ere cart � esien �

v

�

� O P

�

� O P

�

v

�

� O P

�

� O P

�

Dans ce cas le c hangemen t de rep � ere s� � ecrit �

v

�

�

� R v

�

�����

v

�

�

� R v

�

� t � � R v

�

� �����
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���� Repr � esen tati on d	une rotation

Nous allons � etudier quatre fa� cons de repr � esen ter une rotation �

� la repr � esen tation matricielle �

� les angles d�Euler �

� la repr � esen tation v ectorielle �

� la repr � esen tation par des quaternions unitaires�

������ Matrices de rotation

Comme nous l�a v ons d � ej� a vu au c hapitre � une rotation p eut � etre vue comme

la transformation p ouv an t faire sup erp oser deux rep � eres orthonorm � es� Une

rotation est donc d � ecrite par une matrice orthonorm � ee �

R �

�

B

�

r

��

r

��

r

��

r

��

r

��

r

��

r

��

r

��

r

��

�

C

A

Il y a de plus � con train tes d�orthonormalit � e qui exprimen t que les v ecteurs

ligne �ou colonne� son t de norme � egale � a � et orthogonaux en tre eux �

�

X

i ��

r

ij

r

ik

� �

k j

� k � j � f � � � � � g

La rotation est donc repr � esen t � ee par � param � etres et � con train tes non

lin � eaires� Ce n�est donc pas la meilleure repr � esen tation � a utiliser lorsqu�on v eut

calculer la rotation optimale p our faire co  !ncider des p oin ts	 des plans ou des

droites�

Notons au passage quelques propri � et � es in t � eressan tes des matrices de rota�

tions� L�ensem ble des rotations est un sous�group e du group e euclidien cou�

rammen t d � esign � e par E ���� Le group e des rotations est non comm utatif � La

matrice R a les propri � et � es suiv an tes �

R

� �

� R

t

et

det � R � � �
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������ Angles d	Euler

Une autre repr � esen tation des rotations est celle utilisan t une d � ecomp osition

de la matrice de rotation en trois matrices de rotation autour de c hacun des

trois axes� Ces trois matrices son t �

R

z

�

�

B

�

cos � � sin � �

sin � cos � �

� � �

�

C

A

�����

R

y

�

�

B

�

cos � � sin �

� � �

� sin � � cos �

�

C

A

�����

R

x

�

�

B

�

� � �

� cos � � sin �

� sin � cos �

�

C

A

������

La matrice R est donn � ee par �

R � R

z

R

y

R

x

et les trois angles � 	 � et � s�app ellen t les angles d�Euler d�apr � es le math � emati�

cien Leonhard Euler ����������� qui a � etudi � e les lois r � egissan t les d � eplacemen ts

des solides�

������ Axe et angle de rotation

Nous allons main tenan t in tro duire la repr � esen tation v ectorielle d�une rota�

tion� D � ej� a Euler a v ait d � emon tr � e que toute rotation in�nit � esimale a lieu autour

d�un axe instan tan � e� Cep endan t c�est Olinde Ro drigues ����������� qui pro�

p ose un traitemen t complet des d � eplacemen ts des ob jets ind � ep endammen t des

forces qui causen t ces d � eplacemen ts� En ���� Ro drigues a prop os � e le th � e or � eme

fondamental qui mon tre que tout d � eplacemen t �ni p eut � etre eectu � e par une

rotation autour d�un axe com bin � ee a v ec une translation le long de cet axe� Il

s�agit donc de la repr � esen tation des d � eplacemen ts en termes d�un vissage � Ici

on s�in t � eresse uniquemen t � a la repr � esen tation des rotations�

Remarquons tout d�ab ord quelques propri � et � es simples de la matrice de ro�

tation �certaines de ces propri � et � es on t d � ej� a � et � e men tionn � ees� �
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� le d � eterminan t d�une matrice de rotation est � egal � a �	

� l�in v erse d�une matrice de rotation est � egale � a sa transp os � ee �

� les v aleurs propres d�une matrice de rotation son t � �	 e

i�

et e

� i�

�com�

plexes conjugu � es��

L�axe d�une rotation est tel qu�il n�est pas mo di� � e par la rotation� C�est donc

la direction propre asso ci � ee � a la v aleur propre unitaire �

R n � n

L�angle de rotation est fourni par les v aleurs propres complexes conjugu � es�

En notation matricielle un v ecteur v se transforme en un v ecteur v

�

gr� ace � a

la form ule suiv an te �

v

�

� R v

En notation v ectorielle	 un v ecteur subissan t une rotation d�axe n � n � n � ��

et d�angle � devien t un v ecteur v

�

qui s�obtien t par la form ule de Ro drigues �

v

�

� v � sin � n � v � �� � cos � � n � � n � v � ������

P our d � emon trer cette form ule nous allons d � ecomp oser le v ecteur v en une

comp osan te parall � ele � a n et une comp osan te orthogonale � a n 	 �gure ���� �v oir

� egalemen t �� �� �

v � v

k

� v

�

� � v � n � n � � v � � v � n � n �

v

�

sera donc obten u en additionan t v

�

k

et v

�

�

� En remarquan t que v

�

k

� v

k

on

aura �

v

�

� v

k

� v

�

�

v

�

�

est obten u en faisan t tourner v

�

d�un angle � dans un plan orthogonal � a

n � Dans la base v ectorielle n 	 v

�

et n � v

�

on a �

v

�

�

� cos � v

�

� sin � n � v

�

Finalemen t on obtien t p our v

�

�

v

�

� v

k

� v

�

�

� v

k

� cos � v

�

� sin � n � v

�

� � v � n � n � cos � � v � � v � n � n � � sin � � n � � v � � v � n � n ��

� cos � v � sin � n � v � �� � cos � �� v � n � n
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v

v’

v^

v’̂

v
||

n

q

Figure ���� D � ec omp osition ve ctoriel le p ermettant de d � emontr er facilement la

formule de R o drigues� d�apr � es Ayache�

P ar ailleurs on a la relation v ectorielle suiv an te �

n � � n � v � � � v � n � n � � n � n � v

Mais comme n est unitaire on obtien t �

� v � n � n � v � n � � n � v �

et en substituan t dans l� � equation pr � ec � eden te on obtien t bien la form ule de

Ro drigues	 soit l� � equation �������

����
� De � n � � � �a R

La repr � esen tation d�une rotation par un axe et un angle est	 comme nous

allons le v oir	 tr � es pratique p our r � esoudre le probl � eme de la rec herc he d�une

transformation rigide optimale� Cep endan t il est utile de p ouv oir passer rapi�

demen t d�une repr � esen tation � a une autre�

Remarquons tout d�ab ord qu�un pro duit v ectoriel p eut se mettre sous forme
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matricielle �

n � v �

�

B

�

� n

z

v

y

� n

y

v

z

n

z

v

x

� n

x

v

z

� n

y

v

x

� n

x

v

y

�

C

A

�

�

B

�

� � n

z

n

y

n

z

� � n

x

� n

y

n

x

�

�

C

A

�

B

�

v

x

v

y

v

z

�

C

A

S � n � est la matrice an tisym � etrique asso ci � ee au v ecteur n �

S � n � �

�

B

�

� � n

z

n

y

n

z

� � n

x

� n

y

n

x

�

�

C

A

On obtien t ainsi la v ersion matricielle de la form ule de Ro drigues �

v

�

�

�

I � sin � S � n � � �� � cos � � S

�

� n �

�

v

Soit p our la matrice de rotation �

R � I � sin � S � n � � �� � cos � � S

�

� n �

En explicitan t les termes et a v ec les notations s � sin � et c � cos � on obtien t

p our R �

�

B

�

c � �� � c � n

�

x

� n

z

s � �� � c � n

x

n

y

n

y

s � �� � c � n

x

n

z

n

z

s � �� � c � n

x

n

y

c � �� � c � n

�

y

� n

x

s � �� � c � n

z

n

y

� n

y

s � �� � c � n

x

n

z

n

x

s � �� � c � n

z

n

y

c � �� � c � n

�

z

�

C

A

������

Il est in t � eressan t de remarquer que � n � � � repr � esen te la m � eme rotation que

� � n � � � � ou que � � n � � � � � �� Il su"t de substituer n par � n et � par � � ou

par � � � � dans l� � equation pr � ec � eden te�

������ De R � a � n � � �

Il sera � egalemen t utile de p ouv oir extraire l�axe et l�angle de rotation � a partir

de la matrice de rotation� P our cela il y a deux p ossibilit � es �
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�� extraire les v aleurs propres de cette matrice� Calculer le v ecteur propre

asso ci � e � a la v aleur propre � et normaliser ce v ecteur� Cela donne la direction de

l�axe de rotation� L�angle de rotation se calcule facilemen t � a partir des v aleurs

propres complexes conjugu � ees�

�� iden ti�er les � el � emen ts r

ij

de la matrice de rotation a v ec l�expression

de cette matrice telle qu�elle est fournie par la form ule de Ro drigues	 � equa�

tion �������

Le calcul par iden ti�cation est trivial� En additionnan t les termes diagonaux

dans l� � equation ������ on obtien t �

r

��

� r

��

� r

��

� � � � cos �

P ar ailleurs on a les relations suiv an tes �

r

��

� r

��

� � n

z

sin �

r

��

� r

��

� � � n

y

sin �

r

��

� r

��

� � n

x

sin �

En tenan t compte du fait que le v ecteur n doit � etre unitaire on obtien t

�rapp elons�nous que le signe n�est pas tr � es imp ortan t� �

cos � �

�

�

� r

��

� r

��

� r

��

� ��

sin

�

� �

�

�

�

� r

��

� r

��

�

�

� � r

��

� r

��

�

�

� � r

��

� r

��

�

�

�

n

x

�

r

��

� r

��

� sin �

n

y

� �

r

��

� r

��

� sin �

n

z

�

r

��

� r

��

� sin �

Il faut remarquer ici que le passage de R �a � n � � � est am bigu car on p eut

c hoisir aussi bien � n � � � que � � n � � � � ou que � � n � � � � � �� La repr � esen tation

� n � � � comp orte � param � etres� Si de plus on c hoisit le mo dule de n tel qu�il soit

� egal � a la v aleur de l�angle de rotation �

k n k � �

on n�a alors plus que � param � etres p our d � ecrire une rotation et cette repr � esen�

tation est minim ale� En pratique elle sera utilis � ee �sous une forme l � eg � eremen t

mo di� � ee� p our calculer la rotation optimale en tre deux ensem bles de caract � e�

ristiques �D�
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������ Rotation et quaternion unitaire

Une autre repr � esen tation p ossible des rotations est celle utilisan t les qua�

ternions� Dans un premier temps nous allons � etudier quelques propri � et � es des

quaternions	 ensuite nous les utiliserons p our d � ecrire une rotation et nous � eta�

blirons � egalemen t l� � equiv alence a v ec les autres repr � esen tations d � ej� a utilis � ees�

L�utilisation des quaternions se justi�era par une form ulation tr � es � el � egan te du

probl � eme d�optimisation	 ��� ��

����	�
� L es quaternions

Les quaternions p euv en t � etre vus comme des v ecteurs de dimension � ou

encore comme des nom bre complexes � a trois parties imaginai res �

q � q

�

� iq

x

� j q

y

� k q

z

a v ec �

i

�

� j

�

� k

�

� ij k � � �

On p eut remarquer qu�on obtien t � egalemen t �

ij � � j i � k

j k � � k j � i

k i � � ik � j

Gr� ace � a ces form ules on p eut facilemen t calculer le pro duit de deux quater�

nions	 not � e � � � �

r � q � � r

�

� ir

x

� j r

y

� k r

z

�� q

�

� iq

x

� j q

y

� k q

z

�

Le pro duit de deux quaternions n�est pas comm utatif � Comme le pro duit

v ectoriel	 le pro duit de deux quaternions p eut s� � ecrire sous forme matricielle �

r � q � Q � r � q

a v ec Q � r � donn � ee par �

Q � r � �

�

B

B

B

�

r

�

� r

x

� r

y

� r

z

r

x

r

�

� r

z

r

y

r

y

r

z

r

�

� r

x

r

z

� r

y

r

x

r

�

�

C

C

C

A

������
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On p eut � egalemen t � ecrire le pro duit sous la forme suiv an te �

q � r � W � r � q

Av ec W � r � d � e�ni par �

W � r � �

�

B

B

B

�

r

�

� r

x

� r

y

� r

z

r

x

r

�

r

z

� r

y

r

y

� r

z

r

�

r

x

r

z

r

y

� r

x

r

�

�

C

C

C

A

������

On p eut facilemen t v � eri�er les propri � et � es suiv an tes quan t � a ces matrices �

Q � r �

t

Q � r � � Q � r � Q � r �

t

� r

t

r I

W � r �

t

W � r � � W � r � W � r �

t

� r

t

r I

Q � r � q � W � q � r

Q � r �

t

r � W � r �

t

r � r

t

r e

Q � r � Q � q � � Q � Q � r � q �

W � r � W � q � � W � W � r � q �

Q � r � W � q �

t

� W � q �

t

Q � r �

e � etan t le quaternion unit � e � e � �� � � ��

t

�

Le pro duit scalaire de deux quaternions est donn � e par �

r � q � r

�

q

�

� r

x

q

x

� r

y

q

y

� r

z

q

z

On a bien � evidemmen t �

q � q � k q k

�

Le quaternion conjugu � e de q est q d � e�ni par �

q � q

�

� iq

x

� j q

y

� k q

z

Notons que si Q � q � et W � q � son t les matrices asso ci � ees � a q 	 Q � q �

t

et W � q �

t

son t les matrices asso ci � ees au quaternion conjugu � e q � On a �

q � q � q � q � k q k

�

et on obtien t ainsi le quaternion in v erse de q �

q

� �

�

�

k q k

�

q
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P our un quaternion unitaire �de norme � egale � a �� l�in v erse est � egal � a son

conjugu � e� Nous allons main tenan t � etablir quelques propri � et � es du pro duit qui

nous seron t utiles par la suite� Ces propri � et � es son t facilemen t v � eri�ables si on

utilise la notation matricielle� On a �

� q � p � � � q � r � � � q � q �� p � r � ������

On en d � eduit facilemen t les propri � et � es suiv an tes �

� q � p � � � q � p � � � p � p �� q � q �

k p � q k

�

� k p k

�

k q k

�

� p � q � � r � p � � r � q �

Un v ecteur de dimension � p eut s� � ecrire comme un quaternion puremen t

imaginai re �

q � � � iq

x

� j q

y

� k q

z

et les matrices asso ci � ees � a un quaternion puremen t imaginaire son t des matrices

an tisym � etriques� P ar exemple on a �

Q � q � �

�

B

B

B

�

� � q

x

� q

y

� q

z

q

x

� � q

z

q

y

q

y

q

z

� � q

x

q

z

� q

y

q

x

�

�

C

C

C

A

a v ec les propri � et � es � eviden tes �

Q � q �

t

� � Q � q �

W � q �

t

� � W � q �

����	��� Quaternion et r otation

On p eut repr � esen ter une rotation a v ec un quaternion unitaire � a condition

de p ouv oir trouv er une transformation qui c hange un v ecteur �un quaternion

puremen t imaginai re� en un v ecteur de fa� con que la transformation pr � eserv e

la longueur du v ecteur transform � e ainsi que le pro duit scalaire et le signe du

pro duit v ectoriel�
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Soit r un quaternion puremen t imaginaire et q un quaternion unitaire� On

p eut alors remarquer que le quaternion r

�

tel que �

r

�

� q � r � q ������

est un quaternion puremen t imaginaire et de plus on a �

q � r � q � � Q � q � r � � q � � W � q �

t

Q � q �� r

P ar ailleurs notons que �

� � q � � r � � � q � � q � r � q

ce qui implique que les quaternions q et � q repr � esen ten t la m � eme rotation� La

matrice W � q �

t

Q � q � est une matrice orthonorm � ee �

W � q �

t

Q � q � �

�

B

B

B

�

� � � �

� q

�

�

� q

�

x

� q

�

y

� q

�

z

�� q

x

q

y

� q

�

q

z

� �� q

x

q

z

� q

�

q

y

�

� �� q

x

q

y

� q

�

q

z

� q

�

�

� q

�

x

� q

�

y

� q

�

z

�� q

y

q

z

� q

�

q

x

�

� �� q

x

q

z

� q

�

q

y

� �� q

y

q

z

� q

�

q

x

� q

�

�

� q

�

x

� q

�

y

� q

�

z

�

C

C

C

A

On p eut main tenan t � etablir l�expression d�une matrice de rotation R en

fonction d�un quaternion unitaire q �

R �

�

B

�

q

�

�

� q

�

x

� q

�

y

� q

�

z

�� q

x

q

y

� q

�

q

z

� �� q

x

q

z

� q

�

q

y

�

�� q

x

q

y

� q

�

q

z

� q

�

�

� q

�

x

� q

�

y

� q

�

z

�� q

y

q

z

� q

�

q

x

�

�� q

x

q

z

� q

�

q

y

� �� q

y

q

z

� q

�

q

x

� q

�

�

� q

�

x

� q

�

y

� q

�

z

�

C

A

et on p eut � egalemen t � ecrire �

W � q �

t

Q � q � �

�

� �

t

� R

�

Nous p ouv ons � egalemen t extraire un quaternion unitaire � a partir d�une ma�

trice de rotation� Soit r

ij

un � el � emen t de la matrice de rotation� En consid � eran t

les termes diagonaux de la matrice pr � ec � eden te on obtien t les com binaisons sui�

v an tes �

� � r

��

� r

��

� r

��

� � q

�

�

� � r

��

� r

��

� r

��

� � q

�

x

� � r

��

� r

��

� r

��

� � q

�

y

� � r

��

� r

��

� r

��

� � q

�

z
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On c hoisit la comp osan te du quaternion a y an t la v aleur absolue la plus � elev � ee�

Ensuite on injecte la comp osan te c hoisie dans trois parmi les six expressions �

r

��

� r

��

� � q

�

q

x

r

��

� r

��

� � q

�

q

y

r

��

� r

��

� � q

�

q

z

r

��

� r

��

� � q

x

q

y

r

��

� r

��

� � q

y

q

z

r

��

� r

��

� � q

z

q

x

ce qui p ermet de trouv er les comp osan tes du quaternion unitaire corresp ondan t

�a la rotation�

����	��� Equivalenc e ave c la formule de R o drigues

Nous v enons d� � etablir l� � equiv alence en tre la repr � esen tation matricielle et la

repr � esen tation quaternion d�une rotation� Il y a une relation tr � es simple en tre

un quaternion unitaire et l�axe et l�angle d�une rotation� Remarquons tout

d�ab ord qu�un quaternion p eut s� � ecrire comme la concat � enation d�un r � eel a v ec

un v ecteur de dimension � �

q � q

�

� iq

x

� j q

y

� k q

z

� � q

�

�
�

q �

et a v ec cette notation la m ultiplicatio n de deux quaternions p eut s� � ecrire �

p � q � � p

�

q

�

�
�

p �
�

q � p

�

�
q � q

�

�
p �

�
p �

�
q �

L� � equation ������ devien t alors �

r

�

� �� � � q

�

�

�
�

q �
�

q �
�

r � � q

�

�
q �

�
r � ��

�
q �

�
r �

�
q �

r

�

est donc un quaternion puremen t imaginai re et sa partie puremen t imaginai re

est �

�
r

�

� � q

�

�

�
�

q �
�

q �
�

r � � q

�

�
q �

�
r � ��

�
q �

�
r �

�
q

et on p eut donc confondre un quaternion puremen t imaginaire a v ec un v ecteur

de dimension � �

�

r

�

� r

�
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En remarquan t que la form ule de Ro drigues � � equation ������� p eut se mettre

sous la forme suiv an te �

�
r

�

� cos �
�

r � sin �
�
n �

�
r � �� � cos � ��

�
n �

�
r �

�
n

et en iden ti�an t les deux expressions pr � ec � eden tes de r

�

on obtien t �

q

�

� cos

�

�

�
q � sin

�

�

�
n

Le quaternion repr � esen tan t une rotation d�axe n et d�angle � s� � ecrit donc �

q � cos

�

�

� sin

�

�

� in

x

� j n

y

� k n

z

� ������

���� T ransformation rigide optimale

������ D � ecomp osition du crit � ere d	optimalit � e

Nous sommes main tenan t en mesure d� � ecrire � a nouv eau le crit � ere p ermettan t

de d � eterminer la transformation rigide optimale dans les cas des p oin ts	 des

plans et des droites�

P our des corresp ondances de p oin ts	 le crit � ere reste inc hang � e et le probl � eme

de minim isation corresp ondan t est	 conform � emen t � a l� � equation ����� �

min

R � t

�

n

X

i ��

k c

i

� R m

i

� t k

�

�

Quan t aux corresp ondances de plans et conform � emen t aux � equations �����

et �����	 le crit � ere � a minimi ser se d � ecomp ose en deux crit � eres �

min

R

�

n

X

i ��

k v

�

i

� R v

i

k

�

�

min

t

�

n

X

i ��

k d

�

i

� d

i

� � R

�

v

i

� � t k

�

�

R

�

� etan t la rotation optimale trouv � ee gr� ace au premier de ces deux crit � eres�
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Quan t aux corresp ondances de droites et p our la repr � esen tation param � e�

trique c hoisie on obtien t	 � a partir des � equations ����� et ����� les deux crit � eres

suiv an ts �

min

R

�

n

X

i ��

k v

�

i

� R v

i

k

�

�

min

t

�

n

X

i ��

k p

�

i

� R

�

p

i

� t � �� R

�

v

i

� � t � R

�

v

i

k

�

�

Si on c hoisit les co ordonn � ees de Pluc k er	 � a partir des � equations ����� et �����

on obtien t tout d�ab ord �

min

R

�

n

X

i ��

k w

�

� i

� R w

� i

k

�

�

a v ec �

w

� i

�

v

� i

k v

� i

k

w

�

� i

�

v

�

� i

k v

�

� i

k

ce qui p ermet de d � eterminer la rotation optimale R

�

�

P our d � eterminer la translation optimale	 on p eut remarquer que p our tout

i 	 le v ecteur v

�

� i

doit � etre colin � eaire au transform � e du v ecteur v

� i

	 soit leur

pro duit v ectoriel est n ul �

v

� i

� � R

�

v

� i

� t � � R

�

v

� i

�� � �

En simpli�an t cette expression et en somman t sur toutes les droites se

corresp ondan t	 on obtien t un crit � ere p our trouv er la translation optimale �

min

t

�

n

X

i ��

k v

�

� i

� � R

�

v

� i

� � r

i

� v

�

� i

� t � v

�

� i

k

�

�

P our r � esumer	 dans les cas des droites et des plans nous a v ons d � ecomp os � e

le crit � ere initial en deux crit � eres � on estime d�ab ord la rotation optimale et

ensuite on utilise cette rotation p our d � eterminer la translation optimale� Cette

d � ecomp osition a des a v an tages et des incon v � enien ts� L�a v an tage est que c haque

crit � ere est plus simple et	 comme nous allons le v oir	 la solution au probl � eme

d�optimisation de la rotation est tr � es � el � egan te et tr � es �able d�un p oin t de vue

n um � erique� Le crit � ere de translation se ram � ene � a un probl � eme d�optimisation
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lin � eaire tr � es classique� L�incon v � enien t est que les erreurs � ev en tuelles asso ci � ees

au calcul de la rotation v on t se r � ep ercuter sur le calcul de la translation�

Dans le cas des p oin ts nous p ouv ons � egalemen t d � ecomp oser le crit � ere initial

en deux crit � eres� En eet	 soien t R

�

et t

�

la rotation et translation optimales

du crit � ere dans le cas de la mise en corresp ondance de p oin ts	 � equation ������

On a alors la propri � et � e suiv an te � le cen tre de gra vit � e des p oin ts C

i

co  !ncide

a v ec le cen tre de gra vit � e des transform � es des M

i

���� �� Si C est le cen tre de

gra vit � e des p oin ts C

i

et M est le cen tre de gra vit � e des p oin ts M

i

	 on a d�apr � es

cette propri � et � e �

c � R

�

m � t

�

Choisissons C et M comme origines resp ectiv es des rep � eres des donn � ees

capteur et des donn � ees mo d � ele� Cela revien t � a eectuer les c hangemen ts de

v ariables suiv an ts �

q

i

� c

i

� c

k

i

� m

i

� m

a v ec �

c �

�

n

n

X

i ��

c

i

m �

�

n

n

X

i ��

m

i

On obtien t �

c

i

� R

�

m

i

� t

�

� q

i

� c � R

�

k

i

� R

�

m � t

�

� q

i

� R

�

k

i

Finalemen t	 dans le cas des p oin ts	 la rotation et la translation optimales

son t donn � ees par �

min

�

n

X

i ��

k q

i

� R k

i

k

�

�

et par �

t

�

� c � R

�

m
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������ La rotation optimale

En ce qui concerne la rotation	 dans les trois cas � etudi � es �p oin ts	 plans et

droites�	 nous a v ons ab outi au crit � ere suiv an t �

min

R

�

n

X

i ��

k v

�

i

� R v

i

k

�

�

������

Dans cette � equation v

i

est un v ecteur mis en corresp ondance a v ec le v ecteur

v

�

i

� Il y a n telles corresp ondances et de plus les mo dules de v

i

et de v

�

i

son t

� egaux p our tout i � La minimi sation du crit � ere de l� � equation ������ d � ep end du

c hoix d�une repr � esen tation p our la rotation� Nous a v ons � etudi � e trois repr � esen�

tations p ossibles p our la rotation	 nous a v ons donc trois p ossibilit � es �

� matric e orthonorm � e e� Dans ce cas une rotation est d � ecrite par � para�

m � etres qui son t li � es par les � con train tes d�orthonormalit � e� Un certain nom bre

de solutions a � et � e prop os � e parmi lesquelles on p eut citer ���� �	 �� �	 ���� ��

� angles d�Euler � Certains auteurs on t prop os � e de trouv er les angles d�Eu�

ler optimaux� Cette form ulation conduit � a un probl � eme de minimi sation non

lin � eaire�

� axe et angle� Dans ce cas nous aurons � a estimer � param � etres	 soit les

comp osan tes du v ecteur directeur de l�axe de rotation	 la v aleur de l�angle

� etan t prop ortionnelle au mo dule de ce v ecteur� Il s�agit d�une repr � esen tation

in t � eressan te car minim ale en ce qui concerne le nom bre des param � etres � a es�

timer� Nous allons d � ecrire une solution ramenan t le probl � eme � a la r � esolution

d�un syst � eme lin � eaire surcon train t� Cette m � etho de s�apparen te � a la m � etho de de

calibration cam � era�pince prop os � ee par Tsai ���� ��

� quaternion unitair e� La repr � esen tation par des quaternions unitaires est

� egalemen t in t � eressan te car	 d�une part	 il n�y a que � param � etres � a estimer et	

d�autre part	 le calcul se ram � ene � a la d � etermination de la plus p etite v aleur

propre d�une matrice sym � etrique de taille � ��� �	 ��� ��

������ Axe et angle de rotation optimaux

Le crit � ere de l� � equation ������ signi�e que nous c herc hons une solution ap�

pro c h � ee d�un syst � eme de n � equations o � u c haque � equation du syst � eme est du

t yp e �

v

�

i

� R v

i



��� Vision par ordinateur

Soit n le v ecteur directeur de l�axe de rotation et utilisons le fait que la rotation

conserv e le pro duit scalaire� On obtien t �

n � v

i

� � R n � � � R v

i

�

et si on se souvien t que n est un v ecteur propre de R asso ci � e � a la v aleur propre

� on obtien t �

n � v

i

� n � v

�

i

d�o � u on d � eduit la propri � et � e de p erp endicularit � e suiv an te �

n � � v

i

� v

�

i

� � � ������

P ar ailleurs le mo dule d�un v ecteur est conserv � e par rotation� On a donc	

p our tout i �

k v

�

i

k � k v

i

k

On d � eduit facilemen t une deuxi � eme propri � et � e de p erp endicularit � e �

� v

i

� v

�

i

� � � v

i

� v

�

i

� � � ������

Puisque le v ecteur v

i

� v

�

i

est p erp endiculaire aux v ecteurs n et v

i

� v

�

i

il

est donc prop ortionnel � a leur pro duit v ectoriel �

� v

i

� v

�

i

� � n � k � v

i

� v

�

i

� ������

A�n de d � eterminer la v aleur de k nous allons	 comme lorsque nous a v ons

d � emon tr � e la form ule de Ro drigues	 d � ecomp oser les v ecteurs v

i

et v

�

i

selon deux

directions	 une direction colin � eaire � a l�axe de rotation n et une autre direction

orthogonale � a cet axe de rotation	 �gure ���� �

v

i

� v

i �

� v

i k

v

�

i

� v

�

i �

� v

�

i k

En substituan t ces form ules dans l� � equation ������ on obtien t �

� v

�

i �

� v

�

i k

� v

i �

� v

i k

� � n � k � v

i �

� v

i k

� v

�

i �

� v

�

i k

�

En d � ev eloppan t et en remarquan t que v

�

i k

� v

i k

on obtien t �

� v

i �

� v

�

i �

� � n � k � v

i �

� v

�

i �

�
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v
v’

v ||

r

v’^

v^

q

v^
v’^

v’^ + v^

v’^ v^
�

q

vv’

v+v’

v�v’

losange (v,v’)

projection du losange (v,v’)

Figure ��
� Calcul de la r otation optimale utilisant l�axe et l�angle de r otation�
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On p eut remarquer que les v ecteurs v

i �

� v

�

i �

et v

i �

� v

�

i �

son t orthogonaux

et par ailleurs ils son t tous les deux orthogonaux au v ecteur unitaire n � On

obtien t donc k comme le rapp ort suiv an t �

k �

k v

i �

� v

�

i �

k

k v

i �

� v

�

i �

k

Or	 l�angle en tre les v ecteurs v

i �

et v

�

i �

est l�angle de la rotation que l�on

c herc he	 soit � � D�apr � es la �gure ���� on remarque qu�il s�agit d�un des angles

d�un losange qui a comme diagonales v

i �

� v

�

i �

et v

i �

� v

�

i �

� La relation en tre

cet angle et le rapp ort des longueurs de ces diagonales est �

k �

�

tan� � 	 ��

������

En p osan t �

N � tan

�

�

n

on obtien t un syst � eme de trois � equations et trois inconn ues p our c haque i �

S � v

i

� v

�

i

� N � v

�

i

� v

i

������

Le rang de la matrice an tisymetrique S �� est � et c haque mise en corres�

p ondance i fournit donc � � equations et non pas � � equations� Il faut donc au

moins � mises en corresp ondance p our trouv er un axe de rotation� En g � en � e�

ral on disp ose de n mises en corresp ondance� On obtien t alors un syst � eme de

� n � equations � a � inconn ues� Si on consid � ere les deux premi � eres � equations du

syst � eme d� � equations ������ on obtiendra �

�

B

B

B

B

B

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� � � v

z i

� v

�

z i

� v

y i

� v

�

y i

v

z i

� v

�

z i

� � � v

xi

� v

�

xi

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

C

C

C

C

C

A

�

B

�

N

x

N

y

N

z

�

C

A

�

�

B

B

B

B

B

�

�

�

�

v

�

xi

� v

xi

v

�

y i

� v

y i

�

�

�

�

C

C

C

C

C

A

La solution optimale p our N est obten ue en r � esolv an t ce syst � eme d� � equations

surcon train t� On obtien t �nalemen t le v ecteur unitaire de l�axe de rotation et

l�angle de rotation �

n �

N

k N k

� � � arctan� k N k �
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et gr� ace � a la form ule de Ro drigues on obtien t facilemen t la matrice de rotation

�a partir du v ecteur unitaire n et de l�angle � �

La solution que nous a v ons prop os � ee ici est particuli � eremen t simple car la

rotation est repr � esen t � ee par un v ecteur don t le mo dule est prop ortionnel � a

l�angle de rotation� On a donc une repr � esen tation minima le particuli � eremen t

in t � eressan te p our la rec herc he d�une rotation optimale�

����
� Quaternion unitaire optimal

Nous rapp elons qu�un quaternion unitaire d � ecriv an t une rotation d�axe n et

d�angle � s� � ecrit sous la forme � � equation ������� �

q � cos

�

�

� sin

�

�

� in

x

� j n

y

� k n

z

�

et que la rotation d�un v ecteur v s� � ecrit alors �

v

�

� R v

� q � v � q

Le crit � ere de l� � equation ������ devien t �

min

q

�

P

n

i ��

k v

�

i

� q � v

i

� q k

�

�

a v ec k q k

�

� �

Compte ten u de l� � equation ������ et des propri � et � es qui en d � ecoulen t	 on a

successiv emen t �

k v

�

i

� q � v

i

� q k

�

� k v

�

i

� q � v

i

� q k

�

k q k

�

� k v

�

i

� q � q � v

i

� q � q k

�

� k v

�

i

� q � q � v

i

k

�

Le pro duit de deux quaternions p eut s� � ecrire sous forme matricielle� On a �

v

�

i

� q � Q � v

�

i

� q

q � v

i

� W � v

i

� q

ce qui donne �

k v

�

i

� q � q � v

i

k

�

� �� Q � v

�

i

� � W � v

i

�� q �

t

�� Q � v

�

i

� � W � v

i

�� q �

� q

t

A

i

q
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o � u A

i

est la matrice sym � etrique de dimension � �

A

i

� � Q � v

�

i

� � W � v

i

��

t

� Q � v

�

i

� � W � v

i

��

Le crit � ere de l� � equation ������ devien t donc �

min

q

�

n

X

i ��

q

t

A

i

q

�

� min

q

�

q

t

�

n

X

i ��

A

i

� q

�

� min

q

�

q

t

B q

�

a v ec �

B �

n

X

i ��

A

i

�

n

X

i ��

� Q � v

�

i

� � W � v

i

��

t

� Q � v

�

i

� � W � v

i

��

� etan t une matrice sym � etrique p ositiv e� Sous la con train te que le quaternion

doit � etre unitaire	 on obtien t �nalemen t le crit � ere suiv an t �

min

q

Q � min

q

�

q

t

B q � � �� � q

t

q �

�

������

En d � eriv an t Q par rapp ort � a q on obtien t �

B q � � q � �

et en substituan t cette solution dans l� � equation ������ on obtien t �

Q � �

Le quaternion unitaire qui minim ise Q est donc le v ecteur propre unitaire

de la matrice B asso ci � e � a la plus p etite v aleur propre de B 	 soit � � Nous rap�

p elons qu�une matrice sym � etrique a des v aleurs propres r � eelles et une matrice

sym � etrique p ositiv e a toutes ses v aleurs propres p ositiv es� Soien t alors les v ec�

teurs propres de B qui formen t une base orthogonale	 w

�

	 w

�

	 w

�

et w

�

� Si ces

v ecteurs son t unitaires	 la base est orthonorm � ee� Le quaternion q p eut s� � ecrire

dans cette base �

q � 


�

w

�

� 


�

w

�

� 


�

w

�

� 


�

w

�

P our tout i on a �

B w

i

� �

i

w

i

�

�

	 �

�

	 �

�

et �

�

� etan t les v aleurs propres de B a v ec �

�

�

� �

�

� �

�

� �

�
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En tenan t compte du fait que les v ecteurs propres formen t une base orthonor�

m � ee	 on p eut � ecrire �

q

t

B q � 


�

�

�

�

� 


�

�

�

�

� 


�

�

�

�

� 


�

�

�

�

Cette expression est minimal e p our 


�

� � et 


�

� 


�

� 


�

� �� On obtien t

donc �

q � w

�

et

q

t

B q � �

�

Le quaternion unitaire optimal est donc le v ecteur propre unitaire de B

asso ci � e � a sa plus p etite v aleur propre�

������ La translation optimale

Une fois que nous a v ons estim � e la rotation optimale R

�

	 le calcul de la

translation optimale est p ossible gr� ace � a l�un des crit � eres suiv an ts �

min

t

�

n

X

i ��

k d

�

i

� d

i

� � R

�

v

i

� � t k

�

�

p our le cas des plans	 ou �

min

t

�

n

X

i ��

k p

�

i

� R

�

p

i

� t � �� R

�

v

i

� � t � R

�

v

i

k

�

�

p our le cas des droites�

Dans ces deux cas	 en d � eriv an t par rapp ort aux trois comp osan tes de t et

en ann ulan t ces d � eriv � ees	 on obtien t un syst � eme de trois � equations lin � eaires en

trois inconn ues qui se r � esout sans aucune di"cult � e� Le cas des p oin ts est lui

encore plus simple car il su"t de calculer le v ecteur relian t les barycen tres des

deux ensem bles de p oin ts �

t

�

� c � R

�

m

Notons cep endan t que	 dans ce dernier cas	 la solution obten ue p our la trans�

lation n�est pas tr � es �able en pr � esence de bruit� Une alternativ e in t � eressan te a

� et � e r � ecemmen t prop os � ee par W alk er et al ���� � � la rotation et la translation

son t repr � esen t � ees par un quaternion dual� On p eut alors estimer sim ultan � emen t

et d�une fa� con optimale les param � etres de rotation et translation�
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Chapitre �

Lo calisation cam � era�ob jet

Dans ce c hapitre on s�in t � eresse au probl � eme de la d � etermination de la p osi�

tion et l�orien tation d�un ob jet par rapp ort � a une cam � era� Ce probl � eme est

� equiv alen t au probl � eme de la d � etermination des param � etres extrins � eques d�une

cam � era lorsque les param � etres in trins � eques son t conn us� Cep endan t il di� � ere du

probl � eme de calibrage car on n�a pas toujours � a sa disp osition un grand nom bre

de p oin ts de corresp ondance� En e�et� un grand nom bre de p oin ts de corres�

p ondance p ermet une appro c he lin � eaire qui est bien conditionn � ee� Lorsqu�il y a

p eu de p oin ts de corresp ondance l�appro c he lin � eaire est mal conditionn � ee� Nous

allons donc in tro duire une tec hnique non lin � eaire d�estimation des param � etres

rec herc h � es�

���� In tro ductio n

Plus formellem en t� le probl � eme est le suiv an t � � etan t donn � e un ensem ble de

p oin ts ou de droites �D d � ecrits dans un r � ef � eren tiel 	ob jet
 et leurs pro jections

�D d � ecrites dans un r � ef � eren tiel 	cam � era
 connaissan t les param � etres de la ca�

m � era� il faut alors d � eterminer la transformation rigide �rotation et translation

en tre le r � ef � eren tiel ob jet et le r � ef � eren tiel cam � era�

Les solutions prop os � ees p our r � esoudre ce probl � eme p euv en t se group er en �

cat � egories �

�� solutions analytiques� Lorsque le nom bre de p oin ts de corresp ondance est

p etit �en tre � et � corresp ondances on p eut trouv er une solution analytique

qui consiste essen tiellemen t � a r � esoudre un syst � eme d� � equations non lin � eaires�

Cep endan t� p our � p oin ts� il p eut y a v oir jusqu�� a � solutions ��� �� Des solutions

���
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existen t � egalemen t p our � p oin ts coplanaires ���� � ou p our � p oin ts non copla�

naires ��� �� ��� �� On a � egalemen t prop os � e des solutions p our � droites ��� �� ��� ��

ce qui est � equiv alen t � a �� �� � ou � p oin ts comme il est mon tr � e sur la �gure ����

�� solutions num � eriques� Lorsque le nom bre de p oin ts de corresp ondance

est grand� les solutions analytiques ne son t plus e�caces� car on doit r � esoudre

un syst � eme d� � equations non lin � eaires o � u le nom bre d� � equations est grand par

rapp ort au nom bre d�inconn ues� Dans ce cas� des solutions n um � eriques son t

n � ecessaires� Nous allons discuter de quelques solutions prop os � ees�

Comme nous allons le v oir� le probl � eme � etan t non lin � eaire� les c hoix rela�

tifs quan t � a la form ulation math � ematique� quan t � a l�expression de la fonction

d�erreur � a minim i ser et quan t � a la m � etho de de minim isatio n� son t cruciaux�

Ganapath y ��� � pr � esen te une solution lin � eaire� la rotation � etan t repr � esen t � ee

par une matrice � � �� sans exprimer explicitemen t les con train tes d�orthonor�

malit � e de cette matrice� Cette m � etho de est extr � ememen t sensible au bruit�

Y uan ���� � a prop os � e de s � eparer la rotation de la translation et il a concen tr � e

ses e�orts sur la d � etermination de la rotation� Les six con train tes d�orthonorma�

lit � e de la matrice de rotation donnen t naissance � a � con train tes quadratiques�

La solution comm une � a ces � con train tes est trouv � ee utilisan t la m � etho de de

Newton �descen te de gradien t� L�auteur a remarqu � e que des minima lo caux

p euv en t � etre trouv � es a v ec cette m � etho de� Plusieurs minima lo caux corresp on�

den t � a la nature non lin � eaire du probl � eme� Le minim um global p eut � etre attein t

dans ce cas� seulemen t si on fournit une initialisation pro c he de la solution�

Lo w e ���� � a � egalemen t utilis � e la m � etho de de Newton� La fonction d�erreur � a

minim iser est la somme des carr � es des distances en tre c haque pro jection d�un

p oin t �ou d�une droite de l�ob jet et son corresp ondan t dans l�imag e� Comme

dans le cas de la m � etho de de Y uan� Lo w e a rencon tr � e des probl � emes a v ec cette

m � etho de et dans un autre article� il a sugg � er � e des mo di�cations de la m � etho de

p our r � esoudre les probl � emes d�initialisatio n et de stabilit � e ���� �� La m � etho de

de stabilisation qu�il a sugg � er � ee n�est e�cace qu�� a condition que certains des

param � etres soien t correctemen t initialis � es�

Liu et al� ���� � on t examin � e une m � etho de it � erativ e� la rotation � etan t re�

pr � esen t � ee par les angles d�Euler� D�ab ord� ils constaten t que� si on met en

corresp ondance des droites et non pas des p oin ts� la rotation est s � epar � ee de

la translation et qu�une fois que l�on a d � etermin � e la rotation� la d � etermination

de la translation devien t un probl � eme lin � eaire� Cep endan t les auteurs consta�
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ten t que leur m � etho de n�est e�cace que lorsque les angles de la rotation son t

inf � erieurs � a ��

�

�

Utilisan t la m � eme repr � esen tation que Liu et al�� Kumar et Hanson ���� � on t

examin � e deux m � etho des de minimi sation � une tec hnique it � erativ e qui lin � earise

la fonction d�erreur et une tec hnique com binatoire� Cette derni � ere tec hnique

p ermet� en princip e� d� � eliminer des mesures ab erran tes mais elle est tr � es len te�

car elle consid � ere tous les triplets p ossibles de corresp ondance�

Dans ce qui suit nous allons consid � erer des corresp ondances de droites et

de p oin ts� Utilisan t les quaternions unitaires p our d � ecrire les rotations� les

con train tes du probl � eme deviennen t quadratiques� La fonction d�erreur sera

la somme des carr � es de ces con train tes quadratiques� Nous allons ensuite in tro�

duire une m � etho de d�optimisation non lin � eaire dite de r � e gion de c on�anc e ���� ��

���� � ainsi qu�une m � etho de lin � eaire utilisan t un mo d � ele rappro c h � e de cam � era

et un algorithme it � eratif� En e�et� toute m � etho de de minim i sation non�lin � eaire

n � ecessite une initialisation de la solution� Plus cette solution initiale est pro c he

de la solution rec herc h � ee� plus rapide et plus sure sera la con v ergence de l�al�

gorithme de minim i sation non lin � eaire�

���� Corresp ondances de droites

Nous consid � erons le mo d � ele g � eom � etrique de cam � era tel qu�il a � et � e d � ev elopp � e

au c hapitre �� Un p oin t m de l�imag e� qui a u et v comme co ordonn � ees dans le

rep � ere image� aura x

c

et y

c

comme co ordonn � ees cam � era �

x

c

� � u � u

�

 ��

u

y

c

� � v � v

�

 ��

v

o � u u

�

� v

�

� �

u

� et �

v

son t les param � etres in trins � eques de la cam � era� Soien t x � y

et z les co ordonn � ees dans le rep � ere cam � era d�un p oin t �D M se trouv an t sur

un ob jet et se pro jetan t dans l�image en m � On a �

�

x

c

�

x

z

y

c

�

y

z

�����

De plus� nous allons con traindre le p oin t m d�appartenir � a une droite dans

l�imag e don t l� � equation s� � ecrit �

ax

c

� by

c

� c � � �����
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En substituan t l� � equation ����� dans l� � equation ����� on obtien t �

ax � by � cz � n �

� � �

F M � � �����

ceci n�est autre que l� � equation du plan con tenan t le cen tre de pro jection� la

droite de l�image et le p oin t M � n est le v ecteur normal � a ce plan� comme sur

la �gure ����

x

y

z

u

v

M

m

F

X

Y

Z

repere 
camera

repere 
objet

droite
objet

droite
image

Figure ���� L a dr oite �objet�� sa pr oje ction dans l�image et le c entr e de

pr oje ction F sont c oplanair es et c e plan est montr � e en gris� n est le ve cteur

unitair e ortho gonal � a c e plan�

Consid � erons main tenan t la droite ob jet d � ecrite par le p oin t M � Dans le

r � ef � eren tiel de l�ob jet� cette droite p eut � etre d � ecrite par sa repr � esen tation para�

m � etrique� Soien t v son v ecteur directeur �unitaire et p son v ecteur p osition�

Cette droite p eut � egalemen t � etre exprim � ee dans le rep � ere de la cam � era �

� � �

F M � p

�

� � v

�

La relation en tre les param � etres de la droite dans deux rep � eres di� � eren ts � etan t �

p

�

� R p � t

v

�

� R v
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o � u R et t d � ecriv en t la rotation et la translation en tre le r � ef � eren tiel ob jet et

le r � ef � eren tiel cam � era et con tiennen t justemen t les param � etres extrins � eques que

l�on se prop ose de d � eterminer� La con train te de corresp ondance exprime le fait

que la droite ob jet appartien t au plan d � e�ni aupara v an t� � equation ����� �

�

n � v

�

� �

n � p

�

� �

ce qui p eut s� � ecrire �

�

n � � R v  � �

n � � R p � t  � �

�����

P ar cons � equen t� c haque corresp ondance droite�ob jet�droite�image fournit �

con train tes� Puisque le nom bre de param � etres inconn us qu�il faut d � eterminer

est � �� p our la rotation et � p our la translation� le probl � eme p eut � etre r � esolu

si au moins � corresp ondances son t disp onibles� En d � e�nitiv e� � droites p eu�

v en t � etre construites gr� ace � a �� �� �� ou � p oin ts� comme sur la �gure ���� La

solution que nous pr � esen tons dans ce c hapitre est donc v alable p our des corres�

p ondances de droites et de p oin ts� Il faut a v oir au minim um � corresp ondances

p oin t�p oin t ou � corresp ondances droite�droite� Dans le cas g � en � eral� lorsque

N corresp ondances droite�droite son t disp onibles� le probl � eme est de r � esoudre

� N con train tes non lin � eaires� ce qui est � equiv alen t au probl � eme de minim iser

la fonction d�erreur suiv an te �

f � R � t  �

N

X

i ��

� n

i

� � R v

i
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���� La fonction d�erreur

Gr� ace � a la repr � esen tation des rotations par des quaternions unitaires �sec�

tion ������� nous p ouv ons transformer la fonction d�erreur que l�on vien t d� � eta�

blir en une somme de carr � es de con train tes quadratiques� Une appro c he ana�

logue utilisan t des quaternions duaux p our repr � esen ter les rotations et trans�

lations est prop os � ee dans ���� �� Rapp elons que les v ecteurs de dimension �

v on t � etre trait � es comme des quaternions puremen t imaginai res� La premi � ere

con train te de l� � equation ����� p eut s� � ecrire de la mani � ere suiv an te �

n � � R v  � n

t

� W � r 

t

Q � r  v 

� r

t

Q � n 

t

W � v  r �����
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Figure ���� Con�gur ations de �� 	� 
 ou � p oints qui p euvent � etr e r emplac � ees

p ar � dr oites�

o � u r est le quaternion unitaire asso ci � e � a la matrice de rotation R � La seconde

con train te de l� � equation ����� devien t �

n � � R p � t  � n

t

� W � r 

t

Q � r  p � t 

� r

t

Q � n 

t

W � p  r � n

t

t �����

En d�autres termes� c haque corresp ondance droite�droite i fournit � con train tes

quadratiques �

r

t

A

i

r � �
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t
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i

r � n
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n � �
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t
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On p eut main tenan t � ecrire une nouv elle expression p our la fonction d�erreur

asso ci � ee � a notre probl � eme� soit l� � equation ����� �

f � r � t  �

N

X

i ��

�� r

t
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i
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o � u les param � etres � a estimer son t les � el � emen ts du quaternion unitaire r et du

v ecteur de translation t � Le dernier terme de la fonction d�erreur est un terme

de p � enalisation a v ec � � �� Plus � sera grand et mieux on garan tira que le

quaternion sera unitaire� En pratique� la v aleur de � p eut � etre comprise en tre

�� et ���� Une v aleur trop grande de � p eut consid � erablemen t ralen tir la vitesse

de con v ergence de l�algorithme d�optimisation�

On p eut noter qu�une alternativ e consisterait � a estimer la rotation et la

translation s � epar � emen t� On p eut estimer tout d�ab ord la rotation en utilisan t

la fonction d�erreur suiv an te �

f � r  �

N

X

i ��

� r

t

A

i

r 

�

� � � r

t

r � �

�

�����

Une fois que l�on a estim � e la rotation optimale� le calcul de la translation

optimale est un probl � eme lin � eaire�

���� Corresp ondance de p oin ts

La fonction d�erreur que nous v enons d� � etablir est v alable p our des corres�

p ondances de droites et p our des corresp ondances de p oin ts puisque un en�

sem ble de � con train tes quadratiques p euv en t � etre asso ci � ees soit a v ec une droite

soit a v ec � p oin ts� Dans cette section nous allons � etablir une fonction d�erreur

directemen t � a partir de corresp ondances de p oin ts � � con train tes p our c haque

corresp ondance p oin t�p oin t� Comme dans le cas pr � ec � eden t� ces con train tes son t

quadratiques et elles d � ecriv en t la colin � earit � e en tre le p oin t �D� sa pro jection

�D et le cen tre de pro jection du mo d � ele de la cam � era�

Comme aupara v an t� on consid � ere un p oin t M

i

de l�ob jet a y an t comme co or�

donn � ees X

i

� Y

i

et Z

i

dans un rep � ere li � e � a l�ob jet� et soien t x

i

et y

i

les co ordon�

n � ees dans le rep � ere de la cam � era de sa pro jection m

i

� La colin � earit � e en tre M

i

�

m

i

� et F �le cen tre de pro jection s�exprime a v ec les deux � equations suiv an tes �

x

i

�

r

��

X

i

� r
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Y

i

� r
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� t

�
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������

Dans ces � equations r

ij

est un � el � eemen t de la matrice de rotation R et t

i

est

une comp osan te du v ecteur de translation t � Ces � equations p euv en t � egalemen t
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s� � ecrire sous la forme matricielle suiv an te �

�
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Soit M

i

le quaternion puremen t imaginai re asso ci � e au v ecteur p oin t M

i

et

soien t m

x

i

et m

y

i

deux quaternions puremen t imaginaires� c hacun � etan t asso ci � e

a v ec une 	moiti � e
 du v ecteur p oin t m

i

�

M

i

� �� X

i
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Si on remplace la matrice de rotation R par sa repr � esen tation en terme

d�un quaternion unitaire �v oir la section ������� on obtien t p our la premi � ere

con train te �

m

t

x

i

W � r 

t

Q � r  M

i

� m

t

x

i

t � r

t

Q � m
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 r � m
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Il y a une expression similaire p our la deuxi � eme � equation �

m
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Q � r  M

i

� m

t

y

i

t � r

t

Q � m

y

i



t

W � M

i

 r � m
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Finalemen t� les � equations ������ et ������ deviennen t �

r
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x
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t � � ������
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t
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Dans ces � equations les matrices � � � C

i

et D

i

son t donn � ees par �
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� Q � m
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La fonction d�erreur dans le cas des p oin ts s� � ecrit comme la somme au carr � e de

ces fonctions quadratiques sous la con train te de quaternion unitaire p our r �

f � r � t  �
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���� Optimisati on � la m 	 etho de de r 	 egion de con
ance

La minim isatio n de la fonction d�erreur d � ecrite par les � equations ����� et �����

est � equiv alen te � a celle du crit � ere quadratique non lin � eaire suiv an t �

� � min f f � x  �

�

�

m

X

j ��

�

�

j

� x  � x � I R

n

g ������

Dans cette expression les �

j

� x  son t des fonctions con tin ues et deux fois

d � eriv ables de I R

n

dans I R � Dans notre cas x et soit de dimension � � r  soit

de dimension � � r et t � On rapp elle� par ailleurs� que le gradien t r f � x  et le

hessien r

�

f � x  p euv en t � etre calcul � es comme suit �

g � x  � r f � x  �

m

X

j ��

�

j

� x  r �

j

� x  � J � x 

t

�� x  � ������

H � x  � r

�

f � x  �

m

X

j ��

r �

j

� x  r �

j

� x 

t

�

m

X

j ��

�

j

� x  r

�

�

j

� x 

� J � x 

t

J � x  �

m

X

j ��

�

j

� x  r

�

�

j

� x  ������

o � u �� x  � ��

�

� x  � � � � � �

m

� x 

t

et J � x  � � r �

�

� x  � � � � � r �

m

� x 

t

est la ma�

trice jacobienne m � n de �� x � On p eut facilemen t v oir que �� x  est deux

fois con tin ue et di� � eren tiable de I R

n

dans I R

m

et que J � x  est une matrice non

singuli � ere� Le hessien d�une telle fonction quadratique est une com binaison de

termes du premier et deuxi � eme ordre �

H � x  � J � x 

t

J � x  � Q � x 

a v ec � Q � x  �

P

m

j ��

�

j

� x  r

�

�

j

� x � En pratique l�appro ximatio n Gauss�Newton

du hessien est utilis � ee� soit H � x  � J � x 

t

J � x � Cela est bas � e sur l�h yp oth � ese

que le terme du premier ordre v a �nalemen t dominer le terme du deuxi � eme

ordre Q � x  ��� ��

On d � esigne par x

k

l�estimation couran te de la solution� Une v ariable a v ec

l�indice k d � esigne cette v ariable � ev alu � ee � a la k

e

it � eration de l�algorithm e� L�id � ee

de base de la m � etho de de r � egion de con�ance est d�appro c her successiv emen t

la fonction d�erreur par une forme quadr atique lo c ale dans un v oisinage de la

solution couran te x

k

�

f � x

k

� d  � f � x

k

 � q

k

� d  � k d k � �

k
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o � u �

q

k

� d  � g � x

k



t

d �

�

�

d

t

H � x

k

 d ������

La fonction d�erreur sera r � eduite selon la direction d

k

� soit x

k ��

� x

k

� d

k

�

o � u d

k

est la v aleur de d minim i san t la forme quadratique lo cale sur une r � egion

sph � erique cen tr � ee sur x

k

� cette sph � ere s�app elle la r � egion de c on�anc e et on a �

d

k

� min f q

k

� d  � k d k � �

k

g ������

Le param � etre �

k

est le ra y on de con�ance et il est d � etermin � e dynamiquemen t en

utilisan t une mesure de la qualit � e de l�appro ximatio n� Cette qualit � e est mesur � ee

par un co e�cien t de qualit � e r

k

�

r

k

�

f � x

k

 � f � x

k

� d

k



q

k

�� � q

k

� d

k



������

mesuran t le rapp ort en tre la vr aie r � eduction de la fonction d�erreur lorsque

l�on se d � eplace de x

k

�a x

k

� d

k

et la r � eduction pr � edite par l�appro ximati on

quadratique� Si r

k

est trop p etit� cela v eut dire que l�appro xim ation n�est pas

b onne et la taille de la r � egion de con�ance doit � etre r � eduite� Sinon� la r � egion de

con�ance doit � etre augmen t � ee en taille� Sc h � ematiquemen t� la strat � egie suiv an te

sera appliqu � ee �

� si r

k

� r �a v ec � � r � �� alors l�it � eration doit � etre accept � ee et x

k ��

�

x

k

� d

k

� De plus� la taille de la r � egion de con�ance est augmen t � ee�

� si r

k

� r � alors l�it � eration n�est pas accept � ee et la taille de la r � egion de

con�ance doit � etre dimin u � ee� Ce pro cessus est r � ep � et � e jusqu�� a ce que la forme

quadratique lo cale fournisse une appro ximation satisfaisan te � a l�in t � erieur de la

r � egion de con�ance  ce qui v a n � ecessairemen t se passer p our des ra y ons p etits�

car le gradien t est conn u et le terme du premier ordre de q

k

devien t dominan t

lorsque k q

k

k 	� ��

La forme quadratique lo cale d � ep end du gradien t et du hessien de la fonction

d�erreur� Ceci implique que le minim um ainsi trouv � e a de 	b onnes
 propri � et � es

du second ordre� La ma jeure di�cult � e de la m � etho de de r � egion de con�ance r � e�

side dans la minimi sation de la forme quadratique lo cale� Les quelques v ersions

de la m � etho de de r � egion de con�ance di� � eren t par la m � etho de qui est utilis � ee

p our minim iser la forme quadratique lo cale� La m � etho de que nous a v ons c hoisi

d�utiliser est d � ecrite en d � etail dans la section suiv an te�

Nous p ouv ons comprendre la di� � erence en tre les m � etho des classiques de

minim isati on non lin � eaire et la m � etho de de r � egion de con�ance gr� ace � a un
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exemple de minim isatio n d�une fonction f � x  � a une v ariable� Une telle fonction

est illustr � ee sur la �gure ���� A partir d�un p oin t initial x

�

� une m � etho de du t yp e

Newton appro xime la fonction a v ec une parab ole utilisan t un d � ev elopp emen t

limit � e au deuxi � eme ordre autour de x

�

� Le p oin t suiv an t� x

�

corresp ond au

minim um de cette parab ole mais cette v aleur augmen te la fonction f � x � L�id � ee

de la m � etho de de r � egion de con�ance est d�appro ximer la fonction a v ec une

parab ole � egalemen t et de c herc her le minim um sur cette parab ole dans une

zone restrein te plut� ot que sur tout le domaine de d � e�nition de la fonction � a

minim iser� La �gure ���� mon tre le comp ortemen t d�une telle m � etho de sur la

m � eme fonction� A partir du p oin t x

�

le minim um de la parab ole est rec herc h � e

sur l�in terv alle de taille � r

�

� Le minim um est dans ce cas une des extr � emit � es de la

parab ole � x

�

� x

�

� r

�

� Autour de x

�

la fonction est � a nouv eau appro xim � ee par

une parab ole mais� cette fois�ci� sur un in terv alle � fois plus large � r

�

� � r

�

� Le

minim um de cette nouv elle parab ole est en x

�

� x

�

� r

�

� A partir de main tenan t

le comp ortemen t de l�algorithem de r � egion de con�ance est tr � es similaire � a la

m � etho de de Newton et il con v erge v ers le p oin t x

�

�

x ox1

f(x)

Figure ���� Un exemple de minimisation lorsque plusieurs minima sont pr � e

sent� Dans c e c as� la m � etho de de minimisation de Newton p eut c onduir e � a

l�augmentation de la valeur de la fonction f � x  �
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x ox 1

f(x)

2ro2r
2r2

1

x 2 x 3 x *

Figure ���� Cette �gur e montr e un exemple de minimisation de la fonction

f � x  ave c la m � etho de de r � egion de c on�anc e� Cette m � etho de gar antit que la

valeur de la fonction � a minimiser d � ecr oit�

������ Minimisati on de la forme quadratique lo cale

Il s�agit du probl � eme de minim isation d�une forme quadratique � a l�in t � erieur

d�une b oule �

min f

�

�

d

t

H d � g

t

d � k d k � � g � LQP 

o � u g est un v ecteur� H est une matrice sym � etrique et � est un nom bre p ositif�

Puisque l�ensem ble de d � e�nition est un compact� le probl � eme a une solution�

T outes les m � etho des existan tes p our r � esoudre ce probl � eme son t bas � ees sur le

th � eor � eme suiv an t ���� � et ���� � �

Th 	 eor � eme ��� d

�

est une solution de �LQP� si et seulement s�il existe � � �

tel que �

�i� H � �I est p ositive semid � e�nie�

�ii� � H � �I  d

�

� � g �

�iii� k d

�

k � � et � � k d

�

k � �  � � �

Un tel � est unique�

Si � p eut � etre estim � e� la solution optimale de notre probl � eme est facile � a calculer�

En fait� la minimi sation de � LQP  repr � esen te un cas in t � eressan t d�optimisation

non con v exe et� dans ce qui suit� nous allons donner une caract � erisation com�

pl � ete de la solution� La solution elle�m � eme sera donn � ee par un algorithme don t

nous allons donner la trame�
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P our � � �� le probl � eme � LQP  a une solution sur la fron ti � ere de son

ensem ble de d � e�nition� soit sur la fron ti � ere de la r � egion de con�ance �

k d

�

k � �

et le probl � eme se r � eduit � a celui de trouv er � tel que �

	 � �  � k d � �  k � � ������

o � u d � �  est solution de � H � �I  d � � g � Soien t �

�

� �

�

� � � � � �

n

les v aleurs

propres de H �une matrice sym � etrique et soien t u

�

� u

�

� � � � � u

n

les v ecteurs

propres corresp ondan ts� La fonction 	 p eut � etre � ecrite explicitemen t en utilisan t

le syst � eme propre de H �

	 � �  �

�

n

X

i ��

� u

t

i

g 

�

� �

i

� � 

�

	

� � �

������

et on p eut v � eri�er les propri � et � es suiv an tes de 	 �

� i  	 � �  est p ositiv e� strictemen t d � ecroissan te sur l�in terv alle � � �

�

� � 
 � et

	 � �  � � lorsque � � 
 �

� ii  	

�

� �  est une fonction rationnelle de � � a v ec des p� oles du deuxi � eme ordre

sur un sous�ensem ble de l�ensem ble f� �

�

� � �

�

� � � � � �

n

g des opp os � es des v aleurs

propres de H ��� ��

Heb den ��� � a prop os � e un algorithme p our d � eterminer � et d

�

�la solution

optimale it � erativ emen t lorsque l�appro xima tion Gauss�Newton du hessien est

su�san te� Dans ce cas� H est sym � etrique� semi�d � e�nie et p ositiv e� Heb den a

prop os � e de mettre � a jour �

l ��

en fonction de �

l

comme suit �

�

l ��

� �

l

�

	 � �

l



	

�

� �

l



� � � 	 � �

l



�

� ������

En fait� l�algorithme de Heb den p eut � etre vu comme une m � etho de de Newton

p our trouv er la solution de l� � equation �


 � �  �

�

�

�

�

	 � � 

� � � p our � � � � �

�

� � 
 � ������

La caract � eristique la plus imp ortan te de l� � equation ������ est que le nom bre

d�it � erations normalemen t n � ecessaire p our ab outir � a une b onne appro ximation

de la solution �

�

est p etit� car 
 est con v exe� presque lin � eaire et strictemen t



��� Vision par ordinateur

d � ecroissan t sur l�in terv alle � � �

�

� � 
 �� De plus� le calcul de la factorisation

de Cholesky de H � �I rend p ossible le calcul d � ecrit par l� � equation ������ sans

connaissance explicite des � el � emen ts propres de H � d � es lors que � � � � �

�

� � 
 ��

Plus pr � ecis � emen t� il est facile de v oir que �

	 � �  � k d � �  k � 	

�

� �  � � �� �	 � � � d � � 

t

� H � �I 

� �

d � �  �

o � u � H � �I  d � �  � � g � Donc� si R

t

R est la factorisation de Cholesky de H � �

l

I �

o � u R est une matrice triangulaire sup � erieure� alors nous a v ons �

	 � �

l



	

�

� �

l



� �

	

�

� �

l



d � �

l



t

� R

t

R 

� �

d � �

l



� �

	

�

� �

l



k � R

t



� �

d � �

l

 k

�

En conclusion� l�algorithm e de Heb den� qui trouv e le minim um de la forme

quadratique lo cale� p eut � etre r � esum � e comme suit �

� initialisation � Soit �

o

� � et 	 � �

o

 � � �

� it � er ation l����� � � �

l�� factoriser � H � �

l

I  � R

t

R �

l�� r � esoudre R

t

Rp � � g �

l�� si jk p k � � j � � � alors stop� �

l

est une appro ximation de �

�

et p est une

solution de � LQP �

l�� sinon� r � esoudre R

t

q � p �

l�� incr � emen ter

�

l ��

� �

l

�




k p k

k q k

�

�

� k p k � � 

�

� ������

l�� incr � emen ter l��l�� et retourner � a l���

En pratique� cet algorithme con v erge apr � es � it � erations�

������ L�algorithme de r 	 egion de con
ance

Nous sommes main tenan t en mesure de d � ecrire l�algorithm e de r � egion de

con�ance qui est bien adapt � e au probl � eme de d � etermination des param � etres

extrins � eques� L�id � ee est d�utiliser l�appro ximati on Gauss�Newton du hessien

p our d � eterminer la direction de rec herc he � a c haque it � eration� Dans ce cas� H

est d � e�nie et p ositiv e� on a donc �

�

� � et la condition � i  du th � eor � eme ���
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est vraie p our tout � � �� D�ab ord� on v � eri�e si � � � lors de la r � esolution de

H � x  d � � g � Si k d k � � � alors d est la solution optimale p our � LQP � Sinon�

� � � et on p eut appliquer l�algorithme de Heb den� La trame de l�algorithme

de r � egion de con�ance est la suiv an te �

� initialisation � Soien t

� x

o

� v aleur initiale�

� �

o

� ra y on de con�ance initial�

� � � test 	z � ero
 g � en � eral�

� �

g

� z � ero p our k g k �

� �

f

� z � ero p our f �

� k �� ��

� it � er ation k������ � � �

k�� calculer f

k

� f � x

k

 � g

k

� r f � x

k

 et H

k

�

k�� si k g

k

k � �

g

ou �

k

� �

�

ou f

k

� �

f

� alors stop� x

k

est une solution�

k�� soit d une solution du syst � eme

H

k

d � � g

k

Si k d k � �

k

� � alors d

k

� d � Sinon� utiliser l�algorithm e de Heb den

p our trouv er � � � tel que la solution de � H

k

� �I  d � � g

k

satisfasse

jk d k � �

k

j � � � et on a d

k

� d �

k�� calculer r

k

et utilisan t l� � equation �������

k�� si r

k

� s � alors

x

k ��

�� x

k

� d

k

si r

k

� t � alors

�

k ��

�� � �

k

sinon

�

k ��

�� �

k

F aire k �� k � � et retourner � a k��

k�� si r

k

� s alors

�

k

�� �

k

� �

et retourner � a k���
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Ceci est l�algorithm e g � en � eral de r � egion de con�ance� Le param � etre s doit

appartenir � a l�in terv alle ����� ���� et le param � etre t doit appartenir � a l�in terv alle

����� ����� ���� �� Dans notre cas� les v aleurs de ces param � etres son t � s � � � �� et

t � � � ���

���� M 	 etho de lin 	 eaire a v ec une cam 	 era ane

La m � etho de de minim isation non lin � eaire que nous v enons de d � ecrire n � e�

cessite une initialisation� Bien que l�algorithme de r � egion de con�ance ait des

qualit � es de con v ergence qui son t meilleures que celles d�une simple m � etho de de

Newton� il est imp ortan t de p ouv oir l�initiali ser correctemen t a�n de r � eduire

le nom bre d�it � erations et s�assurer un temps de calcul r � eduit� P our ce faire�

nous allons in tro duire deux m � etho des de calcul des param � etres de rotation et

translation �

� une m � etho de lin � eaire qui utilise un mo d � ele a�ne de cam � era �v oir la

section ���� et

� une m � etho de quasi lin � eaire qui utilise un algorithme it � eratif transforman t

le mo d � ele a�ne de cam � era en un mo d � ele pro jectif�

Dans ce qui suit� nous allons trait � e le cas des corresp ondances de p oin ts

 l�extension � a des corresp ondances de droites est relativ emen t ais � ee� Soit � a

nouv eau les � equations ������ et �eq�y�collinearit y� de la pro jection d�un p oin t

M

i

d�un ob jet sur l�image �

x

i

�

r

�

� M

i

� t

�

r

�

� M

i

� t

�

������

y

i

�

r

�

� M

i

� t

�

r

�

� M

i

� t

�

������

On divise les nominateurs et d � enominateurs de ces fractions par t

�

et on

obtien t alors les equations suiv an tes �

x

i

�

I � M

i

� x

�

� � �

i

������

y

i

�

J � M

i

� y

�

� � �

i

������

Les nouv elles notations on t les signi�cations suiv an tes �

� I � r

�

�t

�
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� J � r

�

�t

�

� x

�

� t

�

�t

�

and y

�

� t

�

�t

�

son t les co ordonn � ees de la pro jection dans

l�imag e de m

�

qui est la pro jection de M

�

 l�origine du rep � ere ob jet

� �

i

� r

�

� M

i

�t

�

�

On p eut � egalemen t � ecrire ces � equations comme suit �

x

i

�� � �

i

 � x

�

� I � M

i

������

y

i

�� � �

i

 � y

�

� J � M

i

������

Lorsque le rapp ort en tre la taille de l�ob jet et la distance de l�ob jet � a la ca�

m � era est grand� on p eut n � egliger la v aleur de � par rapp ort � a �� On obtien t dans

ce cas le mo d � ele de p ersp ectiv e faible et les � equations pr � ec � eden tes deviennen t �

x

i

� x

�

� I � M

i

y

i

� y

�

� J � M

i

Si l�on disp ose d�au moins � p oin ts non coplanaires� on p eut facilemen t

calculer les v ecteurs I et J de la fa! con suiv an te� Soit x et y les v ecteurs form � es

a v ec les co ordonn � es image des p oin ts� et soit P la matrice N � � form � ee a v ec les

co ordonn � ees �D des p oin ts de l�ob jet� Les deux � equations pr � ec � eden tes s� � ecriv en t

alors �

P I � x

P J � y

Si les p oin ts de l�ob jet ne son t pas coplanaires� la matrice P est de rang � egal � a

� et on p eut alors calculer facilemen t I et J �

I � � P

t

P 

� �

P

t

x

J � � P

t

P 

� �

P

t

y

On en d � eduit facilemen t les param � etres de la rotation et translation en tre le

rep � ere ob jet et le rep � ere de la cam � era �

t

�

�

�

�




�

k I k

�

�

k J k

�

t

�

� x

�

t

�

t

�

� y

�

t

�
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r

�

�

I

k I k

r

�

�

J

k J k

r

�

� r

�

� r

�

���� M 	 etho de quasi lin 	 eaire

La m � etho de lin � eaire qui vien t d� � etre d � ecrite p ermet une initialisation des

param � etres lorsque l�on se trouv e dans des conditions exp � erimen tales pro c hes

du mo d � ele a�ne de cam � era� Que se passe�t�il si l�ob jet est relativ emen t plus

pro c he de la cam � era� Demen thon ��� � a prop os � e dans ce cas un algorithme

qui applique le mo d � ele pr � ec � eden t d�une mani � ere it � erativ e� On p eut � egalemen t

� etendre l�algorithme au cas des p oin ts coplanaires ���� �� Une g � en � eralisation de

ces algorithmes au cas de la parap ersp ectiv e a � et � e � egalemen t prop os � ee ��� ��

L�id � ee de base de tous ces algorithmes est de calculer it � erativ emen t des

v aleurs p our les �

i

dans les equations ������ et ������ jusqu�� a l�obten tion d�une

solution stable� L�algorithm e est le suiv an t �

�� p our tout i � i � f � � � � N g � N � �� �

i

� ��

�� estimer les v ecteurs I and J �

�� calculer la p osition et l�orien tation de l�ob jet par rapp ort � a la cam � era

�v oir les � equations de la section pr � ec � eden te �

�� p our tout i � calculer�

�

i

�

r

�

� M

i

t

�

si les �

i

calcul � es � a l�it � eration couran te son t � egaux � a ceux calcul � es � a l�it � eration

pr � ec � eden te� arr � et de l�algorithm e� sinon retourner � a l� � etap e ��

On p eut se r � ef � erer � a ��� � p our une analyse d � etaill � e de cet algorithme ainsi

que p our une � etude exp � erimen tale� Illustrons le comp ortemen t des algorithmes

lin � eaire et quasi lin � eaire par les deux images de la �gure ����

���� Conclusion

Les m � etho des que nous a v ons d � ecrites dans ce c hapitre son t particuli � eremen t

in t � eressan tes lorsque l�on d � esire d � eterminer la p osition et l�orien tation d�une
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Figure ���� Un exemple de c alcul des p ar am � etr es d�orientation et p osition

ave c un algorithme lin � eair e �gauche� et ave c un algorithme it � er atif� ou quasi

lin � eair e �dr oite��

cam � era par rapp ort � a un ob jet dans un con texte de reconnaissance d�ob jets�

Ces m � etho des doiv en t � etre distingu � ees des m � etho des de calibration pr � esen t � ees

au c hapitre �� qui mettaien t l�accen t sur l�obten tion d�un mo d � ele de capteur tr � es

pr � ecis en pr � esence d�ob jets de calibrage sp � ecialemen t construits � a cet e�et� Un

certain nom bre d�exp � erimen tations d � ecrites dans ���� � et dans ���� � p ermetten t

de comparer les r � esultats obten us a v ec la m � etho de F augeras�T oscani �c hapitre �

et ��� � a v ec la m � etho de de r � egion de con�ance d � ecrite dans ce c hapitre�

Une caract � eristique imp ortan te de la m � etho de utilisan t l�algorithm e de r � e�

gion de con�ance est que cette m � etho de n�est pas seulemen t robuste par rapp ort

au bruit� mais � egalemen t par rapp ort aux mesures ab erran tes et par rapp ort

aux erreurs d�appariemen t� La m � etho de lin � eaire du c hapitre � n � ecessite au

moins � p oin ts� alors que la m � etho de d � ecrite ici p eut en princip e fonctionner

a v ec seulemen t � p oin ts� En pratique la m � etho de de r � egion de con�ance est

initialis � ee a v ec un algorithme lin � eaire ou a v ec un algorithme quasi lin � eaire et

n � ecessite donc un minim um de � appariemen ts�
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Chapitre �

Reconnaissance d�ob jets

���� In tro ductio n

Dans les c hapitres pr � ec � eden ts nous a v ons prop os � e quelques m � etho des p our

r � esoudre le probl � eme de la lo calisation d�un ob jet tri�dimensionnel � a partir de

donn � ees bi�dimensionnelles �c hapitre �� ou de donn � ees tri�dimensionnelles �c ha�

pitre ��� Plus pr � ecis � emen t	 toutes les m � etho des que nous a v ons � etudi � ees a v aien t

ceci en comm un qu�elles supp osaien t qu�un certain nom bre de caract � eristiques

de l�ob jet � etaien t en corresp ondance terme � a terme a v ec un nom bre � egal de

caract � eristiques issues des donn � ees� Sur la base d�appariemen ts ob jets
donn � ees

il a � et � e p ossible de calculer une transformation en tre le rep � ere de l�ob jet et le

rep � ere des donn � es� Le rep � ere des donn � ees n�est autre que le rep � ere du capteur

qu�il s�agisse d�une seule cam � era �donn � ees �D� ou d�un capteur fournissan t des

donn � ees �D�

Dans ce c hapitre nous allons � etudier une m � etho dologie p ermettan t d� � etablir

des appariemen ts ob jet
donn � ees �D
�D ou �D
�D� Si un certain nom bre de tels

appariemen ts existe on dira alors qu�une instance de cet ob jet se trouv e dans les

donn � ees	 autremen t dit	 un ob jet de ce t yp e est vu par le capteur a y an t fourni

les donn � ees� Ces appariemen ts une fois � etablis on p ourra alors lo caliser l�ob jet	

soit calculer sa p osition et son orien tation par rapp ort au rep � ere du capteur�

Le terme reconnaissance d�ob jet� d � esignera en �n de compte l�ensem ble des

deux pro cessus suiv an ts �

App ariement � � etablir une corresp ondance terme � a terme en tre des caract � e�

ristiques ob jet et des caract � eristiques donn � ees �

L o c alisation � d � eterminer la p osition et l�orien tation de l�ob jet dans le rep � ere

���
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des donn � ees �du capteur��

���� Complexit � e

La t� ac he qui consiste � a � etablir des appariemen ts est di�cile� Soit par exemple

le cas o � u aussi bien les donn � ees que l�ob jet son t d � ecrits par des caract � eristiques

du m � eme t yp e et soien t O l�ensem ble de caract � eristiques ob jet et D l�ensem ble

de caract � eristiques donn � ees�

Si O et D on t le m � eme nom bre d� � el � emen ts �ce qui sera raremen t le cas �� et

si n est ce nom bre	 le nom bre d�appariemen ts p ossibles est �

n �

Cep endan t O et D on t raremen t la m � eme taille� Les donn � ees p euv en t con tenir

des caract � eristiques pro v enan t d�autres ob jets� Soit m la taille de D et n la

taille de O a v ec m � n � Le nom bre d�appariemen t p ossible est alors �

C

n

m

n �

Les caract � eristiques d�un ob jet ne son t pas toutes pr � esen tes dans les donn � ees

car �

� le capteur ne p eut v oir� qu�une partie de l�ob jet �o cclusions m utuelles

en tre les caract � eristiques d�un m � eme ob jet� �

� l�ob jet p eut � etre partiellemen t cac h � e par un autre ob jet �o cclusion m u�

tuelle en tre deux ob jets��

Dans ces conditions on p eut esp � erer tout au mieux mettre en corresp ondance

un sous�ensem ble de O a v ec un sous�ensem ble de D � Le nom bre d�appariemen ts

p ossibles devien t alors b eaucoup plus grand �

n

X

i ��

C

i

n

C

i

m

i �

La reconnaissance est d�autan t plus �able que le nom bre d�appariemen ts est

grand	 v oire le plus grand� Le probl � eme � a r � esoudre est donc le suiv an t � trouv er

le plus grand nom bre d�appariemen ts en tre O et D � Un tel appariemen t maximal

ne p eut � etre trouv � e facilemen t� M � eme si on tien t compte des propri � et � es des

caract � eristiques constituan tes de O et D 	 la complexit � e de ce probl � eme est

com binatoire� En pratique on se con ten tera d�une solution sous�optimale�
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���� Appariemen t et isomorphi sme de graphes

Une premi � ere appro c he p ossible consiste � a traiter le probl � eme d�apparie�

men t comme un probl � eme d�isomorphism e de graphes� Un ob jet p eut � etre d � e�

crit comme un ensem ble de caract � eristiques et des relations en tre ces carac�

t � eristiques� L�ob jet p eut alors � etre d � ecrit par un graphe dans lequel un n�ud

repr � esen te une caract � eristique et une ar � ete repr � esen te une relation en tre deux

caract � eristiques� Les donn � ees p euv en t � etre d � ecrites par un graphe de m � eme na�

ture� Le probl � eme d�appariemen t de caract � eristiqes devien t alors un probl � eme

d�appariemen t de graphes	 soit un probl � eme d�isomorphisme de graphes�

Plus particuli � eremen t il s�agira de r � esoudre le probl � eme de trouv er l�isomor�

phisme maxima l de sous�graphes en tre un sous�graphe de G � O � et un sous�

graphe de G � D � o � u G � O � est le graphe asso ci � e � a l�ensem ble O � Si n est le

nom bre de n�uds du graphe ob jet et m est le nom bre de n�uds du graphe

donn � ees	 m � n 	 la taille de l�espace des solutions est �comme aupara v an t� �

n

X

i ��

C

i

n

C

i

m

i �

et le probl � eme de trouv er l�isomorphism e de sous�graphes maxim al parmi tous

ces isomorphismes de sous�graphes est un probl � eme NP�complet ��� ��

Un certain nom bre de tra v aux on t prop os � e des solutions au probl � eme d�iso�

morphisme de graphes en g � en � eral et au probl � eme d�isomorphisme de sous�

graphes maxim al en particulier ��� �	 ���� �� Lauren t H � erault ��� � ainsi que

d�autres auteurs prop osen t de traiter le probl � eme d�isomorphism e de graphes

comme un probl � eme d�optimisatio n com binatoire � cela revien t � a c herc her l�iso�

morphisme qui minim ise une distance en tre deux graphes ou deux sous�graphes�

Si cette distance est assimil � ee � a l� � energie p oten tielle d�un syst � eme ph ysique on

p eut utiliser des algorithmes sto c hastiques qui con v ergen t en un temps �ni

v ers une con�guration tr � es pro c he de la con�guration corresp ondan t � a l� � energie

p oten tielle la plus basse�

Dans le cas de l�isomorphism e de graphes la distance a une expression simple�

Dans le cas de l�isomorphism e de sous�graphes maxim al 	 la distance a une

expression plus complexe � il s�agit de la somme p ond � er � ee de plusieurs termes

et en pratique � a c haque cas particulier corresp ond une p ond � eration di� � eren te�

Des tra v aux de rec herc he son t en cours dans ce domaine�
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���� Appariemen t et pr � edicti on�v � er i� catio n

Cette deuxi � eme appro c he consiste � a r � esoudre les probl � emes d�appariemen t

et de lo calisation simultan � ement dans le cadre du paradigme pr � ediction et

v � eri�cation� Ce paradigme consiste essen tiellemen t � a faire une h yp oh t � ese quan t

aux param � etres de p osition et d�orien tation de l�ob jet par rapp ort au capteur

et � a v � eri�er que des appariemen ts son t compatibles a v ec ces param � etres� Dans

ses lignes les plus g � en � erales	 ce paradigme p eut � etre d � ecrit comme suit �

� Pr � ediction �

	 � etablir quelques appariemen ts ob jet
donn � ees	

	 calculer les param � etres de la transformation ob jet
donn � ees sur la base

de ces appariemen ts ainsi que les in terv alles de con�ance asso ci � es � a ces

param � etres	

	 appliquer cette transformation � a l�ensem ble des caract � eristiques ob jet de

fa con � a p ouv oir pr � edire lesquelles parmi ces caract � eristiques son t suscep�

tibles d� � etre vues par le capteur et quelle est leur p osition et orien tation

dans le rep � ere du capteur�

� V � eri�c ation �

	 p our c haque caract � eristique ob jet ainsi pr � edite	 s � electionner les caract � eris�

tiques donn � ees les plus pro c hes et les plus ressem blan tes� F ormer ainsi des

nouv eaux appariemen ts ob jet
donn � ees tout en rejetan t les appariemen ts

qui s�a v � eren t incorrects	

	 fusionner c haque nouv el appariemen t a v ec les appariemen ts pr � ec � eden ts

a�n de mettre � a jour les param � etres de la transformation ob jet
donn � ees

ainsi que les in terv alles de con�ance asso ci � es�

La �gure ���� illustre cette appro c he par un exemple lorsque les caract � eris�

tiques son t des p oin ts et lorsque les donn � ees son t �D� L�ob jet � a reconna � !tre �� a

droite� est un parall � elipip � ede et les donn � ees �� a gauc he� con tiennen t une instance

de cet ob jet cac h � e partiellemen t par un autre ob jet	 ainsi que du bruit� Dans

ce cas il su�t de � appariemen ts �en haut� p our estimer une transformation

ob jet
donn � ees� Le c hoix de ces appariemen ts initiaux est crucial� Ils ne p eu�

v en t � etre v alid � es � � � qu�en v � eri�an t que d�autres appariemen ts pro duisen t les

m � emes param � etres de la transformation ob jet
donn � ees� Les p oin ts de l�ob jet

son t transform � es dans le rep � ere des donn � ees �au milieu� sauf les p oin ts cac h � es
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par l�ob jet lui�m � eme� Dans ce cas l�ob jet a � p oin ts mais � p oin ts seulemen t son t

pr � edits visibles dans les donn � ees� La p osition de ces � p oin ts est pr � edite dans

les donn � ees� A c hacune de ces p ositions est � egalemen t asso ci � e une tol � erance qui

dans ce cas est une sph � ere de ra y on r �

Soit m

i

un p oin t de l�ob jet et soit
�

m

i

l�image de m

i

par rotation et trans�

lation �

�
m

i

" R m

i

# t

Les p oin ts donn � ees c

i

qui satisfon t � a �

k
�

m

i

� c

i

k � r

son t des appariemen ts p oten tiels de m

i

� P our c haque p oin t
�

m

i

on s � electionne

un p oin t c

i

parmi tous les candidats p ossibles� La �gure ���� �en bas� mon tre

� appariemen ts parmi lesquels � seulemen t son t corrects ��	 � et ��� En e�et	

l�appariemen t � corresp ond � a un p oin t de l�ob jet pr � edit visible mais cac h � e en

r � ealit � e par un autre ob jet� De ce fait le p oin t a � et � e incorrectemen t appari � e

a v ec un p oin t des donn � ees appartenan t � a un autre ob jet� Ce genre de faux

appariemen ts arriv e souv en t lorsqu�on a a�aire � a des sc � enes complexes�

En pratique nous v errons commen t on p eut � eviter ce genre de probl � eme en ef�

fectuan t � a la fois une v � eri�cation lo c ale de c haque appariemen t	 une v � eri�cation

glob ale d�un ensem ble d�appariemen ts ainsi que la mise en �uvre d�une structure

algorithmique que rec herc he le meilleur ensem ble d�appariemen ts dans l�espace

form � e par tous les appariemen ts�

Ab ordons d�un p oin t de vue plus formel les phases de pr � ediction et de

v � eri�cation p our les deux cas de reconnaissance auxquels on s�in t � eresse � �D
�D

et �D
�D�

������ Pr � ediction et v � eri�cation �D��D

Dans ce cas aussi bien l�ob jet que les donn � ees son t tri�dimensionnels� Au

c hapitre � nous a v ons calcul � e la rotation et translation optimale en tre deux

ensem bles �D exprim � es dans deux rep � eres di� � eren ts p our des p oin ts	 des droites

et des plans�

La phase de pr � ediction consiste donc dans ce cas � a calculer les param � etres de

rotation et translation utilisan t un p etit nom bre d�appariemen ts	 le plus p etit

nom bre � etan t � �p our les p oin ts et les plans� et � �p our les droites�� Soien t R

et t la rotation et translation ainsi calcul � ees�
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T

1
2
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4

Figure ���� L e princip e de l�appr o che pr � ediction�v � eri�c ation�
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La phase de v � eri�cation consiste � a transformer d�autres caract � eristiques de

l�ob jet dans le rep � ere des donn � ees en utilisan t la transformation pr � ec � edemmen t

calcul � ee et � a con�rmer ou rejeter la pr � ediction sur la base d�un certain nom bre

de mesures� Soit p le nom bre d�appariemen ts initial et soit k le nom bre d�ap�

pariemen ts � a con�rmer ou � a rejeter� Si n est le nom bre de caract � eristiques de

l�ob jet on a n � ecessairemen t p � k � n � Soit par exemple le cas o � u les carac�

t � eristiques son t des segmen ts de droite� Deux v � eri�cation son t p ossibles� une

v � eri�cation individuelle �ou lo cale� de c haque appariemen t et une v � eri�cation

globale d�un ensem ble d�appariemen ts�

�������� V � eri�c ation individuel le

Soien t v

i

et p

i

les deux v ecteurs d � ecriv an t la droite supp ort du segmen t

ob jet et v

�

i

et p

�

i

les v ecteurs d � ecriv an t la droite supp ort corresp ondan te dans

les donn � ees� Soit m

i

le p oin t milieu du segmen t ob jet et m

�

i

le p oin t milieu

du segmen t donn � ees� Soit l la longueur du segmen t ob jet et l

�

la longueur du

segmen t donn � ees� Le segmen t ob jet est appari � e a v ec le segmen t donn � ees si les

crit � eres suiv an ts son t resp ect � es �v oir les � equations ����� et ����� ainsi que la

�gure ����� �

k v

�

i

� R v

i

k

�

� �

�

k p

�

i

� R p

i

� t # �� R v

i

� � t � R v

i

k

�

� �

�

k m

�

i

� R m

i

� t k

�

� �

�

� l

�

i

� l

i

�

�

� �

�

Lorsque �

�

	 �

�

	 �

�

et �

�

son t p etits ces � equations garan tissen t une tr � es b onne

ressem blance en tre le segmen t donn � ees� et le segmen t ob jet�� Si ces crit � eres

son t satisfaits	 on p eut alors utiliser ce nouv el appariemen t p our incr � emen ter

le nom bre d�appariemen ts et mettre � a jour les param � etres de la transformation

ob jet�donn � ees�

�������� V � eri�c ation glob ale

Soien t main tenan t k appariemen ts	 c haque appariemen t individuel satisfai�

san t aux crit � eres qu�on vien t de d � ecrire� La qualit � e de cet ensem ble d�appari�
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Figure ���� Un se gment de dr oite est r epr � esent � e p ar un ve cteur dir e cteur v 	

un ve cteur de p osition p 	 son p oint milieu m et sa longueur l � Moyennant la

c onnaissanc e de la r otation et la tr anslation on p eut c omp ar er un se gment de

l�objet ave c un se gment des donn � ees�

men ts p eut � etre � ev alu � e en somman t sur les appariemen ts �

q

�

"

�

k

k

X

i ��

k v

�

i

� R

k

v

i

k

�

q

�

"

�

k

k

X

i ��

k p

�

i

� R

k

p

i

� t

k

# �� R

k

v

i

� � t

k

� R

k

v

i

k

�

q

�

"

�

k

k

X

i ��

k m

�

i

� R

k

m

i

� t

k

k

�

q

�

"

�

k

k

X

i ��

� l

�

i

� l

i

�

�

Dans ces � equations R

k

et t

k

d � esignen t la rotation et la translation cor�

resp ondan ts � a k appariemen ts	 di� � eren tes de la rotation et de la translation

calcul � ees lors de l� � etap e de pr � ediction�

������ Pr � ediction et v � eri�cation �D��D

Lorsque les donn � ees son t �D �une image� on p eut obtenir une solution p our

la rotation et la translation a v ec des p oin ts et
ou des segmen ts de droites� Il
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faut un minim um de � p oin ts p our d � eterminer les param � etres de p osition et

d�orien tation de l�ob jet par rapp ort au capteur �la cam � era� mais la solution

n�est pas unique� Chaque solution ainsi obten ue constituera une pr � ediction

qu�il faudra v � eri�er� De m � eme	 il faut au minim um � segmen ts de droite p our

d � eterminer la rotation et la translation mais l� a encore la solution n�est pas

unique� Si l�on disp ose d�un nom bre de corresp ondances plus � elev � e la solution

devien t unique �v oir c hapitre �� et on p eut alors asso cier une seule pr � ediction

�a un ensem ble de corresp ondances p oin t
p oin t ou droite
droite�

M � eme si une pr � ediction corresp ond � a un nom bre � elev � e de corresp ondances	

rien ne prouv e que la solution est correcte du p oin t de vue de la reconnaissance

d�ob jet �elle est correcte d�un p oin t de vue n um � erique�� Il faut donc en visager

une m � etho de de v � eri�cation de la pr � ediction� Comme aupara v an t la v � eri�cation

consiste � a mesurer la distance en tre un p oin t de l�ob jet et son homologue dans

l�imag e�

Soien t R et t les param � etres asso ci � es a v ec une pr � ediction et soit m

i

� m

�

i

une corresp ondance p oin t�ob jet
p oin t�image n�appartenan t pas � a l�ensem ble

d�appariemen ts asso ci � es a v ec la pr � ediction� Les co ordonn � ees de la pro jection de

m

i

dans l�image son t donn � ees par �

�

B

�

su

i

sv

i

s

�

C

A

"

�

B

�

�

u

� u

�

�

� �

v

v

�

�

� � � �

�

C

A

�

R t

�

t

�

�

�

B

B

B

�

X

i

Y

i

Z

i

�

�

C

C

C

A

o � u �

u

	 �

v

	 u

�

et v

�

son t les param � etres in trins � eques de la cam � era� L�appariemen t

m

i

� m

�

i

est v � eri� � e si l�in � egalit � e �

� u

i

� u

�

i

�

�

# � v

i

� v

�

i

�

�

� �

est v � eri� � ee	 � � etan t p etit� P our v � eri�er k appariemen ts il su�t de sommer la

grandeur qu�on vien t de calculer �

k

X

i ��

�� u

i

� u

�

i

�

�

# � v

i

� v

�

i

�

�

�

et de s�assurer qu�elle est inf � erieure � a un seuil�
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Figure ���� L a structur e de l�arbr e de r e cher che p our le p ar adigme pr � e dic


tion�v � eri�c ation�

��
� Arbre de rec herc he

La fa con la plus r � epandue de r � ealiser en pratique le paradigme pr � edic�

tion
v � eri�cation est par une rec herc he en pr ofondeur d�ab or d d�une structure

d�arbre �depth��rst tree searc h� ��� �	 ��� �	 ��� �	 ���� �	 ��� �	 ��� �	 ���� �	 ��� �	 ��� �	

��� �� La structure de cet arbre est celle de la �gure ����

Le premier niv eau de cet arbre	 juste apr � es sa racine	 est constitu � e de n�uds�

h yp oth � eses	 soit H

�

	 H

�

	 � � � H

m

� Chaque h yp oth � ese comp orte en fait le nom bre

minim um d�appariemen ts p ermettan t de calculer une transformation ob jet�

donn � ees� Puisqu�une telle h yp oth � ese d � etermine en ti � eremen t une p osition et

une orien tation de l�ob jet par rapp ort au capteur	 on p eut lui asso cier une

vue� de l�ob jet	 une vue � etan t d � e�nie par un ensem ble de caract � eristiques de

l�ob jet susceptibles d� � etre visibles p our une orien tation donn � ee� Ce son t ces

caract � eristiques visibles sous une h yp oth � ese qui v on t servir � a la v � eri�cation de
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cette h yp oth � ese�

Les niv eaux suiv an ts de l�arbre son t constitu � es de n�uds tels que c haque

n�ud repr � esen te un seul appariemen t� Un n�ud a

ij

d � ecrit une caract � eristique

m

i

de l�ob jet mise en corresp ondance a v ec une caract � eristique c

j

des donn � ees�

Si une caract � eristique ob jet n�a pas de corresp ondan t dans les donn � ees	 soit

parce qu�elle n�est pas visible	 soit parce que les donn � ees son t d � efaillan tes on

notera dans l�arbre un n�ud n ul��

A partir d�une h yp oth � ese comp ortan t p appariemen ts on consid � ere une nou�

v elle caract � eristique ob jet	 m

p ��

ainsi que l�ensem ble des caract � eristiques don�

n � ees qui p euv en t lui corresp ondre	 c

�

p ��

	 � � � c

k

p ��

	 �gure ���� Soit le premier

de ces appariemen ts m

p ��

�c

�

p ��

gr� ace � a qui on met � a jour les param � etres de la

transformation asso ci � ee � a l�h yp oth � ese en cours ainsi que les in terv alles de to�

l � erance asso ci � es a v ec ces param � etres� Si cet appariemen t est accept � e on mon te

dans l�arbre au niv eau p # � et ainsi de suite� Un c hemin dans un arbre com�

p orte un n�ud par niv eau� Un c hemin repr � esen te donc une solution	 soit un

ensem ble d�appariemen ts �

m

�

�c

�

� � � � � nul � � � � � m

i

�c

i

� � � �

Lorsqu�un c hemin n�est pas satisfaisan t	 la rec herc he fait un retour en arri � ere

jusqu�au dernier p oin t de c hoix �bac ktrac king�� Les p oin ts de c hoix apparaissen t

d � es lors qu�il y a plusieurs in terpr � etations p ossibles p our la m � eme caract � eris�

tique ob jet�

Les n�uds n uls� p ermetten t de sauter� une caract � eristique ob jet soit

parce que cette caract � eristique n�a pas de corresp ondan t	 soit parce que le

fait de lui attribuer un corresp ondan t est trop p � enalisan t� P ar exemple	 sur

la �gure ���� le fait d�accepter l�appariemen t � �qui est faux� p eut p � enaliser

fortemen t le co � ut de la reconnaissance� Dans cet exemple	 la solution ��n ul����

est p eut� � etre meilleure que la solution ��������

La question cruciale qui se p ose a v ec ce t yp e de m � etho des est de sa v oir

sur quelles bases d � ecide�t�on que le nom bre d�appariemen ts d�un c hemin de

l�arbre est une b onne solution� Une condition n � ecessaire est que les crit � eres

n um � eriques d � ev elopp � es aupara v an t �sections ������ et ������� soien t satisfaits�

Une autre condition est que le nom bre d�appariemen ts soin t le plus grand

p ossible	 v oire le plus grand� C�est cette deuxi � eme condition que nous allons

analyser main tenan t�

Soit H une h yp oth � ese en cours de v � eri�cation et soit n

H

le nom bre de
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H1 : {(mi/ci), i = 1...p}
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Figure ���� A p artir d�une hyp oth � ese c omp ortant p app ariements	 chaque

nive au dans l�arbr e de r e cher che c orr esp ond � a une � p # i �

� eme

c ar act � eristique de

l�objet en c ours de v � eri�c ation�
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caract � eristiques ob jet pr � edites visibles gr� ace aux param � etres de cette h yp oth � ese�

Si n est le nom bre total de caract � eristiques de l�ob jet on a n

H

� n � En pratique

ces n

H

caract � eristiques ne seron t pas toutes v � eri�ables dans les donn � ees p our

des raisons que nous a v ons d � ej� a discut � ees� On sera donc amen � e � a accepter une

solution telle que le nom bre d�appariemen ts k qui lui est asso ci � e est inf � erieur � a

n

H

� Une solution sera acceptable si �

� k est sup � erieur � a m

H

	 le nom bre minimum de caract � eristiques qui doiv en t

� etre pr � esen tes p our accepter l�h yp oth � ese H et k doit donc satisfaire � a � m

H

�

k � n

H

et

� parmi ces k appariemen ts il y a des caract � eristiques ob jet cl � es�	 c�est � a

dire des caract � eristiques ob jet don t la pr � esence dans l�image est indisp ensable�

P ar la suite nous analysons commen t on p eut tenir compte de ces deux

crit � eres p our acc � el � erer la rec herc he�

��
��� Abandon d�un c hemin

A partir du premier crit � ere qu�on vien t d� � etablir on p eut en visager une

strat � egie tr � es simple p our acc � el � erer la rec herc he dans l�arbre� L�id � ee est de

p ouv oir pr � edire le nom bre d�appariemen ts d�un c hemin et d�abandonner le

parcours de ce c hemin s�il est p eu probable d�am � eliorer la solution couran te�

Remarquons d�ab ord qu�� a c haque h yp oth � ese corresp ond un sous�arbre� Soit

donc un tel sous�arbre don t le n�ud de d � epart est un n�ud�h yp oth � ese � l�h y�

p oth � ese H � Si cette h yp oth � ese comp orte p appariemen ts et si le nom bre total

de caract � eristiques pr � edites visibles par cette h ypth � ese est de n

H

	 la profondeur

du sous�arbre est alors pr � ecis � emen t n

H

� p � Supp osons par ailleurs que p est

inf � erieur � a m

H

�

Soit i la profondeur du n�ud couran t du sous�arbre	 p � i � n

H

et supp o�

sons que l�on a d � ej� a appari � e s

i

caract � eristiques� s

i

est inf � erieur ou � egal � a i car

le c hemin couran t jusqu�� a la profondeur i p eut comp orter des n�uds n uls �pas

d�appariemen t�� Le nom bre de n�uds restan t � a parcourir le long de ce c hemin

est n

H

� i et on p eut donc esp � erer	 tout au mieux	 trouv er n

H

� i appariemen ts�

On p eut donc estimer la taille de la meilleure solution le long de ce c hemin	

soit � s

i

# � n

H

� i �� appariemen ts� Si s

i

# � n

H

� i � � m

H

alors cette solution ne

sera pas satisfaisan te et ceci p eut � etre pr � edit � a la profondeur i sans p erdre le

temps d�aller jusqu�au b out du c hemin� En conclusion �
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Si	 � a un stade quelc onque du p ar c ours d�un sous
arbr e asso ci � e � a une

hyp oth � ese H 	 le nombr e d�app ariements � s

i

 de la solution c our ante augment � e

du nombr e de c ar act � eristiques qui r estent � a v � eri�er est inf � erieur � a m

H

	 il faut

alors ab andonner le chemin c our ant et r evenir au dernier p oint de choix c ar

c ette solution ne ser a p as satisfaisante�

Ce concept d�abandon de parcours de c hemin est illustr � e sur la �gure ���� Le

m � eme concept p eut � etre utilis � e d � es qu�on estime qu�on ne p eut pas am � eliorer la

meilleure solution couran te� Soit en e�et k

max

le nom bre d�appariemen ts de la

meilleure solution disp onible � a un momen t donn � e au cours de la rec herc he dans

l�arbre� On abandonne la rec herc he si on se rend compte que	 lors du parcours

d�un c hemin	 on ne p ourra pas am � eliorer cette solution� On a donc �

Si	 � a un stade quelc onque du p ar c ours de l�arbr e le nombr e d�app ariements

� s

i

 de la solution c our ante augment � e du nombr e de c ar act � eristiques qui r estent

�a v � eri�er est inf � erieur � a k

max

	 il faut alors ab andonner le chemin c our ant et

r evenir au dernier p oint de choix c ar c ette solution ne ser a p as meil leur e que

la meil leur e solution disp onible�

��
��� Abandon d�une h yp oth � ese

La rec herc he sera d�autan t plus rapide que l�arbre aura un p etit nom bre

de n�uds� Le nom bre de n�uds d�un arbre d � ep end crucialemen t du nom bre de

n�uds de ses premiers niv eaux� Le premier niv eau � etan t constitu � e d�h yp oth � eses	

moins il y aura d�h yp oth � eses pr � edites	 plus la rec herc he sera e�cace�

Soit une h yp oth � ese couran te H �a qui son t asso ci � es des appariemen ts ainsi

que des param � etres de p osition et orien tation� Ces derniers param � etres carac�

t � erisen t g � eom � etriquemen t l�h yp oth � ese� Si ces param � etres co $ !nciden t a v ec les

param � etres d�une h yp oth � ese d � ej� a trait � ee	 fut�elle b onne ou mauv aise	 il y a de

fortes c hances que l�h yp oth � ese H qu�on s�appr � ete � a v � eri�er pro duise une solu�

tion � equiv alen te� En e�et plusieurs ensem bles d�appariemen ts di� � eren ts p euv en t

pro duire la m � eme solution g � eom � etrique � ceci est d � u aux sym � etries inh � eren tes

�a b eaucoup d�ob jets�

��
��� Ordonnancemen t des nuds

L�ordre dans lequel on consid � ere les caract � eristiques de l�ob jet p eut a v oir

une in%uence consid � erable sur la taille de l�espace de rec herc he� On p eut par
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profondeur i

H

profondeur nH

s   appariementsi

n  � i   noeuds
            restantsH

profondeur p

Figure ��
� A tout moment on p eut ab andonner le p ar c ours d�un chemin si

les n�uds r estants ne sont p as en nombr e su�sant p our c onstituer une solution

ou p our am � elior er la meil leur e solution�
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exemple classi�er les caract � eristiques d�un ob jet de la plus discriminan te � a la

plus am bigu $ e� Dans le cas de segmen ts de droite	 cela revien t � a classer les seg�

men ts par leur longueur	 du plus long au plus court� En e�et	 un segmen t long

a plus de c hances d� � etre vu dans l�image et a in trins � equemen t moins de cor�

resp ondan ts� Cette derni � ere propri � et � e est due au ph � enom � ene d�obstruction� Un

segmen t de l�ob jet	 p ouv an t � etre partiellemen t cac h � e	 p eut p oten tiellemen t cor�

resp ondre � a des segmen ts donn � es qui lui son t sup � erieurs ou � egaux en longueur�

Supp osons qu�on divise les segmen ts de l�ob jet en deux classes � segmen ts

longs et segmen ts courts et supp osons que les segmen ts longs constituen t les

premiers niv eaux de l�arbre	 juste au�dessus de la racine et les segmen ts courts

consituen t les derniers niv eaux de l�arbre� Soit i la profondeur de l�arbre � a la

jonction en tre les segmen ts longs et les segmen ts courts� Si l�on a constat � e que

les segmen ts longs son t pr � esen ts dans les donn � ees �disons � a ��&� cela v eut

dire qu�on est p eut� � etre sur le b on c hemin� Si la plupart de ces segmen ts son t

absen ts des donn � ees �disons � a ��&� cela v eut dire qu�on devrait abandonner

cette h yp oth � ese�

���� Un exemple � �DPO

Le syst � eme �DPO �Three Dimensional P art Orien tation� a � et � e d � ev elopp � e � a

SRI In ternational en ���� par l�un des auteurs en collab oration a v ec R� Bolles

et M� J� Hannah ��� �	 ��� �	 ��� �	 ��� �� Il s�agit d�une m � etho de p our reconna � !tre

et lo caliser un ob jet �D � a partir de donn � ees �D denses� obten ues gr� ace � a

un capteur st � er � eoscopique actif	 c hapitre �	 section ���� et �gure ����� �DPO

d � etermine la p osition et l�orien tation d�un ob jet dans le rep � ere du capteur ainsi

que la p osition relativ e de cet ob jet par rapp ort � a d�autres ob jets � quel ob jet

se trouv e au�dessus de la pile et est�il partiellemen t cac h � e par d�autres ob jets '

P our r � ep ondre � a cette question �DPO pro c � ede en trois � etap es� La premi � ere

� etap e consiste en des traitemen ts bas niv eau des donn � ees a�n d�extraire des

caract � eristiques propices p our la reconnaissance� La deuxi � eme � etap e consiste

en une pro c � edure pr � ediction
v � eri�cation d�appariemen t en tre les donn � ees et

le mo d � ele� La troisi � eme � etap e d � etermine la con�guration globale de la sc � ene

analys � ee en comparan t les donn � ees a v ec une image syn th � etique pro duite � a

partir du mo d � ele de l�ob jet et des param � etres de p osition et d�orien tation

pr � ec � edemmen t calcul � es�

La �gure ���� mon tre une image �D d�un ensem ble d�ob jets � a reconna � !tre et
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Figure ���� Une image de pr ofondeur obtenue gr� ac e � a un c apteur st � er � e osc o


pique actif� L es pixels sombr es c o dent des p oints � eloign � es et les pixels clairs

c o dent des p oints pr o ches du c apteur�

�a lo caliser� Dans cette image les niv eaux de gris co den t la hauteur en c haque

pixel	 les pixels som bres corresp ondan t � a des p oin ts � eloign � es et les pixels clairs

�a des p oin ts pro c hes du capteur� Cette image a � et � e obten ue tr anche p ar tr anche

ou ligne par ligne en d � epla can t le plan de lumi � ere du capteur transv ersalemen t

par rapp ort � a la sc � ene�

Cette image est tout d�ab ord trait � ee comme une image �D a�n d�extraire

les con tours� A c haque p oin t de con tour on asso cie ensuite ses co ordonn � ees

�D ce qui p ermet �nalemen t d�extraire des ar � etes �D� La �gure ���� mon tre

les con tours �D et les con tours �D� Ces con tours son t segmen t � es de fa con

�a obtenir des ar � etes circulaires et des ar � etes droites	 une ar � ete � etan t d � e�nie

comme l�in tersection de deux surfaces �deux plans ou un plan et un cylindre��

La �gure ���� mon tre une ar � ete droite et une ar � ete circulaire� Plus pr � ecis � emen t	

une ar � ete droite est d � e�nie par �

� longueur	

� p osition	

� orien tation de ses facettes

et une ar � ete circulaire est d � e�nie par �

� ra y on	

� longueur	
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Figure ���� L es c ontours �D �gauche et �D �dr oite extr aits d�une image de

pr ofondeur�

� p osition du cen tre	

� orien tation du plan con tenan t l�ar � ete�

La �gure ���� mon tre des cercles et des droites corresp ondan t � a des ar � etes

circulaires et droites extraites le long des con tours� Un syst � eme de mo d � elisation

g � eom � etrique a � et � e utilis � e p our d � ecrire l�ob jet � a iden ti�er� Ce mo d � ele con tien t

des informations de t yp e g � eom � etrique et top ologique �ou relationnelles�� Le

mo d � ele g � eom � etrique est tout simplemen t constitu � e d�une liste d�ar � ete droites

et circulaires telles qu�on vien t de les d � ecrire� Le mo d � ele top ologique d � ecrit la

mani � ere don t ces ar � etes son t reli � ees en tre elles� La �gure ����� mon tre le mo d � ele

de l�ob jet � a reconna � !tre�

L� � etap e de reconnaissance est bas � ee sur le paradigme pr � ediction
v � eri�cation

qu�on vien t de d � ecrire� On p eut remarquer qu�un appariemen t ar � ete�mod � ele
a�

r � ete�image d � e�nit � parmi les � param � etres de p osition et orien tation asso ci � es

a v ec une h yp oth � ese� Dans le cas d�une ar � ete droite la translation le long de

l�ar � ete n�est pas d � e�nie et dans le cas d�une ar � ete circulaire la rotation autour

de l�axe du cylindre corresp ondan t n�est pas d � e�ni ��gure ������ A partir d�une

telle h yp oth � ese la v � eri�cation est mat � erialis � ee par une rec herc he en profondeur

dans un arbre a�n de con�rmer ou d�in�rmer une h yp oth � ese� La �gure �����

mon tre le r � esultat de la reconnaissance et de la lo calisation des � ob jets pr � esen ts

dans la sc � ene� A partir de ces � ob jets pr � edits pr � esen ts dans la sc � ene	 du

mo d � ele g � eom � etrique asso ci � e et de la p osition et l�orien tation de c haque ob jet	
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Figure ���� L es deux c ar act � eristiques extr aites des images de pr ofondeur p ar

le syst � eme �DPO�

Figure ���� L es ar � etes cir culair es et dr oites d � ete ct � e es dans l�image de pr ofon


deur�
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Figure ����� Une vue ��l de fer� du mo d � ele g � e om � etrique de l�objet � a r e c on


na � �tr e� T outes les ar � etes de c et objet sont mo d � elis � e es p ar des ar cs de c er cle et

des se gments de dr oite�

on construit une image de profondeur synth � etique qui est compar � ee � a l�ima ge de

profondeur de la sc � ene� Cette comparaison p ermet de d � ecider p our c haque ob jet

quels son t les ob jets qui le cac hen t� La �gure ����� mon tre l�imag e syn th � etique

ainsi obten ue�
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Figure ����� R � esultat de la lo c alisation de � objets identiques dans la sc � ene

observ � ee� L a pr � ecision de la lo c alisation d � ep end du nombr e d�ar � etes visibles de

chaque objet ainsi que de la pr � ecision ave c laquel le chaque ar � ete est d � ete ct � ee

dans l�image�

Figure ����� Image synth � etique obtenue en utilisant la p osition et l�orientation

pr � ec � edemment c alcul � ees et en � eliminant les p oints d�un objet c ach � es p ar les

p oints d�un autr e objet�
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Chapitre ��

Des images �D aux surfaces

p oly � edriques

����� In tro ducti on

On se p ose le probl � eme de la reconstruction d�une sc � ene �D � a partir d�images

�D par vision st � er � eoscopique ��� �	 On consid � ere la sc � ene comme une surface

p oly � edrique
 les images comme ses pro jections
 et on rec herc he un p oly � edre

appro ximan t	 Ce chapitr e pr � esente des m � etho des p ermettant de g � en � er er une

appr oximation p oly � e drique des objets � a p artir des r � esultats de la vision st � er � e o�

sc opique� Ces m � etho des p euvent � etr e utilis � e es en aval de la vision st � er � e o �voir

chapitr e �� p our simpli�er le pr obl � eme de r e c onnaissanc e 	

����� Appro c he r � egions

L�id � ee d � ev elopp � ee par l�appro c he r � egions
 initialis � ee dans ��� �
 est de seg�

men ter en zones homog � enes les deux images d�une paire st � er � eoscopique	 Si on

supp ose que la sc � ene est un p oly � edre don t les facettes on t des niv eaux de gris

homog � enes
 les r � egions corresp onden t � a la pro jection de ces facettes planes	 La

mise en corresp ondance de ces r � egions p ermet l�obten tion de couples de r � egions

homologues
 c�est � a dire asso ci � ees � a la m � eme facette plane	 Un exemple d�al�

gorithme de mise en corresp ondance de r � egions par rec herc he de cliques maxi�

m ums dans le graphe d�asso ciation est d � ecrit dans ��� �	 Les facettes planes �D

s�obtiennen t en calculan t la meilleure homographie mettan t en corresp ondance

les segmen ts de con tour forman t les fron ti � eres des deux r � egions	 Les a v an tages

de cette appro c he son t 

���
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� la mise en corresp ondance des r � egions s�e�ectue relativ emen t ais � emen t


�a cause du grand nom bre d�attributs discriminan ts des primitiv es	 En e�et


dans la pratique l�utilisation des caract � eristiques des r � egions et des graphes

d�adjacence su�t p our la mise en corresp ondance �les con train tes g � eom � etriques

ne son t pas indisp ensables surtout p our des images couleurs� �

� on obtien t des morceaux de plans dans l�espace forman t une appro xi�

mation de la surface	 Une � etap e ult � erieure d�appro ximation n�est donc pas

n � ecessaire	

Cette m � etho de comp orte n � eanmoins des restrictions 

� la v alidit � e des r � egions obten ues d � ep end des crit � eres d�homog � en � eit � e c hoi�

sis ���� �	 Or
 p our des images naturelles bruit � ees
 les r � esultats de segmen tation

son t parfois instables �

� les r � egions d � e�nissen t p eu d�in v arian ts pro jectifs ce qui les rend di�ciles

�a manipuler en dehors des b onnes h yp oth � eses �pro jection d�une m � eme facette

plane�	 En fait il n�est pas ais � e de relier les propri � et � es radiom � etriques des r � egions

a v ec les surfaces asso ci � ees	

Cette appro c he r � egions a � et � e � etudi � ee dans plusieurs lab oratoires ��� 
 ���
 ����

mais se heurte
 p our l�instan t
 au fait que les propri � et � es radiom � etriques des ob�

jets son t actuellemen t encore p eu � etudi � ees ���� �	 L�appro c he con tour
 � a laquelle

est consacr � ee la partie suiv an te
 extrait des informations �ables mais r � eduites

de l�image
 et rep ousse une partie des probl � emes sur la structuration de ces

informations	

������� Mise en corresp ondance de r � egions

Les algorithmes de segmen tation en r � egions �v oir c hapitre � �Segmen tation

d�images en r � egions�� fournissen t une partition S d�une image qui p eut � etre

repr � esen t � ee par un graphe d�adjacence � � � S� L � o � u 

S � f R

�

� R

�

� � � � � R

n

g est l�ensem ble des r � egions


R

i

est l� � etiquette de la r � egion qui a � et � e donn � ee par la segmen tation


L � � R

�

� R

�

�� � � � est l�ensem ble des ar � etes du graphe


� R

i

� R

j

� existe si R

i

et R

j

son t des r � egions v oisines
 ainsi les n�uds R

i

et R

j

son t adjacen ts	

Le graphe � est un graphe v alu � e  un v ecteur attribut A � R

i

� est asso ci � e � a

c haque r � egion
 soit � a c haque n�ud	
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On asso cie aussi un v ecteur attribut G � R

i

� R

j

� � a c haque arc � R

i

� R

j

� 	

Soit �

L

� � S

L

� E

L

� et �

R

� � S

R

� E

R

� les graphes repr � esen tan t les segmen ta�

tions des images droites et gauc hes o � u 

S

L

� f L

�

� � � � � � � L

n

g est l�ensem ble des r � egions de l�image gauc he �

S

R

� f R

�

� � � � �R

m

g est l�ensem ble des r � egions de l�image droite	

Dans le cas o � u les deux images corresp onden t � a deux vues st � er � eoscopiques


il existe une disparit � e en tre l�image droite et l�imag e gauc he �v oir c hapitre � 

�Vision st � er � eoscopique��	 Ainsi
 les partitionnemen ts obten us p our les deux

images son t di� � eren ts et leur mise en corresp ondance revien t � a apparier de

mani � ere inexacte deux graphes v alu � es	 Une m � etho de e�cace est d�utiliser la

notion de graphe d�asso ciation in tro duite par Am bler �� �	 On d � ecrit dans la

suite un exemple d�algorithme bas � e sur le graphe d�asso ciation	

	
���	�	� Mise en c orr esp ondanc e et gr aphe d�asso ciation

Soit �

L

� � S

L

� E

L

� et �

R

� � S

R

� E

R

� les deux graphes r � esultan t de la

segmen tation des deux images de la paire d�images st � er � eoscopique	

Le graphe d�asso ciation G � � S� L � se construit comme suit 

� si deux r � egions L

i

� S

L

et R

j

� S

R

son t compatibles alors l�arc �

L

i

� R

j

� est inclu dans l�ensem ble S �

� un arc � L

i

� R

j

� est connect � e � a un autre arc � L

m

� R

n

� du graphe

d�asso ciation si l�appariemen t de L

i

a v ec R

j

est compatible a v ec l�appariemen t

de L

m

a v ec R

n

	

On p eut consid � erer que la meilleure mise en corresp ondance est asso ci � ee au

plus grand ensem ble de n�ud�corresp ondances qui son t m utuellemen t compa�

tibles	 Dans le graphe d�asso ciation cela corresp ond au plus grand ensem ble de

n�uds totalemen t connect � e  c�est � a dire une clique	 Ainsi les meilleures mises

en corresp ondance son t d � etermin � ees par les cliques maxim um s	

Comme la mise en corresp ondance in tervien t apr � es la segmen tation
 nous

n�a v ons pas de connaissances � a priori sur les images
 ainsi nous utilisons seule�

men t des relations de bas niv eau p our construire le graphe d�asso ciation	 En

cons � equence le graphe d�asso ciation p eut � etre incomplet
 nous ne rec herc herons

donc pas la clique maxim um mais simplemen t une comp osan te connexe �la plus

connect � ee p ossible�	
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���	��� Une m � etho de de mise en c orr esp ondanc e

Cette m � etho de d � ecrite dans ��� � comp orte deux � etap es principales	

La premi � ere S

�

est un pro cessus d�initialisation qui construit des paires de

r � egions homologues �r � egion gauc he et r � egion droite�	

La seconde S

�

utilise le r � esultat de l�initialisati on p our construire des com�

p osan tes connexes dans le graphe d�asso ciation
 nous l�app ellerons �mise en

corresp ondance secondaire�	 Cette � etap e revien t � a propager la mise en corres�

p ondance en utilisan t les relations de connexit � e	

��	�	�	�	� 	 Pro cessus d�initialisation

Soien t �

L

� � S

L

� E

L

� et �

R

� � S

r

� E

R

� deux graphes tels que ceux d � e�nis

pr � ec � edemmen t	

Chaque r � egion L

i

� S

L

est asso ci � ee � a un v ecteur attribut A � L

i

�
 de m � eme p our

c haque r � egion R

j

� S

R

	

Ce v ecteur attribut p eut par exemple comprendre les attributs d � e�nis au c ha�

pitre �  taille
 niv eau de gris mo y en
 v ariance
 amplitude de v ariation des

niv eaux de gris	

Cette � etap e S

�

classe les r � egions L

i

en fonction de la premi � ere comp osan te

du v ecteur attribut qui p eut � etre
 par exemple
 l�aire de la r � egion	 Ainsi
 p our

c haque r � egion L

i

prise dans cet ordre
 on rec herc he une r � egion R

j

qui v � eri�e

un nom bre de pr � edicats
 � egal � a la taille du v ecteur attribut	 Chaque pr � edicat

P

k

teste la ki � eme comp osan te du v ecteur attribut	 On d � e�nit P

k

comme suit 

P

k

� R

j

� � vrai � � � r � A

k

� L

i

� � A

k

� R

j

�� � �

k

�

o � u

A

k

� L

i

�est la ki � eme comp osan te de A � L

i

�

r � x� y � �

M I N � x� y �

M AX � x� y �

� x� y � R

�

� f � g

�

k

� etan t un seuil donn � e

Si plusieurs r � egions v � eri�en t les pr � edicats
 le meilleur candidat p our la mise

en corresp ondance est s � electionn � e par rapp ort � a la v aleur d�une fonction de

co � ut f

�

donn � ee par 
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f

�

�

X

k

�� � r � A

k

� L

i

� � A

k

� R

j

��� k � � � � � � � � si la taille du v ecteur attribut est �	

Le pro cessus S

�

met les paires de r � egions � L

i

� R

j

� dans une liste F

�

ordonn � ee

par rapp ort � a A

�

� L

i

�	 On d � e�nit ainsi p our c haque r � egion gauc he L

i

la r � egion

droite don t les attributs son t les plus pro c hes � R

j

�	

��	�	�	�	� 	 D � e�nitions

Av an t de d � ecrire la rec herc he de comp osan tes connexes du graphe d�asso�

ciation
 donnons quelques d � e�nitions 

D � e�nition d�un anne au 

Soit � � � S� E � le graphe de r � egions de l�image segmen t � ee	

Soit X � S une r � egion
 nous noterons H

X

� � V

X

� E

X

� le sous�graphe qui

con tien t tous les sommets connect � es � a X 
 X est app el � ee la r � egion milieu de

l�anneau H

X

	

D � e�nition d�une fonction d�orientation 

Soit � � � S� E � un graphe
 soit X � S et Y � V

X

deux r � egions v oisines	 On

notera � � X � Y � la fonction suiv an te 

� � X � Y �  R � R � �� � � � �

Soien t M

x

et M

Y

le cen tre d�inertie de X et Y 
 la v aleur de � � X � Y � est donn � ee

par l�angle form � e par M

X

M

Y

et l�horizon tale	

D � e�nition d�un se cteur 

Soit �

L

� � S

L

� E

L

� et �

R

� � S

R

� E

R

� les deux graphes d�une paire st � er � eosco�

pique segmen t � ee	 Soit X � S

L

et W � S

R

deux r � egions asso ci � ees resp ectiv emen t

�a leurs anneaux  H

X

� � V

X

� E

X

� et H

W

� � V

W

� E

W

�	 Soit Y � V

X

une r � e�

gion
 un secteur not � e S

X�Y

est l�ensem ble des r � egions d � e�nies comme suit �v oir

�gure ��	�	� 

U � V

W

� � W � U � � � � X � Y � � �

�

et

� � W � U � � � � X � Y � � �

�
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Mx

Y

My

X

Mw

W

Sx,y = {U1,U2,U3}

U2

U1

U3

Figure ����� D � e�nition d�un se cteur�

	
���	��� R e cher che de c omp osantes c onnexes

Cette � etap e consiste � a rec herc her les comp osan tes connexes les plus pro c hes

des �cliques maxim um s�	 On notera que seule une partie du graphe d�asso cia�

tion est construite ce qui � evite une complexit � e algorithmique trop imp ortan te	

Cela est r � ealis � e par le pro cessus S

�

qui s�initialise en prenan t le premier � el � e�

men t � X � W � de la liste F

�

p our l�ins � erer dans une seconde liste F

�

forman t

ainsi le premier n�ud du graphe d�asso ciation	 On ex � ecute ensuite les � etap es

suiv an tes 

�	 mise en c orr esp ondanc e inexacte des anne aux� H

X

et H

W



Les r � egions milieux de ces deux anneaux son t resp ectiv emen t X et W 	 Cette

� etap e fournit des nouv eaux n�uds �Y
U� o � u Y � H

X

et U � H

W

	 Ces nouv eaux

n�uds son t connect � es a v ec � X � W � et son t plac � es dans une liste F

�

	 Un co � ut de

mise en corresp ondance C

�

� Y � U� X � W � est asso ci � e a v ec c haque n�ud de F

�

	

�	 pr op agation et r � e�examen de vieil les p air es 

Les paires de r � egions obten ues � a partir de l� � etap e � p euv en t � etre utilis � ees comme

r � egions milieux p our mettre en corresp ondance de nouv eaux anneaux et p our

construire de nouv eaux n�uds du graphe d�asso ciation	 En fait
 si un candidat

couple � Y � U � est prop os � e comme un nouv eau n�ud
 les paires existan t dans

F

�

son t examin � ees p our v � eri�er si Y ou U on t d � ej� a � et � e asso ci � ees a v ec d�autres

r � egions	 Dans ce cas
 les fonctions co � ut de la nouv elle et de la vieille paire son t

compar � ees	 La meilleure paire est s � electionn � ee
 si c�est la nouv elle on l�ins � ere
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dans la liste F

�

�a la place de l�ancienne	

�	 �n du pr o c essus S

�



L� � etap e � est ex � ecut � ee jusqu�� a ce qu�il n�y ait plus de propagation et de r � e�

examen de paires de r � egions existan tes	 Cet � etat survien t lorsque 

� toutes les paires de r � egions p ossibles on t � et � e examin � ees


� toutes les paires p ossibles de r � egions d�une comp osan te connexe on t � et � e

examin � ees	

�	 r estaur ation du pr o c essus S

�

ou �n de la mise en c orr esp ondanc e 

S�il existe plusieurs comp osan tes connexes dans le graphe d�asso ciation �v oir

�gure ��	�	�
 le pro cessus S

�

stopp e apr � es la construction d�une comp osan te	

Alors la liste F

�

est utilis � ee p our restaurer le pro cessus S

�

	 Le premier � el � emen t

de la liste F

�

qui n�est pas inclu dans la liste F

�

est plac � e dans F

�


 il constitue le

premier n�ud d�une nouv elle comp osan te connexe	 Ainsi l� � etap e C est r � ep � et � ee	

Si toutes les paires de la liste F

�

on t � et � e examin � ees
 le pro cessus S

�

s�arr � ete	

Le pro cessus S

�

s�arr � ete toujours car les deux graphes son t �nis	

	
���	��� Corr esp ondanc e dur ant la c onstruction d�une c omp osante c onnexe

La mise en corresp ondance est r � ealis � ee par le pro cessus S

�

	 Deux r � egions

mises en corresp ondance X et W son t consid � er � ees comme les r � egions milieux

de deux anneaux H

X

et H

W

	 Les candidats U � H

W

p our un appariemen t

a v ec une r � egion Y � H

X

son t c hoisis � a l�in t � erieur du secteur S

X�Y

	 Ils doiv en t

v � eri�er plusieurs pr � edicats de la m � eme forme que ceux utilis � es p our l� � etap e

d�initialisation	 On p eut utiliser des pr � edicats prenan t en compte l�aire
 la

mo y enne des niv eaux de gris et les dimensions du rectangle d�aire minim um

des r � egions examin � ees	

P our c haque paire � Y � U � une fonction de co � ut C

�

� Y � U� X � W � comp os � ee de

deux parties est calcul � ee 

C

�

� Y � U� X � W � � d � Y � U � � f

a

�� X � Y � � � W � U ��

Le terme d � Y � U � prend en compte la disparit � e des attributs asso ci � es aux r � egions

Y et U et le terme f

a

�� X � Y � � � W � U �� la disparit � e en tre les arcs � X � Y � et

� W � U � des deux graphes de r � egions	
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Figure ����� Comp osantes c onnexes du gr aphe d�asso ciation�
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���	��� R � esultats de mise en c orr esp ondanc e et c onclusion

Cet algorithme a � et � e test � e sur des sc � enes d�in t � erieur � a partir de segmen ta�

tions obten ues par croissance optimale de r � egions �v oir c hapitre � �Segmen ta�

tion d�images en r � egions�� 	 On obtien t une mise en corresp ondance de deux

graphes comprenan t appro ximativ em en t ��� r � egions en quelques secondes CPU

sur une station SUN	 On remarquera que dans l�implan tati on d � ecrite pr � ec � edem�

men t seules les relations de connexit � e et les attributs des r � egions son t prises

en compte	 On p eut cep endan t
 sans rien c hanger � a la structure algorithmique


ra jouter des con train tes g � eom � etriques li � ees � a la vision st � er � eoscopique comme

la con train te � epip olaire �v oir c hapitre ��	 On notera que l�algorithme d � ecrit

n�est qu�un exemple de m � etho de de mise en corresp ondance inexacte de graphe

appliqu � ee � a l�appariemen t de r � egions	 D�autres m � etho des
 au moins aussi p er�

forman tes existen t
 Son princip e est iden tique � a celui de l�algorithm e de mise en

corresp ondance de segmen ts d � ecrit dans le c hapitre �
 section �	�	�	 n � eanmoins

elles rep osen t
 p our la plupart
 sur des princip es similaires	

������� Reconstruction de facettes planes

Apr � es l�obten tion d�un ensem ble de couples de r � egions homologues se 
 le

probl � eme se p ose de sa v oir commen t exploiter ces r � esultats p our la reconstruc�

tion de surfaces	 P our cela
 on p eut supp oser que c haque couple de r � egions

appari � ees est issu de la pro jection d�un m � eme ob jet plan	 Cette supp osition est

en particulier raisonnable dans le cas de sc � enes d�in t � erieur o � u il existe b eau�

coup de surfaces planes telles que les m urs ou les plafonds	 On p eut attac her

�a c haque r � egion les segmen ts qui corresp onden t � a l�appro xima tion p olygonale

de ses p oin ts fron ti � eres	 Ensuite on apparie les segmen ts corresp ondan t � a deux

r � egions homologues	 Gr� ace au faible nom bre de segmen ts p our c haque fron ti � ere

de r � egion
 ce probl � eme est ais � emen t r � esolu	 La mise en corresp ondance des seg�

men ts rend p ossible le calcul du meilleur plan �D
 au sens des moindres carr � es


sur lequel la surface
 don t la paire de r � egions est la pro jection
 s�appuie	

P our ce calcul
 on utilise une m � etho de d � ecrite dans ���� � et don t les princip es

son t les suiv an ts	 Quand un p oin t �D se d � eplace dans un plan
 les relations

en tre les co ordonn � ees de ses pro jections sur les images gauc he et droite son t

lin � eaires en co ordonn � ees pro jectiv es c�est � a dire homographiques dans l�espace

cart � esien	 Ainsi
 si nous connaissons au moins quatre lignes non parall � eles et
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leurs corresp ondan ts
 on p eut calculer la meilleure matrice de transformation

par le mo y en d�une tec hnique de moindres carr � es	 En�n
 de la matrice de

transformation
 on d � eduit les param � etres du plan �D corresp ondan t	 Ces calculs

son t d � ecrits pr � ecis � emen t dans ���� �	

On attac he donc � a c haque r � egion un plan �D sur lequel s�appuie la surface

don t elle est la pro jection	 On obtien t ainsi des surfaces �D planes existan t

dans la sc � ene �D	

On p eut noter que l�utilisation de r � egions p our la vision st � er � eoscopique se

justi�e lorsqu�il est p ossible de d � eduire facilemen t des informations sur les

surfaces �D de la sc � ene � a partir de leurs pro jections sur les plans image	 Dans

le cas o � u une analyse a v anc � ee des sc � enes �D est n � ecessaire p our relier les ob jets

aux r � egions et les r � egions aux surfaces �D constituan t les ob jets
 l�opp ortunit � e

de ce t yp e d�appro c he n�est pas � eviden te	

����� Appro c he con tours

Le princip e de l�appro c he con tours est d�extraire dans les deux images st � e�

r � eoscopiques des segmen ts de p oin ts de con tours corresp ondan t � a la pro jection

des ar � etes de la surface p oly � edrique ��� �	 Ces segmen ts son t mis en corresp on�

dance de mani � ere � a reconstruire des segmen ts �D forman t les ar � etes du p oly � edre

�v oir c hapitre ��	 On obtien t ainsi des segmen ts �D r � epartis dans l�espace et

on se p ose le probl � eme de reconstruire le p oly � edre don t les ar � etes son t ces mor�

ceaux de droite	 P our cela
 on p eut faire des h yp oth � eses sur la surface et mettre

en �uvre des m � etho des de minim isatio n ��� �
 a v ec la di�cult � e de d � eterminer

une b onne fonctionnelle � a optimiser incluan t les discon tin uit � es et un algorithme

d�optimisation e�cace � � �

Une autre alternativ e est de ramener ce probl � eme d�appro ximati on � a un

probl � eme com binatoire
 en le r � eduisan t consid � erablemen t gr� ace � a la con train te

de visibilit � e	 En e�et les triangles
 d � e�nis par les cen tres optiques des cam � eras et

les segmen ts �D
 tra v ersen t l�espace libre �dans l�h yp oth � ese de non�transparence

des ob jets�	 Ces triangles formen t un ensem ble de ra y ons	 On est donc ramen � e

�a rec herc her les p oly � edres
 pas n � ecessairemen t con v exes
 don t les ar � etes son t les

segmen ts et qui n�in tersecten t aucun ra y on	

Des m � etho des de g � eom � etrie algorithmique d � ev elopp � ees par ailleurs ��� 
 ���

app orten t des solutions � el � egan tes et e�caces � a ce probl � eme	 Deux appro c hes

de ce t yp e
 assez compl � emen taires
 on t � et � e prop os � ees ��� 
 ���	
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L�appro c he pr � esen t � ee dans ��� � consiste � a d � e�nir un ensem ble de plans de

coup e des donn � ees �segmen ts �D�
 � a d � eterminer dans c haque plan la section de

la surface
 puis � a relier les sections des plans successifs	 Si les plans con tien�

nen t les ra y ons de tous leurs p oin ts �in tersection du plan et des segmen ts� un

algorithme p ermet de reconstruire une solution unique p our c haque section	

Ensuite on obtien t un p oly � edre en relian t les p olygones d � e�nissan t les sections

a v ec une m � etho de de triangulation optimale	 Dans le cas d�une surface p oly�

� edrique simple cet algorithme fournit une solution exacte
 sinon un algorithme

de reconstruction par coup es bas � e sur la triangulation de Delauna y p eut � etre

mis en �uvre ��� �	

La force de cette m � etho de est essen tiellemen t l�utilisation d�une m � etho de

de reconstruction �D non heuristique et de faible complexit � e algorithmique ���

p our obtenir des sections planes successiv es	 On obtien t ainsi un co � ut calcu�

latoire tr � es faible p our d � eterminer l�espace libre � a partir d�un couple d�images

st � er � eoscopiques	 L�incon v � enien t r � eside dans la nature �	�D de cet algorithme	

En e�et
 dans le cas de plusieurs donn � ees st � er � eo
 la reconstruction de la surface

en tre les plans est heuristique et la mise � a jour de la repr � esen tation n�est pas

imm � ediate	

Une m � etho de de reconstruction r � eellemen t �D est d � ecrite dans ��� �	 Le prin�

cip e est de d � eterminer la triangulation de Delauna y �D des extr � emit � es des

segmen ts en imp osan t la con train te que les segmen ts soien t tous inclus dans

une ar � ete de Delauna y 	 Ensuite
 on supprime les facettes des t � etra � edres tra�

v ers � ees par un ra y on �sculpture�	 L�incon v � enien t de cet algorithme par rapp ort

au pr � ec � eden t est essen tiellemen t une complexit � e algorithmique b eaucoup plus

imp ortan te li � ee en particulier � a l� � etap e de sculpture	 De plus l�asp ect heuris�

tique de la triangulation de Delauna y o�re moins de p ossibilit � es p our induire

des strat � egies activ es de prises de mesure ���	

En e�et dans la r � ealit � e de la rob otique le probl � eme se p ose souv en t de la

mani � ere suiv an te  soit un capteur
 par exemple une cam � era vid � eo
 commen t

g � en � erer une suite de prises de mesure p ermettan t de reconstruire � a coup s � ur

un ensem ble d�ob jets p oly � edriques  Ce probl � eme est en partie r � esolu dans le

cas �D �� � et on p eut p enser qu�une adaptation de ces algorithmes aux donn � ees

st � er � eoscopiques serait p ossible	
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������� Reconstruction � a partir de m � etho des de ra y ons

	
���	�	� R ayons

On supp ose donc que les segmen ts �D issus du pro cessus de vision st � er � eosco�

pique ��� � corresp onden t aux ar � etes d�une surface p oly � edrique	 A�n de r � eduire

l�ensem ble des solutions p our la reconstruction de la sc � ene
 on in tro duit une

information suppl � emen taire  les ra y ons	

Les segmen ts d � etect � es son t observ � es depuis di� � eren ts p oin ts de vue situ � es

aux cen tres optiques des cam � eras	 Les triangles pleins form � es par un segmen t

et un cen tre optique de cam � era tra v ersen t donc l�espace libre et d � e�nissen t

des ra y ons �v oir �gure ��	�	�	 En e�et
 on supp ose les ob jets opaques et la

con train te de visibilit � e resp ect � ee	

La reconstruction de la sc � ene se ram � ene donc � a la rec herc he de surfaces

p oly � edriques don t les ar � etes son t les segmen ts et qui ne son t tra v ers � ees par

aucun ra y on	

Figure ����� R ob ot voyant des se gments�

	
���	��� Description de l�algorithme

Cette appro c he comp orte trois � etap es principales 
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�	 d � etermination d�un ensem ble de plans de coup e  calcul d�une suite de

sections planes des segmen ts �D	

�	 reconstruction de p olygones dans c haque plan de coup e  utilisation de

m � etho des de reconstruction de formes planes � a partir de ra y ons	

�	 reconstruction de surfaces en tre deux plans successifs  connexion des

p olygones obten us par des algorithmes de triangulation	

��	�	�	�	� 	 D � etermination des plans de coup e

On d � etermine une suite de plans de coup e � P

i

� telle que 

�	 les sections des segmen ts a v ec les � P

i

� ne s�in tersecten t pas deux � a deux 

la d � etermination de la surface se r � eduit donc � a sa reconstruction en tre c haque

couple de plans successifs	

�	 c haque extr � emit � e de segmen t est con ten ue dans un plan P

i

p our une

v aleur de i  les parties de surfaces en tre les plans cons � ecutifs p euv en t ainsi � etre

d � etermin � ees sans am biguit � e	

�	 c haque ra y on issu d�une extr � emit � e de segmen t est con ten u dans un plan

P

i

p our une v aleur de i  la section de la surface dans c haque plan de coup e

p eut alors � etre obten ue par des m � etho des de reconstruction de formes planes

a v ec des ra y ons	

Il faut noter que si ��� et ��� p euv en t � etre exactemen t v � eri� � es p our des

donn � ees st � er � eoscopiques
 il en est autremen t p our ���	 En e�et l�existence d�une

suite ordonn � ee de plans con tenan t tous les ra y ons des extr � emit � es des segmen ts

n�est assur � ee que si les cen tres optiques des cam � eras son t align � es ��� �	

Ainsi deux cas se pr � esen ten t 

�	 les cen tres optiques des cam � eras son t align � es  on d � etermine un faisceau

de plans passan t par la droite d � e�nie par les cen tres optiques � C � et con tenan t

les extr � emit � es des segmen ts � s

i

� �v oir �gure ��	�	�	

�	 les cen tres optiques des cam � eras ne son t pas align � es  on d � etermine un

ensem ble de coup es parall � eles con tenan t les extr � emit � es des segmen ts
 et tels

que les ra y ons p euv en t � etre appro xim � es par leur pro jection sur les plans �v oir

�gure ��	�	�	
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Figure ����� R ayons et se gments�
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s6

s4

s3

s2

rayon approxime’
rayon

plans de coupe

Figure ����� Appr oximation des r ayons� les plans sont en p ointil l � es�
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���	��� R e c onstruction dans les plans de c oup es

Cette � etap e p ose le probl � eme de la reconstruction de p olygones non con v exes

�a partir de leurs sommets	 En g � en � eral
 p our un ensem ble donn � e de sommets on

obtien t plusieurs solutions p our le con tour �v oir �gure ��	�	�	

Figure ���	� Points mesur � es et quelques solutions p our le c ontour de l�objet�

Si on a joute des ra y ons asso ci � es aux p oin ts mesur � es on obtien t une solution

unique dans le cas d�un seul ob jet �� � �v oir �gures ��	�	
 ��	��	 et ��	��	�	 La

m � etho de d � ecrite dans �� � p ermet de d � eterminer en temps optimal � O � nl og � n ��

un ordre total sur l�ensem ble des p oin ts mesur � es
 d � e�nissan t le p olygone solu�

tion dans le cas o � u ces p oin ts appartiennen t � a un ob jet unique et simplemen t

connexe	

Le princip e de cette m � etho de est bas � e sur l�algorithme suiv an t �� � 

Soit p � f p

�

� p

�

� � � � p

n

g l�ensem ble des p oin ts mesur � es et L � f L

�

� L

�

� � � � L

n

g

l�ensem ble des ra y ons corresp ondan ts	 On supp ose que les L

i

son t des courb es

semi�in�nies a y an t p our origines les p oin ts P

i

	 Le probl � eme est de joindre les

p oin ts de P par des segmen ts de droite qui n�in tersecten t pas les ra y ons de L ce

qui revien t � a trouv er une appro ximation p olygonale de l�ob jet �v oir �gure ��	�	�	

On mon tre les deux th � eor � emes suiv an ts �� � 

Th � eor � eme 	

Si on supp ose
 sans p erte de g � en � eralit � e
 qu�un sommet de l�en v elopp e con v exe

des p oin ts mesur � es � P � est c hoisi comme origine et un sens de parcours donn � e

�par exemple le sens des aiguilles d�une mon tre�	 Alors les sommets de l�en v e�

lopp e con v exe apparaissen t dans le m � eme ordre dans la solution p olygonale du

probl � eme lorsque l�on parcourt les sommets de l�en v elopp e con v exe	
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Figure ���
� Points et r ayons�

Th � eor � eme �

Soien t a

i

et a

i ��

deux sommets cons � ecutifs de l�en v elopp e con v exe	 Alors tout

p oin t C don t le ra y on in tersecte le segmen t � a

i

a

i ��

� de l�en v elopp e con v exe est

en tre a

i

et a

i ��

dans l�ordre des p oin ts d � e�nissan t la solution du probl � eme	

Le probl � eme de reconstruction se r � eduit donc � a trier les classes de p oin ts don t

les ra y ons in tersecten t la m � eme facette de l�en v elopp e con v exe C H 	 Cela est

r � ealis � e a v ec la r � egle de comparaison suiv an te 

R � egle de c omp ar aison

c

�

est a v an t c

�

� c

�

� c

�

� si une des deux prop ositions suiv an tes est vraie �v oir

�gure ��	�	� 

�	 i

c

�

�in tersection du ra y on de c

�

a v ec � a

i

a

i ��

� est a v an t i

c

�

sur l�ar � ete

orien t � ee a

i

a

i ��

et si le nom bre d�in tersection en tre les ra y ons corresp ondan ts

C

�

et C

�

dans l�en v elopp e con v exe est pair	

�	 i

c

�

est apr � es i

c

�

sur le con tour orien t � e a

i

a

i ��

et le nom bre d�in tersection

des ra y ons C

�

et C

�

dans l�en v elopp e con v exe est impair	

L�algorithme de reconstruction se d � eriv e directemen t soit 

A lgorithme

�	 p our c haque sommet c de P � C H trouv er la premi � ere in tersection du

ra y on C asso ci � e � a c a v ec l�en v elopp e con v exe et former les classes d� � equiv alence
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c1->c2c2->c1

c1 -> c2c2 -> c1

c2c1
c2

c1c2

ai+1

ic2ic1
ai

c2
c1

ai+1

ic2ic1
ai

c1$

Figure ����� Il lustr ation de la r � egle de c omp ar aison � l�or dr e c orr e ct est donn � e

dans les di� � er ents exemples�
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corresp ondan t � a tous les sommets de l�en v elopp e con v exe	

�	 trier c haque classe d� � equiv alence en utilisan t par exemple l�algorithme

Quicksort et la r � egle de comparaison	

Figure ����� R ayons asso ci � es aux p oints mesur � es�

Lorsque les ra y ons son t concouran ts
 l�algorithme d � ecrit dans �� � se ram � ene

�a un tri des ra y ons selon leurs orien tations �v oir �gure ��	��	�	 Dans le cas de

segmen ts observ � es d�un seul p oin t de vue cette m � etho de p eut � etre utilis � ee a�n

de reconstruire la section de la sc � ene dans c haque plan de coup e	

Dans le cas de plusieurs ob jets
 l�informatio n induite par les ra y ons p er�

met d�obtenir une reconstruction incluan t la solution exacte ���	 Un algorithme

consistan t � a suivre les en v elopp es externes des ra y ons ��� � p ermet alors de d � e�

terminer les p olygones corresp ondan t aux fron ti � eres des ob jets	 Cette m � etho de

p eut � etre utilis � ee lorsque les segmen ts son t observ � es de di� � eren ts p oin ts de vue	

Son princip e est d�iden ti�er les plus p etits p olygones con tenan t les ob jets par

calcul des p oin ts d�in tersection des ra y ons en tre eux �v oir �gure ��	��	�	

Si on implan te ces deux algorithmes �reconstruction par tri et reconstruction

par suivi des en v elopp es externes� sur une station de tra v ail SUN��
 on obtien t

des temps de calcul de l�ordre d�une seconde p our une cen taine de p oin ts	 Les

�gures ��	��	 � a ��	��	 pr � esen ten t quelques r � esultats obten us sur des donn � ees
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Figure ������ Plus p etit p olygone dans le quel est inclu l�objet �envelopp e

externe des r ayons��

Figure ������ Solution unique p our le c ontour de l�objet dans le c as d�une

forme p olygonale p our laquel le on a mesur � e tous les sommets�
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vC

M6
M5

M4

Ml

M3

M2

M1

impossible

Figure ������ T ri des r ayons selon leurs orientations�

Figure ������ Suivi de l�envelopp e externe des r ayons�
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syn th � etiques	

Figure ������ Points et r ayons�

Figure ������ Polygone c orr esp ondant � a la �gur e pr � ec � edente�
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Figure ����	� Points et r ayons�

Figure ����
� Envelopp es externes des objets c orr esp ondant � a la �gur e pr � e�

c � e dente�
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Figure ������ Polygones c orr esp ondant aux envelopp es externes de la �gur e

pr � ec � edente�

	
���	��� R e c onstruction de surfac es joignant les p olygones

Dans le cas d�un ob jet simple on p eut utiliser une m � etho de optimale de

triangulation in tro duite par F uc hs ��� �	 On obtien t la triangulation qui minimi se

la somme de la longueur des ar � etes ���� � par rec herc he d�un c hemin optimal

dans le graphe de triangulation	

Les princip es de cet algorithme de triangulation son t les suiv an ts ���� � 

Soit L

�

� � P

�

� ��P

m

� la liste ordonn � ee des p oin ts d�un con tour simple situ � e dans

un plan	 De m � eme soit L

�

� � Q

�

� � � � Q

n

� la liste ordonn � ee des p oin ts d�un autre

con tour simple situ � e dans un plan parall � ele au premier �v oir �gure ��	��	�	

On p eut par exemple supp oser que la triangulation rec herc h � ee con tien t les

ar � etes Q

�

P

�

et Q

n

P

m

	 On repr � esen te l�ensem ble des triangulation p ossibles � a

l�aide d�un graphe G � � C

ij

� N � asso ci � e � a L

�

et � a L

�

�v oir �gure ��	��	�	

Les n�uds de ce graphe not � es C

ij

repr � esen ten t un segmen t � P

i

Q

j

� joignan t

le p oin t P

i

de L

i

au p oin t Q

j

de L

�

	 Un arc A � � C

ij

� C

ik

� de G qui join t C

ij

�a C

ik

repr � esen te le triangle P

i

Q

j

Q

k

	

Or la triangulation rec herc h � ee v � eri�e 

�	 si le segmen t � P

i

Q

j

� appartien t � a la triangulation alors � P

i ��

Q

j

� ou

� P

i

Q

j ��

� appartien t aussi � a la triangulation	 Cela signi�e que tout n�ud C

ij
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Pj
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P1

Pm
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Q2Q1

Figure ������ Contours dans des plans p ar al l � eles�

Cnm

PmP5P4P3P2P1

Qn

Q6

Q5

Q4

Q3

Q2

Q1

C21

C12C11

Figure ������ Gr aphe des triangulations�
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du graphe asso ci � e est reli � e par un arc aux n�uds C

i � j ���

et C

� i ��� j

	

�	 tout p oin t du con tour est reli � e � a au moins un p oin t de l�autre con tour	

Soit une triangulation corresp ond � a un c hemin dans G du n�ud C

��

au n�ud

C

mn

passan t au moins une fois sur c haque ligne et une fois sur c haque colonne	

�	 les ar � etes de la triangulation ne se croisen t pas  Si un c hemin dans G 


repr � esen tan t une triangulation de L

�

L

�

passe par C

ij

et C

� i ��� j

alors il ne p eut

pas passer par C

i � j ���

� d�o � u l�orien tation du graphe G 	

T oute triangulation asso ci � ee aux con tours L

�

et L

�

est donc repr � esen t � ee par

un c hemin de G joignan t C

��

�a C

mn

	 On p eut asso cier � a un tel c hemin un co � ut

caract � eristique de la triangulation corresp ondan te  longueur des ar � etes ���� �


v olume compris en tre les deux plans de coup e � � � La rec herc he de la meilleure

triangulation se ram � ene alors � a la rec herc he d�un c hemin optimal dans le graphe

des triangulations G 	 Cet algorithme se met en �uvre ais � emen t en utilisan t des

relations r � ecursiv es en tre les longueurs des c hemins optimaux	

Dans le cas de plusieurs ob jets on p eut utiliser un algorithme de reconstruc�

tion bas � ee sur la triangulation de Delauna y ��� �	 Son princip e est de calculer la

triangulation de Delauna y des p oin ts des deux sections
 puis de supprimer les

t � etra � edres � a l�ext � erieur des ob jets �c haque section d � e�nit des con tours ferm � es�

ou pro v o quan t des singularit � es �s�appuy an t sur un p oin t ou une ar � ete�	

������� Reconstruction par sculpture de la triangulati on de Delau

na y

Une autre alternativ e d � ev elopp � ee dans ��� � consiste � a construire la triangu�

lation de Delauna y ��� � des extr � emit � es des segmen ts �D en con traignan t c haque

segmen t � a � etre une ar � ete de Delauna y 	 La triangulation de Delauna y corresp on�

dan t au pa v age de l�espace le plus isotrop e p ossible �dans le cas �D on mon tre

que la triangulation de Delauna y est la triangulation la plus � equilat � erale p os�

sible�
 on obtien t ainsi les relations de v oisinage les plus vraisem blables	 On

p eut donc supp oser que la surface p oly � edrique con tenan t les ob jets de la sc � ene

est incluse dans le pa v age de Delauna y 	 La con train te de visibilit � e implique

que toutes les facettes planes tra v ers � ees par des ra y ons �v oir partie pr � ec � eden te�

n�existen t pas �ou son t transparen tes�	 On � elimine les facettes des t � etra � edres

de Delauna y tra v ers � es par les ra y ons d � e�nis par les segmen ts �D et les cen tres

optiques des cam � eras	 Ainsi on obtien t un ensem ble de t � etra � edres d � e�nissan t un
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v olume et une surface p oly � edrique qui constitue une appro ximation des surfaces

de la sc � ene �D	

L�a v an tage de cet algorithme par rapp ort au pr � ec � eden t est qu�il s�adapte

automatiquemen t au cas de plusieurs vues a v ec des p ositions quelconques p our

les cen tres optiques	 L�incon v � enien t r � eside dans la complexit � e algorithmique de

la triangulation con train te et surtout de l� � eliminati on des t � etra � edres qui cac hen t

des segmen ts	

������� R � esultats exp � erimen taux et conclusion

Ces deux algorithmes on t � et � e implan t � es et test � es sur des donn � ees st � er � eo�

scopiques r � eelles	 Le r � esultat de la reconstruction est un ensem ble de facettes

triangulaires d � e�nissan t une surface p oly � edrique	 Les r � esultats obten us son t

satisfaisan ts et assez similai res p our les deux m � etho des	 P our la premi � ere m � e�

tho de �reconstruction � a partir de coup es� on obtien t p our deux cen t segmen ts

un temps de calcul de l�ordre d�une dizaine de secondes sur une station SUN��	

Ces tra v aux illustren t l�in t � er � et des m � etho des de reconstruction de formes

a v ec des ra y ons p our l�extraction de surfaces � a partir de donn � ees st � er � eosco�

piques	 En e�et ce t yp e d�appro c he conduit � a des algorithmes non heuristiques


de faible complexit � e
 et qui ne requi � eren t aucune information � a priori	



Chapitre ��

Des images v olumiques �D � a la

g � eom � etrie des surfaces

Dans ce c hapitre nous d � ecriv ons l�extraction et la caract � erisation de surfaces � a

partir d�images v olumiques �D� Nous pr � esen tons des r � esultats exp � erimen taux

obten us sur des images m � edicales�

����� D � etection de con tours �D

De nom breuses applications industrielles ou m � edicales fournissen t des images

�D repr � esen tan t une information v olumique� Les tec hniques mo dernes comme

la tomographie �CT� pro duisen t des images �D o � u le niv eau de gris est pro�

p ortionnel � a la densit � e lo cale� P ar exemple� dans le domaine biom � edical des

images �D son t obten ues par r � esonance magn � etique n ucl � eaire �IRM�� scanner

X� ou � ec hographie� Ainsi p our de telles donn � ees les v olumes pr � esen tan t une dis�

tribution homog � ene en niv eaux de gris corresp onden t aux en tit � es de la structure

�D� Ces v olumes p euv en t 	 etre obten us soit en partitionnan t l�image �D en zones

homog � enes �appro c he r � egions�� ou en iden ti
an t les discon tin uit � es des niv eaux

de gris corresp ondan t � a la trace des surfaces �appro c he con tours�� La segmen�

tation d�images �D ou �D en r � egions p ose le d � elicat probl � eme de trouv er des

crit � eres d�homog � en � eit � e ad � equats� On remarque que les algorithmes de segmen�

tation d � ecrits dans le c hapitre � s�adapten t naturellemen t � a la segmen tation des

images �D� Malgr � e cette ad � equation on c hoisit le plus souv en t une appro c he

con tour qui sem ble� p our ce probl � eme� a v oir de meilleures qualit � es de stabilit � e

et un moindre co 	 ut calculatoire� La plupart des appro c hes comprennen t deux

��
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� etap es successiv es � d � etection de con tours �D par 
ltrage puis suivi de con tours

�D en utilisan t des propri � et � es morphologiques�

Ainsi une premi � ere � etap e p our iden ti
er ces surfaces est de rec herc her leur

trace en utilisan t seulemen t l�informati on du signal� Les p oin ts des surfaces son t

lo calis � es o � u le gradien t de la fonction des niv eaux de gris est lo calemen t maxi�

m um� On retrouv e le probl � eme classique de la d � etection de con tours largemen t

� etudi � e p our des images �D ��� � �� � ���� mais b eaucoup moins dans le cas �D�

A la base� la d � etection de con tours �D ou �D p osen t le m 	 eme probl � eme� soit la

d � etection des discon tin uit � es d�une fonction discr � ete et bruit � ee ��D ou �D��

La plupart des op � erateurs de d � etection de con tours �D son t issus d�une g � e�

n � eralisation en �D des op � erateurs �D ��� � ���� Leur princip e est d�appro ximer

le gradien t ou le laplacien de l�imag e en utilisan t des masques de con v olution�

Un compromis en tre la taille des masques de con v olution et leurs p erformances

de d � etection et de lo calisation est alors � a trouv er� P articuli � eremen t dans le

cas �D� la taille parfois consid � erable des donn � ees rend la complexit � e algorith�

mique et l�espace m � emoire essen tiels p our la d � etection de con tours� Ainsi la

taille des masques de con v olution utilis � es p our implan ter l�op � erateur ne p eut

	 etre trop imp ortan te a
n d� � eviter un co 	 ut calculatoire trop � elev � e� La con v o�

lution d�une image �D dimx � dimy � dimz par un masque n � n � n co 	 ute

o � n

�

dimxdimy dimz �� P ar exemple cette complexit � e rend quasimen t imp ossible

�sur une mac hine s � equen tielle classique� l�utilisation de masques de taille plus

imp ortan te que  �  �  p our une image �� � �� � ���� Ainsi une limitati on

imp ortan te de la plupart des op � erateurs �lin � eaires� de d � etection de con tours �D

r � eside dans l�utilisation de p etits masques de con v olution tr � es sensibles au bruit�

Une autre di�cult � e� th � eorique celle�ci� p os � ee par la d � etection de con tours �D�

et que partage d�ailleurs le cas �D� est l�estimation des p erformances des op � era�

teurs� En e�et� le plus souv en t� on d � eriv e des op � erateurs �D ou �D d�op � erateurs

�D optimaux par rapp ort � a un mo d � ele mono dim ensionnel� Une question in t � e�

ressan te est alors p os � ee par l� � ev aluation des p erformances des op � erateurs p our

des mo d � eles non plus �D mais �D ou �D� Des r � ep onses partielles � a ces deux

probl � emes �complexit � e et � ev aluation th � eorique des p erformances� son t amen � ees

par le 
ltrage s � eparable r � ecursif et une g � en � eralisation en �D et �D des crit � eres

de Cann y ���� ��

A cause du bruit� cette � etap e de 
ltrage n�est parfois pas su�san te p our

obtenir des r � esultats p ouv an t 	 etre utilis � es p our la reconstruction et la mo d � eli�

sation des surfaces� De mani � ere � a am � eliorer la carte des con tours �D� il p eut 	 etre
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utile d�in tro duire des informations morphologiques ���� �� On p eut par exemple

utiliser un algorithme de suivi de con tours �D r � esultan t d�une extension d�une

m � etho de de fermeture de con tours �D ��� ��

������� Gradien t et laplacien d�une image �D

Le 
ltrage s�implan te par cascade de 
ltrages r � ecursifs �D et est d � ecrit au

c hapitre � p our le cas �D� Le cas �D est une simple g � en � eralisation�

Une fois le 
ltre et le t yp e d�appro c he c hoisis �v oir c hapitre ��� nous calculons

le gradien t ou le laplacien comme suit � Soit I � x� y � z � une image �D et G � x� y � z �

le gradien t de I �

G � �

� I

� x

�

� I

� y

�

� I

� z

�

t

Le calcul des comp osan tes du gradien t est r � ealis � e en calculan t des images

� D

i

� corresp ondan t aux d � eriv � ees par rapp ort � a � x� y � z � � � x

�

� x

�

� x

�

� par une

cascade de 
ltrage �D comme suit �

p our i � � � � � � faire

�

�

�

�

�

D

i

� I

p our j � �� � � � �� nf i g faire

� D

i

� D

i

� s � x

j

�

D

i

� D

i

� d � x

i

�

o � u s � x � et d � x � son t resp ectiv emen t les op � erateurs de lissage et de d � eriv � ee

premi � ere � d � x � � s

�

� x � aux constan tes de normalisation pr � es��

P our une image de dimensions dimx � dimy � dimz le calcul des comp o�

san tes du gradien t demande � con v olutions par p oin t� Ainsi� nous obtenons

p our la totalit � e du calcul � dimxdimy dimz con v olutions par p oin t� Si on utilise

une implan tation directe a v ec un masque de con v olution �D de taille k � nous

obtenons une complexit � e de l�ordre de � � k dimxdimy dimz � Un 
ltre r � ecursif

d�ordre r p ermet de la r � eduire � a � � r dimxdimy dimz �

Le laplacien p eut 	 etre calcul � e en additionnan t les d � eriv � ees secondes� Le calcul

des d � eriv � ees secondes p eut 	 etre r � ealis � e en utilisan t le m 	 eme algorithme que p our

les d � eriv � ees premi � eres o � u on remplace l�op � erateur de d � eriv � ee premi � ere d par

l�op � erateur de d � eriv � ee seconde� On p eut aussi calculer directemen t le laplacien

par 
ltrage r � ecursif� ce qui p ermet de dimin uer le co 	 ut du 
ltrage ��� ��






































































































































































































