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Chapitre 1
Réalisabilité

Nous nous contenterons de rappeler quelques notions de base sur la réalisabilité. Des
définitions et des résultats précis sur ce sujet peuvent se trouver dans Troelstra [41] et
aussi dans Beeson [2]. Nous nous intéresserons surtout a I'aspect “informatique” de cette
notion. La fin de ce chapitre contient les définitions formelles des systémes F|, et du Calcul
des Constructions.

1.1 Généralités

La notion de réalisabilité a d’abord été introduite par Kleene [26]. La réalisabilité est une
interprétation des propositions intuitionnistes par des ensembles d’objets. Ces objets sont
des justifications des propositions, ils représentent la trace calculatoire des arguments
logiques de la preuve. L’interprétation de A = B sera un “moyen” de transformer le
contenu calculatoire de A en contenu calculatoire de B. Le contenu calculatoire d’une
proposition existentielle 3x. P(z) sera composé d’un objet ¢ associé au contenu calculatoire
de P(t).

En pratique, on définit, pour toute proposition A d’un systéme intuitionniste, une formule
“e réalise A” par récurrence sur la structure de A. On dira que A est réalisable s’il existe
un objet t tel que la propriété “t réalise A” soit vérifiée. I'objet t est alors appelé une
réalisation de A. Une notion de réalisabilité est valide si elle vérifie la propriété suivante :
St une formule A est prouvable sous les hypothéses Ay, ..., A, et si chaque A; est réalisable,
alors A est réalisable. Cette démonstration se fait en général par récurrence sur la structure
de la dérivation de A. En particulier, elle fournit un moyen effectif d’extraction d’une
réalisation e de A a partir de sa preuve.

Des notions de réalisabilité ont été introduites pour de nombreux systémes. Ces notions
se différencient par la nature de 'objet e qui peut étre par exemple un entier, une fonction
ou un terme. La propriété “e réalise A” peut étre une formule d’un systéme formel ou bien
une notion sémantique. Pour certaines notions de réalisabilité, toute formule réalisable est
également, prouvable.



A quoi sert la réalisabilité ?

Les notions de réalisabilité servent a prouver certaines propriétés des systémes intuition-
nistes. On pourra par exemple prouver des propriétés d’existence telles que

Si FAV B alorssoit FA soit B

ou bien
Si F dz.Px alors il existe t tel que + P(%).

Pour montrer ceci, on utilise des notions de réalisabilité telles que la définition de “AV B
est réalisable” contienne la propriété “+ A ou = B”. Le théoréme de validité nous dit que
si AV B est prouvable alors AV B est réalisable, ce qui permet de conclure.

Une seconde application de la réalisabilité est de prouver la cohérence de certains axiomes.
En effet, si la notion de réalisabilité vérifie que ’absurde n’est pas réalisable, alors toute
proposition réalisable est cohérente avec la théorie. Supposons que A soit réalisable et que
de A on puisse déduire I'absurde (A = L), alors le théoréme de validité nous assurerait
que l'absurde est réalisable. On montre ainsi par exemple la cohérence de 'axiome du
choix dans I'arithmétique des types finis HA,. On peut a ’aide de notions de réalisabilité
montrer des résultats de non prouvabilité. On montrera par exemple que le principe de
Markov n’est pas réalisable (donc non prouvable) dans HA,,.

Plus récemment, des notions de réalisabilité ont été introduites dans le but de dériver
des programmes a partir de preuves constructives. C’est le cas par exemple des systémes
PX de S. Hayashi [24], Nuprl de R. Constable [6] ou AF, de J.L. Krivine [27] que nous
étudierons plus tard. Dans de tels systémes, on s’intéresse plus particuliérement a la forme
du programme qui réalise une certaine formule.

Contenu calculatoire

Les notions de réalisabilité mettent en évidence le caractére intuitionniste des propositions.
Lorsqu’on fait une preuve de A V B, on peut en extraire une information booléenne qui
nous dit si ¢’est A ou bien B qui a été prouvé. De méme une preuve intuitionniste de
Jz.P(x) nous fournit un témoin ¢ de la validité de P. Au contraire certaines propositions
ont un contenu calculatoire indépendant d’'une preuve particuliére. Il n’y a par exemple
qu’une maniére de réaliser A A B, c¢’est de prendre la paire des réalisations de A et de B.
Les propositions atomiques sont réalisées en général par une constante dés qu’elles sont
prouvables.

On dégage pour une notion de réalisabilité donnée une classe de propositions qui ont des
réalisations connues a priori. Nous appelerons préréalisées de telles propositions. Pour la
réalisabilité modifiée dans HA,,, par exemple, les propositions de la forme —A sont préréa-
lisées. Ceci permet de montrer la réalisabilité du schéma d’indépendance des hypothéses :

(A= Ju.P(z)) = 3Jz.(-A= P(z))



Application informatique

La notion de réalisabilité est la clef de l'utilisation de systémes de preuves intuition-
nistes pour le développement de programmes corrects. C’est en effet cette notion qui
nous permettra d’extraire d’une preuve intuitionniste d’une proposition un “programme”
qui satisfait certaines propriétés. Pour une telle application de la réalisabilité, nous nous
attacherons a ce que la réalisation e s’écrive dans un langage proche des langages de pro-
grammation usuels. Il sera important que les hypothéses sous lesquelles nous développons
la preuve soient réalisables de maniére a obtenir effectivement un programme exécutable.
La notion de proposition préréalisée servira a I’optimisation du code obtenu. En effet, nous
pourrons ignorer certaines preuves et les remplacer par des constructions préalablement
connues.

Organisation du Chapitre 1

Nous rappelons d’abord la définition de le réalisabilité récursive de Kleene pour l'arith-
métique intuitionniste du premier ordre.

Nous donnons ensuite la définition de trois notions de réalisabilité. Tout d’abord la réalisa-
bilité modifiée pour 'arithmétique des types finis. Cette notion de réalisabilité correspond
a l'extraction de programmes simplement typés. Elle permet U'interprétation de 'axiome
du choix ou du principe des hypothéses dépendantes. Par contre, nous montrons que le
principe de Markov n’est pas réalisable pour cette notion. Notre premiére notion de réa-
lisabilité pour le Calcul des Constructions s’apparente a la réalisabilité modifiée. Nous
définirons ensuite la réalisabilité dans le systéme EON qui est une logique sur un langage
de termes partiels. La notion de réalisabilité fait alors intervenir explicitement un pré-
dicat de terminaison. Cette notion permet la réalisabilité du principe de Markov. Nous
utiliserons une technique semblable pour autoriser ’ajout d’une constante de point fixe
dans notre langage d’extraction. Finalement nous donnerons une définition de réalisabilité
pour I'arithmétique des espéces qui est un systéme du second ordre.

Aprés ce bref apercu de la réalisabilité, nous parlerons de I'isomorphisme de Curry-
Howard. Puis nous donnerons les définitions du systéme F,, et du Calcul des Constructions.

1.2 Reéalisabilité récursive de Kleene

La réalisabilité récursive introduite par Kleene en 1945 établit un lien entre I’arithmétique
intuitionniste et la théorie des fonctions récursives.

1.2.1 Arithmétique intuitionniste du premier ordre

Nous rappelons briévement le systéme de I'arithmétique intuitionniste du premier ordre.
Nous utilisons le systéme de Kleene [26]. Cette théorie sera notée HA.

Les termes sont formés a partir de variables, de la constante 0 (zéro), du symbole de fonc-
tion unaire S (successeur), et des symboles de fonctions binaires + (plus) et - (multiplié)
qui seront notées de maniére infixe. Le seul symbole de prédicat est I’égalité = notée de



maniére infixe. Les symboles logiques sont = (implique), A (et), V (ou), L (absurde), V
(pour tout) et 3 (il existe). Les notions de termes, substitutions et formules sont définies
de maniére usuelle. Nous supposerons que le symbole = associe a droite c’est-a-dire que
A = B = (C désigne A = (B = (). Les schémas d’axiomes et les régles d’inférence de
ce systéme sont les suivants :

Implication :
A= (B=A) (A=B=(C)=(A=B)=A=C
A A=DB
B
Conjonction :
A= B=ANAB

ANB = A ANB = B

Disjonction :
A= AVDEB B = AVB

(A=C)=(B=C)=(AVvB) =C

Absurde :

1=A

Quantification universelle :

Si x n’est pas libre dans C' : C’i:;xA(jzx)
(Vx. A(x)) = A(t)
Quantification existentielle :
A(t) = dz. A(z)
Si x n’est pas libre dans C': HiAgle?:fC
Arithmétique :
A(0) = (Vx. (A(x) = A(S(x)))) = A(n)
S(a)=95(b) = a=b a=b = S(a)=5(b)
a=b = b=c = a=c =S(a) =0
a+0=a a+ S(b) = S(a+0b)
a-0=0 a-Sb)=a-b+a

La réflexivité de ’égalité peut se déduire de ce systéme. On définit de maniére usuelle :



1.2.2 Fonctions récursives

Les définitions et résultats concernant la théorie des fonctions récursives peuvent se trouver
dans Kleene [26].

La théorie des fonctions récursives se développe indépendamment de la théorie formelle
HA. La notion d’entiers et de définitions par récurrence est informelle. On définit de ma-
niére usuelle les fonctions primitives récursives, générales (totales) récursives et partielles
récursives.

Un prédicat dans la théorie des fonctions récursives est une relation sur les entiers que ’on
peut voir aussi comme une fonction des entiers dans un ensemble a deux valeurs {T, L }.
On associe a chaque prédicat une fonction caractéristique en faisant correspondre T et
1 respectivement & 1 et 0. Un prédicat est primitif (resp. général, resp. partiel) récursif
si et seulement si sa fonction caractéristique est primitive (resp. générale, resp. partielle)
récursive.

Il y a une correspondance entre le systéme formel de Parithmétique et la théorie de la
récursivité.

On notera 7 'entier formel de I’arithmétique correspondant a I’entier naturel x. Par contre,
on ne distinguera pas typographiquement entre les variables de ’arithmétique et celles de
la théorie des entiers naturels.

On peut montrer que les fonctions primitives récursives sont ‘“représentables” par des
prédicats de l'arithmétique. Cependant nous sommes surtout intéressés dans le cas de
la réalisabilité par une représentation des termes de I'arithmétique par des objets de la
théorie des fonctions récursives. Ce résultat tient aux remarques suivantes. On associe aux
symboles de I'arithmétique 0, S, +, - les nombres et fonctions correspondants de la théorie
des fonctions récursives. Il est facile alors de faire correspondre a un terme t(xq,...,x,)
contenant les n variables x4, ..., x, distinctes libres une fonction primitive récursive en n
variables. En interprétant de maniére usuelle le prédicat d’égalité, on montre que toute
formule atomique de 'arithmétique correspond a un prédicat primitif récursif.

1.2.3 Définition et propriétés de la réalisabilité récursive

Soit A une formule close de HAet e un entier naturel. On définit la relation e réalise A
par récurrence sur la structure de A. Cette définition est effectuée dans le méta-langage
et fait intervenir différents codages pour les couples et les fonctions récursives.

Définition 1.1 (Réalisabilité récursive pour les formules closes)

— e réalise P avec P une formule atomique si e = 0 et P est “vraie” (i.e. la proposition
primitive récursive correspondante est satisfaite)

— e réalise AN B sie est le code du couple (a,b) avec a réalise A et b réalise B.

— eréalise AV B si e est le code du couple (z,y) avec x = 0 et y réalise A ou bien
x =1 et y réalise B.

— e réalise A = B si e est le code de Gdodel d’une fonction récursive partielle ¢ d’une
variable telle que, pour tout a tel que a réalise A, on ait ¢p(a) réalise B.

— e réalise Jx. A(x) si e est le code du couple (z,a) et si a réalise A(T).
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— e réalise Vx. A(z) si e est le code de Gdodel d’une fonction totale récursive ¢ d’une
seule variable telle que, pour tout z, ¢(x) réalise A(Z).

La notion de réalisabilité s’étend aux formules non forcément closes de I'arithmétique.

Définition 1.2 (Etre réalisable)
— Une formule close A est réalisable s’il existe un entier naturel e tel que e réalise A.

— Une formule A(xy,...,x,) a n variables libres est réalisable s’il existe une fonction
générale récursive ¢ de n variables telle que pour tout x4, ...,x, on ait
o(x1, ..., x,) réalise A(2y,...,7,).

Le théoréme de validité pour cette notion de réalisabilité dit que toute formule prouvable
est réalisable. Une formulation plus précise est la suivante : p[Validité] Si I' - E dans HA
et si les formules de I' sont réalisables alors E est réalisable. Ce théoréme se prouve par
récurrence sur la longueur de la dérivation. Un point important est que cette démons-
tration est effective. On peut donc pour une preuve donnée d’une proposition trouver
effectivement un entier qui réalise la proposition. Le corollaire suivant relie les preuves
intuitionnistes de formules existentielles au développement de programmes.

Corollaire 1.1 Soit I un ensemble de formules réalisables. Soit A(xy, ..., x,,y) une for-
mule a n+1 variables libres. Si

T'F3y Alzy, ..., 2,9)

alors il existe une fonction générale récursive a n variables ¢ telle que pour tous x1, ..., T,
la formule A(Z1,...,%,,7) est réalisable avec y = ¢(x1,...,T,).

Etant donné une preuve de Jx.P(x), le théoréme de validité nous dit qu’il existe un objet
t et un réalisateur de P(t). On aimerait avoir un peu plus, par exemple savoir que P(t)
est prouvable. Il n’est pas vrai, en général, que toute formule réalisable est prouvable.
Une telle propriété n’est d’ailleurs pas souhaitable car la réalisabilité sert en particulier a
interpréter des formules non prouvables.

Dans certains cas on sait déduire de la réalisabilité d’une formule, le fait qu’elle est “vraie”.

Proposition 1.2 Si une formule P de HA représente un prédicat général récursif P, alors

pour tous xq,...x,, P(21,...7,) est réalisable si et seulement si P(xq,...x,).

On peut aussi modifier la notion de réalisabilité de maniére a “transporter” plus d’infor-
mation. Une définition usuelle est la suivante. Soit I' un ensemble de formules. On change
e réalise A en e (I' F)réalise A dans la définition de réalisabilité 1.1 et on modifie les
définitions pour le connecteur “ou” et la quantification existentielle.
— e (I')réalise AV Bsieestlecode ducouple (z,y) avecx = 0,I' - Aet y (I' F)réalise
oubienz =1, T'F Bety (I')réalise B.
— e (I'F)réalise Jz. A(x) si e est le code du couple (z,a) avec :
['F A(Z) et a (I F)réalise A(2)).
Le théoréme de validité est encore prouvable pour cette notion de réalisabilité usuellement
nommeée (' F)réalisabilité.
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1.2.4 Remarques

Kleene utilise la réalisabilité pour mettre en évidence un comportement différent du sys-
téme intuitionniste par rapport au systéme classique. En particulier, on peut montrer
que certaines formules vraies de I'arithmétique classique ne sont pas prouvables (car non
réalisables) dans I'arithmétique intuitionniste, ou que certaines formules fausses de 1’arith-
métique classique sont réalisables.

On peut définir une relation I'| M en remplacant dans la définition de la (I" F)réalisabilité
la formule e (I" F)réalise M par I'|M et en supprimant ce qui concerne e. On peut encore
énoncer un théoréme de validité pour cette notion. Cette notion est suffisante pour prouver
que s'il existe une preuve intuitionniste de A V B alors il existe une preuve de A ou une
preuve de B et que s’il existe une preuve de dx. A(z) alors il existe un entier z et une
preuve de A(Z). La réalisabilité interpréte le caractére intuitionniste d’une preuve en
construisant un objet témoin, et une preuve des propriétés de cet objet.

La définition de la notion de réalisabilité se fait en terme du méta langage. En fait
(cf Beeson [2]), on peut écrire d’abord la formule = réalise A formellement comme une
nouvelle formule de HA en utilisant le prédicat T' de Kleene. On prouve alors le théoréme de
validité, puis on interpréte cette nouvelle formule dans la théorie des fonctions récursives.
Les autres notions de réalisabilité que nous verrons se définissent de cette maniére.

Le probléme majeur de la réalisabilité récursive est I'intervention d’un grand nombre de
codages. Il ne semble pas raisonnable de développer une preuve intuitionniste et d’obtenir
aprés de nombreux calculs le code de Gddel du programme sous-jacent a la preuve.

1.3 Reéalisabilité modifiée

La réalisabilité modifiée se définit dans 'arithmétique des types finis HA,,. Elle se distingue
de la réalisabilité récursive de deux maniéres. D’une part c’est une notion de réalisabilité
abstraite. On associe & chaque formule A de la logique, une nouvelle formule x mr A
contenant une variable libre x n’apparaissant pas dans A. On a donc une interprétation
syntaxique de la formule dans le calcul lui-méme. On peut alors se servir de modéles de
la théorie (par exemple le modéle HRO) pour interpréter la formule de réalisabilité et
donner une réalisation de la formule A initiale. D’autre part, la réalisabilité modifiée se
distingue essentiellement de la réalisabilité récursive par le fait que les objets qui peuvent
réaliser une proposition sont des termes simplement typés, donc des fonctions récursives
totales. On verra que cela conduit a la non réalisabilité du principe de Markov.

1.3.1 La théorie HA,
Le langage

Dans la réalisabilité récursive, les termes du langage sont des entiers. Ici on a une structure
de termes simplement typés.
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Les types sont formés a partir d’'un type de base ¢ (pour les entiers) a 'aide du seul
constructeur —.

Le langage contient un opérateur binaire d’application Ap (on notera (u v) le terme
“Ap(u,v)”) et des constantes. Ces constantes sont essentiellement 0 de type ¢, S de type
t — t, les combinateurs K, de type c - 7 — o et S,,, detype (p >0 — 1) — (p —
o) — p — 7 et finalement le récurseur R, de type 0 — (0 — 1 — 0) — 1 — 0.

Les formules atomiques sont de la forme t =, u, pour ¢ un type quelconque, et la propo-
sition absurde (). Les connecteurs logiques sont I'implication (=), la conjonction (A),
la disjonction (V) et les quantifications universelles et existentielles typées (Vz7, 327). On
omettra trés souvent d’indiquer en exposant les types des variables.

On considérera dans la définition de la réalisabilité des suites éventuellement vides de

variables ou de termes. On notera [|, la suite vide. Si z = z1,...,2, et ¥y = Y1,...,Ynm
alors : B -
Va.P = Vai...Vo,.P
Jz.P = dry...dz,.P
zy) = @1y U)o (Tn Y1 Ym)
g,_g = X1, T Yls s Ym

On définit de maniére usuelle la notion de substitution d’un terme & une variable. On
étend cette définition a la substitution d’une suite de termes & une suite de variables.

Le systéme logique

On a les régles habituelles pour le calcul des prédicats intuitionnistes.
Les régles pour ’égalité sont la réflexivité, la symétrie, la transitivité, ainsi que la régularité
vis-a-vis de 'application :

1.0'%7- —r yU*)T = ZU =, ta = (J;O’—'T ZO’) = (yaﬂ‘r to)
Pour les entiers, on a les axiomes :
(5 a') #0 o=y — (Sa)=(Sy)

ainsi que le schéma de récurrence pour toutes les formules du langage. Finalement on a
les régles d’égalité suivantes pour les combinateurs :

)
)
(RU :L,U yJ*)LHO’ 0) — x(f
(RU xO’ yO'—>L—>O' (S ZL)) y (RU xO’ yU—>L—>O' ZL) ZL)
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Remarques

L’opération d’abstraction se définit de maniére standard a ’aide des combinateurs K et
S. On notera \x?.t le terme t abstrait par rapport a la variable x de type o. On utilisera
la notation Az.t pour \z;...Az,.t.

Ce systéme que nous appelons HA,, ici est en fait appelée N — HA,, dans Troelstra [41],
le systéme HA, est une restriction de N — HA,, dans laquelle on ne peut écrire I’égalité
qu’entre termes de type . Troelstra signale qu’on ne sait pas si HA, est une extension
conservatrice de N — HA,,.

On peut voir 'arithmétique HA comme un sous-systéme de HA,,.

1.3.2 Reéalisabilité
Définition

On associe a toute formule A de HA,, une formule x mr A de HA,,. Dans cette formule,
2 est une suite de variables qui ne sont pas libres dans A. Les variables z sont libres dans
la formule z mr A et peuvent donc étre instanciées par une liste de termes. La longueur
de la suite et le type des variables sont déterminés par A. La définition est la suivante :

[mrA = A si A est atomique
zymr ANB = zmr AANymr B
z‘,g,&mrA\/B = (z:O:g_mrA)/\(z#O:gmrB)
g_mrA:>B = Vz.(zmr A= (y z) mr B) -

y mr Va7 A(z?) = Va°.(y %) mr A(z7)
2%,y mr 327 A(2°) = y mr A(z7)

Remarques

Si une formule A ne contient ni connecteur existentiel ni disjonction, alors la formule
z mr A est identique & A (z est dans ce cas la suite vide). Toute formule -4 (A = 1)
est préréalisée par la liste vide. On a

| mr -A =Vz.=(z mr A)

Toutes les formules z mr A sont des formules sans connecteur existentiel ni disjonction.
Si on dispose d’un opérateur de formation de paires dans le langage alors on peut, au lieu
de considérer des suites de termes, définir une formule x mr A avec x une variable de
terme.

Validité

On dira qu’une formule A est réalisable s’il existe un terme clos t tel que la formule ¢t mr A
est prouvable dans HA,,.
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Le théoréme de validité s’énonce ainsi : p Soit I' un ensemble de formules de HA,. Si
toute formule A de I est réalisable alors toute formule B prouvable sous les hypothéses
" est réalisable. Cette preuve se fait par récurrence sur la longueur de la dérivation de la
preuve de B.

Propriétés

On montre aisément que la réalisabilité modifiée permet d’interpréter le schéma d’indé-
pendance des hypothéses ainsi que 'axiome du choix.
Le schéma d’indépendance des hypothéses s’énonce ainsi :

(IP) (mA = Fy°.B)= Fy°.(-A = B)
Supposons que lees variables qui réalisent B soient y = yi',...,y;". Alors le schéma
d’indépendance des hypothéses est réalisé par la suite de termes :
N2TAY.27 A7 Ayt AT Ay

[’axiome du choix est la proposition suivante :
(AC) V2. 3y  A(z,y) = F277.Vz?. Az, (2 x)).

Supposons que les variables qui réalisent A soient y = yi', ...,y . L’axiome du choix est
réalisé par la suite de termes :

A7 Tz AT g AT Ty,

On montre que si on se donne comme axiome IP et AC pour tous les types o et 7 alors
on peut prouver ’équivalence :

A< Jz.(z mr A).

r-réalisabilité et g-réalisabilité

Comme dans le cas de la réalisabilité récursive, il y a une version renforcée de la no-
tion de réalisabilité qui fait intervenir la prouvabilité dans la définition. Cette notion de
réalisabilité est introduite pour obtenir les propriétés d’existence. Elle porte le nom de
g-réalisabilité. Dans la définition présentée ci-dessus, on ne modifie les définitions que
pour le connecteur existentiel et I'implication. On note x mq A cette nouvelle définition
et on a :

ymgqA=DB = Vz.(lzmqA)AA) = (yz) mqB
2%,y mq 27 A(2%) = (y mq A(z7)) A A(27)
On remarque qu’alors  mq A est une proposition qui peut contenir des quantificateurs
existentiels ou des disjonctions.
On dit qu’une proposition A est réalisable pour cette notion s’il existe ¢ tel que (t mq A)A

A est prouvable. On voit que cette notion interdit la réalisabilité d’axiomes non prouvables.
Dans la suite nous ne nous intéresserons plus a ce genre de réalisabilité.
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Interprétation dans le modéle HRO

La réalisabilité modifiée est abstraite, en ce sens qu’elle donne une interprétation syn-
taxique des formules de HA, par des termes de ce systéme. Pour retrouver une notion
similaire & la réalisabilité récursive, on considére un modéle M de la théorie.

On dira que t M-réalise A si M |=¢ mr A.

Pour la réalisabilité modifiée, un modéle souvent utilisé est celui des opérations hérédi-
tairement récursives HRO. On note de maniére usuelle {e}(z) le résultat de I’application
de la fonction partielle récursive de code e a x.

On définit pour chaque type o un ensemble d’entiers V. L’ensemble V, est ’ensemble de
tous les entiers. L’ensemble V,_,. est formé des codes e des fonctions récursives partielles
telles que pour tout y dans V;, Uentier {e}(y) est défini et est dans V.

Une opération héréditairement récursive est un couple (z, o) tel que x € V.

On interpréte ’application par :

((z,0 = 1) (y,0)) = {x}y), 7)

On trouve ensuite des opérations héréditairement récursives pour interpréter chaque
constante.

Principe de Markov

Il est important de noter que ce modéle restreint les nombres qui interprétent les termes
de type ¢ — ¢ a représenter des fonctions totales. Une conséquence de ce résultat est que
le principe de Markov n’est pas réalisable. Le principe de Markov est la formule :

Vat. (P(x)V-P(x)) = (-—dz' P(z)) = 3Ja'P(x).

Un cas particulier de ce principe est lorsque P est un prédicat primitif récursif. Il vérifie
alors la proposition : Vz*.(P(z) V =P(z)). On montre que le principe de Markov primitif
récursif n’est pas réalisable. La méthode utilisée est de supposer qu’il est réalisable et
d’appliquer ce résultat au prédicat P(y) = (7 = x y) qui contient la variable x libre (avec
7 le prédicat de calculabilité de Kleene). En utilisant une interprétation dans HRO, on
en déduit la décidabilité de Jy.(7 z x y), ce qui méne & une contradiction. Cet argument
sera développé pour notre systéme.

1.4 Reéalisabilité sur des termes partiels

Nous nous intéressons maintenant a des notions de réalisabilité sur des langages contenant
des termes partiels. La référence que nous avons utilisée pour ces notions de réalisabilité
est le livre de Beeson [2].

1.4.1 La théorie FON

Nous présentons une notion de réalisabilité pour la théorie “Elémentaire des Opérations
et des Nombres” (FON). L’idée est d’avoir une logique permettant de parler de termes qui
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n’ont pas forcément de “valeur”, comme par exemple ’application d’une fonction partielle
a un argument quelconque. Une des formules atomiques de la logique sera t | avec ¢ un
terme; son interprétation est “t est défini” ou “t a une valeur”.

Termes de FON

Les termes sont essentiellement ceux de la logique combinatoire. On reprend les mémes
notations que pour les termes de HA,,, mais dans le cas de FON, il n’y a pas de notion
de type. On dispose dans FON des combinateurs K et S, d'une opération de formation
de la paire (Pair) et des opérations de projections (Fst et Snd). Les entiers sont formés a
partir de 0 (zéro), Sy (successeur) et Py (prédécesseur). On se donne aussi une opération
Cond de définition par cas selon que 'argument entier est ou non égal 4 0. Il n’y a pas de
constante de récursion sur les entiers (Nous montrerons comment définir un terme ayant
un comportement analogue).

Systéme logique

On a un prédicat binaire d’égalité (= noté de maniére infixe), un prédicat unaire “avoir
une valeur” (on notera a | la formule atomique “a a une valeur”) et un prédicat unaire
“étre un entier” (on notera N(a) la formule atomique “a est un entier”). Les symboles
logiques sont les connecteurs usuels des théories du premier ordre. Les régles pour la
partie propositionnelle sont inchangées. Par contre les axiomes qui concernent les termes
prennent en compte la partialité.

Axiomes pour |

Nous donnons les régles logiques qui font intervenir le prédicat de terminaison.

Connecteurs : Les axiomes d’introduction du 3 et d’élimination de V deviennent :
Ve, A(z) AN t] = A(f)

Aty AN t] = . Az)

Variables et constantes : Les variables et constantes satisfont le prédicat de terminai-
son c’est-a-dire que la théorie contient les axiomes ¢ | pour ¢ constante ou variable. Les
termes et les variables ont donc un comportement essentiellement différent. On utilisera
les notations x,y et z pour représenter des variables et £, u et v pour représenter des
termes.

Les fonctions et prédicats sont supposés stricts. C’est-a-dire que

fltr, .. tn) L = i LA AL |

Dans la théorie présentée ici, le seul symbole de fonction est I’application. On a donc :

(uv) | =ulAv]
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Egalité : On introduit la notation ¢t ~ u pour la formule ¢t | Vu | = ¢ = u. Les régles
sont :
tl=t=t tl ANul Nt=u = u=t

t~uNP(t) = P(u)

Axiomes non logiques

Pour les constantes K et S, les axiomes sont :
(Kzy)=z K#S5 (Szy)l (Szyz)=(z{y?)
Les axiomes concernant I’opération de paires sont :
(Pair x y) | (Fst (Pair x y)) =x  (Snd (Pair x y)) =y
Pour les entiers les axiomes sont les suivants :
N(0) VaN(z)= N((Sy x))
Ve N(x) = (Sy ) #0
Ve N(z) = (Py (Sy z)) ==
On a le schéma de récurrence pour toute formule :
6(0) AVY.(N(y) A 6()) = 6(Sx 1)) = Vo (N (@) = 6()).
Pour les termes conditionnels on a :
(Cond 0 xy)=x
N(a) = (Cond (Sy a) zy) =1y

La constante Cond est stricte comme les autres constantes de FON. Cependant, il est
possible de définir un terme effectuant une conditionnelle qui termine, méme si I’argument
de la branche non évaluée n’a pas de valeur. Pour cela, on utilise une technique usuelle
qui est “d’abstraire” les arguments z et y de maniére & retarder leur évaluation.

A-Calcul et récursion

Dans EON (en fait dans une sous théorie ne contenant que K et S) on peut construire
une opération de A-abstraction ainsi qu’un opérateur de point fixe. Plus précisément on
montre les deux résultats suivants :

Proposition 1.3 Sit est un terme et x une variable alors on peut construire un terme
Ax.t dans lequel x est i€, tel que les deux propriétés suivantes sont prouvables :

Axt | et (Axitx)~t

La démonstration se fait par récurrence sur t. []
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Un opérateur de point fize est un terme qui prend comme argument une fonctionnelle
f = Ag.Fy et qui rend un point fixe de F' ¢’est-a-dire un terme g tel que g et F,; sont deux
fonctions extensionnellement égales.

Proposition 1.4 Il existe un terme R tel que l’on puisse prouver dans EON la formule
sutvante.

(RAOIN@g=(Rf) = Vo.(gz)=(fgz))

Démonstration : dans le A-calcul, le combinateur Y de point fixe est défini par :

Y =M.(tt) avec t=My.(f (yy))

Mais cette définition ne permet pas de prouver (Y f) |. On résoud ce probléme en -
expandant t. C’est-a-dire que 1’on pose :

R=M\f.(tt) avec t= Ay z.(f (yy) 2)

On vérifie que ce terme a les bonnes propriétés. [
Montrons que nous pouvons définir alors un opérateur de récursion primitive.

Proposition 1.5 Il existe un terme PR tel que pour tous termes g et h, le terme f =
(PR g h) vérifie les propositions suivantes :

(f 0z)~(g ) N(n) = (f (S n) x) = (hzn (fnx)
Démonstration : on prend :
PR = Ag.Ah.(R AEAn.(Cond n Ax.(g ) Ax.(h x (Py n) (F' (Py n) x)))).

O
On montre plus généralement que toutes les fonctions partielles récursives sont représen-

tables dans FON.

1.4.2 Reéalisabilité pour FON

On associe a chaque formule A de FON une nouvelle formule e r A dans laquelle e est
une variable libre n’apparaissant pas dans A. Si t est un terme alors ¢t r A est la formule
e r A dans laquelle on a substitué t aux occurrences libres de e.

erA = A si A estatomique
er ANB = (Fste)r AN(Snde)r B
er A= B = VYq.(qr A= ((eq) | AN(eq)r B))
erVr.A(x) = Va.(lex) | AN(ex)r Alx))
er Ju.A(x) = (Snde)r A((Fst e))
er AVB = N((Fste))AN((Fste)=0= (Snde)r A)
A((Fst e) #0= (Snd e) r B)
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Propriétés

Il est essentiel pour une notion de réalisabilité qu’elle se comporte correctement vis-a-vis
de la substitution. En effet, si A est une formule contenant une variable libre x alors la
formule e r A contient aussi x comme variable libre. Il est nécessaire, pour prouver le
théoréme de validité que les formules : e r (A[z/t]) et (e r A)[x/t] soient prouvablement
équivalentes. Cette propriété se montre sans difficulté par récurrence sur A.

On dira qu’une proposition A est réalisable s’il existe un terme ¢ ayant les mémes variables
libres que A tel que la proposition ¢ | At r A est prouvable. Le théoréme de validité
s’énonce ainsi. p Soit I' un ensemble de formules réalisables. Si A est prouvable sous les
hypothéses I' alors A est réalisable. La preuve se fait par récurrence sur la longueur de
la dérivation de A.

Une notion importante est celle de proposition préréalisée. Il s’agit de formules dont une
réalisation peut étre trouvée indépendamment de la preuve.

Définition 1.3 Une proposition A est préréalisée s’il existe un terme js ayant les mémes
variables libres que A tel que les deux propriétés suivantes soient vérifiées :

A= jar A et Ve (rr A)= A

Toute formule ne contenant ni connecteur existentiel ni disjonction est préréalisée.

Reéalisabilité du principe de Markov

Les fonctions partielles récursives fournissent un modéle de EON. On interpréte les termes
par des entiers. L’application est interprétée par 'opération z(y).

On parle de réalisabilité récursive pour la réalisabilité dans EON interprétée dans ce
modéle.

On montre que si on suppose le principe de Markov primitif récursif alors on peut réaliser
récursivement toute instance du principe de Markov [2].

1.5 Reéalisabilité et ordre supérieur

Les notions de réalisabilité que nous avons vues étaient définies pour des systémes du pre-
mier ordre. En fait, ces notions se généralisent a des logiques d’ordre supérieur. Regardons
un cas simple ot 'on autorise des variables du second ordre, représentant des ensembles
d’entiers.

1.5.1 Définition du systéme

La théorie HAS est usuellement une théorie dans laquelle on a deux sortes de variables.
Les variables du premier ordre représentent des entiers, les variables du second ordre
représentent des relations d’arité quelconque sur les entiers.
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Si X est une variable de relation n-aire et si ty,...,t, sont n termes du premier ordre
alors X (ty,...,t,) est une formule. La théorie HAS est construite au dessus de I'arithmé-
tique du premier ordre en ajoutant le schéma de compréhension imprédicatif et ’axiome
d’extensionnalité.

En fait nous allons présenter ici une notion de réalisabilité pour un systéme ajoutant des
variables de relations unaires au-dessus de FON. Ce systéme ressemble au systéme AFj
de J.-L. Krivine dans lequel des variables de relations n-aires sont ajoutées au-dessus de
la logique combinatoire.

On a donc deux sortes de variables, des variables représentant des termes et des variables
représentant des ensembles de termes. Nous utiliserons des minuscules pour les termes et
des majuscules pour les ensembles. On a un symbole binaire de relation entre un terme
et un ensemble de termes (I’appartenance que nous écrirons y € X).

On ajoute aux régles déja présentées pour FON des régles pour les quantifications au
second ordre ainsi que le schéma de compréhension. Celui-ci s’énonce pour toute formule
1 ne contenant pas X libre :

CA  3IXVy.(ye X < y))

Le schéma de compréhension est pris ici sous sa forme imprédicative, en effet ¢ peut
contenir des variables d’ensemble liées. On introduit également ’axiome d’extensionnalité :

EXT VXVry(zreX=zr=y=yecX)

1.5.2 Reéalisabilité

Nous allons maintenant étendre la notion de réalisabilité préalablement définie pour FON.
Dans la formule e r A, e est une variable de terme.

On associe a chaque variable d’ensemble X une nouvelle variable X*. On ajoute les clauses
suivantes :

erte X = (Pairet)e X”
er VX VX er
erdXy = X ery

On interpréte un ensemble X, par un ensemble X* contenant les paires (e,n), ou n est
un élément de X et e la trace calculatoire du fait que n € X.

On prouve que cette notion de réalisabilité est valide. Montrons en particulier que le
schéma de compréhension et ’axiome d’extensionnalité sont réalisés.

Proposition 1.6 Toute instance du schéma de compréhension est réalisée par :
Ay.(Pair Az.z \z.z)
L’axiome d’extensionnalité est réalisé par :

ATAYAZAL. 2
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Démonstration : pour une instance du schéma de compréhension il faut montrer

AX*Vy. ((Pair M\z.z \z.z) |)
ANVz.(Pair zy) € X* = (z [ Az Y(y)))
ANVz.zr Y(y) = (2 | A (Pair z y) € X¥))

Les propriétés de terminaison sont immédiates & montrer en utilisant le fait qu’une variable
termine. On applique le schéma de compréhension a la proposition :

(Fst u) r p((Snd u))
On obtient 'existence de Y dont on vérifie qu’il satisfait la propriété :
VyVz.(Pair zy) €Y < z r ¢(y)

Ce qui permet de conclure.
Pour 'axiome d’extensionnalité les conditions de terminaison se prouvent sans difficulté.
Il faut ensuite montrer :

VX*Vx,yVz.(Pair z x) € X* = Vtao =y = (Pair z y) € X*

Pour cela on fixe X*.xz,y et z. On utilise le schéma de compréhension pour trouver Y tel
que
u€Y & (Pair zu) € X~

Il suffit alors d’appliquer I'axiome d’extensionnalité 4 Y pour conclure. [

Réalisabilité modifiée

On peut ajouter des variables de relation au-dessus d’un systéme tel que HA,. Une notion
de réalisabilité analogue a la réalisabilité modifiée peut alors étre définie. Mais si on veut
interpréter les preuves, il faudra augmenter la structure des types en ajoutant la possibilité
de quantifier sur les variables de type. La notion de réalisabilité que nous définirons pour
le Calcul des Constructions sera de cette nature.

1.6 Reéalisabilité et isomorphisme de Curry-Howard

L’isomorphisme de Curry-Howard est la possibilité de représenter des preuves exprimées
dans un systéme de déduction naturelle par des termes fonctionnels typés. Il y a tout
d’abord correspondance entre les propositions et les types. On fait correspondre aux pro-
positions atomiques des types de base, puis a chaque connecteur un constructeur de types.

Propositions Types
implication A = B | fonction A — B
conjonction A A B | produit A x B
disjonction AV B | somme A+ B
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Il y a ensuite une correspondance entre les preuves et les termes typés.

[A]
B z:AFt: B
A= B 'FXx:At: A— B
A=B A 'f:A—-B Tkt A
B TFf():B
A B Fl_tlA F"th
ANB P"(tl,tg)IAXB
AANB AANB '+t :AxB 't :Ax B
A B TF Fst(t) : A TF Snd(t) : B

On a finalement une correspondance entre la notion d’élimination des coupures dans les
systémes de déduction naturelle et la notion de réduction de terme.

[A]
B : A | Az At)(u) = t{z/ul
A=B A =
B B
A B Fst(a,b) = a
AANB =
A A

Cet isomorphisme permet la représentation et la vérification mécanique des preuves. On
peut aussi voir cet isomorphisme comme une notion de réalisabilité. En effet, & toute
preuve intuitionniste d’une proposition A, il associe un terme ¢ et une preuve que t est de
type A’ ot A’ est le type correspondant a la proposition A.

Si 'isomorphisme de Curry-Howard est bien adapté a la mécanisation du raisonnement,
il semble I'étre moins pour 'obtention de programmes. En effet, I'objet ¢ obtenu est
isomorphe a la preuve alors qu’intuitivement un programme contient moins d’information
qu’une preuve. Il n’est pas possible, avec une telle notion, de réaliser des axiomes non
prouvables. D’autre part, I'information “¢ réalise A” est alors de la forme “t est de type
A” qui est une information extérieure au systéme. Si on veut conclure du fait que e réalise
Jx.P(z) que e est formé d’un objet ¢t et d’une justification de P(t), il faudra faire une
analyse fine (faisant appel au théoréme de normalisation) sur la structure du terme.
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Nous donnons maintenant les définitions du systéme F, et du Calcul des Constructions.
Ces deux systémes définissent une notion de terme bien typé dans un environnement. Par
I'isomorphisme de Curry-Howard, ces termes peuvent aussi étre vus comme des preuves.

1.7 Le systéme F,

Le systéme F,, a été introduit par J.-Y. Girard [19]. Nous adoptons une syntaxe et une
présentation du systéme qui se rapprochent de celles des Constructions. En particulier on
notera les produits par des parenthéses et les abstractions par des crochets carrés.

Notations. Un certain nombre de conventions seront utilisées aussi bien dans le systéme
F,, que dans le Calcul des Constructions.

Si M est un terme dans lequel apparait une variable libre x, on notera M[z/N] le résultat
de la substitution d’un terme N aux occurrences libres de x dans M. On supposera que
les variables liées sont représentées de maniére abstraite par des indices de De Bruijn [14]
et donc qu’il n’y a pas de probléme de capture de variables lors de la substitution. On
écrira parfois M(x) le terme M pour insister sur le fait que la variable x est libre dans
M. La notation M (N) désignera alors M [z/N].

1.7.1 Syntaxe

On notera Ap le langage de F,. On distingue syntaxiquement trois classes d’objets. Les
ordres, les opérateurs et les termes. Dans le Calcul des Constructions, les propositions
peuvent contenir des termes de preuve, les définitions doivent donc se faire simultanément
pour les types et les preuves. Dans le systéme F,, les ordres sont d’abord définis, puis
les opérateurs qui peuvent dépendre des ordres, puis finalement les preuves qui peuvent
dépendre des opérateurs et des ordres.

— Les ordres : La constante Data est un ordre et si A et B sont des ordres alors A — B
est un ordre.

— Les opérateurs : On se donne un ensemble V,, d’identificateurs. Les éléments de V,,
sont des opérateurs appelés variables d’opérateurs. Soit o un opérateur. Si 7 est un
opérateur alors 0 — 7 (fonction) et (¢ 7) (application) sont des opérateurs. Si X est
une variable d’opérateur, si A est un ordre et si o est un opérateur pouvant contenir la
variable X, alors (X : A)o, (produit) et [X : AJo (abstraction) sont des opérateurs.

— Les termes : On se donne un ensemble Vr (disjoint de V,,,) d’identificateurs. Les éléments
de Vi sont des termes (des variables de termes). Si s et ¢ sont des termes alors (s t) est
un terme. Si s est un terme et o un opérateur, alors (s o) est un terme. Si z est une
variable de terme, s un terme et o un opérateur, alors [z : o]s est un terme. Si X est
une variable d’opérateur, s un terme et si A est un ordre alors [X : A]s est un terme.

Définition 1.4 (Contexte) Un contexte d’ordres est un ensemble fini de couples
(X, A) ot X est une variable d’opérateur et A est un ordre tel que toute variable n’apparait
comme premiére composante que d’au plus un couple.
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Notations : Si un contexte d’ordres correspond a I'ensemble {(X1, A;),..., (X, An)}
alors on le note X5 : Ay,..., X, : A,. L’ordre choisi est sans importance. On notera par
simple juxtaposition la réunion de deux environnements.

1.7.2 Reégles de typage

A

La notion “étre un ordre” est purement syntaxique. On définit maintenant la relation “étre

un opérateur bien typé dans un contexte d’ordres”. On note cette relation
X l_Fw o€ A

avec X un contexte d’ordre, o un opérateur et A un ordre.

(X,A) e X
Shp X €A

Ybtp, o€ Data X kg, 7€ Data
Y Fp, 00— 1€ Data
X A X Fpg, o€ Data
Y kg, (X : Ao € Data’
X:AYtp 0o€B
Yhp [X:Aloe A— B
YFpoeA—-B Ykp1€A
Ytp, (07)€B ‘
Dans la pratique on veut que les déclarations de variables d’ordre et les déclarations de
variables d’opérateur se succédent. Ce qui nous améne a définir la notion d’environnement

qui est une suite de liaisons de variables a des ordres ou des opérateurs. On définit pour
chaque environnement I', le contexte d’ordre correspondant qui est noté I'p.

Définition 1.5 (Environnement)

— La suite vide [| est un environnement valide et le contexte d’ordre [|o correspondant est
l’ensemble vide.

— Si " est un environnement valide, si la variable d’opérateur X n’apparait pas dans T et si
A est un ordre, alors ', X : A est un environnement valide et (I', X : A)o =T, X : A.

— Si ' est un environnement valide, si la variable de terme x n’apparait pas dans I et sl
existe une dériwation de I'o Fr, 0 € Data, alors I',x : 0 est un environnement valide
et (F,LE : 0)0 :Fo.

On définit alors le systéme de typage pour les termes. C’est-a-dire une relation I' Fp ¢t € o
avec I" un environnement valide, £ un terme et o un opérateur. On notera =g, 1'égalité
modulo n-conversion entre les opérateurs.

x : o apparait dans T’
lFp,xeo '
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I'tp,teo—17 TDlkpucod o=g,0
kg, (tu) er
lz:okp, ter
Php, [z:ojtec—T
Frte(X:Ao Tobkp 7€A
kg, (t71)€o[X/T]
X :Abp teo
Fbp, [X:Ajte (X:A)o
Soit ' un environnement valide, o un opérateur et A un ordre. Nous définissons le jugement
I' Fp, 0 € A comme étant dérivable si et seulement si le jugement I'p Fgr, 0 € A est
dérivable par les régles d’inférence définies pour le typage des opérateurs. On remarque

alors qu'un certain nombre de régles d’inférence s’écrivent de maniére identique dans le
cas du typage d’opérateurs ou du typage de termes.

Systéme F

On appelle systéme F' le sous-systéme de F,, dans lequel la quantification est restreinte au
second ordre. Dans ce systéme il n’y a qu’un ordre Data. Les opérateurs ne sont formés
que par construction fonctionnelle ¢ — 7 ou produit (X : Data)o.

Les exemples de programmes que nous développons ici n’utilisent pas de quantifications
d’ordre plus grand que deux.

1.8 Le Calcul des Constructions

Nous rappelons la structure et les propriétés du Calcul des Constructions. Nous adoptons
le formalisme décrit dans [9]. Cette théorie sera notée FCC dans la suite.

1.8.1 Syntaxe du langage A

On se donne un ensemble V' de variables. On définit I’ensemble A des termes du Calcul
des Constructions comme le plus petit ensemble vérifiant les conditions suivantes.

— Deux constantes Prop et Type appartiennent a A.

— L’ensemble des variables V' est inclus dans A.

— Si M, N € A alors 'application (M N) appartient a A.

— Si M,N € A et x € V alors I'abstraction [x : M]N appartient & A.

— Si M,N € A et x € V alors le produit (z : M)N appartient a A.

Remarques :

— Dans nos régles d’inférence, nous utilisons une notion d’égalité entre types. Dans le
Calcul des Constructions les types contiennent des termes de preuves. Nous prenons
comme régles de conversion la [ et la 1 conversion. Rappelons que ces conversions
sont :

(e : AIM N) =5 Mlz/N]
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Si x n’est pas libre dans M :[z : A|(M z) =, M

On note =g, la congruence associée a ces régles.

Disons un petit mot a propos de la n-conversion. Il n’y a pas de doute sur son utilité au
niveau des schémas de propositions. Par contre elle est moins directement acceptable
au niveau des programmes. En effet, certains langages de programmation se limitent
a une réduction faible. Si un terme commence par une abstraction alors on ne réduit
pas plus loin le terme. Par contre lorsque nous étudierons le codage des différentes
structures de données par des A-termes, nous aurons besoin de maniére essentielle de
n-expanser les termes obtenus. C’est pour cette raison que nous introduisons ici cette
régle supplémentaire.

Un environnement est une suite de liaisons x; : Ay,...,z, : A, ol x; est une variable
et A; € A. On note la concaténation par simple juxtaposition et la suite vide par [|.
Les jugements sont de deux formes : I' est Valide et I' = M € N , dans lesquels I' est
un environnement et M et N sont des termes de A.

1.8.2 Reégles d’inférence

Dans ce qui suit, le symbole IC désigne 'une des constantes Prop ou Type.

Formation des environnements :

(1) [] est Valide

I'EM e  xnapparait pas dans I
I'x : M est Valide

(2)

Hypothése :
I' est Valide — x: N apparait dans I'

I'Fze N

(3)

Formation des types propositionnels :

I' est Valide
I' = Prop € Type

(4)

Produit :
Ie:PEMekK
(5) :
F'E(x:P)M K
Abstraction :
<)F,x:PI—M€N z:PEFNeK
I'[z:P|Me€(x: P)N
Application :
(7)F|—M€(x:P)N 'FRe@ P=4,Q
't (M R) € N[z/R]
Egalité :

(8)F|—M€N 'ENek N =g, N’
'-MeN'
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Définition 1.6 Un terme M € A est dit bien formé s’il existe un environnement I' et
un terme N tels que ' = M € N soit dérivable. On dira alors que M est typable de type
N dans Uenvironnement I'.

On distingue trois niveaux de termes bien formés.

Proposition 1.7 Soit M un terme bien formé de type N alors trois cas se présentent.
Soit N = Type, soit N est bien formé de type Type, soit N est bien formé de type Prop.

Ceci justifie la définition suivante.

Définition 1.7 (Niveau) Soit M € A un terme bien formé de type N.

— 81 N = Type alors M est de niveau 2. On dit que M est un type propositionnel.

— Si N est de type Type alors M est de niveau 1. On dit que M est un schéma proposi-
tionnel ou une proposition dans le cas particulier ou N = Prop.

— Si N est de type Prop alors M est de niveau 0. On dit que M est une preuve.

1.8.3 Propriétés :

— Si x : M apparait dans un environnement ou un terme d’un jugement dérivé par les
régles précédentes, alors M est soit un type propositionnel, soit une proposition. On
dira alors que M est un type.

— S’il existe une dérivation de I' - M € N alors il existe aussi une dérivation plus courte
de I est Valide.

— Pour tout u tel que I' Fu € P on a :

- SiT z: P,A est Valide alors T', Alz/u| est Valide.
- SiT,z: PAF M € N alors I', Alx/u] = M[z/u] € N[z /u].

- Si ' M € N est un jugement dérivé dans le systéme et si A est un environne-
ment valide qui contient I" (c’est-a-dire que toutes les liaisons qui apparaissent dans I’
apparaissent aussi dans A) alors on peut dériver A+ M € N.

b[Théoréme de normalisation forte| Soit M un terme bien typé dans un environnement

donné alors M est fortement normalisable.

Notations

— On adoptera la notation A —< B au lieu de (x : A)B si x n’apparait pas dans B. La
fleche associe a droite.
On notera donc My — -+ — M, pour My — (- (M,—1y — M,)---).

— L’application associe a gauche.
Le terme (M M, ... M,) représente donc (... (M My)...M,).

— On notera parfois [z1,...x, : A|B (resp. (z1,...x, : A)B) au lieu de [x; : A]... [z, :
A|B (resp. (z1: A)...(x,: A)B) .
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1.8.4 F, et le Calcul des Constructions

11 est facile de voir que le systéme F,, est inclus dans le Calcul des Constructions. D’autre
part ce systéme peut étre vu comme un langage de programmation. Nous le considérerons
comme “le” langage de programmation inhérent au Calcul des Constructions.

F, comme sous-systéme du Calcul des Constructions

La transformation qui envoie un terme de F,, sur un terme de FCC est syntaxiquement tri-

viale. Les produits et abstractions sont conservés et le type fonctionnel A — B du systéme

F,, devient la fléche (cas particulier du produit) A — B dans le Calcul des Constructions.

On a donc une application ¢ des termes de F,, dans les termes des Constructions qui

s’étend de maniére naturelle aux environnements.

Pour le systéme d’inférence, on a les correspondances suivantes :

— «(Data) = Prop

— M est un ordre de F,, si et seulement si - (M) € Type.

— I' est un environnement valide de F,, si et seulement si «(I") est Valide est dérivable
dans les Constructions.

— I'Fg, M € N si et seulement si (') F o(M) € «(N)

Soit A un environnement de FCC et M et N deux termes de FCC. On notera

Abp MEN

sl existe un environnement I' et des termes M’ et N’ de F,, tels que «(I') = A, o(M') = M
et t(N') = N et tels que
[bp M €N

(est-a-dire si la dérivation de

AFMeN

peut étre vue comme une dérivation dans le sous-systéme F,,.

Conclusion

Nous avons dans ce chapitre présenté quelques notions classiques de réalisabilité et les sys-
témes formels avec lesquels nous travaillerons. Nous reviendrons dans le dernier chapitre
sur des systémes informatiques qui utilisent la notion de réalisabilité tels que le systéme
NuPrl de R. Constable, PX de S. Hayashi et AF; de J.-L.. Krivine.

Nous allons maintenant nous intéresser au développement de programmes dans le Calcul
des Constructions et justifier I'introduction d’un systéme différent de ECC.
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Chapitre 2

Preuves et programmes

Dans cette partie, nous examinons les rapports entre preuves et programmes. Nous com-
mengons par étudier un exemple pratique de développement de programmes. Puis nous
étudierons les problémes posés par l'identification totale des preuves et des programmes.
Nous motivons l'introduction d'une distinction syntaxique pour les programmes et pour
certaines parties “logiques” dans le développement d’un programme. Nous présenterons le
systéme ainsi obtenu dans le prochain chapitre. La description des systémes présentés ici
restera informelle. Les propriétés seront énoncées mais non prouvées. Elles sont des cas
particuliers du systéme des Constructions avec Reéalisations (RCC) que nous étudierons
plus tard.

2.1 Un exemple pratique

Avant d’entrer dans les détails de la théorie, nous allons étudier un exemple pratique
de maniére a nous familiariser avec le systéme. Le but de cette partie est de donner
une idée intuitive de 'utilisation du Calcul des Constructions pour le développement de
programines.

2.1.1 Le langage CAML

Une motivation a 'introduction du Calcul des Constructions était la formalisation d’un
langage de preuves au-dessus de CAML. Nous rappelons ici quelques caractéristiques de
ce langage. CAML est un langage de la famille ML. ML a été créé pour servir de méta-
langage au systéme de développement interactif de preuves LCF [22].

CAML est un langage fonctionnel typé. Les types sont construits & partir de variables de
type et de types de base (entiers, chaines de caractéres...) en utilisant le produit cartésien
(o * () et le type fonctionnel @« — . On peut également définir des types concrets en
donnant une liste de constructeurs de ce type. On pourra alors définir des fonctions sur
ce type en utilisant un procédé de filtrage sur les termes. Une description plus détaillée
des caractéristiques de CAML se trouve dans [13].

Le typage de CAML est une aide a la programmation correcte. Une caractéristique de ce
typage est qu’il est inféré automatiquement par le systéme. CAML posséde un opérateur
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de point fixe sur les programmes. On peut donc écrire des programmes bien typés qui ne
terminent pas.

Dans le Calcul des Constructions, il faudra écrire explicitement les types a I'intérieur d’un
terme pour décider de la bonne formation du terme. Il n’y a pas de point fixe dans le
langage et tout terme bien typé est fortement normalisable. La structure de type permet
de former des types dépendants. Par exemple, on pourra former le type des entiers plus
grands que 2 et donc assurer par le typage qu’un résultat satisfait une certaine propriété.

2.1.2 Les types de données du Calcul des Constructions

Nous rappelons tout d’abord quelques notations de la théorie. La description compléte
a été faite en 1.8. Nous noterons [z : A]b le terme b abstrait par rapport a la variable x
de type A. C’est-a-dire la fonction qui a x de type A associe b. Si b est de type B, alors
ce programme est de type A — B. Les langages que nous considérons sont polymorphes,
c’est-a-dire que peuvent apparaitre des variables de type. On pourra par exemple définir
la fonction identité polymorphe :

[a: Propllz : a]x de type Vo : Prop.a — «

On notera (X : A)B le type produit de B par rapport aux objets X de type A. L’appli-
cation de f a t sera notée (f t).

Une premiére caractéristique du Calcul des Constructions est qu’il contient le systéme F
de Jean-Yves Girard dans lequel on peut coder les types concrets. L’étude théorique de
ces codages peut se trouver dans Bohm-Berrarducci [3|, Coquand-Huet [12] et Girard [20].
Nous étudierons le cas plus général de définitions récursives dans le Calcul des Construc-
tions dans le chapitre 4. Mais nous allons maintenant donner une description informelle
de ces types. Le plus simple est de voir ces types concrets comme une extension des types
concrets de CAML. Dans CAML, on dispose d’un produit binaire primitif. Ceci permet
de se ramener a des types concrets dont les constructeurs sont O-aires ou unaires. Dans le
systéme F', les constructeurs peuvent étre d’arité quelconque. Par exemple si A et B sont
deux types, on peut construire un nouveau type C' dont 'unique constructeur p est de
type A — B — (. Ce type représente le produit A x B de A et de B, p est le formateur
de couples.

Si on définit un type concret de CAML, alors les constructeurs sont les seuls moyens
d’introduire des éléments de ce type. Le destructeur est I'opération de filtrage.

Une différence essentielle entre le systéeme F' et CAML est que le systéme F' ne contient
que des termes fortement normalisables. Ceci interdit la récursion générale. Ceci interdit
aussi que les types des constructeurs contiennent des occurrences négatives du type a
définir.

Mais si on cherche & définir un type concret “positit”, alors dans le systéme F', on sait trou-
ver des termes ayant le comportement des constructeurs. On saura également construire
une opération de filtrage. En fait on sait de maniére plus générale construire un terme
effectuant de la récursion primitive sur ce type.

Dans la suite les expressions CAML sont indiquées entre le signe # et le double point
virgule. Ce qui suit est la réponse du systéme.
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En CAML on peut, par exemple, définir les entiers comme un type concret :

#type nat = 0 | S of nat;;
Type nat defined
0 : nat
| S : (nat -> nat)

On construit une fonctionnelle d’itération qui & un élement x( de type «, a une fonction f
de type a — « et & un entier n, associe le résultat de n applications de f a xq. L’itération
peut se définir par la fonction :

#let iter n x0 f = iter_rec n
where rec iter_rec = function 0 -> x0 |(S m)->f (iter_rec m);;
Value iter = - : (nat -> ’a -> (’a -> ’a) -> ’a)

Dans le systéme F' le type des entiers est exactement le type
Va.oo — (@ — ) — a.

C’est-a-dire qu’un entier est un itérateur. Des termes peuvent étre définis qui ont le
comportement des constructeurs O et S. Ce codage correspond aux entiers de Church
dans le A-calcul pur.

L’intérét de ces codages est leur uniformité. En particulier seule la régle de g-réduction
est nécessaire pour I'évaluation des programmes.

Regardons 'exemple du type booléen. 1l est défini par

bool = (C' : Prop)C — C — C
On peut construire les deux éléments true et false de type bool.

true = [C: Prop|[z: Clly: Clx

false = [C: Propllx: C]ly: Cly
Vu comme un terme fonctionnel, un booléen est juste une structure de programme condi-
tionnel. En effet, soient C' un type de données, b de type bool et x et y deux termes de

type C. Le programme
(bCxy)

se réduit en x si b est égal a true, et en y si b est égal a false.
De nombreux exemples de tels codages se trouvent dans |7, 10, 20].

2.1.3 Isomorphisme de Curry-Howard

L’isomorphisme de Curry-Howard identifie les propositions et les types. Nous donnons
quelques exemples de ces correspondances avec le systéme F'.
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Types Propositions

A— B A= B
(C: Prop)C 1
(C: Prop)(A—B—C)—C ANB

(C: Prop)(A—-C)— (B—C)—C|AVB

Les types du Calcul des Constructions sont plus riches que ceux du systéme F,. En effet on
peut écrire des propositions dépendantes. Ceci nous permet de formuler et de prouver des
propriétés de programmes. Par exemple, on pourra dire que le résultat d’'un programme
de tri rend une liste triée équivalente a la liste d’entrée.

Notons que la maniére “naturelle” de définir une propriété dépendante dans les Construc-
tions est de la spécifier comme étant la plus petite propriété (prédicat, relation, etc)
vérifiant un certain nombre de conditions de stabilité. Ces définitions se codent aisément
en utilisant une quantification d’ordre supérieur.

Soit par exemple P une propriété des entiers (c’est-a-dire que P est de type nat — Prop).
On pourra former le type (n : nat)(P n) qui représente la proposition Vn : nat.(P n). On
pourra également former le type des paires “dépendantes” constituées d’un élément n de
type nat et d’une preuve de (P n). Ce type représente la proposition 3n : nat.(P n). On
peut donc compléter notre tableau avec les connecteurs du premier ordre :

(x: A)(P x) Vo : A(P x)
(C: Prop)((x : A)(Pz) - C)— C|3x: A(P x)

Le Calcul des Constructions offre la possibilité de bien d’autres définitions. Mais dans les
exemples que nous développerons, nous ne nous servirons essentiellement que de variantes
de ces codages.

2.1.4 Recherche de preuves

[’implantation actuelle des Constructions contient tout d’abord une “machine” [25] qui
sert a vérifier les preuves et a gérer I’environnement des hypothéses et des constantes.

Il est également possible de développer interactivement une preuve, a 'aide de tactiques
dans le style de LCF [22, 38]. Le systéme de développement manipule des preuves incom-
plétes. On se donne un but M a prouver dans un environnement I'. On peut schématiser
ceci en introduisant le jugement :

'e?yeM

Les tactiques de base correspondent aux régles d’inférence. Une preuve de M est soit une
abstraction soit une application.
Si ¢’est une abstraction alors M = (x : A)N. La régle correspondante est :

Tz:AFteN
'z Alte (z: AN
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On crée un nouveau but :
x:AF?9: N

Et on garde la trace du fait que la preuve du but initial M est obtenue par abstrac-
tion par rapport a la variable x de la preuve de N. Ce schéma correspond a la tactique
d’introduction.

Si la preuve de M est une application de a & b alors a est de type (y : A)M’, b est de type
Aet M = M'[y/b]. I y a beaucoup de non déterminisme dans la recherche de a et de b.
On pourra par exemple donner le type A et rechercher des preuves de A — B et de A.
C’est la tactique de coupure.

On peut aussi donner a. On infére alors le type de a qui est de la forme (y : A)M’. Si
y napparait pas dans M’ alors M’ = M et on a un nouveau sous-but a résoudre, la
proposition A. Si y apparait dans M’, alors on peut essayer de trouver b en “comparant”
M'[y/b] et M. D’une maniére plus générale, si on se donne a un terme dont le type s’écrit :

(131ZAl)...(.Z'piAp>Bl—>n'—>Bk—>N(.CU17...,SCp)

et si on peut trouver ay,...,a, tels que le type N(ay,...,a,) et le but a prouver M sont
identiques, alors les tactiques dites de résolution engendrent comme sous-buts & prouver
les propositions B;[x;/a;].

La seule difficulté est de trouver les a;. La technique de base est de les obtenir par filtrage
du but & prouver, qui est toujours un terme clos, et de N(xy,...,x,) dans lequel les z;
sont les variables que 'on cherche a filtrer. Cela ne suffit pas toujours, on peut étre amené
a donner explicitement les arguments manquants.

Pour des raisons d’efficacité, le filtrage ne remplace pas les constantes par leurs valeurs.
On a donc besoin de tactiques permettant ’expansion explicite de certaines constantes.
Les tactiques d’élimination sont des tactiques de résolution qui convertissent la constante
de téte du type de I'objet a avant d’appliquer la résolution. Prenons par exemple le cas
de la disjonction de deux propositions A et B. La proposition AV B est définie comme le
type du second ordre

(C: Prop)(A—C)— (B—C)—C.

Si on a un but M & prouver et un terme t de type AV B, I’élimination de t fera une
résolution entre

(C: Prop)(A—C)— (B—C)—C

et M. Elle inférera pour C' la proposition M et créera deux sous-buts :
A— M et B — M.

On a trés vite besoin de filtrage a l'ordre supérieur. Par exemple, faire une preuve par
récurrence d’une propriété M (n) revient & appliquer a des arguments bien choisis, une
preuve de :

(P : nat — Prop)(P 0) — ((m : nat)(P m) — (P (S m))) — (P n)
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Si on sait trouver P par comparaison de (P n) et de M (n), alors la tactique de résolution
créera deux sous-buts :

M) et (m:nat)M(m)— M((S m))

De méme quand on a une preuve de a = b, on 'utilise pour réécrire un but de la forme
M (b) en un but M(a). L’égalité que nous utilisons dans le Calcul des Constructions est
I’égalité de Leibniz. C’est-a-dire que si a et b sont de type A, alors la proposition a =4 b
est définie comme étant :

(P:A— Prop)(P a)— (Pb).

La réécriture est la-aussi un cas particulier de tactique de résolution.

On voit ici quelques caractéristiques du Calcul des Constructions. On dispose d’un
nombre réduit d’opérations primitives. Le mécanisme des constantes permet de mani-
puler aisément des notions dérivées. Finalement 'utilisation de 'ordre supérieur permet
d’internaliser et d’uniformiser la recherche de preuves. L’utilisateur a essentiellement a
gérer des opérations de “controle” sur 1'utilisation des tactiques.

La machine des Constructions

L’implantation des Constructions est formé d’une “machine” qui effectue la vérification
de typage des termes et gére 'environnement. Cet environnement contient & la fois des
variables et des constantes. Cette machine, dont la description est faite dans [25], est
commandée par un “vernaculaire”. Un fichier de vernaculaire se présente comme une suite
de déclarations de variables, d’hypothéses, de définitions et de théorémes. Le vernacu-
laire contient une macro commande Inductive qui permet la définition simultanée d’un
type concret, de ces constructeurs et de 'opération de récursion primitive associée. Par
exemple :

Inductive nat : Prop = 0 : nat | S : nat->nat.

engendre les définitions suivantes :

nat = (C: Prop)C — (C - C)—C de type Prop

0 = [C: Prop|[z : C][f : C — Clx de type nat

S = [n: nat][C : Prop]lx : C|[f : C = C|(f (n C z f)) de type nat — nat
nat_rec = ... de type nat — (C: Prop)C — ((nat NC) — C) — C

Nous ne donnons pas ici la définition explicite du terme de récursion primitive nat_rec.
Celui-ci est obtenu de maniére usuelle en utilisant la structure itérative du type nat et un
codage du produit.

La commande Inductive peut également servir a définir un prédicat de type A — Prop
qui est le plus petit “ensemble” de termes de type A qui satisfait certaines conditions de
stabilité. Par exemple on définit 'ensemble des entiers plus grands que n comme le plus
petit ensemble qui contient n et qui contient (S ) quand il contient u. On déclarera :
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Inductive le [n:nat] : nat->Prop
= le_n (le n n)
| 1e_S : (u:nat)(le n u)->(le n (S u)).

La relation le est alors le terme suivant :
[n,m : nat)(P : nat — Prop)(P n) — ((u: nat)(P u) — (P (S u))) — (P m)

Des preuves le_n et le_ S de respectivement (le n n) et (u : nat)(le n u) — (le n (S w))
sont, construites.

Nous étudierons, dans le chapitre 4, les transformations qui correspondent & la commande
Inductive.

2.1.5 Un exemple de développement de programme

Nous allons montrer comment développer un programme comme preuve dune formule
existentielle.

Description du programme

L’exemple choisi correspond & la recherche, dans un tableau d’entiers relatifs, du sous-
tableau dont la somme des ¢léments est maximale. Nous nous inspirons d’un exemple
traité par J. Bates et R. Constable [1] pour le systéme PRL. Nous donnons une version
simplifiée ou le tableau vide dont la somme est prise égale a zéro est éventuellement une
réponse valide (dans le cas ou tous les éléments sont négatifs).

Nous nous intéressons a des listes d’éléments d’un type Z. On suppose donnés une opéra-
tion binaire + sur Z et son élément neutre Z;. On se donne aussi une relation binaire <
sur Z. On la suppose réflexive, transitive, totale et réguliére par rapport a I'opération +.
On définit le type des listes d’éléments de Z. On note a.l 'adjonction de 1’élément a en
téte de la liste [ et m@n la concaténation des listes m et n.

On peut alors définir une opération de sommation Sum sur les listes d’éléments de Z. Par
convention la fonction Sum vaut Zy pour la liste vide. Le programme cherché doit trouver,
dans une liste, la sous-liste qui maximalise Sum.

La méthode proposée est linéaire. Elle consiste a calculer incrémentalement une donnée
supplémentaire : le segment initial qui maximise la somme. Un segment initial de [ est
une sous-liste m telle que [ = m@n pour une certaine liste n. Le segment initial maximal
de a.l se calcule aisément en fonction du segment initial de [. La sous-liste maximale de
a.l se calcule ensuite a partir de la sous-liste maximale de [ et du segment initial maximal
de a.l.

On peut donner une version CAML de ce programme.

let max ZO plus R 1 =
let rec sum = (function [] ->Z0 | a::m ->(plus a (sum m)))
in 1let rec sub_init =
function [1 -> [1,[]
la::m -> let (s1,il)=(sub_init m) in
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let i2 = if R (plus a (sum i1)) ZO then [] else a::il
in (if R (sum i2) (sum s1) then sl else i2),i2
in let (res,_) = sub_init 1 in res;;

Le type, inféré par CAML, de cette fonction est :

Value max = -
(’a->(Cb->’a->’a)->(’a->’a->bool)->’b list->’b list)

Définitions
La déclaration de Z, Zy, + (plus) et < (R) dans le systéme se fait ainsi :

Variable Z : Prop.
Variable Z0 : Z.
Variable plus : Z->Z->Z.
Variable R : Z->Z->Prop.

On continuera de noter a + b au lieu de (plus a b) et a < b au lieu de (R a b) dans les
descriptions. On fait ensuite un certain nombre d’hypothéses sur <, a savoir que c¢’est une
relation réflexive, transitive, réguliére et totale.

Hypothesis R_refl : (x:Z)(R x x).
Hypothesis R_trans : (x,y,z:2) Rx y)->R y z)->R x 2).
Hypothesis R_plus : (x,y,z:2) (R y z)->(R (plus x y) (plus x z)).

On construit alors le type des listes d’éléments de Z. C’est un type a deux constructeurs nal
et cons. Il est définissable dans le systéme F. La définition du type et de ses constructeurs
est engéndrée par la commande :

Inductive list : Prop = nil : list | cons : Z -> list -> list.

On peut maintenant écrire 'opération de sommation des éléments d’une liste. Cette opé-
ration est spécifiée par les propriétés.

(Sum nil) = Zy et (Sum a.l) =a+ (Sum )
On pose :
Global Sum : list->Z = [1:1ist](1 Z ZO plus).

Restent a définir les notions de segment initial et de sous-liste. On notera (initial | m) si
m est initial dans la liste [ et (sublist [ m) si m est une sous-liste de [. Les propriétés dont
on a besoin sont les suivantes :

(initial nil m) < nil =m

(initial a.l m) < (nil =m) Vv 3Im' : list.(a.m’ = m) A (initial 1 m')
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Et pour sublist :
(sublist nil m) < nil =m

(sublist a.l m) < (initial a.l m)V (sublist [ m)

De telles propriétés peuvent étre obtenues par exemple en prenant les définitions sui-
vantes :

Inductive initial : list->1ist->Prop =
init_nil : (1:1list) (initial 1 nil)
|init_cons :(a:Z)(1l,m:1list)
(initial 1 m)->(initial (cons a 1) (cons a m)).

C’est-a-dire que initial est la plus petite relation telle que :
(initial [ nil) et (initial | m) — (initial a.l a.m).

Inductive sublist : list->list->Prop =
sub_incl : (a:Z)(1,m:1list) (sublist 1 m)->(sublist (cons a 1) m)
|sub_init : (1,m:1list)(initial 1 m)->(sublist 1 m).

C’est-a-dire que sublist est la plus petite relation telle que :
(initial | m) — (sublist  m) et (sublist | m) — (sublist a.l m).

Pour une relation P sur les listes et deux listes [ et m, on définit une proposition
(mazimal Pl m), qui signifie que toutes les listes qui satisfont (P [) ont une somme
inférieure & la somme de m.

Definition maximal
[P:1ist->1ist->Prop] [1,m:1list] (n:1ist)(P 1 n)->(R (Sum n) (Sum m)).

On veut maintenant trouver pour toute liste [, une sous-liste m qui est maximale parmi les
sous-listes. On définit un connecteur existentiel double 3z : A.(P z) A (Q x) qui est noté
<A>Ex2(P,Q) dans le systéme. Le terme d’introduction de ce connecteur est ex intro2 de

type :
(x: A)(Pz)— (Qa)—Jz: A(P )N (Q z).

Et toute preuve H de 3z : A.(P z) A (Q z) est aussi une preuve de
(C: Prop)((x : A)(Pz) - (Q z) = C) — C.

Ceci correspond a I’élimination du connecteur existentiel.
Notre probléme est finalement de trouver une preuve de :

(I : list)Im : list.(maximal sublist | m) A (sublist | m)
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Lemmes préliminaires

Les propriétés clés de mazimal sont décrites. Nous n’en donnons pas la démonstration
mais indiquons les noms des lemmes et leurs types.

(mazimal initial nil nil)
(a: Z)(1,m : list)

(mazimal initial | m) — (a + (Sum m)) < (Sum nil)

max 1 nil

maxr i void

— (maximal initial a.l nil)

mazx_i_cons : (a:Z)(l,m: list)
(mazimal initial 1 m) — (Sum nil) < (a + (Sum m))
— (maximal initial a.l a.m)

max_s_nil : (mazimal sublist nil nil)

max s _incl : (a:Z)(l,m,i: list)
(mazimal sublist | m) — (maximal initial a.l i) — (Sum i) < (Sum m)
— (mazimal sublist a.l m)

maz_s_init : (a: Z)(l,m,i: list)
(mazimal sublist | m) — (maximal initial a.l i) — (Sum m) < (Sum 1)

— (mazimal sublist a.l 1)

La preuve que nous allons faire est par récurrence sur la structure de la liste /. On a donc
besoin d’un principe :

(I : list)(P : list — Prop)(P nil) — ((a: Z)(m : list)(P m) — (P (a.m))) — (P )

Nous rajoutons ce principe comme axiome, et nous le notons list_ind.

Preuve principale

Nous donnons maintenant la session interactive de développement de la spécification.
Rappelons que la marque # est 1™invite” de la boucle interactive du systéme CAML. La
commande donnée au systéme se termine par un double point virgule. Nous indiquons
ensuite la réponse du systéme des Constructions.

Les fonctions CAML que nous utilisons sont goal qui déclare un but & prouver et by qui
applique une tactique au premier but a résoudre. Une tactique peut soit résoudre le but
soit engéndrer de nouveaux sous-buts en modifiant éventuellement I’environnement. Dans
les deux cas tous les buts qui restent a prouver sont imprimés. Le contexte local dans
lequel le premier but doit étre prouvé est aussi affiché.

Les tactiques que nous utilisons sont les tactiques d’introduction, différentes variantes de
la tactique de résolution et la tactique de coupure. Nous utilisons également une tactique
automatic, qui cherche suivant la forme du but & prouver si le résultat peut se déduire
directement du contexte. On peut composer les tactiques. Dans I'exemple développé ci-
dessous, nous utiliserons la composition de tactiques “THEN’. La tactique taci THEN
tac2 applique tacl au but courant puis tac2 a chacun des sous-buts créés.
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La premiére étape est de déclarer le but a prouver.
#goal <<(1l:1ist)<list>Ex2((maximal sublist 1), (sublist 1))>>;;

On commence par introduire [ et par indiquer que I'on veut faire une coupure en prouvant
également ’existence d’un segment initial maximal.

#by (intro THEN
cut <<<1list>Ex2((maximal sublist 1), (sublist 1))
/\<1list>Ex2((maximal initial 1), (initial 1))>>);;
1...... <list>Ex2((maximal sublist 1), (sublist 1))
H : <1list>Ex2((maximal sublist 1), (sublist 1))
/\<1list>Ex2((maximal initial 1), (initial 1))
1 : list
2...... <1list>Ex2((maximal sublist 1), (sublist 1))
/\<1list>Ex2((maximal initial 1), (initial 1))

L’obtention de la proposition initiale & partir de la coupure s’obtient aisément par élimi-
nation de la conjonction.

#by (elim_last THEN assumptions);;
1...... <list>Ex2((maximal sublist 1), (sublist 1))
/\<1list>Ex2((maximal initial 1), (initial 1))
1 : list

On raisonne ensuite par récurrence sur /.

#by (explicit <<(list_ind 1)>> THEN intros);;

1...... <list>Ex2((maximal sublist nil), (sublist nil))
/\<1list>Ex2((maximal initial nil), (initial nil))
2. ... <list>Ex2((maximal sublist (cons a m)), (sublist (cons a m)))

/\<1list>Ex2((maximal initial (cons a m)),(initial (cons a m)))

Dans le cas [ = nil, on indique que la solution est la liste nil (dans le cas initial comme
dans le cas sublist).

#by (resolve "conj" THEN resolve_with <<(ex_intro2 nil)>>);;

1...... (maximal sublist nil nil)

2...... (sublist nil nil)

3...... (maximal initial nil nil)

4...... (initial nil nil)

5...... <list>Ex2((maximal sublist (cons a m)), (sublist (cons a m)))

/\<1list>Ex2((maximal initial (cons a m)),(initial (cons a m)))

Les quatre premiers sous-buts sont résolus par la tactique “automatic” qui trouve dans
I’environnement des lemmes qui s’appliquent directement.
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#by automatic;; (x 4 fois *)
1...... <list>Ex2((maximal sublist (cons a m)), (sublist (cons a m)))
/\<1list>Ex2((maximal initial (cons a m)),(initial (cons a m)))
H : <1list>Ex2((maximal sublist m), (sublist m))
/\<1list>Ex2((maximal initial m), (initial m))
m : list
a : Z

On doit maintenant résoudre le pas de récurrence. On ¢limine ’hypothése de récurrence

#by (elim_last THEN intros);;
1...... <1list>Ex2((maximal sublist (cons a m)), (sublist (cons a m)))

/\<1list>Ex2((maximal initial (cons a m)),(initial (cons a m)))
H1 : <1ist>Ex2((maximal initial m), (initial m))
HO : <1ist>Ex2((maximal sublist m), (sublist m))
m : list, a : Z

On commence par supposer que 1’on a construit le résultat pour initial.

#by (cut <<<1list>Ex2((maximal initial (cons a m)),(initial (comns a m)))>>);;
1...... <list>Ex2((maximal sublist (cons a m)), (sublist (cons a m)))
/\<1list>Ex2((maximal initial (cons a m)),(initial (cons a m)))
H2 : <1ist>Ex2((maximal initial (cons a m)),(initial (cons a m)))
H1 : <1ist>Ex2((maximal initial m), (initial m))
HO : <1ist>Ex2((maximal sublist m), (sublist m))
m : list, a : Z
2...... <list>Ex2((maximal initial (cons a m)), (initial (cons a m)))

On élimine I’hypothése de coupure, ce qui nous introduit un objet x qui maximalise les
segments initiaux de a.l. Puis on se raméne au seul probléme de trouver une sous-liste

maximale dans a.l.

#by (elim_last THEN intros THEN resolve '"conj" THEN assumptions);;
1...... <list>Ex2((maximal sublist (cons a m)), (sublist (cons a m)))
H4 : (initial (cons a m) x)
H3 : (maximal initial (cons a m) x)
x : list
HO : <1ist>Ex2((maximal sublist m), (sublist m))
m : list, a : Z
2...... <list>Ex2((maximal initial (cons a m)),(initial (cons a m)))

On utilise I’hypothése de récurrence. Soit xg la sous-liste de m maximale dans [.

#by (elim <<HO>> THEN intros);;
1...... <list>Ex2((maximal sublist (cons a m)), (sublist (cons a m)))

H6 : (sublist m x0)
H5 : (maximal sublist m x0)
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x0 : list
H4 : (initial (cons a m) x)
H3 : (maximal initial (cons a m) x)

x : list
m : list, a : Z
2. ... <1list>Ex2((maximal initial (cons a m)),(initial (cons a m)))

On raisonne alors par cas suivant 'ordre relatif de la somme de z( et de la somme de .

#by (elim <<(R_total (Sum x0) (Sum x))>> THEN intros);;
1...... <list>Ex2((maximal sublist (cons a m)), (sublist (cons a m)))
H7 : (R (Sum x0) (Sum x))
H6 : (sublist m x0)
H5 : (maximal sublist m xO0)
x0 : list
H4 : (initial (cons a m) X)
H3 : (maximal initial (cons a m) Xx)
x : list, m : list, a : Z
2. ... .. <list>Ex2((maximal sublist (cons a m)), (sublist (cons a m)))
3...... <list>Ex2((maximal initial (cons a m)), (initial (cons a m)))

Si (Sum xg) < (Sum x) alors la solution est x.

#by (resolve_with <<(ex_intro2 x)>>);;
1...... (maximal sublist (cons a m) x)
H7 : (R (Sum x0) (Sum x))
H6 : (sublist m x0)
H5 : (maximal sublist m xO0)
x0 : list
H4 : (initial (cons a m) x)
H3 : (maximal initial (cons a m) x)
x : list , m : list, a : Z

2. (sublist (cons a m) x)
3., <list>Ex2((maximal sublist (cons a m)), (sublist (cons a m)))
4...... <1list>Ex2((maximal initial (cons a m)),(initial (cons a m)))

On utilise les lemmes précédemment prouvés pour résoudre les deux conditions que doit
vérifier x.

#by (resolve_with <<(max_s_init x0)>> THEN assumptions);;

1...... (sublist (cons a m) x)

H4 : (initial (cons a m) x)

x : list

m : list, a : Z
2. . ... <list>Ex2((maximal sublist (cons a m)), (sublist (cons a m)))
3., <list>Ex2((maximal initial (cons a m)),(initial (cons a m)))

42



#by automatic;;

1...... <list>Ex2((maximal sublist (cons a m)), (sublist (cons a m)))
H7 : (R (Sum x) (Sum x0))
H6 : (sublist m x0)
H5 : (maximal sublist m xO0)
x0 : list
H4 : (initial (cons a m) x)
H3 : (maximal initial (cons a m) Xx)
x : list, m : list, a : Z

2...... <list>Ex2((maximal initial (cons a m)),(initial (cons a m)))

Dans l'autre cas la solution est xy. On résoud les sous-buts créés

#by (resolve_with <<(ex_intro2 x0)>>);;
1...... (maximal sublist (cons a m) x0)
H9 : (R (Sum x) (Sum x0))
H5 : (maximal sublist m x0)
H3 : (maximal initial (cons a m) x)

x : list
m : list, a : Z
2. ... (sublist (cons a m) x0)
3., <1list>Ex2((maximal initial (cons a m)),(initial (cons a m)))>>

#by (resolve_with <<(max_s_incl x)>> THEN assumptions);;

1...... (sublist (cons a m) x0)
H6 : (sublist m x0)
x : list
m : list, a : Z
2. . ... <1list>Ex2((maximal initial (cons a m)), (initial (cons a m)))

#by automatic;;
1...... <list>Ex2((maximal initial (cons a m)),(initial (cons a m)))
H1 : <1ist>Ex2((maximal initial m), (initial m))
m : list, a : Z

Il nous reste a construire le segment initial maximal de a.l. Soit = le segment initial
maximal de [.

#by (elim_last THEN intros);;
1...... <list>Ex2((maximal initial (cons a m)),(initial (cons a m)))
H3 : (initial m x)
H2 : (maximal initial m x)
x : list
m : list, a : Z
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On raisonne par cas sur l'ordre de a + (Sum z) et de (Sum nil).

#by (elim <<(R_total (plus a (Sum x)) (Sum nil))>> THEN intros);;
1...... <1list>Ex2((maximal initial (cons a m)),(initial (cons a m)))
H4 : (R (plus a (Sum x)) (Sum nil))
H3 : (initial m x)
H2 : (maximal initial m x)

x : list
m : list, a : Z
2. ... <1list>Ex2((maximal initial (cons a m)),(initial (cons a m)))

Dans le cas a + (Sum x) < (Sum nil), la solution est la liste nil.

#by (resolve_with <<(ex_intro2 nil)>>);;
1...... (maximal initial (cons a m) nil)
H4 : (R (plus a (Sum x)) (Sum nil))
H2 : (maximal initial m x)
x : list, m : list, a : Z
2. (initial (cons a m) nil)
..., <1list>Ex2((maximal initial (cons a m)),(initial (cons a m)))

On résoud les sous-buts.

#by (resolve_with <<(max_i_void x)>> THEN assumptions);;
1...... (initial (cons a m) nil)
H3 : (initial m x)
x : list, m : list, a : Z

2...... <list>Ex2((maximal initial (cons a m)), (initial (cons a m)))>>

#by automatic;;
1...... <list>Ex2((maximal initial (cons a m)),(initial (cons a m)))
H4 : (R (Sum nil) (plus a (Sum x)))
H2 : (maximal initial m x)
x : list, m : list, a : Z

Dans l'autre cas le résultat est a.x.

#by (resolve_with <<(ex_intro2 (cons a x))>>);;
1...... (maximal initial (cons a m) (cons a x))
H4 : (R (Sum nil) (plus a (Sum x)))
H2 : (maximal initial m x)
x : list, m : list, a : Z
#by (resolve "max_i_cons" THEN assumptions);;
1...... (initial (cons a m) (cons a x))
H3 : (initial m x)
x : list, m : list, a : Z
#by automatic;;
Goal proved !
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Et on a finalement terminé. Ce développement est peut-étre un peu long a lire, mais on
voit que I'on indique au systéme uniquement les étapes essentielles du programme et que
celui-ci produit les propriétés que doivent vérifier les notions introduites.

Maintenant on aimerait récupérer le programme qui a été développé et le faire tourner.
Ce programme contient les variables libres suivantes :

x*xx [Z :Prop]
xokk [Z0 :Z]
*x*x* [plus :Z->Z->Z7]
**¥x [R :Z->Z->Prop]
*x*x [R_refl :(x:Z)R x x)]
*xxx [R_trans :(x:2)(y:2)(z:Z)(R x y)->(Ry 2)->(R x z)]
k% [R_plus :(x:2)(y:Z2)(z:Z)(R y z)->(R (plus x y) (plus x z))]
*xx*x [R_total :(x:Z)(y:Z)R x y)\/(R y x)]
*%% [list_ind :(1:1list)(P:list->Prop) (P nil)
->((a:Z) (m:1ist) (P m)->(P (cons a m)))->(P 1)]

On dispose, comme programme, du terme de preuve. Celui-ci est un assez gros terme. Pour
faciliter sa lecture, on note (Ex_max_sub 1) la proposition <1ist>Ex2((maximal sublistl), (s
et (Ex_max_init 1) la proposition <list>Ex2((maximal initial 1), (initial 1)).

On n’écrit pas les propositions qui apparaissent a droite d’une application dans un terme

de preuve. La preuve de la spécification est le terme suivant.

[1:1ist]
([H: (Ex_max_sub 1)/\(Ex_max_init 1)]
(H [HO: (Ex_max_sub 1)][H1:(Ex_max_init 1)]HO)
(1ist_ind 1
{(ex_intro2 nil max_s_nil (sub_init nil nil (init_nil nil))),
(ex_intro2 nil max_i_nil (init_nil nil))}
[a:Z] [m:1ist] [H: (Ex_max_sub m)/\(Ex_max_init m)]
(H [HO:(Ex_max_sub m)][H1:(Ex_max_init m)]
([H2: (Ex_max_init (cons a m))]
(H2 [x:1ist][H3:(maximal initial (cons a m) x)]
[H4: (initial (cons a m) x)]
{(HO [x0:1ist][H5:(maximal sublist m x0)][H6: (sublist m x0)]
(R_total (Sum x0) (Sum x)
[HO9: (R (Sum x0) (Sum x))]
(ex_intro2 x (max_s_init a m x0 x H5 H3 H9)
(sub_init (cons a m) x H4))
[H9: (R (Sum x) (Sum x0))]
(ex_intro2 x0 (max_s_incl a m x0 x H5 H3 H9)
(sub_incl a m x0 H6)))) ,H2})
(H1 [x:1ist][H2:(maximal initial m x)][H3:(initial m x)]
(R_total (plus a (Sum x)) (Sum nil)
[H4: (R (plus a (Sum x)) (Sum nil))l]
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(ex_intro2 nil (max_i_void a m x H2 H4)
(init_nil (cons a m)))
[H4: (R (Sum nil) (plus a (Sum x)))]
(ex_intro2 (cons a x) (max_i_cons a m x H2 H4)
(init_cons a m x H3))))))))
(1:1ist)<1list>Ex2((maximal sublist 1), (sublist 1))

Extraction

La méthode d’extraction que nous avons définie pour le Calcul des Constructions permet
d’obtenir un programme beaucoup plus “réaliste”. On modifie légérement la preuve ci-
dessus de maniére a distinguer ce que l'on veut garder en tant que programme de ce qui
n’a qu'un intérét logique. On obtient alors le programme suivant.

*xxx [Z :Data]

*xx [Z0 :Z]

xx* [plus :Z->Z->Z7]

*xx [R_total :Z->Z->booll]

%k [list_ind :1list->(P:Data)P->(Z->1ist->P->P)->P]

program =
[1:1ist]
([H:(sig2 list)&(sig2 list)]
(H [HO:(sig2 list)][H1:(sig2 list)]HO)
(list_ind 1 <(exist2 nil), (exist2 nil)>
[a:Z] [m:1ist] [H: (sig2 list)&(sig2 list)]
(H [HO:(sig2 list)][H1:(sig2 list)]
([H2: (sig2 list)]
(H2 [x:list]
<(HO [x0:1ist](R_total (Sum x0) (Sum x)
(exist2 x) (exist2 x0))),H2>)
(H1 [x:list](R_total (plus a (Sum x)) (Sum nil)
(exist2 nil) (exist2 (cons a x))))))))

Le type (sig2 list) est un type concret a un seul constructeur ezist2 de type list —
(sig2 list). On a une opération de projection pi de type (sig2 list) — list.
On peut donc construire a partir de ce terme une fonction f de type list — list en posant :

f=1l: lst](pi (program 1))
Notre notion de réalisabilité fournit une preuve de correction du programme extrait :
(I : list)(mazimal sublist 1 (f 1)) A (sublist I (f 1))

Dans I'environnement d’extraction, il reste a instancier Z, Z,, plus et R_ total qui sont
des paramétres du probléme, ainsi que la variable list ind. La notion de réalisabilité
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permet de justifier quelles sont les instanciations correctes de ces variables. Par exemple,
nous saurons que le programme extrait est toujours correct si I’on substitue a B_ {otal la
fonction caractéristique de la relation d’ordre. De méme, on prouve qu’il est correct de
substituer a list _ind 'opérateur de récursion primitive sur les listes qui est définissable
dans le systéme F'.

2.2 Identification des preuves et des programmes

Dans cette partie, nous essayons de montrer les problémes que pose l'identification des
preuves et des programmes.

L’isomorphisme de Curry-Howard permet une double interprétation de 'existence d’une
dérivation de ' = M € N (avec N une proposition). On peut voir M soit comme un terme
fonctionnel de type N contenant éventuellement des variables libres de I', soit comme une
preuve intuitionniste de la proposition N dans ’environnement I'. Nous voulons consi-
dérer le terme M comme un programme, et nous nous intéressons a la correction de ce
programme. On peut donner plusieurs sens au mot “correct”. Par exemple :

1. Le programme termine.

2. Le programme prend en entrée des objets d’'un certain type de données A, termine
et rend des objets de type B.

3. Le programme satisfait une certaine propriété.

4. Le programme construit un résultat et une preuve du fait que ce résultat satisfait
une certaine propriété.

Un terme de type A — B dans le Calcul des Constructions vérifie la seconde condition
de correction. Mais la structure de type dépendant permet d’exprimer le type XgP des
couples (x,y) o y est une preuve du fait que x satisfait la propriété P. On obtient ainsi
la quatriéme notion de correction, le programme construit sa propre preuve de correction.
Nous allons maintenant étudier de plus prés ce type existentiel.

2.2.1 Spécification

Soit A de type Prop et P un schéma propositionnel de type A — Prop. Le type des couples
(x,y) tel que x est de type A et y est une preuve de (P z) est défini par :

YAaP=(C: Prop)((z:A)(Pz)—C)—C

On notera Yz : A.® le terme X4z : A]®. Le Calcul des Constructions identifie preuves
et programmes. Les objets x et y ont donc le méme statut. Par contre, si on pense au
développement de programmes, ces deux objets ne jouent pas le méme role. L'un est
un programme que l'on voudra exécuter, 'autre est une preuve dont seule l'existence
dans un contexte cohérent nous intéresse. Comme dans les langages de programmation
classiques, on veut distinguer une phase de vérification de types, qui assure mécaniquement
la correction du programme, d’'une phase de compilation permettant ’extraction de la
partie de la preuve significative d'un point de vue calculatoire.
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En général, les contraintes sur le langage de programmation sont moins fortes que sur
les preuves. Par exemple, il peut sembler commode de supposer les types de données non
vides. Or si toute proposition admet une preuve, le systéme logique devient incohérent.
D’autre part, il n’est pas certain que ’on veuille typer les programmes avec des types
dépendants. On verra plus tard que cela n’apporte pas d’algorithme supplémentaire, par
contre c’est souvent plus contraignant. Reprenons I'exemple de X4 P. Si P n’est pas un
type dépendant mais est de la forme [x : A]B, alors X4 P est juste le produit de A et de
B c’est-a-dire (C': Prop)(A — B — C) — C. On peut écrire un programme effectuant la
seconde projection de type A A B — B. Dans le cas du produit dépendant, on sait bien
écrire le programme F'st effectuant la premiére projection de type X4 P — A. On aimerait
une seconde projection de type (z : ¥4 P)(P (Fst x)) mais on ne sait pas construire un
terme de ce type.

On n’a pas forcément besoin des mémes objets pour construire les programmes et les
preuves. En reprenant 'exemple étudié, on avait besoin de la récursion primitive et d’'une
fonction booléenne pour construire le programme “pur” alors que la preuve de la formule
existentielle nécessite la récurrence sur les listes et une preuve de totalité.

Regardons comment obtenir un programme correct & partir d’'une preuve de 4@, pour
un prédicat ® sur A.

Un terme de type 24P est normalisable. Il est facile de voir qu’un terme clos et normal
de ce type est de la forme

[C 2 Propl[f : (x : A)(® z) — C|(f t u)

avec t de type A et u de type (P t) dans un environnement ou C' est de type Prop et
f de type (z : A)(® x) — C. En instanciant C' par A et f par la premiére projection
m=[z:A][h: (P z)x, on trouve un terme ¢’ de type A et une preuve v’ de (t').

On a du supposer que la preuve de ¥ 4P était close pour pouvoir conclure quant a la
structure de la forme normale de cette preuve. En fait, supposons que cette preuve soit
développée dans un environnement I et qu’elle admette une forme normale de téte comme
précédemment, avec ¢ un terme clos. La premiére projection de cette preuve nous donne
bien un programme dont la validité n’est prouvée que dans I'environnement I'. Un tel ré-
sultat est souvent suffisant pour le programmeur. Cependant il nécessite une connaissance
de la forme réduite de la preuve. Les outils que nous développerons permettront d’assurer
syntaxiquement que les hypothéses de 'environnement n’ont pu étre utilisées que dans la
partie “preuve” du développement.

Supposons maintenant que I'on veuille développer une fonction comme preuve de la spé-

cification :
(x:A)Xy: B(® x y)

Soit ¢ une preuve close de cette proposition. Pour tout terme clos u de type A, (¢t u)
est un terme clos de type Xy : B.(® u y). En en prenant la premiére projection comme
précédemment on trouve un terme v de type B et on sait obtenir une preuve de (¢ u v).
En fait le processus de normalisation de (¢ u), nécessaire & 'obtention du résultat du
programme, construit en méme temps la preuve de (® u v). Le programme calcule donc
une information qui est superflue pour son exécution.
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2.2.2 Reéalisabilité

D’un point de vue logique, on a montré dans la section précédente que s’il existait une
preuve sans hypothése de Jz.P(x) alors il existait un objet ¢ et une preuve de P(t). Par
I’isomorphisme de Curry-Howard, 'argument de normalisation utilisé correspond a I’éli-
mination des coupures dans le systéme de déduction naturelle correspondant. C’est un
moyen constructif d’obtenir I'objet t. On peut penser & un autre moyen de prouver la pro-
priété d’existence et qui utilise des notions de réalisabilité. Le processus de démonstration
est différent. Au lieu de construire la preuve puis de la réduire, on construit un objet, “la
réalisation”, par récurrence sur la longueur de la dérivation de la preuve. On a donc une
construction progressive du programme.

Lorsque I'on type dans les Constructions un objet ¢ de type T', alors t peut étre interprété a
la fois comme un terme fonctionnel et comme la preuve que ce terme fonctionnel satisfait
une propriété qui dépend de 7. Les notions de réalisabilité mettent en évidence cette
propriété d’'un point de vue purement syntaxique. La réalisabilité permet de dégager dans
chaque preuve 'information utile a la construction du programme et celle utile & la preuve
de correction.

Il faut choisir le cadre de la réalisabilité. C’est-a-dire quel est le systéme pour les pro-
grammes extraits et dans quelle théorie s’exprime le fait que ce programme “réalise” la
proposition initiale.

Remarque: Il est important de noter que les types dépendants ne nous permettent pas
d’obtenir plus de programmes. C’est-a-dire que tout A-terme pur typable dans le Calcul
des Constructions est aussi typable dans le systéme F,,. La transformation formelle sera
donnée dans la suite. Simplement le typage dans le Calcul des Constructions nous donne
plus d’informations sur le terme.

Nous utiliserons une notion de réalisabilité qui s’apparente a la réalisabilité modifiée
pour HA,. En particulier, la formule “z réalise A” est une proposition du Calcul des
Constructions et x est une variable non libre dans A. La variable x sera typée dans le
systeme F,,.

2.3 Les preuves du Calcul des Constructions vues comme
programmes de F,

Dans ce qui suit, nous allons définir une premiére notion de réalisabilité dans un systéme
ou sont confondus programmes, propositions et spécifications. L’extraction (c’est-a-dire
la fonction &) associe & un terme de ECC un nouveau terme de ECC. Le terme extrait
est typable dans le sous-systéme F, de ECC. D’autre part, rappelons que la définition 1.7
introduit la notion de niveaux pour les termes de ECC. Les preuves sont de niveau 0, les
propositions et schémas propositionnels sont de niveau 1 et les types propositionnels de
niveau 2. On commence par définir la fonction d’extraction.
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2.3.1 Extraction

Nous avons besoin de nouveaux noms de variables. Nous associons & toute variable x €
V' une nouvelle variable notée T. Nous supposerons que ces variables ne peuvent étre
introduites que par le procédé d’extraction.

Définition 2.1 (&)
— Soit M un type propositionnel.
— Si M = Prop alors E(M) = Prop.
- Si M = (x: A)B avec A de type Prop alors E(M) = E(B).
- 8i M = (X : C)B avec C de type Type alors E(M) = E(C) — E(B).
— Soit M un schéma propositionnel.
~ 8i M est une variable alors E(M) = M.
- Si M = (x:A)B alors E(M) = (7 : £(A))E(B).
- Si M =[x : A]B avec A de type Prop alors E(M) = E(B).
- §i M = [X : OB avec C de type Type alors E(M) = [X : £(C)]|E(B).
~ 8i M = (B u) avec u une preuve alors E(M) = E(B).
- 8t M = (B A) avec A un schéma propositionnel alors E(M) = (E(B) E(A)).
— Soit m une preuve.
— Sim est une variable alors E(m) =
- Sim=[x:An aorsE(m)=1[T: &
- Sim=(nu) alors E(m) = (E(n) &

SI

N

(A)E(n).
().

On étend cette fonction aux environnements.

Définition 2.2

&) =1

— Si I' est un environnement, x une variable et M un terme alors
ET,z:-M)=ET),T:E(M).

Nous prouvons que les termes extraits sont bien typés dans F,. On rappelle (cf. défini-

tion 1.5) que pour tout environnement I de F,, T'p désigne le contexte d’ordre associé a
I.

Proposition 2.1 Supposons que I' = M € N.

- Si N = Type alors Fg, E(M) € Type.

— Si N est de type Type alors E(L)o Fr, E(M) € E(N).
— Si N est de type Prop alors E(T') kg, E(M) € E(N).

La démonstration se fait par récurrence sur la longueur de la dérivation de I' = M € N.
Elle ne présente pas de difficulté. Le point crucial est la stabilité de £ par substitution
c’est-a-dire si M et N sont des termes et si x une variable alors

E(M[z/N]) = E(M)[T/E(N)].

Si t est une preuve alors les A-termes purs obtenus en supprimant tous les “types” de
t et de £(t) sont les mémes. Cette remarque et la proposition justifient la proposition
suivante :
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Proposition 2.2 Soit t un A-terme pur tel que t est typable dans le Calcul des Construc-
tions. Alors t est typable dans le systéeme F,,.

On ne perd donc aucune information calculatoire en contraignant les programmes a étre
typés dans F,. Par contre, on perd une information de nature “logique” que nous allons
essayer de retrouver par la définition de la notion de réalisabilité.

La validité de 'extraction a pour corollaire la conservativité du Calcul des Constructions
sur F,. Ce résultat nous a été suggéré par V. Breazu-Tannen.

Proposition 2.3 Toute proposition de F,, prouvable dans le Calcul des Constructions est
également prouvable dans F,,.

En effet si - ¢t € M alors la validité de 'extraction donne g, E(t) € E(M). Mais M
appartient a F,, donc E(M) = M. O

2.3.2 Réalisabilité

Soit maintenant A un “type”, ¢’est-a-dire un terme de ECC typable de type Prop ou Type,
on va définir la relation “x réalise A”. On veut que cette relation décrive une certaine
classe de termes de type E(A).

On aimerait pouvoir définir une fonction R sur les “types” telle que si A est de type K
(avec K = Prop ou K = Type) alors R(A) est de type £(A) — K. Il y a une petite
difficulté. En effet dans ECC, le terme A — Type n’est pas un terme valide. Pour écrire la
fonction R de maniére uniforme sur tous les objets, il faut donc se placer dans un systéme
qui admet I'abstraction sur les types propositionnels. Par exemple dans le systéme avec
une hiérarchie d’univers tel qu'’il est décrit dans [8].

On peut aussi rester a l'intérieur du systeme EC(C' en définissant deux fonctions de réali-
sation. L’une binaire pour les “types”, 'autre unaire pour les “objets”. C’est ce que nous
ferons ici. Soit A un “type” et x une variable non libre dans A de type £(A). On définit
R(A, z) formule de ECC qui se lit “x réalise A”. Si A est un objet (c’est-a-dire que A est de
niveau 0 ou 1) alors on définit R(A) qui est un terme de ECC. On remarque que les propo-
sitions sont a la fois des “types” et des “objets”. Dans ce cas, on aura R(A,z) = (R(A) z)
par définition.

On commence par définir R fonction binaire pour les “types”.

Définition 2.3 On définit R(M,r) pour r variable non libre de M. Si N est un terme,
on désigne par R(M,N) le résultat de la substitution de N aux occurrences libres de r
dans R(M,r).
— Soit M un type propositionnel :

- Si M = Prop alors R(Prop,r) =r — Prop.

- Si M = (x: A)B avec A de type Prop alors R(M,r) = (T : E(A))R(B,r).

- Si M = (X :C)B avec C de type Type alors

R(M,r) = (X : E(C)(X : R(C, X))R(C, (r X)).

— Si A est une proposition alors R(A,r) est juste une notation pour (R(A) r).
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On définit maintenant R fonction unaire pour les “objets”.

Définition 2.4
— Soit M un schéma propositionnel :
~ 8i M est une variable alors R(M) = M.
- Si M = (x: A)B alors
R(M)=[r:E(M)](T:EA))(x: R(A,T))R(B, (r T)).
- Si M =[x : A]B avec A de type Prop alors R(M) = [z : E(A)|R(B)
- 8t M =X : C|B avec C de type Type alors
R(M)=[X:E(A)]X : R(A, X)|R(B)
~ 8i M = (B u) avec u une preuve alors R(M) = (R(B) &(u)).
- St M = (B C) avec C un schéma propositionnel alors
R(M) = (R(B) £(C) R(C)).
— Soit m une preuve :
— Sim est une variable alors R(m) = m.
- Sim =[x : An alors R(m) = [z : E(A)][z : R(A,T)|R(n)
- Sim = (nu) alors R(m) = (R(n) E(u) R(u)).

Cette définition s’étend de maniére naturelle aux environnements.

Définition 2.5
- R([) =1

— Soit I un environnement, x une variable et M un terme de ECC, alors

R(C,z: M) =R(D),T: E(M),x : R(M, 7).

Remarque Cette définition est une extension assez naturelle des notions classiques de
réalisabilité. Regardons le cas des propositions. Le produit (x : A)B des Constructions
représente, quand x n’apparait pas dans B, I'implication A = B. On retrouve le fait
qu'un terme t réalise A = B si pour tout x qui réalise A, (¢ x) réalise B. Nous traitons
la quantification d’ordre supérieur comme dans le systéme HAS. Si X est une variable
de type Prop, on lui associe une variable de type X — Prop représentant “I’ensemble des
justifications de X

Validité

Nous dirons qu’une proposition M est réalisable s’il existe un terme ¢ de type E(M) et une

preuve de R(M,t). Nous appellerons un terme ¢ vérifiant ces propriétés une réalisation de

M.

Nous énoncons maintenant le théoréme de validité pour cette notion de réalisabilité.

b[Validité]

— Soit I un environnement et A un terme tel que I' - A € K ou K désigne Prop ou Type.
Alors soit  une variable qui n’apparait pas dans R(T'), on a

R(IT),r:E(A)FR(A,r) ek
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— Soit I' un environnement et M et N deux termes tels que I' = M € N avec N # Type.
On a :
R(I)FR(M) € R(N,E(M))

La preuve de ce théoréme se fait sans difficulté par récurrence sur la longueur de la déri-
vation. La propriété essentielle est la commutation de la réalisabilité et de la substitution.

2.3.3 Application

Soit t une preuve dans le Calcul des Constructions d’une proposition M. Alors de t se
déduisent deux objets. L'un est un programme typable dans F,, :

Fr, E(t) € E(M)

L’autre est une preuve R(t) du fait que £(t) réalise M.

D’un coté on a affaibli 'information de type pour obtenir le programme, de 'autre on a
essayé de donner une information logique sur ce programme.

L’intérét de cette approche est qu’il va étre souvent plus “facile” de trouver un objet ¢
qui réalise une proposition M que de prouver la proposition M. En particulier, certaines
propositions non-prouvables sont par contre réalisables.

Si on a une dérivation de I' = ¢t € M alors le théoréme de validité nous assure que
R(I') FR(t) € R(M,E(t)). Il est plus facile d’'instancier les hypothéses de I’environnement
R(I") que celles de I'environnement I'. Si on sait instancier R(I") et si M est un type clos
alors on sait trouver dans I’environnement vide un terme ¢’ et une preuve de R(M,t'). Le
tout est que cette information soit encore suffisante pour nous assurer la “correction” de
notre programme.

On voit que 'information de réalisabilité doit étre assez forte pour assurer la correction
du programme obtenu, sans ’étre trop pour permettre la réalisabilité d’un grand nombre
de propositions. D’autre part, notons que plus le langage de programmation contiendra
de structures et plus la théorie dans laquelle est prouvée la correction des programmes
sera étendue, plus il sera possible de d’instancier des environnements de réalisation.

2.3.4 Exemples

Regardons quelques exemples.

Les booléens

Le type des booléens est bool = (C' : Prop)C — C — C. On rappelle qu’il existe deux
termes clos de type bool.

true = [C : Prop|[z,y : Clx

false = [C': Propl[x,y : Cly

On a E(bool) = bool. Soit r de type bool.

R(bool,r) = (C: Prop)(P:C — Prop)
(1 : C)(P z1) = (29 : C)(P x2) — (P (r C z1 x2))
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La preuve du fait qu’un booléen b réalise la “proposition” bool nous permet de prouver les
propriétés de tous les programmes de la forme (b C' x; x3).

La proposition (b : bool)R(bool,b) est une conséquence dans le Calcul des Constructions
de la proposition plus forte :

Recbool = (b : bool)(P : bool — Prop)(P true) — (P false) — (P b)

Ces deux propositions ne sont pas prouvables dans le systéme, il est en effet facile de voir
qu’il n’existe pas de terme clos ayant 'un ou 'autre des types. On peut montrer que la
proposition Recbool est cohérente avec le systéme.

Regardons la condition pour réaliser Recbool. On a E(Recbool) = bool — bool et

R(Recbool) = [r: bool — bool]
(b : bool)R(bool, b)
— (C': Prop)(P : bool — C — Prop)
(x1: C)(P true x1) — (z2: C)(P false x3) — (P b (r b C 1 x3))

Il n’est pas difficile de prouver la proposition suivante :
Recbool — R(Recbool, [b : bool]b)

C’est-a-dire que Recbool est réalisable ... moyennant le fait qu’il est prouvable. Cependant
le terme qui le réalise ne dépend pas de la preuve de Recbool. On peut donc exécuter
un programme développé dans un environnement ott Recbool est donné en hypothése. Le
programme reste valide puisque ’hypothése Recbool est cohérente.

Le cas des entiers et d’autres structures de données du systéme F' est analogue. Les
principes de récurrence associés sont réalisables indépendamment de leur preuve. Dans le
cas des entiers, c’est 'opérateur de récursion primitive qui réalise ’axiome de récurrence :

peano = (n : nat)(P : nat — Prop)(P 0) — ((u: nat)(P u) — (P (S u))) — (P n)
dans un environnement ol cet axiome est supposé.
Egalité
Regardons un exemple simple de type dépendant : I'égalité de Leibniz. On définit :
Eq=1[A: Prop|la,b: A|(P: A — Prop)(P a) — (P b)

On notera a =4 b le terme (Eq A a b).
On se donne une proposition A et deux termes a et b de type A. On vérifie que :
E(a=40) = (C: Prop)(C — C)
R(a=ab) = [r:(C: Prop)(C — C)]
(C: Prop)(P:A— C — Prop)(x:C)(Pax)— (Pb(rCx))
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On montre que la fonction identité est une réalisation de 1’égalité.
a=4b—R(a=40,[C: Prop|z: C|x)

Il n’aurait pas été possible de prouver cette propriété si I'extraction ne se faisait pas dans
un systéme de types non dépendants.

Supposons qu’il existe une preuve de a =4 b dans un environnement I'. Alors il existe une
réalisation ¢ de a =4 b et une preuve dans Uenvironnement R(I") de R(a =4 b,t). Il n’est
pas difficile de remarquer que :

R(CL =A b,t) —>CL:Ab

donc dans 'environnement R(I") I'identité est une réalisation de ’égalité. En conclusion, si
le développement d’un programme utilise une preuve d’égalité, alors cette preuve peut étre
remplacée par le programme “identité” a l'exécution. I’égalité est un cas de proposition
“préréalisée”. Nous reviendrons dans la suite plus en détail sur cette notion.

Disjonction

On se donne A et B deux propositions et on code la disjonction de A et de B par :
AVB=(C:Prop)(A—-C)— (B—-C)—C

Pour la réalisabilité modifiée, une réalisation de AV B est un couple (x,t) avec soit z = 0
et t est une réalisation de A, soit x = 1 et ¢ est une réalisation de B. Ici on obtient un
codage beaucoup plus pur. En effet on remarque que :

E(AV B) = £(A)V E(B)

C’est-a-dire que 'on trouve un objet de type disjonctif sans avoir a passer par un codage
intermédiaire a 1’aide de booléen et de produit.

On programme aisément un terme Rep de type (E£(A) V E(B)) — bool. 11 suffit de
prendre :

[x:E(A)V E(B)|(z bool ly : E(A)]true [y : E(B)]false).
Il est facile de prouver que si x réalise AV B alors :
(Rep x) =poor true — Jy : E(A).R(A,y)
En effet la formule qui dit que x réalise AV B est la suivante :

(C': Prop)(P : C — Prop

)
(f:EA) = O)(y: E(A)R(Ay) — (P (f y)))
— (9:&(B) — O)(y: E(B))R(B,y) — (P (9 v)))
— (P (xC fg))

%)



Il suffit de I'instancier en prenant :
C = bool P = [b: boollb =ppe true — Jy : E(A).R(A,y)

f=1ly:EA)]true g¢=y:E(B)|false

Il faut maintenant prouver :
(y - E(A))R(A,y) — 3y : E(A).R(A,y)
ce qui est évident et :
(y: E(B))R(B,y) — false =po01 true — Jy : E(A).R(A,y)

Ce qui est également trivial dans un environnement qui contient I’hypothése : true différent
de false.

Cet exemple illustre le fait que la formule qui dit qu'un terme réalise une proposition
permet de prouver de maniére directe un grand nombre de propriétés du programme. On
mesure également certaines contraintes de notre systéme. On pourrait vouloir construire,
comme pour la réalisabilité récursive, un objet (x,y) tel que si z = 0 alors y réalise A et
si x # 0 alors y réalise B. Le probléme est qu’on ne sait pas typer le terme y qui doit étre
suivant les cas de type £(A) ou £(B). On peut également, comme dans la réalisabilité
modifiée, vouloir construire un objet (z,y, z) tel que si z = 0 alors y réalise A et si x # 0
alors z réalise B. Un tel objet est typable par la conjonction des types nat, E(A) et E(B).
Dans ce cas, le probléme vient du fait qu’il faut, méme si B n’est jamais vérifié, construire
un objet de type £(B). Si £(A) et £(B) sont non vides, il est trés facile de construire un
réalisateur de AV B au sens de la réalisabilité modifiée. Dans le cas des types simples de
HA,, tous les types sont non vides. Le fait que nous identifions types et propositions nous
interdit une telle propriété.

Cette notion de réalisabilité nous permet de mieux comprendre le contenu calculatoire
et logique des preuves du Calcul des Constructions. Les cas des structures de données telles
que les booléens ou de 1'égalité de Leibniz donnent deux exemples d’application : d’une
part l'interprétation d’'une proposition non prouvable, d’autre part la réalisation d’une
proposition sans utilisation de la preuve de cette proposition. L’exemple de la disjonction
montre que 'on obtient des programmes assez naturels sans passer par des codages.
Nous verrons plus tard d’autres exemples plus intéressants pour des notions de réalisabilité
affinées.

2.4 Distinguer le langage de programmation

2.4.1 Motivation

Dans la définition précédente, nous n’avons fait aucune distinction entre le langage de
programmation (termes typés F,) et le langage de preuve.

56



Pourquoi veut-on faire cette distinction ?
La principale motivation est que 'on veut un langage de programmation plus permissif
que le langage de preuves. Regardons le cas de la proposition absurde. On a :

1 =(C: Prop)C.

Quand on est en cours de développement d’un programme dans une situation absurde,
alors il est licite de renvoyer n’importe quoi, et on ne compromet pas la correction du
programme. Cependant il faut quand méme renvoyer un objet du bon type. Or il n’y
a pas un objet dans chaque type. Si on pense a un langage tel que CAML, on a envie
d’introduire une constante ezception de type (C : Prop)C. Ce faisant, on rendrait la
logique incohérente. On veut donc imposer le fait que cette constante ne puisse étre
utilisée que dans la partie programme et jamais lorsque 'on fait des preuves.

Nous verrons plus tard qu'une autre limitation de notre langage de preuve est le type de
récursion autorisé. Pour résoudre ce probléme, il faudra étendre le langage de program-
mation qui contiendra alors des objets non normalisables.

2.4.2 Le systéme obtenu

On est amené a modifier la logique dans laquelle se fait 'extraction. Au lieu d’identifier
le langage de programmation & un sous-systéme des Constructions, nous effectuons un
“plongement” de F,, dans la logique. C’est-a-dire que 1’on va autoriser une proposition
logique a dépendre d’un terme de programmation ou a étre une abstraction sur un tel
terme.

Syntaxe On appelle Ap le langage du systéme F,,. On ajoute au langage A de ECC les
constructions suivantes :

Si Ae Ap et Be Aalors [z:p A|B, (x:p A)B et (pB A) sont des objets de A.

Le systéeme de régles est étendu de maniére naturelle. Les objets programmes n’appa-
raissant qu’en tant qu’arguments de preuves, la cohérence du systéme logique n’est pas
remise en cause par I’addition d’un objet dans chaque type de données.

Cette logique pourrait simplement servir pour la réalisabilité et étre invisible a I'utilisateur
qui développe son programme dans le Calcul des Constructions originel. En fait il n'y a
pas d’objection a ce que I'utilisateur utilise ce systéme pour développer son programme.
Il est en effet assez naturel de marquer des types tels que nat ou bool comme étant déja
des objets du langage de programmation plutot que de les voir comme des spécifications.
Ceci permet d’alléger les définitions des fonctions de réalisabilité et d’extraction.

Extension des fonctions € et R

Les objets du Calcul des Constructions qui sont typables dans F,, sont invariants par
extraction, on ne s’intéresse pas a I'information logique contenue dans cette preuve. Ceci
ameéne a compléter les définitions précédentes de £ et R en posant :

— Soit M un type propositionnel :
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— Si M = Prop alors £(M) = Data.
~ Si M = (z:p A)B avec A de type Data alors

EM)=E(B) RM,r)=(x:p A)R(B,r)
~ SiM = (z:p A)B avec A un ordre alors
EM)=A—-EB) R(M,r)=(x:p AR(B,(r x))

— Soit M un schéma propositionnel :
- SiM = (z:p A)B alors

EM)=(x:A)EB) R(M,r)=(z:p AAR(B, (r z))

— Si M = [z :p A|B avec A de type Data alors

— Si M = [z :p A|B avec A un ordre alors
EM)=[z:p AJE(B) R(M)=[z:p A]R(B)

- Si M = (pA B) alors si B est un programme on a
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— Soit m une preuve :
— Sim = [z :p A]n alors

Les autres cas sont identiques & la définition précédente. Tout se passe comme si on posait
pour M € Ap, E(M) =M, T =z et R(M,r) équivalent a une tautologie.
L’extension de ces définitions aux environnements se fait de maniére naturelle.
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2.4.3 Application

Revenons au probléme de la proposition absurde. Un cas d’exception dans le dévelop-
pement d’un programme correspond a 'application d’une preuve de (C' : Prop)C. Une
telle proposition est réalisée par un élement echec de type (C : Data)C' si

(C': Data)(P : C — Prop)(P (echec C))

ce qui est prouvable lorsque L est prouvable.

Refaisons le méme raisonnement que pour I’égalité. Si L est prouvable dans I'environne-
ment I, comme R(L,z) — L, on en déduit que L est prouvable dans I'environnement
R(T) et echec est une réalisation de L. On peut donc, lors de 'extraction d’un programme,
remplacer une preuve de (C' : Prop)C par la constante echec. On exécute le programme
dans un environnement ou se trouve la variable :

echec : (C': Data)C

Le probléme est de savoir si on peut obtenir un programme qui échoue dans le sens ot sa
forme normale de téte est :

(1 : A] .. [@ - Anl(echec ty ... 1))

La réponse ne peut pas étre non dans tous les cas. En effet si la proposition & prouver
est A — (A — 1) — L alors le terme extrait peut étre echec. Simplement on mon-
trera que le programme extrait “échoue” seulement dans le cas ou le type a prouver est
“fonctionnellement vide”. C’est-a-dire de la forme

(x1: A1) ... (x, 1 A,)B

avec (z1: A1) ... (zp_1: An_1)A, — L. On peut aussi dire qu’alors la proposition corres-
pond au type d’une fonction de domaine vide.

En conclusion de tels types ne sont pas trés utiles. Dans tous les cas pratiques, nous serons
slirs que nos programmes n’échouent pas. On aura gagné la simplification du programme
par suppression de morceaux de codes inutiles car jamais exécutés.

Avec la notion de réalisabilité précédente, nous avons supprimé un inconvénient de la
programmation en logique interne a savoir l'utilisation de principes de récurrence non
prouvés la ol le programme ne nécessite qu'un opérateur de récursion. D’autre part, la
distinction du langage de programmation apparait assez naturellement. Il reste d’autres
inconvénients. Nous les examinons dans le paragraphe suivant et y apportons une solution
en dégageant la notion de proposition “logique”.

2.5 Distinguer les propositions “logiques”

Supposons que l'on écrive un programme t de type C' et que sous une hypothése M on
prouve que t réalise une propriété ®. Dans un cadre de logique interne, on aura une preuve
de

M — Yx:C.dP
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On aimerait en déduire que Xx : C.M — ®. Ce principe est faux en général. Cependant si
la preuve de M n’a servi que dans la seconde composante de la preuve de Xz : C.® alors
au moment de la réduction de la premiére projection, I’hypothése de type M disparaitra.
D’autre part on a vu que certaines propositions étaient réalisables indépendamment de
leur preuve. Si M est une telle proposition alors on saura réaliser la proposition :

(M — 3z :C.®) - Xz : C.(M — D)

On voit donc se dégager deux notions de preuves dont on veut ignorer le coté calculatoire :
— Les preuves qui n’apparaissent que dans la partie “spécification” des types existentiels.
— Les preuves de propositions “préréalisées” (dont on connait une réalisation a priori).
La premiére condition est “artificielle” dans le sens ol c¢’est 'utilisateur qui dit “je veux
ignorer la nature de la preuve de telle partie de la proposition”. La seconde correspond a
ce que Beeson appelle les formules “self- realizing”. Cette condition est liée a la forme des
propositions. Nous en avons vu des exemples dans les notions classiques de réalisabilité et
nous avons montré que dans le Calcul des Constructions 1’égalité de Leibniz et I’absurde
étaient de telles propositions.

2.5.1 Exemples de propositions préréalisées

Nous donnons maintenant une définition précise de la classe des propositions décrites
précédemment.

Définition 2.6 (Proposition préréalisée) Soit I' un environnement et A un terme tel
que I' = A € Prop. On dira que A est une proposition préréalisée s’il existe j4 tel que :

EM)bFp, ja:E(A) et R(),z:E(A),R(Ax)FR(A,ja).
On dira que j4 préréalise A.
Nous avons montré au paragraphe précédent que la formule “a =4 b” était préréalisée par
Ja=ab = |C : Datal|x : C)z.

Nous avons également montré que la formule L était préréalisée si on supposait que le
langage de programmation possédait un objet dans chaque type. Dans la suite on ne
précisera pas toujours I’environnement dans lequel les propositions sont préréalisées.

Proposition 2.4 Soit B une proposition préréalisée.

~ Si A est de type Data alors (x :p A)B est une proposition préréalisée.
— Si A est une proposition alors A — B est une proposition préréalisée.
— Si A est une proposition préréalisée alors il en est de méme de

ANB=(C: Prop)(A— B —C)— C.
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Si M = (xz:p A)B, on pose jy = [z :p Aljp(z). On a

R((x :p A)B,r) = (x :p A)R(B, (r x)).
Comme B est préréalisée on a :

(z:p A)(y : E(B))R(B,y) — R(B, js(x))

Prenons 7 tel que R((z :p A)B,r) alors pour tout = de type A, (r x) réalise B, et donc
jp(z) réalise B. Ce qui prouve que jy; réalise (z :p A)B.
De méme on vérifie que ja.p = [T : E(A)]jp préréalise A — B.
Montrons que
jans = [C: Propllf - E(A) = £(B) — C)(f ja js)

(janp est la paire des termes j4 et jp) préréalise A A B.

R(ANAB,r) r: (C: Data)(E(A) — E(B) — )]
(C’ Data)(P : C — Prop)
(f:€(A) = &(B) = C)
((z: E(A))R(A, z) — (y : E(B))R(B,y) — (P (f = y)))
— (P (rCf))

Soit r tel que r réalise A A B. On déduit aisément de la définition de la réalisabilité que
(r E(A) [x : E(A)]y : £(B)]x) (c’est-a-dire la premiére projection de r) réalise A. Donc
ja réalise A. De méme jp réalise B. On en déduit aisément le résultat. [J

Cette proposition montre que, malgré les codages a 'ordre supérieur, on retrouve les
mémes notions de propositions préréalisées que dans les systémes du premier ordre.

Autres formules préréalisées 1l y a d’autres formules préréalisées. Dans le systéme
PX de S. Hayashi [24], de telles formules sont appelées “de type zéro” (ou de rang zéro).
Parmi les formules de type zéro, on trouve des propositions conditionnelles :

(61—)A1;...;€n—>An)

Dans cette proposition, les termes e; sont des expressions du langage de programmation
et les termes A; des propositions. Donnons la signification informelle de cette proposition.
Sin =0, c’est la proposition absurde et pour n > 1, si e; s’évalue en une valeur différente
de nil alors c’est Ay sinon c’est (e; — Ag;...;e, — A,). Dans PX| siles A; sont de type
zéro alors il en est de méme de (e; — Ay;...;e, — Ap).

Dans le Calcul des Constructions, nous pouvons définir une proposition de signification
voisine. Soit e un terme de type booléen (i.e. de type (C : Data)C — C — C) et Aet B
de type Prop. On pose:

(e —A,B) = (C: Prop)
(€ =poot true — A — C) — (e =poot false — B — C) — C
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On note Id le terme [C' : Datal[x : C|x qui préréalise 1'égalité de Leibniz. Il est facile de
voir que le terme (avec pour f et g les types convenables) :

[C": Data][f]lg](e C (f Id ja) (g Id jp))

est une réalisation de (e — A, B).
En général la réalisation d’une proposition disjonctive nécessite une information “booléen-
ne” qui permet de savoir dans quelle branche de la disjonction on se trouve. Dans le cas
précédent, cette information se trouve déja dans la proposition, ce qui nous permet de ne
pas avoir a en regarder la preuve.

2.5.2 Principe des hypothéses dépendantes

Dans 'environnement
M : Prop, A: Data, P: A — Prop,

le principe des hypotheses dépendanies est la proposition suivante :
(M — ¥4P) — Yz : A(M — (P x))

Nous allons montrer que si M est une proposition préréalisée, alors le principe des hypo-
théses dépendantes est réalisable. On suppose de plus que ni A ni P ne dépendent de M. Il
nous faut un terme r tel que si f réalise M — X4 P alors (r f) réalise Xz : A.(M — (P z)).

Le type existentiel

Regardons comment se réalise un type existentiel. On a :
YaP = (C: Prop)((z: A)(P z) - C) — C.

On a donc £(X4P) = (C : Data)(A — E(P) — C) — C. Clest-a-dire que le type extrait
de Y 4P est le type produit de A et de £(P). Soit r de type E£(X4P). Le terme r réalise
Y 4P si et seulement s’il vérifie la proposition suivante :

(C: Data)(Q : C — Prop) (f: A— E(P)— C)
((z: A)(y : EP)(R(P) x y) — (Q (f = y)))
—(Q(rC )

Il est facile de voir que les réalisations de ¥ 4 P sont exactement les couples (z,y) tels que
y réalise (P x).

Revenons au principe des hypothéses dépendantes. Comme M est une proposition pré-
réaliséee, on lui associe un objet jys tel que (¢ : E(M))R(M,t) implique R(M, jar)-
Soit f une réalisation de M — Y 4P alors (f jas) est un couple (x,y) tel que s'il existe
une réalisation de M alors y est une réalisation de (P x). Il est facile de voir que le couple
(x, [z : E(M)]y) réalise Xz : A (M — (P x)).
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Conclusion

Nous avons motivé dans ce chapitre I'utilisation d’une notion de réalisabilité pour le déve-
loppement des programmes. Nous avons montré qu'une telle notion amenait & distinguer
le langage de programmation et la notion de proposition préréalisée.

Dans les systémes ou I’égalité, la conjonction et 1’absurde sont des propositions et connec-
teurs de base, on peut définir une notion de réalisabilité qui optimise les programmes
extraits des formules de Harrop. Un tel traitement n’est pas naturel dans le Calcul des
Constructions. On pourrait caractériser une classe de propositions analogue aux formules
de Harrop. Cependant les variables propositionnelles posent un probléme. On ne peut pas,
a priori, savoir si on leur substituera des formules préréalisées ou non. D’autre part une
formule qui n’était pas préréalisée peut le devenir aprés substitution. Une solution a ce
probléme est de marquer les variables propositionnelles comme étant ou non informatives.
On n’autorise alors la substitution qu’entre termes de méme nature. Il apparait que ce
simple marquage des variables propositionnelles nous donne un moyen uniforme et pra-
tique de gérer syntaxiquement le remplacement ou la suppression des preuves de parties
logiques. Cette étude est 'objet du prochain chapitre.
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Chapitre 3

Un systéme de développement de
programmes

Dans ce chapitre nous décrivons une théorie permettant de développer un programme
du systéme F,, comme preuve d'une spécification d’un Calcul des Constructions. Pour
cela nous introduisons un systéme formel trés proche du Calcul des Constructions ori-
ginel mais dans lequel le langage de programmation et les propositions “logiques” sont
syntaxiquement distingués.

Les définitions des fonctions d’extraction et de réalisabilité sont données et nous prouve-
rons la validité de cette notion de réalisabilité. Puis nous donnerons des exemples.

3.1 Calcul des Constructions avec Réalisations

Nous avons donné au paragraphe 1.7 la syntaxe et les régles de typage du systeme F,.
Nous rappelons que Ap désigne 'ensemble des termes de F,,. Si M et N sont des termes
de F,, le jugement A Fp M € N signifie que M est un terme bien typé du systéme
F,,. Nous utiliserons pour les abstractions, les produits et les applications entre éléments
de Ap, les notations uniformes du Calcul des Constructions. Pour M € Ap, le jugement
Fr, M € Type est introduit et signifie que M est un ordre.

3.1.1 Syntaxe du langage de preuve

Nous avons deux constantes dans la logique, I'une est Prop pour les propositions “logiques”
(dont on ne veut rien extraire). L’autre est Spec pour les spécifications de programme ou
d’une maniére générale toutes les propositions dont le contenu constructif nous intéresse.
La syntaxe du langage de preuve est étendue pour tenir compte des dépendances par
rapport au langage de programmation et de ces nouvelles constantes. Nous appelons Ag
le langage ainsi obtenu. C’est le plus petit langage contenant les constructions suivantes :
— Trois constantes : Spec, Prop et Type.
— Un ensemble de variables : V.
— Applications : (M N) avec M, N € Ag

(pM N) avec M € Agpet N € Ap .
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— Abstraction : [z : M]N avec x € V et M, N € Ag
[z :p M]N avec x € Vp, N € Aget M € Ap
— Produit : (x: M)N avecx € Vet M, N € Ag
(x:p M)N avec x € Vp, N € Ag et M € Ap.
Nous étendons la notion d’environnement pour tenir compte des variables libres de F,. Et
pour chaque environnement I', nous définissons la partie significative pour F, que nous
notons I'p.

Définition 3.1

— [] est un environnement (vide) et [|p = [].

— Si T' est un environnement, si M € Ap et si © € Vp alors I',x :p M est un environne-
ment et (I',x :p M)p =Tp,z:p M

— Si T est un environnement, si M € Ag et six € V alors T, x : M est un environnement
et (F,ZL’IM)D:FD

Conversion Il y a deux types de substitution. L’une pour les variables de preuve (x €
Ag), Pautre pour les variables de programmation (z € Ap). Nous noterons de la méme
maniére les deux substitutions.

Nous avons deux régles de §-réduction :

([t : M]N R) — N|[z/R] (plx :p M]|N R) — N|[z/R)]
Il y a également deux régles de n-conversion, si x n’est pas libre dans V.

[z : M|(N z) =, N [x:p M](pN z) =N

3.1.2 Regles d’inférence

Dans ce qui suit le symbole IC désigne I'une des constantes Prop, Spec ou Type, D désigne
I'une des constantes Data ou Type.
— Formation des environnements :

(1) [] est Valide

2) I'EMeK  xe Agnapparait pas dans I’

I'x : M est Valide
I'ptkp, M eD xe Apn’apparait pas dans I' I est Valide
I'x:p M est Valide

(3)
— Hypothése :

(4) [ est Valide — x: N apparait dans I' (N € Ag)

'FzeN
— Formation des types propositionnels :
(5) I' est Valide I' est Valide
I' = Prop € Type I' F Spec € Type
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— Produit :
x:PFMek e p PEMeK

()Fl—(a::P)MGIC ()Fl—(x:DP)MGIC

— Abstraction :
()F,szI—MEN N # Type
I'k[z:P|Me€(x: P)N
(IO)F,x:DPI—MEN N # Type
I'F[z:p PIM € (x:p P)N
— Application :
(11)FI—ME(33:P)N 'FRe@ P=3,Q
' (M R) € N[z/R]
(12)F|_M€(ZL’DP)N FD}_FwREQ P:ﬂT]Q
'k (pM R) € N[z/R]
— Bgalité :
(13)F|—M€N '-N'ek  N=g, N

I'EMeN'

3.1.3 Définitions et Propriétés

Nous appellerons RCC'le systéme ainsi obtenu.

Propriétés Il n’est pas difficile de vérifier que ce Calcul satisfait toutes les propriétés

de FCC énoncées en 1.8.3. Dans les démonstrations, nous utiliserons essentiellement les

résultats suivants :

— Toute dérivation de I', A = M € N contient une sous dérivation de I' est Valide.

— Soient I et A des environnements corrects tels que I' C A. C’est a dire que si X : M
apparait dans I' alors il apparait dans A.

Si 'EM e N alors AFM e N.
- Silze: PAFMeNetI'HRe P alors
I'Alz/R]| F M[z/R] € N[z/R).
- Sile:p PAFMeNet'plkp, Re P alors
I'Alz/R] - M[z/R] € N[z/R).
Cohérence Nous pouvons retrouver FCC a partir de ce calcul de différentes maniéres :
soit en envoyant Prop, Spec et Data sur Prop; soit en ignorant tous les termes du langage

de programmation. S’il existe une dérivation d’'un jugement I' = M € N dans RCC; alors il
existe une dérivation du jugement correspondant par I'une ou 'autre des transformations
dans ECC.

En particulier RCC est une extension conservatrice de ECC. Ceci nous permet de prouver
que le calcul RCC est cohérent. Tous les termes bien typés de Ar admettent une forme
normale et le systéme de typage est décidable.
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Remarque Nous pouvons donner une idée intuitive de 'existence de ces trois sortes
d’objets (distingués par les trois instances Prop, Spec et Data de la constante Prop initiale
des Constructions). Les objets des Constructions étaient initialement considérés comme
des termes fonctionnels qui donnaient une information logique, a savoir leurs types. Nous
distinguons maintenant les objets au-dessus de Data qui peuvent étre vus comme des
objets fonctionnels purs (ce n’est pas tout a fait vrai car I'information de type sur ces
objets nous donne leur normalisation forte), les objets au-dessus de Prop qui sont des
preuves pures (I'objet fonctionnel ne sert que pour la validation de la preuve et non
par son coté calculatoire); enfin les objets au-dessus de Spec sont des termes hybrides
contenant a la fois des objets fonctionnels et des preuves pures. Ils permettent de mener
en une seule étape la construction et la preuve d’un programme. Les fonctions £ et R que
nous définissons dans la suite permettent de récupérer a partir de ces objets la composante
programme et la composante preuve.

3.2 Termes de contenu nul

Nous allons maintenant définir la notion de “terme de contenu nul”.

3.2.1 Définition

Contrairement a la notion de proposition préréalisée qui était une propriété “sémantique”
des propositions, la notion de proposition de contenu nul est une propriété syntaxique des
termes.

Définition 3.2 (Contenu nul) L’ensemble des termes de contenu nul est le plus petit

ensemble vérifiant les propriétés suivantes.

— Prop est un type propositionnel de contenu nul.

— Si M est de contenu nul alors (x :p N)M, (x: NYM, [z :p N|M, [x: N]M, (M N) et
(pM N) sont de contenu nul.

— Une variable est de contenu nul si et seulement si son lype est de contenu nul.

Un terme bien formé de RCC, qui n’est pas de contenu nul, sera dit de contenu positif.

3.2.2 Propriétés

La propriété essentielle de cette notion est sa stabilité par substitution.

Proposition 3.1 Soient M € Agr, x une variable et R € ArUAp. Supposons qu’il existe
I' et A des environnements, N un terme de Ag et P un terme de Ar U Ap tels que l'une
des deux conditions suivantes soit vérifiée :

~-Tx:PAFMeNetl'FReP

— F,xIDP,A}_MENGtFDFFwRGP

Alors M[z/R] est de contenu nul si et seulement si M est de contenu nul.

La preuve est directe en raisonnant par récurrence sur la structure de M. [J
Nous en déduisons la stabilité de la notion de contenu par rapport a la Gn-conversion.
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Corollaire 3.2 Soient M et N deuz termes bien formés de RCC. Si M =g, N alors M
est de contenu nul si et seulement si N est de contenu nul.

Notons la caractérisation suivante des termes de contenu nul :

Proposition 3.3 Soit M un terme bien formé de RCC de type N. Alors M est de contenu
nul si et seulement si l'une des deux conditions suivantes est vérifiée :

— N = Type et M est égal a une suite de produits terminant par Prop.

— N est de contenu nul.

Nous retrouvons certaines des propriétés de stabilité énoncées au chapitre précédent pour
les propositions préréalisées. (Si B est une proposition préréalisée alors A = B et Vx : A.B
sont des propositions préréalisées). Nous verrons plus tard les liens entre les propositions
préréalisées et les propositions de contenu nul.

3.3 Extraction

Nous allons maintenant étudier la fonction d’extraction sur ce calcul. Cette fonction est
analogue a celle définie dans le chapitre précédent. Simplement, elle ne s’applique qu’aux
termes de contenu positif et supprime toute information de contenu nul qui se trouve a
I'intérieur de ce terme.

3.3.1 Définition

Le terme £(M) est défini pour tout M de contenu positif, par récurrence sur la structure
de M. Nous adoptons la convention £(M) = M pour M € Ap et T = x pour x une variable

W »

de Ap. Nous omettons les indices “p” dans les abstractions, produits et applications.

Types propositionnels
— Si M = Spec alors E(M) = Data
~SiM = (z:A)B alors :
—Si A est un type propositionnel de contenu positif ou un ordre, alors
E(M)=E(A) — &E(B).
— Sinon E(M) = &(B).

Schémas propositionnels
— Si M est une variable alors £(M) = M.
— Soit M = (z: A)B.
— Si A est de contenu nul, alors £(M) = E(B).
— Sinon E(M) = (T : £(A))E(B).
— Soit M = [z : A]B.
- Si A est un type propositionnel de contenu positif ou un ordre, alors
EM)=1z:E(A)E(B).
— Sinon (M) = £(B).
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— Soit M = (B A).
— Si A est un schéma propositionnel de contenu positif ou un opérateur, alors £(M) =
(E(B) £(A)).
— Sinon £(M) = £(B).

Preuves

— Sim est une variable, alors £(m) = m.

— Soit m = [z : A]n.
— Si A est de contenu nul, alors £(m) = E(n).
— Sinon E(m) = [T : E(A)]E(n).

— Soit m = (n u).
— Si u est de contenu nul, alors £(m) = £(n).

— Sinon £(m) = (E(n) E(u)).

Environnements La définition de £ s’étend aux environnements valides.

&) =1

— Si I est un environnement, x une variable et M un terme de Az U Ap alors :
— Si M est de contenu nul, alors E(I',z : M) = E(T).
— Si M est de contenu positif, alors E(I',x : M) =E(I), 7 : E(M).
— Si M est un terme de Ap, alors E(I',x:p M) =E(I),x: M.

3.3.2 Propriétés

Les deux propriétés essentielles de la fonction d’extraction sont la stabilité par substitution
et la bonne formation dans F,, des termes obtenus.

Proposition 3.4 Soient M, x et R des termes tels que M et M[x/R] soient bien formés.
Supposons de plus que M est de contenu positif.

- Si R € AR est de contenu positif alors E(M[z/R)) = E(M)[T/E(R)]

- Si R € Ap alors E(M[z/R]) = E(M)[x/R).

Si le niveau (cf définition 1.7) de R est strictement inférieur au niveau de M ou si R est
de contenu nul, alors T (ou x si R € Ap) n’est pas libre dans E(M).

La preuve se fait par récurrence sur la structure de M. Nous pouvons remarquer d’abord
que, si x n’apparait pas dans M, alors ni z ni T n’apparaissent dans (M) et donc les
propriétés sont immeédiatement satisfaites. Il nous reste donc a regarder les autres cas.

— Si M = x alors R est de contenu positif et de méme niveau que M. Il faut donc vérifier
la premiére proposition qui est trivialement vraie.

- SiM = (y: A)B alors M[z/R] = (y : Alz/R])Blz/R]. Le terme B est de contenu
positif et de méme niveau que B. La substitution ne change pas le niveau des termes.
Nous avons donc :
ou bien E(M) = &E(B) et E(M[z/R]) = E£(B|x/R]) et nous concluons en utilisant
I’hypothése de récurrence sur B.
ou bien E(M) = (y : E(A)E(B) et E(Mz/R]) = (y : E(A[z/R]))E(Blx/R]). La

premiére proposition s’obtient en utilisant I’hypothése de récurrence pour A et B. La

69



seconde nécessite de remarquer que dans ce cas A est de niveau supérieur ou égal a B.
Donc si R est de niveau strictement inférieur a B, il est aussi de niveau strictement
inférieur a A.

— Tous les autres cas se traitent de la méme maniére. [J

Nous en déduisons la stabilité de la #n-conversion par extraction.

Corollaire 3.5 Soient M et N deux termes bien formés de RCC de contenu positif tels
que M =g, N. Nous avons alors :

E(M) =gy E(N)

De tels résultats sont obtenus pour 'extraction car les notions de terme de contenu nul
et de niveau sont déja compatibles avec la substitution et la #n-conversion.

Nous montrons maintenant que les termes obtenus par extraction sont des termes bien
formés de F,. La proposition s’énonce comme dans le cas sans terme de contenu nul.
Rappelons que si I' est un environnement de F,, alors I'p désigne le contexte d’ordre
associé a I

Proposition 3.6 Supposons que I' = M € N et que N est de contenu positif.

- Si N = Type alors E(M) est un ordre.

— Si N est de type Type alors E(T')o Fr, E(M) € E(N).

~ Si N est de type Prop alors E(I') Fg, E(M) € E(N).

La démonstration se fait par récurrence sur la longueur de la dérivation de I' - M € N.
OJ

3.3.3 Exemples

Regardons quelques exemples simples.

Disjonction de deux propositions de contenu nul. Supposons A et B de type
Prop. Nous définissons la disjonction AV B de A et B comme étant une proposition de

contenu positif :
AVB=(C:Spec)(A—-C)— (B—-C)—C

On vérifie que :
E(AV B) = (C: Data)C — C' — C = bool

C’est-a-dire qu'une preuve de A V B laisse comme trace dans le programme extrait un
booléen.

Spécification d’un programme. Reprenons le type des spécifications. Donnons-nous
A de type Data et un prédicat de contenu nul P de type A — Prop. Définissons:

YAP=(C: Spec)((z:A)(Pz)—C)—C

Le type extrait est :
E(XaP) = (C: Data)(A—C)—C
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C’est-a-dire un type semblable & A. En effet, identifier les éléments de A et de
(C: Data)(A — C) — C

revient a identifier un élément a de A et le 1-uplet (a).

Ces exemples montrent la possibilité de combiner les quantifications de contenu nul et
les quantifications informatives de maniére a extraire finalement exactement 'information
nécessaire. On peut par exemple en remplacant Spec par Prop dans la définition de AV B,
obtenir une disjonction classique.

3.4 Reéalisabilité

Nous définissons maintenant la notion de réalisabilité. Comme précédemment, nous dé-
finirons deux fonctions R, I'une binaire pour les types de contenu positif, 'autre unaire
pour les termes objets. Pour les types de contenu nul, la relation “x réalise A” dégénére
en un type R(A).

Il parait assez naturel que les propositions “z réalise A” soient des objets de contenu nul.

3.4.1 Définition
Types propositionnels

Nous définissons R(M,r) pour r variable non libre de M et M un type proposition-
nel de contenu positif. Comme précédemment si ¢ est un terme alors R(M,t) désigne
R(M,r)[r/t].
— Si M = Spec alors R(M,r) =r — Prop.
-~ SiM = (z:A)B alors :

— Si A: Spec alors R(M,r) = (T :p E(A))R(B,r).

— Si A: Prop alors R(M,r) =R(B,r).

— Si A : Type est de contenu positif, alors

R(M,r) = (T :p E(A))(x : R(A,7))R(B, (r T)).

— Si A: Type est de contenu nul alors : R(M,r) = (z: R(A))R(B,r).
-~ SiM = (x:pA)B alors :

— Si A: Data alors R(M,r) = (z :p A)R(C,r)

— Si A est un ordre, alors R(M,r) = (z:p A)YR(B, (r x))
Nous définissons R(M) pour M un type propositionnel de contenu nul.
— Si M = Prop alors R(M) = Prop.
— Soit M = (z: A)B.

— Si A : Spec alors R(M) = (T :p E(A))R(B).

— Si A: Prop alors R(M) = R(B).

— Si A: Type est de contenu positif alors R(M) = (T :p £(A))(x : R(A,Z))R(B).

— Si A: Type est de contenu nul alors R(M) = (x : R(A))R(B).
~SiM = (z:p A)B alors R(M) = (z:p A)R(B).
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Schémas propositionnels

Si M est de type Spec alors R(M,r) est juste une abréviation de (pR(M) r).
Nous définissons R(M) pour M un schéma propositionnel.
— Si M est une variable alors R(M) = M.
— Soit M = (z: A)B ou M = (x:p A)B avec B de contenu positif.
— Si A est de contenu nul alors R(M) = [r: E(B)](x : R(A))R(B,r).
— Si A est de contenu positif alors
R(M)=[r:(z:E(A)EDB)|(T:p E(A))(z: R(A,T))R(B, (r T)).
- SiAeApalors R(M)=1[r:(z:AEDB)|(x:p AR(B, (r x)).
Soit M = (z: A)B ou M = (x :p A)B avec B de contenu nul.
— Si A est de contenu nul alors R(M) = (z: R(A))R(B).
— Si A est de contenu positif alors R(M) = (T :p E(A))(z: R(A,T))R(B).
- SiAeApalors R(M)=(z:p A)R(B)
— Soit M =[z: A]B .
— Si A: Type de contenu positif alors : R(M) = [Z :p E(A)][z : R(A,T)|R(B).
— Si A: Type de contenu nul alors : R(M) = [z : R(A)|R(B).
— Si A est de type Spec alors : R(M) = [T :p E(A)|R(B).
— Si A est de type Prop alors : R(M) = R(B).
— SiM =[z:p AlB alors R(M) = [z :p A]R(B).
~ Soit M = (B A).
— Si A est un schéma propositionnel de contenu positif alors :
R(M) = ((R(B) £(4)) R(A)).
— Si A est un schéma propositionnel de contenu nul alors :
R(M) = (R(B) R(A)).
— Si A est une preuve de contenu positif alors :
R(M) = (»R(B) £(A)).
— Si A est une preuve de contenu nul alors : R(M) = R(B).
~ Si M = (pB A) alors R(M) = (pR(B) A).

Preuves

— Si M est une variable alors R(M) = M.
— Soit M =[x : A]Bou M = [z :p A|B
— Si A est de contenu nul alors : R(M) = [z : R(A)|R(B).
— Si A est de contenu positif alors : R(M) = [T :p E(A)][z: R(A,T)|R(B).
— Si AeAp alors : R(M) = [z :p A]R(B).
— Soit M = (B A) ou M = (pB A).
— Si A est de contenu nul alors : R(M) = (pR(B) R(A)).
— Si A est de contenu positif alors : R(M) = ((pR(B) £(A)) R(A)).
— Si AeAp alors : R(M) = (pR(B) A).

Environnements

Cette définition s’étend aux environnements valides.
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- R() =1
— Soit I un environnement, x une variable et M un terme bien formé de Ap ou Ag.
— Si M est de contenu positif alors :
R(T,z: M)=R([I),T:p EM),z: R(M,T).
— Si M est de contenu nul alors R(I',z: M) =R(T"),x: R(M).
- SiMeAp alors R(I'yz:p M) =R('),z :p M.

3.4.2 A propos de la définition de R

Nous avons écrit une fonction de réalisation a valeur dans le Calcul des Constructions
RCC, cependant les formules R(M) n’utilisent pas toute la puissance du calcul mais
un sous-systéme. Nous pouvons voir ce sous-systéme comme un systéme de preuve de
programmes de F,. Dans ce systéme, un terme ne contient jamais de sous-terme d’un
niveau strictement inférieur. En particulier, il n’y a plus de dépendance des propositions
par rapport aux preuves. Par contre il y a des dépendances par rapport aux objets de Ap.
Nous appelons ce sous-systéme PCC.

Contrairement a ce que I'on attend, les propositions de contenu nul sont modifiées par la
fonction R. La modification apparait de deux maniéres. Si une proposition M de contenu
nul contient une variable libre de type une proposition P de contenu positif, alors la
proposition R(M) contiendra une variable libre de type £(P). C’est-a-dire que si nous
avons une proposition qui “parle” d’'un développement de programme alors la proposition
réalisée parlera du programme extrait. C’est en général de cette proposition modifiée dont
nous avons besoin. On peut par exemple écrire la proposition de contenu nul représentant
I’égalité de Leibniz de deux objets a et b d’'une spécification A. La proposition a = b sera
réalisable si et seulement si les termes extraits de a et de b sont prouvablement égaux.
C’est une propriété importante, en effet on ne veut pas en général que I’égalité de deux
programmes soit liée a 1'égalité de leurs preuves de correction.

La classe des termes invariants par R est assez importante. Elle décrit exactement tout le
systéme PCC. Elle contient en particulier tous les termes R(M, r) et R(M) pour M € Ag.
Nous avons vu que les notions de réalisabilité modifiées existaient sous deux versions usuel-
lement appelées r-réalisabilité et g-réalisabilité. Notre définition de réalisabilité s’appa-
rente a la r-réalisabilité. Nous pourrions définir une notion analogue pour la g-réalisabilité.
Cependant la g-réalisabilité sert essentiellement & justifier les propriétés d’existence. Elle
ne permet pas d’interpréter de propositions non prouvables et apparait donc comme moins
utile.

3.4.3 Propriétés
La notion de réalisabilité est stable par substitution.

Proposition 3.7 Soient M, x et R tels que M et M[x/R)] soient bien formés. Soit r une
variable.
— Si R € AR est de contenu positif alors

R(M[z/R], 1) =R(M,r)[z/E(R)|[x/R(R)]

et R(M[z/R]) = R(M)[z/E(R)][z/R(R)].
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- 81 R € AR est de contenu nul alors
R(M[z/R],r) = R(M,r)[z/R(R)] et R(M[z/R]) = R(M)[x/R(R)].
- Si R e Ap alors
R(Mlzx/R],r) = R(M,r)[z/R] et R(M[z/R]) = R(M)[z/R].
Si de plus R € Ag est de niveau strictement inférieur au niveau de M alors x n’est pas

libre dans R(M) et R(M,r).

Comme pour le cas de la fonction £, nous en déduisons un corollaire sur la stabilité de R
par [Bn-conversion.

Corollaire 3.8 Soient M et N deuz termes bien formés de RCC. Supposons que M =g,
N.
— Si M est un type de contenu positif, alors pour toute variable r,

R(M,r) =p, R(N,r).

— Sinon R(M) =3, R(N).

3.5 Validité

Nous allons maintenant prouver la validité de la notion de réalisabilité définie. Nous
commencons par préciser la notion de réalisation.

Définition 3.3 Nous dirons qu’un type de contenu positif M est réalisable (dans l’envi-
ronnement I') s’il existe un terme t de type E(M) (dans E(T')) et une prewve de R(M,t)
(dans R(I")). Nous appelons t une réalisation de M (dans l’environnement I").

Le théoréme principal (bien que direct & montrer) est la validité de cette notion de réali-
sabilité. Ce théoréme dit que si une formule est prouvable dans un environnement I', et
si les formules de I" sont réalisables, alors M est réalisable. b Soit M une preuve de la
proposition de contenu positif N dans un environnement I'. Alors £(M) est une réalisation
de N dans l'environnement I'. Ce résultat est un cas particulier d’une proposition plus
précise sur les propriétés de R, pour tous les termes. En particulier nous introduisons
pour tout environnement I', un environnement R'(I') qui est inclus dans R(I") et dans
lequel les termes de type Type seront bien formés.

Soit I' = M € N. Rappelons que si M est de contenu positif alors N = Type ou bien N est
de type Type ou bien N est de type Spec; et si M est de contenu alors N = Type ou bien
N est de type Type ou bien N est de type Prop. Ceci justifie le bien fondé des définitions
qui suivent.

Définition 3.4 (R')
- RA([) =1
— Soit I un environnement, x une variable et M un terme bien formé de Ap ou Ap.
~ Si M est de type Spec alors R'(T',x: M) =R/'(I"),Z :p E(M).
— St M est de type Type de contenu positif alors :
R (Tyz: M)=RI),Z:p EM),z: R(M,T).
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~ 8i M est de type Prop alors R'(I',x : M) = R'(T).

— St M est de type Type de contenu nul alors :
Rz : M)=R(I),z: R(M).

- SiMeAp alors R(T,x:p M)=R'(I"),x:p M.

Remarquons que R'(I') € R(I') pour tout environnement I'. On vérifie que E(I') =
R'(I)p =R(I')p

Proposition 3.9
— Sl existe une dérwation de I' est Valide alors il existe une dérivation de
R(I') est Valide et de R'(I") est Valide.
— Soit M de contenu positif tel que ' M € N.
— Si N = Type alors R'(T'),r : E(M) = R(M,r) € Type.
— 8i N : Type alors R'(I') F R(M) € R(N,E(M)).
— 8i N : Spec alors R(T) F R(M) € R(N,E(M))
— Soit M de contenu nul tel que ' M € N.
~ 8Si N = Type alors R'(I') F R(M) € Type.
— Si N : Type alors R'(T') F R(M) € R(N).
~ 8i N : Prop alors R(I') - R(M) € R(N).

Remarques En fait si I' = N € Type on pourrait montrer que la bonne formation de
R(N,r) ou de R(N) peut étre obtenue en remplacant R'(I') par £(I")o.
Quelques observations vont nous simplifier I’étude des différents cas dans la démonstration.
— Regardons ce que dit le théoréme pour I' = M € Prop. La proposition a prouver est
alors R'(I') = R(M) € Prop. Donc si K = Prop ou K = Type et M de contenu nul le
théoréme s’énonce de la méme maniére :
sil'-M e K alors RI(I') F R(M) € K.
Une remarque analogue s’applique au cas I' = M € Spec . Le théoréme dit alors R'(T") -
R(M) € E(M) — Prop.
Rappelons que nous avons R(M,r) = (pR(M) r). D’autre part £(M) est un type dans
I'environnement R'(I") donc on en déduit la validi¢ du jugement :

R(),r: E(M)FR(M,r) € Prop.

Réciproquement si ce dernier jugement est prouvable, nous en déduisons:

R(T) b [r:p EM)|(pR(M) r) € E(M) — Prop ce qui redonne la proposition initiale
(moyennant une n-conversion.) Soit X' = Prop si K = Spec et K' = Type si K = Type,
Le théoréme s’écrit :

sil'k M e K alors R/(T"),r : E(M) - R(M,r) € K.

— La deuxiéme simplification est si ' = M € N avec N # Type alors soit A un environ-
nement tel que A = R(I") si N est de type Type et A = R'(') si N est de type Prop
ou Spec. Le théoréme s’énonce :
~ Si N est de contenu nul alors A - R(M) € R(N).
~ Si N est de contenu positif alors A - R(M) € R(N,E(M)).
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— Introduisons une notation utile. Soit I un environnement et M un terme. Le terme [I'] M
(resp. (I")M) désigne M si I' =[] et [I'][x : P]M (resp. (I")(x : P)M)si' =1",z : P.
Nous avons alors, avec K I'une des constantes et N différent de Type:

- SiIlAFMeKalorsT'H (A)M e K
- SiT, A+ M e N alors T'+ [A]M € (A)N

Démonstration

La démonstration se fait par récurrence sur la longueur de la dérivation du jugement.
Nous raisonnons suivant la derniére régle appliquée.
1. Nous avons une dérivation de [] est Valide. Or R([]) = R'([]) = [J.
Donc il existe une dérivation de R([]) est Valide.
2. Nous avons une dérivation de I' H M € K. Remarquons que si x n’apparait pas dans

[, alors = et T n’apparaissent pas dans R(I"). Il existe une dérivation plus courte de
[ est Valide donc des dérivations de R'(T") est Valide et de R(I") est Valide.

Nous distinguons les cas suivant le contenu de M :
— Si M est de contenu positif, montrons que :

R(T),T:EM),x: R(M,T) est Valide.

Ceci nous donnera la validité de R/(I',x : M) ainsi que la validité de R(I',z : M)
car R(I") est valide, et ne contient pas les variables x et Z.
Par hypothése de récurrence nous avons :

R(T),r:EM)FR(M,r)e K.

On en déduit le résultat.
— Si M est de contenu nul montrons que :

R'(T),z : R(M) est Valide.

Comme précédemment on en déduira la validité de R(I',z : M) et R'(I',z : M).
Ceci est une conséquence triviale de I’hypothése de récurrence :

R'(D) F R(M) € K.

3. Nous avons une preuve de I' est Valide donc par hypothése de récurrence une preuve
de R(I") est Valide et R'(T") est Valide. D’autre part I'p = R(I")p = R'(I")p. Donc
deI'p Fgr, M € D, nous déduisons R'(I')p Fr, M € D. D’ou finalement des preuves
de R'(I',x :p M) est Valide et R'(I';x :p M) est Valide.

4. Les hypothéses sont I' est Valide et x : N apparait dans I'. Remarquons que N est
différent de Type. Posons A = R(I") si N est de type Prop ou Spec et A = R'(T') si
N est de type Type.

— Si N est de contenu nul, il faut montrer que A =z € R(N). Or dans les deux cas
(N de type Prop ou Type) x : R(N) apparait dans A.
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— Si N est de contenu positif, il faut montrer que A -z € R(N,T). La aussi, dans
les deux cas x : R(N,T) apparait dans A.

5. Il faut montrer R'(T") = Prop € Type, ce qui est immédiat en utilisant la validité de
R/(T).
6. 11 faut montrer R'(I"),r :p Datat r — Prop € Type, ce qui se fait facilement.

7. Nous avons I';z : P = M € K. Soit IT I'environnement tel que : R'(I',x : P) =
R/(T), 11
— Si M est de contenu nul alors I’hypothése de récurrence nous dit que
R'(), T+ R(M) € K.
On doit montrer que R'(I") F R((x : P)M) € K. Tout se passe bien suivant les
différents cas pour P.
— Si K = Type ou bien si P est de type Type alors le résultat est immédiat a
montrer en remarquant que :

R((z: P)M) = (I)R(M)
— Si K = Prop et P de type Prop alors :
R((x: PYM) = (z: R(P))R(M) et R'(I',x:P)=R(D).

Il existe une dérivation de I' = P € Prop plus courte que la dérivation de
I'yx : P+ P € Prop. Donc il existe une dérivation de

R'(T') = R(P) € Prop.

Le résultat s’en déduit.
— De méme si K = Prop et P est de type Spec alors:

R((x: P)M) = (T : £(P))(z : R(P,7))R(M)
et R(T,z:P)=R(),T:EP)

L’hypothése de récurrence appliquée a une dérivation de I' = P € Spec donne
une dérivation de

R'(T),T: E(P) + R(P,T) € Spec

Le résultat s’en déduit.
— Si M est de contenu positif alors I’hypothése de récurrence nous donne

R'(T,z:P),r:p EM)FR(M,r)e K

— Si P est de contenu nul ou bien si P est de type Spec et K = Type alors
E((x : P)M) = E(M). Comme E(M) est bien formé dans environnement
R'(T") nous avons:

R'(T),r: EM),IT+R(M,r) e K.

Nous concluons comme précédemment en distinguant le cas ou R((z : P)M,r)
est égal & (II)R(M, r) et celui oul nous avons une quantification supplémentaire.
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— Si P est de contenu positif de type Type ou si K = Spec alors:
E((x: P)M) = (z:E(P))EM)
R((z:PYM)=[r:(z:EP))EM)|(T :p E(P))(x: R(M,T))R(M, (r T))
I’environnement
I"=R'@),r:p (T:EP))EM),T:p E(P),x: R(M,T)
est valide et contient R'(I', z : P).
Nous pouvons dériver I', Fp, (r T) € £(M) donc nous pouvons aussi dériver
I'-R(M,(rz) ek

ce qui nous donne le résultat souhaité.

8. Le cas du produit sur une variable de Ap est analogue au cas précédent.
9. Nous avons I'x : P+ M € N et N différent de Type.

Posons A = R(I") ou R'(T") suivant le niveau de N

et AJII=R({I,z: P)ouR(I',z: P).

Il est facile de voir que R([z : P]M) = [ITJR(M) et que

R((z : P)N,E([x : P]M)) = (I)R(N,E(M)) dans tous les cas et donc que nous

avons bien le résultat.

10. Le cas de l'abstraction par rapport & une variable de Ap se traite comme pré-
cédemment.

11. Nous avons ' = M € (z: P)N, '+ Re Q et P =3, Q.
De I'égalité de P et (), nous déduisons qu’ils sont simultanément de contenu positif
ou de contenu nul. D’autre part M et (M R) sont de méme niveau.

Posons A = R(I') si N est de type Prop et A = R/'(I") si N est de type Type.
— Si P et N sont de contenu positif et si de plus N est de type Spec ou bien P est
de type Type alors

R((M R)) = (pR(M) E(R)) R(R)).
Les hypotheéses de récurrence donnent
AFR(M)e (Z:E(P))(x:R(P,Z))R(N,(E(M) 7))
A R(R) € R(Q,E(R)).

E(R
Nous avons bien entendu E(I') F E(R) € £(Q). Comme E(I') = Ap et que
E(Q) =p, E(P) on peut appliquer R(M) a E(R) le résultat est de type :

(z: R(P,E(R)))R(N, (E(M) E(R)))[z/E(R)]

Nous avons E(M R) = (E(M) E(R)) et en utilisant le fait que R(P,E(R)) =
R(Q,E(R)) , on obtient que R((M R)) est de type

R(N,E(M R))[z/E(R)][z/R(R)].

Or nous avons montré que c¢’était exactement R(N[z/R],E(M R)).
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— P et N sont de contenu positif et si N est de type Type et P de type Spec alors
R((M R)) = (pR(M) E(R)). Les hypothéses de récurrence donnent :

AFR(M) € (T: EP)R(N,EM)) et AFR(R) € R(Q,E(R)).

Nous avons bien entendu E(I') Fgr, E(R) € £(Q). Comme E(I') = Ap et que
E(Q) =p, E(P) on peut appliquer R(M) a £(R) le résultat est de type
R(N,E(M))[T/E(R)] ¢’est-a-dire R(N[z/R],E((M R))).

— Les autres cas se traitent de la méme maniére. La clef de ce cas est dans la
proposition sur les substitutions 3.7.

12. La proposition sur les égalités est une conséquence des corollaires 3.5 et 3.8.

Cette démonstration ne présente pas de difficulté. En fait les définitions ont été choi-
sies pour que cela fonctionne. Le point important est que toutes les définitions soient
compatibles avec la fn-conversion et “commutent” correctement avec la substitution.

Application a la cohérence

Nous avons défini la notion “étre réalisable” pour un type de contenu positif. Nous étendons
cette notion aux types de contenu nul.

Définition 3.5 Nous dirons qu’un type de contenu nul A est réalisable s’il eriste une

preuve de R(A).

Une application de la réalisabilité est la possibilité de prouver que des propositions non
prouvables sont cohérentes avec la théorie.

Proposition 3.10 Soit A un type (de contenu positif ou nul), si A est réalisable alors A
est cohérent avec la théorie.

Nous allons montrer qu’il n’est pas possible de prouver 'absurde dans un environnement
x : A. On a le choix entre deux notions d’absurde. On peut poser L = (C' : Spec)C ou
1 = (C: Prop)C. On a R((C : Prop)C) = (C : Prop)C et R((C : Spec)C,z) = (C :
Data)(P : C — Prop)(P (x C)). Il est donc facile de trouver une preuve de :

R((C : Spec)C,x) — (C : Prop)C.

Supposons qu’il existe une preuve de A+ L, comme A est réalisable on en déduit que L
I'est d’ou finalement une preuve de close de (C': Prop)C.0]

Dans la suite nous allons montrer qu'un certain nombre de types sont réalisables.
Comme ce qui nous intéresse est finalement ce qui se passe aprés réalisation d’une preuve,
nous utiliserons librement toutes les propriétés qui auront été montrées réalisables. En
fait il est méme nécéssaire de n’ajouter dans le contexte que des axiomes dont on sait
qu’ils sont réalisables ou tout du moins que leur réalisabilité est cohérente. En effet s’il
est évident que la cohérence de I'environnement R(I") implique la cohérence de I’environ-
nement I initial, le contraire est faux. En effet la réalisabilité “oublie” certains termes.
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Posons par exemple bool = (C : Prop)C — C — C' et définissons true et false de ma-
niére usuelle comme étant les deux projections. Alors I'affirmation a l'aide de I’égalité de
Leibniz de true # false est cohérente avec le systéme. La réalisabilité, par contre oublie
complétement les termes true et false qui sont des preuves de contenu nul et on trouve
que :

R(true # false) = ((C : Prop)(C — C)) — L.

Ce qui est contradictoire. Ceci illustre le fait que notre interprétation identifie tous les
termes de preuve de contenu nul.

Parmi les propositions que nous montrerons étre réalisables, certaines le seront en faisant
intervenir explicitement la différence entre Prop et Spec. Cependant on peut utiliser la
réalisabilité pour montrer des résultats de cohérence dans le Calcul des Constructions
original ou bien dans le sous-systéme PCC de notre calcul. En effet soit A une proposition
de I'un des systémes PCC, ECCou RCC. Si dans cette proposition, on remplace toutes les
occurrences de Prop par Spec alors on obtient un type A’ du systéme RCC. Montrons que
si A" est réalisable alors A est cohérent dans le systéme dans lequel il est typé. En effet
s’il existe une dérivation de A - L dans 'un des systémes PCC, ECC ou RCC, alors en
remplacant toutes les occurrences de Prop par Spec on trouve une dérivation de A" — 1/
dont on déduit une contradiction par la proposition précédente.

3.6 Exemples

Nous omettrons les indices p, c’est-a-dire que nous ne distinguerons pas syntaxiquement
les produits, applications et abstractions entre éléments de Ar ou entre un élément de Ay
et un de Ap. Il sera toujours possible de rétablir ces indices de maniére non ambigiie.

3.6.1 Connecteur existentiel
Spécification

Regardons tout d’abord le cadre naturel de développement de programmes. On cherche a
construire un objet dans un type de données A qui vérifie une propriété de contenu nul.
Nous nous placons dans ’environnement :

A : Data, P : A — Prop
Rappelons que la quantification existentielle de contenu positif est définie par :
YaP = (C: Spec)((z:A)(Pz)—C)—C

Nous allons montrer que réaliser X4 P est équivalent a se donner un élément de type A
qui vérifie P.

Lemme 3.11 [] existe une réalisation de 4P, si et seulement s’il existe un objet de type
A qui vérifie P.
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Pour tout C' de type Data, nous notons {C} le type (D : Data)(C — D) — D et nous
appelons ¢ et m respectivement l'injection et la projection correspondantes. C’est-a-dire :

v = [C : Datal|x : C|[D : Datd][f : C — D|(f z)

et
7 =[C : Datd[z : {C}](z C [y : Cly)

Soit r une variable de type {A}.
R(X4P,r) = (C: Data)(Q : C — Prop)
(f: A= C)((a: A)(Pa) = (Q(fa))
—(Q (rC )

Montrons d’abord qu'un réalisateur de ¥4 P fournit un élément de type A qui satisfait
R(P). Soit r qui réalise ¥4 P. En appliquant la preuve de R(X4P,r) a

A, P, [x: Alz, [a: A][h: (P a)lh,

nous obtenons une preuve de P (7w A r).
Réciproquement, soit x de type A tel qu'il existe une preuve de (P x). Montrons que
(t A x) réalise ¥4 P. Placons nous dans I'environnement :

C: Data, Q:C — Prop, f: A—C, hf:(a: A)(P a)— (Q (f a))
Nous voulons montrer (Q (¢ Az C' f)). Or
Az Cf) =g (fx)

Pour montrer (Q (f x)) il suffit d’appliquer 'hypothése Af a x et a la preuve de (P x).

Seconde projection

Définissons un type existentiel totalement de contenu positif. C’est-a-dire que I'on se place
dans 'environnement :

I'=C": Spec, P: A — Spec
On a R(I') = A: Data,C : A — Prop, B : Data, P: A — B — Prop. Posons :

XCO.P=(X:8ec)((x:C)Pz)—X)—X
On définit la premiére projection :
fst =[h:XC.P|(h C [z:Clly: (P z)]z)
On a E(XC.P) = (X : Data)(A — B — X) — X cest-a-dire le produit A x B des types

A et B dans le systéme F. La proposition qui dit que r réalise XC.P est la suivante :
R(EC.P,r) = (X : Data)(Q : X — Prop)(f : A— B — X)

((z: A)(C x) = (y:B)(Pry)—(Q(fry))
— (@ (r X f))
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Remarquons tout d’abord que si P était de type A — Prop alors pour réaliser
(h: XC.P)(P (fst h)) il suffit de prouver :

(h: E(SC.P)R(SC.P,h) — (P (E(fst) h))

Ceci est trivial en remarquant que E(fst) = [r: E(XC.P)|(r A [z : A]ly : Blz).
Revenons au cas P de contenu positif. Si on veut réaliser (h : XC.P)(P (fst h)) il faut
trouver un objet s de type £(XC.P) — B tel que :

(h: E(XC.P))R(XC.P,h) — (P (fst h) (s h))
Il est clair qu’il faut prendre pour s la seconde projection :
snd = [h : E(XC.P)|(h B [z : Ally : Bly)

Cependant on ne sait pas déduire de R(XC. P, h) la propriété (P (fst h) (snd h)). En effet
ce que 'on sait prouver est :

(P (fst ') (snd 1)) avec h'=(h Ax B [z: A]ly: Bl(x,y)).

Or 'égalité de h et B/, si elle est cohérente n’est ni démontrable ni prouvable. On voit donc
que pour réaliser la seconde projection dans ce cas il faut faire une hypothése supplémen-
taire. On a juste gagné le fait que cette hypothése n’apparait que dans la partie logique
du développement du programme. Elle n’intervient pas dans le programme extrait. Ce
que nous avons est juste la proposition suivante :

Proposition 3.12 Moyennant [’existence d’un produit de deux types A X B, d’une opé-
ration de formation de paires et de deux projections fst et snd telles que :

(A, B : Data)(h: Ax B)h =axp (h AXx B [z: A][ly : B](x,y))

la proposition :

(C: Data)(P : A — Spec)(h : ZC.P)(P (fst h))

est réalisable.

3.6.2 Propositions préréalisées

Notre traitement a été de supprimer toute information syntaxiquement de contenu nul.
Cette approche est parfaitement satisfaisante pour les spécifications de programmes. Ce-
pendant nous aimerions retrouver la notion de proposition préréalisée telle qu’elle a été
vue au chapitre précédent.

Dans quelle mesure peut-on dire que la conjonction de deux formules de contenu nul est
de contenu nul ou que I’égalité est de contenu nul 7 Nous avons vu que le processus d’ex-
traction devait alors remplacer la preuve formelle de la proposition par une construction
bien choisie.
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Egalité

Pour que I'égalité soit de contenu nul, il suffit de poser dans I’environnement :
A: Data,a: A,b: A

a=ab = (P:A— Prop)(P a) — (Pb)

Maintenant toute preuve de a =4 b sera ¢liminée. Cependant si S est une spécification
sur A, c’est-a-dire un prédicat de type A — Spec, nous n’avons pas de preuve de :

a=ab— (Sa)— (SDb)
Nous sommes amenés a poser comme axiome la proposition :
EQNUL=a=4b— (S: A — Spec)(S a) — (S b)

Il est facile de voir que la proposition FQNUL est réalisée par 'identité polymorphe. En
effet R(EQNUL,r) est la proposition suivante :

a=4b— (C: Data)(P:A— C — Prop)(c:C)a:A)(Pac)— (Pb(rCc)

Et la proposition R(EQNUL, [C' : Datalx : C]zx) est triviale & montrer.

Nous pouvons donc développer un programme ¢ de type P dans un environnement ol un
axiome egqnul de type FQNUL est déclaré. Supposons que egnul n’est pas libre dans le
type P. Aprés réalisation, nous avons un programme &(t) de type £(P) et une preuve de
R(P,E(t)). Dans le programme peut apparaitre la variable libre egnul. Si nous substituons
I'identité Id a cette variable nous avons toujours un programme t' de type E(P), et
en substituant Id & egnul et la preuve que lidentité réalise EQNUL dans la preuve de
R(P,E(t)), nous obtenons une preuve de R(P,t') cette fois-ci dans un environnement oil
toute trace de egnul a disparu.

Notons que I'égalité de deux objets de contenu positif est interprétée par 1’égalité des
termes extraits.

Lemme 3.13 Si A est de type Spec et si a et b sont deux objets de type A, alors I’égalité
de a et b est réalisable si et seulement si [’égalité des termes extraits E(a) et E(b) est
prouvable.

Nous noterons également a =4 b I'égalité de Leibniz de a et b lorsque A est de type Spec.

Absurde

Pour avoir I’absurde de contenu nul nous posons :
1 =(C: Prop)C

Maintenant supposons que dans le développement d’'un programme nous nous trouvions
dans une situation “absurde”. Alors nous pouvons rendre n’importe quel résultat bien typé.
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Cela correspond a avoir dans 'environnement de développement un axiome exception de

type
absurde = (C : Spec) L — C

Nous avons &(absurde) = (C : Data)C. Soit r une variable de ce type :
R(absurde,r) = (C : Data)(P : C — Prop)L — (P (r C))
Cette proposition admet une preuve indépendamment de r:
trivial = [C' : Data][P : C' — Prop|lh : L|(h (P (r C)))
Dans I’'environnement de réalisabilité, I’hypothése exception de type
R (absurde, exception)

peut donc étre substituée par trivial. L’environnement d’extraction contient par contre
la variable exception (que nous renommons en except) de type (C' : Data)C. Nous allons
montrer le résultat annoncé en 2.4.3. C’est-a-dire qu’en général les programmes obtenus
n’ont pas except comme variable de téte. Plus précisément :

Proposition 3.14 Si la dérwation de I' =t € N est construite avec N de type Spec, et
st I' contient [’hypothése exception de type absurde alors :

— ou bien la variable de téte de la forme normale de E(t) est différente de except.

— ou bien M = (x1: Ny)...(xg : Ng)N' et il existe une preuve de (x1 : Ny)...(xp 1 Ni)L.

Les termes t et £(t) admettent des formes normales de téte. Il est facile de voir que z est
variable de téte de ¢ si et seulement si T est variable de téte de £(t). Supposons donc que
exception est variable de téte de t. Nous avons donc :

t=[r1: Ni]... [z, : Ny)(exception ty .. .t,)

de type N = (z1: Ny)...(z, : N,)P. Raisonnons suivant la valeur de p.
— Sip=20alors P = (C: Spec)L — C en posant N, = Spec et N, ;2 = L nous avons
bien que M est de la forme souhaitée. Et la preuve cherchée s’obtient par projection de

Tn+2-
— Sip =1 le raisonnement est semblable avec P = 1 — ;.
— Si p > 1 alors ty est une preuve de L dans 'environnement x; : Ny,...,x, : N, ce qui

nous donne le résultat. [

Les types qui vérifient la seconde condition de la proposition peuvent se voir comme les
types de fonctions dont le domaine est vide. Ce sont des termes qui ne pourront jamais
étre complétement instanciés.

En pratique, pour prouver que nous ne sommes pas dans ce cas il faudra d’abord montrer
qu’il est possible d’instancier la spécification que nous sommes en train de prouver. Ceci
est, dans les cas pratiques (par exemple le type existentiel), complétement trivial. Nous
obtiendrions donc une preuve de L. Il faut alors prouver que ’environnement est cohérent,
c’est a dire qu’il n’existe pas de terme de type L dans cet environnement. Nous pouvons
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simplifier le probléme en identifiant Spec et Prop. Nous avons toujours une preuve de L,
mais les axiomes ajoutés pour les besoins de 'extraction (par exemple eqnul ou exception)
deviennent des tautologies. Il reste donc a vérifier que les véritables axiomes ajoutés n’ont
pas rendu le systéme incohérent. Mais en fait ce probléme n’est pas lié & notre systéme et
se pose pour toute dérivation.

Nous montrerons dans le Chapitre 5 qu’il est possible de modifier la notion de réalisabilité
de maniére a obliger les types extraits a étre non vides.

Conjonction. Montrons que la conjonction de deux propositions de contenu nul peut
étre prise de contenu nul. Dans un environnement :

A: Prop, B: Prop

posons
AANB = (C: Prop)(A—B—C)—C

Dans ce cas nous pouvons méme prouver (et pas seulement réaliser comme dans les cas
précédents) la proposition :

AANB — (C: Spec)(A—B—C)—C
En effet il suffit de prendre le terme :
[w:ANBJ[C: Spec][f :A— B —C|(f (uA[z:Ally:Blx) (u B [z:Ally: Bly))

Le terme extrait de ce programme est juste I'identité [C' : Datal[f : C|f.

3.6.3 Le type sous-ensemble

Le type existentiel peut servir de type sous-ensemble. Cependant nous allons construire
un type sous-ensemble {A|P} tel que les objets extraits d’une preuve de {A|P} soient
directement des objets de type £(A) qui vérifient R(A) et R(P). Nous aurons besoin du
type sous-ensemble pour notre étude des types récursifs.

Nous donnons une axiomatisation du type sous-ensemble et montrons que ces axiomes
sont réalisables. Le type (subset A P) sera noté {A|P}.

Introduisons les variables suivantes :

subset : (A : Spec)(P : A — Prop)Spec
subset _intro : (A: Spec)(P: A — Prop)(z: A)(P x) — {A|P}
subset _elim : (A: Spec)(P: A — Prop)
{A|P} — (C : Spec)((z: A)(P x) — C) —C
(A : Spec)(P : A — Prop)
(2 A)pr: (P 2))(C : Spec)(f : (x: (P ) — O)
(f = px) =¢ (subset_elim A P (subset_intro x px) C f)

subset _red
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subset _ind : (A: Spec)(P: A — Prop)(h:{A|P})
(@ : {A|P} — Prop)
((x: A)(px: (P x)) — (Q (subset_intro A P z px))) — (Q h)

Commencons par réaliser subset. Il nous faut subset de type Data — Data, on prend le
terme [A : Data]A. 1l nous faut comme réalisation un objet de type :

(A : Data)(A": A — Prop)(P : A — Prop)A — Prop.
Nous prenons le terme :
[A: Data][A" : A — Prop||P : A — Propl[x : A|(A" z) A (P z).

Une réalisation de {A|P} sera donc un objet de type £(A) qui satisfait R(A) et R(P).
Pour réaliser subset intro il nous faut un élément de type (A : Data)A — A. Nous prenons
I'identité. On vérifie aisément qu’il existe une preuve de :

(A : Data)(A": A — Prop)(P : A — Prop)(z: A)(A" ) — (P z) — (A" 2) A (P x).
Pour réaliser subset elim il nous faut un élément de type
(A: Data)A — (C : Data)(A — C) — C.
Nous prenons l'injection ¢ définie précédemment. Nous vérifions que dans I’environnement :
[A: Data, A" : A — Prop, P : A — Prop|
il existe une preuve de :

(x: A)((A ) AN (P z)) — (C: Data)(Q : A — Prop)(f: A— C)
((y: A)(A"y) = (Py) = (@ (fy)))
—(Q Az Cf))

Ceci ne présente pas de difficulté en remarquant que (14 x C f) = (f z).

Pour réaliser subset red, il suffit de prouver 'égalité des termes extraits de (f = pz) et
de (subset _elim A P (subset _intro x px) C f). Le terme extrait de (f x px) est (f z) et
le terme extrait de (subset elim A P (subset intro x px) C f) est (1t A x C f) qui est
bien fn-equivalent & (f z).

Pour réaliser subset ind, placons-nous a nouveau dans ’environnement :

(A : Data)(A": A — Prop)(P : A — Prop)(z: A)(A" 2) — (P z) — (A" ) A (P ).
Il suffit de montrer la proposition évidente suivante :

(x: A)((A 2) AN (P z)) — (Q:A— Prop)
Eg/ 1)14)(14' y) = (Py)—(Qy))
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Nous pouvons donc disposer d’un type sous-ensemble ayant exactement les propriétés
souhaitées. En particulier, nous pouvons définir les opérations de projection sur ce type.
Nous appellerons Witness la premiére projection de type {A|P} — A. Cette fonction est
définie & partir de subset elim et vérifie la propriété suivante :

(A : Spec)(P : A — Prop)(x: A)(px : (P x))
xr =4 (Witness A P (subset _intro A P x pzx))

Il est également facile de prouver en utilisant subset ind que
(A : Spec)(P : A — Prop)(h: {A|P})(P (Witness A P h)).

Nous pouvons définir une notion analogue de sous-ensemble avec A de type Data. La seule
différence est qu’il ne sera alors pas possible de définir 'opération Witness.

3.6.4 Axiome du choix

Cette notion de réalisabilité, comme d’ailleurs la réalisabilité modifiée pour HA,,, permet
d’interpréter 'axiome du choix.

Proposition 3.15 Dans [’environnement :
A : Data, B : Data, P : A — Prop,()Q : A— B — Prop
L’aziome du choiz :
((: A)(P 2) =Sy BQay) = Sf: A— Bua: AP )~ (Qu (f )
est réalisable.

Rappelons que si C est de type Data et si S est de type C' — Prop, alors (avec les notations
de 3.6.1) E(Xx: C.(Sx)) ={C} et

(y: C)(R(S) y) — R(Bx : C.(S z), (¢ C y))

(y : {CHR(Ez : C.5,y) = (R(S) (r Cy))

Notons également que P et () étant des variables on a R(P) = P et R(Q) = Q. Pour
interpréter choix il faut se donner un terme de type :

(A—{B}) — {A— B}.
Il semble assez naturel de prendre
c=lg: A= {BYt A— B a: A(r B (g a))).

Montrons que ce terme réalise bien la proposition choiz.
On se donne donc g de type A — {B} qui réalise

(x:A)(Px)— Xy:B(Q zy)
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Pour montrer que (¢ [a: Al(m B (g a))) réalise
Xf A= Bz A)(Px) = (Qx (fx)),
nous avons montré qu’il suffisait de prouver que [a : A|(m B (g a)) satisfaisait
[f: A= BIR((x : A)(P 2) = (Q = (f 2))).
Nous avons:

R(f: A= Bl(z: A)(Pz) = (Qa (fr)=[fA— Blz: AP z)—(Qz(f )

Il faut donc montrer que

(z: A)(Pz) = (Qz(r B(g))
Or
(Qz (mr B (g x))) est équivalent & R(Xy : B.(Q = y), (g x)).

Et cette derniére hypothése est vérifiée pour tout = qui satisfait P car nous avons supposé
que g réalisait (z: A)(P z) — Xy : B.(Q = y).

Axiome du choix avec le type sous-ensemble Nous pouvons aussi réaliser un
axiome du choix écrit a 'aide du type sous-ensemble défini plus haut. Cet axiome s’écrit
alors :

((z: A)(Pa)—={y:BlQuzy)}) = {f: A= Bl(z: A)(Pz) = (Qz(f )}

Le réalisateur est alors juste 'identité sur A — B.

3.6.5 Deéveloppement de programmes

Revenons a notre exemple de recherche dune sous-liste maximale. Regardons comment
les déclarations doivent étre faites pour obtenir le programme extrait annoncé.

Le type Z est déclaré comme étant un type de données. De méme les listes d’éléments
de Z sont des objets du langage de programmation. La relation d’ordre est de contenu
nul. Par contre I’hypothése de totalité de cette relation d’ordre est de contenu positif.
L’hypothése R_ total est de type :

(2,52 Z)(C : Spec)((z < y) = C) = (y < ¥) = C) = C

La variable extraite de R_ total est donc de type Z — Z — bool. La seule modification
a apporter est de prendre une hypothése de récurrence list ind sur les listes qui est
informative. C’est-a-dire de type:

(I : list)(P : list — Spec)(P nil) — ((a: Z)(m : list)(P m) — (P a.m)) — (P )

Cette hypotheése est réalisée par le programme de récursion primitive sur les listes qui est
de type :
list — (C': Data)C — (Z — list - C — C) — C

Il faut bien sir prendre un type existentiel ou un type sous-ensemble informatif dans la
spécification.
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Des exemples plus importants seront présentés dans ce systéme avec leurs termes ex-
traits en annexe. On trouvera en particulier un probléme de mise en forme de texte,
Quicksort pour des listes et la minimalisation d’un prédicat monotone par une recherche
dichotomique qui avaient été développés dans ECC'[34, 37]. On trouvera aussi 'algorithme
de Warshall, obtenu par transformation de programme tel qu’il est développé dans [39].

3.7 Implantation

L’extraction de programmes a partir de preuves de RCC a été ajoutée a l'actuelle im-
plantation en CAML du Calcul des Constructions. En fait, nous avons étendu la notion
d’extraction au systéme avec une hiérarchie d’univers Type(i). Dans le systéme étendu on
peut définir de maniére uniforme la fonction R sur tous les types en posant :

R(Spec) = [r : Datalr — Prop

Par contre on maintient la distinction contenu nul-contenu positif-programme a tous les
niveaux de la hiérarchie. En pratique les constantes Prop et Type du type concret constr
ont été paramétrées par le type concret :

type contents = Pos | Null | Data;;

Nous avons les correspondances avec le systéme théorique présenté ici :

— Prop(Pos) —=Spec

— Prop(Null)=~Prop

— Prop(Data)=Data

Un registre a été ajouté a la machine. Ce registre contient “I’'information” contenue dans

la construction courante. Cette information peut étre de trois sortes:

— La construction courante est de contenu positif et on donne le programme extrait qui
est un terme bien typé de F,.

— La construction courante est un programme bien typé dans F,.

— La construction courante est de contenu nul.

Nous avons donc le type concret CAML correspondant :

type information = Inf of fwconstr | Prog | Logic ;;

Un registre INF de type ref information est ajouté a la machine. De plus pour chaque
construction de I’environnement cette information est stockée. Pour les constantes de
contenu positif, nous gardons la valeur extraite et pour les variables leur type extrait. A
chaque instruction de la machine ont été ajoutées quelques lignes de code qui vérifient si
les constructions que nous avons déclarées comme étant des programmes, sont, bien typées
dans F,, sinon on léve l'exception UserError "Bad Program". Et pour les preuves on met
éventuellement & jour 'information contenue dans INF.

Si les constantes Data ou Spec n’apparaissent pas dans un fichier de Constructions, alors
nous avons exactement le systéme originel. [’addition de cette possibilité d’extraction n’a
pas augmenté les temps d’interprétation des preuves.

Nous pouvons aussi écrire les fonctions CAML qui effectuent 'extraction et la réalisation
d’un terme.
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3.8 Conclusion

Ce systéme permet d’obtenir les termes fonctionnels sous-jacents aux preuves développées
dans le Calcul des Constructions. Par rapport au systéme originel, nous obtenons un code
de programme de taille raisonnable, que nous pouvons exécuter.

Nous avons introduit une certaine lourdeur en distinguant les trois classes d’objets. En
effet il faut maintenant formellement des constantes différentes pour faire la conjonction
de deux types de programmes ou la conjonction de deux propositions ou la conjonction de
deux spécifications. En pratique il faudrait pouvoir écrire des constantes “polymorphes”
dans le contenu de leurs arguments et que le systéme décide quelle est 'instance adaptée.
Ce systéme permet de maniére satisfaisante de développer des programmes dans une
logique interne. Le programme extrait ressemble au programme que nous pourrions écrire
directement dans le systéme F'. Mais nous avons obtenu en plus sa preuve de validité
(sans beaucoup plus de travail supplémentaire).

Une question plus profonde se pose. Le systéme F,, est-il un langage de programmation
satisfaisant 7 Une caractéristique du langage F,, est que tous les programmes sont forte-
ment normalisables. Nous verrons plus tard que cela peut poser des problémes, ce qui
nous ameénera a définir un systéme ou les réalisations pourront a priori ne pas terminer.
Avant d’étudier les problémes de terminaison, nous allons nous intéresser a la définition
des types de données dans le Calcul des Constructions.
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Chapitre 4

Types concrets dans le Calcul des
Constructions

Le Calcul des Constructions ne contient aucune constante primitive pour les types de
données ou les structures de programme. On sait que 'on peut coder de maniére uniforme
de tels objets en utilisant une quantification a ’ordre supérieur. Nous précisons dans ce
chapitre les contraintes pour définir de tels objets et prouver leurs propriétés.

La premiére partie est consacrée a montrer la correction de fonctions de positivité dans le
cas de types dépendants. C’est-a-dire que I’on construit une preuve de A C B = P(A) C
P(B) pour toute transformation P(X) dans laquelle X a des occurrences positives. La
seconde partie explique le mécanisme de définition automatique de types ou prédicats
concrets. La troisiéme partie étudie, en utilisant en particulier la notion de réalisabilité
du chapitre précédent, la possibilité de raisonner par “récurrence structurelle” sur les
objets concrets.

4.1 Positivité

Dans I’étude sur les types récursifs qui suit, une notion essentielle sera celle d’occurrence
positive d’une variable dans un type. Soit B(X) un type dans lequel X a des occu-
rences positives, nous définissons et prouvons correcte une transformation g de type
(P CQ)— (B(P)— B(Q)). La difficulté de cette preuve réside en la présence de types
dépendants.

4.1.1 Notations et Définitions
Meétanotations

Nous introduisons des notations qui vont nous donner une écriture plus simple tout en
conservant la généralité du probléme.

Dans la suite £ est une liste de variables, x est une variable, J est une liste de termes, d est
un terme, A est une liste de types et D est un type. On définit des notions d’abstraction,
d’application, de produit de substitution et de typage par rapport a des listes de termes.
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Ces définitions se font récursivement sur la longueur des listes. On note [| la liste vide
et a.l la liste formée de a et des éléments de la liste [. Les cas non indiqués dans la liste
suivante ne sont pas définis.

r,[,e = I,0

L (z€):(D.A),0 = T'z:D,£: A0

0: M —

() : (DA)M = [o: DI([¢ - A]M)

([ M = M

(0 : (DAYM = (z:D)((€: A)M)

1— M - M

(D.A) — M = D—((A)— M)

(M ]) = M

(M (d.6)) = (M d) 6)

M{/[] — M

M[(2.6)/d.0] = (M[s/d)[E/s)

/M1 = |

(d.6)[y/M] = dly/M].d[y/M]

' el est toujours vrai
'F(dd)e(D.A) = ThrHdeDetT'HIEA
(el est toujours vrai

T+ (dd) € (D.A)ye = ThdeDetT o€ (Alz/D))e

—
—
.

n’est pas défini pour tout entier ¢
d
di—1

Sy
N— N
STO=

—~ —~
&

On utilisera des lettres grecques pour désigner des suites de termes. On définit I’égalité
(modulo conversion) de deux suites de termes comme étant 1’égalité (modulo conversion)
terme & terme. Si on définit p termes d; (1 < i < p) alors on note (d;)1<i<, la suite
dy,...,d,. L'intérét de ces notations est que l'on peut dériver des régles de formation les
concernant.

Proposition 4.1 Les regles de formation suivantes sont dérivables.

- SiTEAFMeK alorsT'H (E: A)M € K.

- SiT,6:AFMeN et N+# Type alors ' [£: A]M € (£ : A)N

- SiTEMe (§: AN, TH§e AL et A=5 A alors ' = (M 6) € N[§/0].

La preuve est immédiate par récurrence sur la longueur de A. [J

Notations

Dans toute la suite de cette section on suppose donné A de type Type.

Soit X une variable de type A. On veut définir la notion d’occurrence positive de la
variable X dans un type M. Pour cela on considére connue la notion d’occurrence d’une
variable dans un terme. Tous les termes que nous manipulons dans la suite sont supposés
mis en forme normale de téte.
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On dit que X a des occurrences dans une liste de termes si X a des occurrences dans au
moins un élément de la liste.

Définition 4.1 (Appartenance) Un type M est une appartenance ¢ X si M = (X 0).
Avec & une liste de termes dans laquelle X n’a pas d’occurrence.

On définit maintenant deux propriétés Posx et Negy des types par récurrence sur la
structure du type. Posx (M) signifie que X a des occurrences positives (éventuellement
pas d’occurrence) dans M tandis que Neg (M) signifie que X a des occurrences négatives
(éventuellement pas d’occurrence) dans M.

Définition 4.2 (Occurrence positive-négative) Soit X une variable de type A. On

définit Posx et Negy comme les plus petits prédicats sur [’ensemble des types vérifiant les

conditions suivantes.

— Posx (M) est vrai si X n’a pas d’occurrence dans M ou si M est une appartenance a
X.

— Posx((x : N)P) est vrai si Posx(P) et Negyx(N) sont vrais.

— Negy (M) est vrai si X n’a pas d’occurrence dans M.

— Negx((z : N)P) est vrai si Negy(P) et Posx(N) sont vrais.

On dit que X a des occurrences positives (resp. négatives) dans un type M si Posx(M)

(resp. Negy(M)) est vrai.

La propriété suivante nous sera utile dans la suite :

Lemme 4.2 Soit M un type contenant une variable X libre, soit B un terme ne contenant
pas d’occurrence de P. Si X a des occurrences positives (resp. négatives) dans M alors X
a des occurrences positives (resp. négatives) dans M[X/B.

Comme X a des occurrences positives ou négatives dans M, X n’apparait pas dans le
terme droit d’une application. Donc la substitution d’un terme a une variable ne change
pas la place d’occurrence de X.[J

4.1.2 Croissance des propositions

Définition 4.3 (Inclusion) Soit P un terme de type A = (7 : I)K et Q un terme de
type A’ = (7 : IHK' (K, K" € {Prop, Spec}). On définit P C QQ comme étant la proposition
(r: (P 7) — (Q 7).

Soit B(X) un type dans lequel X a des occurrences positives ou négatives. On remarque
que cette condition sur les occurrences implique que B(X) est un type dans un environ-
nement ot X est de type (7 : II)C, quel que soit K € {Prop, Spec}. Soient P un terme
de type A = (7w : II)K et @ un terme de type A’ = (7 : I[I)K’. Etant donné une preuve de
P C @ le but est de construire un terme qui transforme les preuves de B(P) en preuves

de B(Q).
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Remarque. On utilise la lettre IC pour désigner 'une des constantes Prop ou Spec. En
fait dans un systéme avec quantification sur les variables de type Type, on peut faire la
méme étude avec K = Type. La différence majeure est qu'un type obtenu par quantifica-
tion sur Type n’est pas lui-méme de type Type. D’autre part dans la suite on va utiliser
Iexistence d’une conjonction de type K. On sait la coder dans le cas ou KC € { Prop, Spec},
il faudrait qu’elle existe de maniére primitive dans le cas de K = Type.

Définitions des transformations

Soient A = (7 : I)K et A’ = (7w : ID)K', (K, K’ € {Prop, Spec}). Dans la suite on suppose
que les propriétés suivantes de bonne formation sont réalisées.

'-PeA
r-QeA
I'Fincle (P CQ)

L’environnement I', les termes P, () et incl sont fixés dans la suite de cette section.

Le cas non-dépendant
Soit B(X) un type tel que
['X:AF B(X)e K K e {Prop, Spec, Type}

et tel que X ait des occurrences positives dans B(X) (resp. négative). Nous allons définir
un terme ®p(x) (resp. Vp(z)) dont on montrera qu’il est de type B(Q) si = est de type
B(P) (resp. B(P) si z est de type B(Q)).

Définition 4.4 ($p, Vp)

Si Posx(B) est vérifié.

~- Si X n’a pas d’occurrence dans B alors ®p(x) = .

— Si B est une appartenance a X alors il existe une suite § de termes telle que B = (X 0).
On pose Op(x) = (incl 6 x).

- Si B=(y:C)D avec Posx (D) et Negx(C) on pose :

Op(z) = [y : CIX/QlPp(x Vo(y))-

Si Neg x (B) est vérifié.
- Si X n’a pas d’occurrence dans B alors Vp(z) = x.
- Si B=(y:C)D avec Negx(D) et Posx(C) on pose :

Uy =[y: C[X/P|Wp(x Dcly))

Pour que cette définition soit correcte il faut avoir le droit de définir ®p(x) lorsque B =
(x : C)D et donc il faut que dans ce cas que IV, X : AF D(X) € K soit vérifié. Cela est
vrai si # n’est pas libre dans D ou bien si X n’est pas libre dans C'. Ces deux restrictions
sont vérifiées si on est par exemple dans le systéme F,, ou bien si X est une variable de
preuve et si on travaille dans un systéme ou il n’y a pas de dépendance des propositions
par rapport aux preuves. Si on a cette restriction supplémentaire sur B alors il est facile
de montrer la proposition suivante par récurrence sur la structure de B.
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Proposition 4.3 Soit A, A’, P el Q comme précédemment. SiT', X : AF B(X) € K avec
IC € {Prop, Spec, Type} et si X a des occurrences positives dans B(X) alors

I,z:B(P)F &5(z) € B(Q)

Le cas dépendant

On peut aussi définir une transformation ® dans le cas général. La preuve de correction
de cette transformation sera plus délicate.

Définitions. On suppose que I'; X : A, : A+ B(X,€) € K. On suppose que X a des
occurrences soit positives soit négatives dans chacun des types de A, B. On définit par
récurrence sur la longueur de A et sur la complexité de B une suite de types Ag g, deux
suites de termes g et £y ainsi qu'un terme $p(z) (resp. Up(z)) si X a des occurrences
positives (resp. négatives) dans B.

Définition 4.5 On définit d’abord @p 4.4 (x) ou Vp 4 () dans lesquels ¢ et 1 sont deux
suites de termes dont la longueur est égale a la longueur de A par récurrence sur la
structure de B.

Si Posx(B) est vérifié.

~ 8i X n’a pas d’occurrence dans B alors ®p 4 4(x) = .

- Si B(X,€&) est une appartenance o X alors il existe une suite 0 de termes telle que

B(X,€) = (X §(€)). On pose ®p 4. (x) = (incl 6(¢) x)
- Si B(X,¢) = (y: C(X,&))D(X, &, x) aveec Posx (D) et Negy(C).

Soit ¢ = ¢, Ve gy(y) et V' =1,y on pose :
Ppgy() =[y: C(Q V) Ppy (T Yegu(y))

Si Neg x(B) est vérifié.

— 8i X n'apparait pas dans B alors Vg 4 4(x) = .

- Si B(X,¢) = (y : C(X,8))D(X,&,x) avec Negy (D) et Posx(C), soit ¢ = ¢,y et
Y =1, oy y(y), on pose :

Uppu(r) =[y: C(P,o)|V¥p gy (r Pogy(y))

On définit alors Aew, o et {g par récurrence sur la longueur de & @ A.

— St A est la liste vide il en est de méme de Ag v, Eo €l &y
- Si A=A M alors £ =¢ x.

— Si on a Posx(M) alors on pose

Apw = Ay o, MIX/PI[E' /], Co=8o,7 Su =&, Pargy g, (7)

— Si on a Negx (M) alors on pose

Apw = Npyo v MIX/QIIE /&), o = E&o Vg, g, (2) &o =&

On pose maintenant Pp(x) = Pp e, e, () ou bien V() = Vpe, e ().
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On remarque que lorsque B(X, ) = (y : C(X,€))D(X, &, x), Pp et U vérifient les égalités
suivantes :

~ Si Posx (D) et Negy(C) :

Cp(r) =[y: C(Q, &w)]Pp(z Ye(y))
~ Si Negy (D) et Posx(C) :

Up(z) = [y : C(P,&)]¥p(z Po(y))

Notre présentation peut paraitre un peu compliquée mais elle justifie le bien-fondé de la
définition. On énonce maintenant le résultat de correction de ces transformations.

Proposition 4.4 Soit B tel queT, X : A, : A+ B(X,€) € K et X apparait positivement
ou négativement dans les types de A.
— Si Posx(B) est vérifié alors

I'Apw,z: B(P, &) F Pp(z) € B(Q, &)
— Si Negx(B) est vérifié alors
I'Asw, v : B(Q,&) F Vp(x) € B(P, &)

Le cas ot B(X,&) = (2 : C(X,€))D(X, &, x) se traite facilement. Supposons par exemple
Posx(B), 'autre cas étant symétrique. On a par hypothése de récurrence :

[ Apw,z:C(Q, &) F¥e(x) € C(P,&s)
On a z, = ¥eo(z) et gy = x, d’oll toujours par hypothése de récurrence.
I Asw,2:C(Q,&w),y: D(P,&s, V() F Pp(y) € D(Q, &y, x)
On se place maintenant dans I’environnement :
[, Agw, 20 (2: O(P,&e))D(P, &, 2), 7 : C(Q, &w)
On a dans cet environnement W (z) € C(P,£s) on en déduit
(2 Vo(x)) € D(P,&o, V()

Dot ®p(z Ve(x)) € D(Q, &y, x) et finalement :

[2: C(Q, &)]®p (2 Ve(x)) € (v: C(Q,8w))D(Q, w, 1)

Ce qui est exactement le résultat souhaité. Les cas de base sont conséquence du résultat
suivant :
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Lemme 4.5 Soil t tel que ') X : A& : A F (&) € M(X,€&) et tel que X n'apparait pas
dans t. Alors si Posx (M)

D (t(8a)) = t(Ew)
et si Negy (M)
’ War(t(&w)) = t(&e)

Dans le cas ou M (X, &) ne contient pas d’occurrence de X donc en particulier si ¢ est un
“type” le lemme dit simplement que

t(€s) = t(&w)

Montrons tout d’abord que ce lemme nous permet de finir la preuve de la proposition. Si
X n’apparait pas dans B alors il faut montrer que

F,Aq;ﬂ;,{lj‘ : B(g@) Faxe B(g\p)

Ceci est vrai car d’aprés le lemme et comme B est un type on a B({s) = B({y). Si
B(X,€) = (X 6(£)) est une appartenance alors X n’a pas d’occurrence dans 6. On en
déduit que les types des éléments de 0 ne contiennent pas d’occurrence de X. En effet le
type de §; est un sous-terme du type de (X d;...d,_1) et comme ni le type de X ni les J;
n’ont d’occurrence de X il en est de méme du type de (X 07 ...9;_1). Notre lemme nous
assure donc que :

0(&a) = 0(Ew)

Ceci nous permet de montrer que I'on a bien le résultat souhaité.

I'NAgw, 2z (P 0(€s)) F (incl 6(€s) x) € (Q d(&w))

Ceci achéve la démonstration de la proposition. Montrons maintenant le lemme. Celui-ci

se prouve par récurrence sur la structure de ¢.

— Sit est une constante c’est trivialement vrai.

- Sit(€) = [z : R(§)]s(&, x) alors M = (z : R)N. Supposons que X ait des occurrences
positives dans M. Comme X n’apparait pas dans ¢, il n’apparait pas dans R et par
hypothése de récurrence R(£g) = R(&y). Le terme s est bien formé dans un environne-
ment ot x est de type R. On a x4 = xy = x donc 'hypothése de récurrence assure que
Oy (s(€p, 1)) = s(€y,x). Si M ne contient pas d’occurrence de X alors :

t(&e) = [ : R(&a)]s(8a, ) = [z R(Ew)]s(Sw, ) = 1(Ew)

Sinon

]
=

Dpr(t(6a))

SR
X X
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~ Sit(€) = (z: R())S(&,x) alors t, R et S sont des types et il est facile de conclure en
utilisant les hypothéses de récurrence.

— Si t(§) = y avec y une variable. Alors on conclut facilement dans le cas ol y est une
variable de £ et dans le cas contraire.

= Sit(€) = (s(&) r(§)) le résultat va faire intervenir un lemme de substitution. On a :

s(§) € (y: R(X,€)S(X,&y)  r(§) € R(X,E)

On remarque que le type de s(§) a des occurrences positives ou négatives de X. On
montre cela par récurrence sur le nombre d’applications dans s en utilisant le fait que
ce résultat est vrai pour les variables et que s(§) ne contient pas d’occurrence de X.
Etudions le cas ot X a des occurrences positives dans (y : R(X,¢))S(X,&,y). On a
alors que X a des occurrences positives dans M (X, &) = S(X, &, r(£)) et négatives dans
R(X, ). L’hypothése de récurrence nous dit que :

O(yr)s(s(8e)) = s(Cw)  Vr(r(€w)) = (r(€e))

D’autre part :
Dyrys(u) = [y : R(P, &) Ps(u Yr(y))
On en déduit :

tw) = (s(w) 7(&w))
= (Pmr)s(s(€s)) r(€w))
= (Ps(s(§a) Yr(Y)))[y/r(§w)]

Il nous reste a montrer que la substitution commute avec 1’ opération ¢ c’est-a-dire
que :

(Psix.ea () y/r(Ee)] = Psixem (u(r(Ew)))
On aura alors :

t(&w) = Psxen(s(e) Yr(r(§w))) = Psixer)(s(€a) (r(€s))) = Puxe)(t(Ea))

Il nous reste a montrer le résultat sur la substitution. Celui-ci est di en particulier au
fait que X n’apparaisse pas dans r et que Vr(r(&y)) = (r(€s)). Nous allons maintenant
énoncer et montrer ce lemme.

Le lemme de substitution s’énonce dans le cadre suivant. On suppose que :

DX A Ay M(X, ), x: AMX, & y) FB(X, &y, x) €KX

et que X a des occurrences positives ou négatives dans chacun des types de A, M, A, B.
Soit ¢(£) un terme tel que

T,X A€ AFHE) € M(X,¢)
et tel que X n’apparait pas dans ¢(£). On a
IX DA A X MX 1)) B BX,E1(E),X) €K
On note C(X, &, x') = B(X,&,t(&), ).
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Lemme 4.6 Avec les notations précédentes si X a des occurrences négatives dans M, si
m(t(&w)) = (&) et st Xo = Xoly/t(Sw)] €t Xy = xu(y/t(§w)] alors si Posx(B) on a

O (u(y))ly/t(&e)] = Po(u(t(Ew)))

et si Negx(B) on a

W (u(y)ly/t(Ew)] = Yo (u(t(ée)))

La preuve se fait par récurrence sur la structure de B.
— Si X n’apparait pas dans B alors il n’apparait pas non plus dans C' car il n’apparait
pas dans t. les égalités se raménent donc a prouver :

(u(y))ly/t(Ew)] = u(t(Ew))

qui est trivialement vrai.
— Si B= (X 4(&y,x)) est une appartenance a X alors il faut montrer :

(incl 0(&a, War(y), Xo) w(y))]y/t(&w)] = (incl 6(&,t(8a), X)) u(t(&w)))
Or ceci provient des égalités yo|y/t(Ew)] = X5 et Y (t(&w)) = t(&s).

- Si B=(z:R(X,&y,x)S(X,& vy, x, 2) alors en notant T'(X, &, x') = R(X, &, t(&), X))
on a par hypothése de récurrence :

Vr(u(y)[y/t(&w)] = Yr(u(t(w)))
On a
CX A E Ay M(X,E), x: AX, & y),z: RIX, &y, x) FS(X, &y, x,2) €K

IoX A A Y AXEHE), 2 T(X, 6 X)) FS(X,E,t(8), X, 2) e K.

On a zy est une variable de type R(Q, &w, ¥, X5 ) et 25, est une variable de type R(Q, {w, t(&w), X

on en déduit que zg[y/t({w)] = 2. On a aussi 2z = Vg(z) et 25, = Yp(z). L’hypo-
thése de récurrence nous donne bien que ze[y/t({w)] = z5. On peut donc appliquer
I'hypothése de récurrence a S. En posant U(X, ¢, \/, 2") = S(X, &, t(€), x, 2) on a

Ds(u(y))ly/t(€w)] = Pu(u(t(éw)))

Maintenant on a :

Dp(u(y)ly/tée)] = ([z: R(Q; &,y xw)|Ps(u(y) Yr(2)))[y/t(Ew)]
= [2: R(Q, &, t(&w), xu)]Pu(u(t(€w)) (Pr(2))[y/t(Ew)])
= [2 T(Q,&w, Xo)|Pu (u(t(€w)) ¥r(z))
= Pc(u(t(ée)))

Ceci conclut la démonstration du lemme de substitution et donc de la proposition concer-
nant ¢ et .
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Remarque. Ily a des exemples trés simples de type B(X) qui contiennent des quanti-
fications sur des variables dont le type contient X. Par exemple si R(P) est un terme de
type P — Prop dans lequel P apparait positivement (construit par exemple a I'aide de
I’égalité de Leibniz), on obtiendra a partir de ® une preuve de :

(P,Q : Data)(P C Q) — 3z : P(R(P) z) — 3z : Q.(R(Q) z)

Suite de termes

Si A(X) est une suite de types qui contiennent des occurrences positives de X et si x
est une suite de variables on définit de maniére naturelle ®A(x) par récurrence sur la
longueur de A.

Définition 4.6 Soit D un type, v une variable, A une suite de types et x une suite de
variables alors :
Op(l) =1

Ppa(rx) = (Pp(z).Pa(X))

On établit une propriété de correction de la transformation ® pour les suites de termes.
Soit P, () et incl définis comme précédemment.

Proposition 4.7 Soit A tel que I') X : A& : A(X),p : A(X, &) est un environnement
valide et st X a des occurrences positives dans chacun des types de A, A. Alors

Faf : A<I>,\I!’p : A(Pu f‘b) - (I)A<:0) S A(Qué.‘l’)l’

On remarque d’abord que les occurrences de X dans A étant positives on a Ag g = A(P),
o =& et &g = Wa(E). La preuve est triviale si A est la liste vide. Si

TX A€ A D(X,€),p: AX,E7)
est valide alors par hypothése de récurrence on a :
F>§ : A<1>7‘1’7T : D(Pv 5)7p : A(Pa gq)) - CI)A(p) € A(Qag\lfv q)D(r))ﬂ

D’autre part
[, Apw = Pp(r) € D(Q,&w)

11 est facile d’en déduire :

[, A, D(P,E),p: AP, &a) F (Pp(r).@al(p) € (D.A)Q,&w))rp

D’ou le résultat souhaité. [
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Propriétés de la fonction ¢

Dans la suite si M est une proposition dans laquelle X a des occurrences positives et si ¢
est une preuve de P C ) , on notera ®? I'application de type M(P) — M(Q) construite
a I'aide de ¢, par la transformation ®,,.

Enoncons quelques propriétés de régularité de la fonction ® par rapport a la fonction
initiale d’inclusion.

Proposition 4.8 Soit M une proposition dans laquelle X un prédicat de type A a des

OCCUTTENCES POSILIVES.

— Soient P,Q et R trois prédicats tels qu’il existe une preuve ¢ de P C Q) et une preuve
¢9 de Q@ C R. On a pour tout terme t de type M(P) :

PP2091 (t) =3 @¢2(®¢1(t>)

— Soit P un prédicat, il existe une preuve triviale id (le terme [w : H|[h : (P m)h) de
P C P. Alors pour tout terme t de type M(P) :

q)id(t) =pt

— Sotent P et QQ deux prédicats tels qu’il existe des preuves ¢1 et ¢po de P C Q. Si on sait
prouver

(m:)(z: (P 7))oy 7 2) =@ m) (d27 @)

alors on sait prouver :
(t: M(P))®% (t) = ®2(t).

Les preuves se font sans difficulté par récurrence sur la structure de M. Remarquons que
dans le second cas 'égalité est seulement extensionnelle. Il n’y a pour s’en convaincre qu’a
regarder le transformé d’une variable de type produit.

4.1.3 Propriété récurrente

Si on construit un objet de type M(C'), on veut pouvoir exprimer le fait que cet objet a
été construit en utilisant des objets initiaux de type C' qui satisfont une propriété P. Une
maniére d’exprimer cela est d’utiliser un type qui restreint le type C' aux objets de C' qui
satisfont P.

Le fait que I'on veuille parler de propriétés d’objets de type C' ne fait de sens pour nous
que si C est de type Spec. La propriété concernant les objets de type C' peut soit étre de
type C' — Spec ou bien C' — Prop.

Type ensemble

Pour restreindre le type C, on a besoin d’un objet (set C' P) de type Spec (le méme que
C) tel qu'il existe une application Fst de (set C' P) dans C' qui vérifie

(h: (set C' P))(P (Fst x)).
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Il est possible de coder le schéma propositionnel set. On pose :

set = [C' : Spec][P : C — K|(D : Spec)((z : C)(P z) — D) — D
Fst = [C : Spec][P : C'— K]k : (set C P)|(h C [x:C][z: (P z)]x)

On sait alors que la proposition :
(C: Spec)(P:C — K)(h: (set C P))(P (Fst C P h))

n’est pas prouvable mais est réalisable dans le cas ou P est de type C' — Prop et est
réalisable en ajoutant une hypotheése sur les paires si P est de type C' — Spec. On ajoute
donc un axiome set Snd de ce type.

On peut aussi utiliser le type sous-ensemble axiomatisé dans 3.6.3, ceci dans le cas ot P
est de type C' — Prop. On pose :

set = [C': Spec][P : C' — Propl{z : C|(P x)}
Fst = [C : Spec|][P : C — Prop|[h : (set C' P)|(subset_elim C P h C [x:C][z: (P z)|x)

En utilisant les propriétés subset red et subset ind il est alors possible de trouver un
terme set_ Snd de type :

(C: Spec)(P:C — K)(h: (set C P))(P (Fst C P h))

Dans le cas du type sous-ensemble, on a un petit probléme du fait que P n’a pas d’oc-
currence positive dans {z : C|(P z)}. L’axiomatisation du type sous-ensemble permet de
prouver la propriété :

(C': Spec)(P,Q : C — Prop)(P C Q) = {z:C|(P 2)} = {z: C|(Q z)}

Ceci permet de considérer que P a des occurrences positives dans {x : C|(P x)}.

On suppose maintenant set, Fst et set Snd définis de I'une des deux maniéres décrites
ci-dessus. On étend cette notion aux prédicats. Si C' est de type A = (7 : I1)Spec et P
de type (7 : II)(C m) — K, on notera (Set C' P) le prédicat [« : I(set (C 7) (P m)). On
notera encore Fst la preuve de (C : A)(P : (7 : II)(C 7) — K)(Set C P) C C. On a
également une preuve Set_Snd de :

(C:A)P:(r:1)(C7)— K)(m:1)(h:(Set C Px))(Px (FstCPmh)).

On notera Fst au lieu de (Fst C' P) lorsque C' et P se déduisent aisément du contexte.
Dans la suite de cette section un type A = (7 : IT) Spec est fixé. On introduit la notion de
propriété sur un objet de type A.

Définition 4.7 Soit C' de type A on dira que P est une propriété sur C si P est de type
(r: 1)(C ) — K.
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Propriété héréditaire

Définition 4.8 Soit C' de type (m : II)Spec et P une propriété sur C. Soit M(X) un
terme dans lequel X a des occurrences positives. On dira qu’un terme t de type M(C)
vérifie héréditairement P s’ existe h de type M (Set C' P) tel que

t = q)(Fst C P)(h)
On établit aisément un premier lemme :

Lemme 4.9 Soit C' de type (7 : I1)Spec et P et Q deuz propriétés sur C. Si P C Q alors
tout terme t de type M(C') qui vérifie héréditairement P vérifie héréditairement Q.

Il existe un terme ¢ de type (Set C' P) — (Set C' Q) tel que :
(y: (Set C P))(Fst C Py)=c¢ (Fst C Q (¢v)).
Il existe h de type M(Set C' P) tel que t = ®t € P)(h). On en déduit que
t = oUWt C (P2 (p)).

Comme (®?(h)) est de type M(Set C Q), on en déduit que ¢ vérifie héréditairement Q.
]

Le résultat suivant nous sera utile dans la suite.

Proposition 4.10 Soit P et Q) de type A et f et g deux termes de type P C Q). On
définit une propriété sur P

ID = [m:Hlfu: (P m)|(f7u) =@~ (g7u)

Soit M (X) un type dans lequel X a des occurrences positives et t un terme de type M(C).
Si t vérifie héréditairement ID alors on peut prouver que ®f(t) =) (PI(2).

On montre cette propriété par récurrence sur M. Plus précisément, on montre que si X
a des occurrences positives dans H (X)) alors il existe un terme de type :

(t: H(Set P ID))®(OF1(1)) = i) B (OF1 (1),
et si X a des occurrences négatives dans H alors il existe un terme de type :
(2 H@Q)UP (W (1)) =nset p 1) U (W(2).

On utilise pour le cas de base la seconde projection du type sous-ensemble.[]
Un cas particulier de cette proposition est lorsque P = () et g est la fonction identité de
type P C P; on trouve alors avec :

ID = 7 :Ofu: (P m)]|(f mu) =p~u

que tout terme t qui vérifie héréditairement ID est tel que ®7(t) = t.
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Il n’est pas trés agréable d’avoir a écrire une propriété de la forme :
(t: H(Set C P))(Q (9T t)).

En fait dans de nombreux cas cette proposition admet des formes équivalentes plus
simples. Par exemple avec H(X) = X on a :

(t:(Set C P))(Q (Fstt)) < (z:C)(Pzx)—(Qx)

4.2 Définition de types concrets

4.2.1 Définition dans le systéme F

Un type de données sera déterminé par le type de ses constructeurs. Nous reprenons ici
ce qui est présenté dans [20, 3, 11]. On suppose dans la suite un environnemnt I" fixé.
On définit la notion de type de constructeur.

Définition 4.9 Soit X une variable de type Data. Un type de constructeur de X est soit
X soit P(X) — C(X) avec P(X) un type dans lequel X apparait positivement et C'(X)
un type de constructeur de X.

On spécifie un type M en donnant la liste de type de ces constructeurs.

Définition 4.10 Soit X une variable de type Data et Q(X) une liste de types de construc-
teurs de X tels que
[, X : Datat Q;(X) € Data

Le type concret M de spécification Q(X) est défini par :
M = (C': Data)(Q2(C)) — C

On montre maintenant qu’il est possible de construire des termes ayant le type des
constructeurs de M.

Proposition 4.11 1] existe une suite de termes K telle que
I'FreQ(M)
On a ;(X) = A(X) — X. On pose
ki =10 : A(M)][C: Datd[w : Q(C))(wi (25 9))

avec ¢ = [z : M](z C w) qui est de type M — C.O
Soit Z(X) une suite de types alors X a des occurrences positives dans Z(X) si et seulement
si X a des occurrences positives dans

(C: Data)(E2(X) - C) = C
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(resp. (€2 Data)((E(X)i — C)h<icp — C')

Ce type représente la conjonction (resp. la disjonction) des Z;(X). On peut donc se ra-
mener au cas d’un seul constructeur unaire récursif et du produit et de la disjonction
p-aires (il suffit méme d’étudier les cas 0-aires, unaires et binaires). Le codage direct est
simplement plus facile & utiliser en pratique car on a un seul niveau d’introduction et
d’élimination. Il correspond également & un codage plus efficace des structures de don-
nées. Les définitions que nous avons écrites ici sont bien entendu également correctes en
remplacant Data par Spec ou Prop.

4.2.2 Lien avec les types concrets de ML

Remarquons que ces types sont analogues aux types concrets récursifs de ML. En CAML
on a un constructeur de produit binaire et le type void a un seul élément (qui est le
produit 0-aire). On peut donc se ramener a la construction d’un type M a p constructeurs
unaires ¢; de type H;(M) — M.

La définition en CAML du type M est :

type M = cg of Hi(M)
¢y of Hy(M)

CAML définit alors les constructeurs cq, ... c,. L’élimination (I’application) d’un élément
de type M correspond & 'opération de filtrage associée a une définition d’un type concret.
Si on se donne C' et f; de type H;(C') — C, nous allons définir récursivement une fonction
M _rec de type M — C. Comme M apparait positivement dans H;(M), on sait associer
a t; de type H;(M) un terme t; de type H;(C) en utilisant M _rec de type M — C.

let rec M rec =function ¢ (t1) — fit)

lep(ty) — fp t;

4.2.3 Itération et récursion primitive

Reprenons le cas du type construit M = (C' : Data)Q(C) — C. On note « la suite de ces
n constructeurs. Le type de constructeur Q;(C) s’écrit (AY(C)) — C.
On a de maniére triviale une application ('identité sur M) de type :

M — (C : Data)((AY(C) — O)1cien) — C.

C’est a dire une structure de définition itérative. Une structure de définition par filtrage
correspond a une application d’'un objet de type :

M — (C: Data)((A (M) — C)i<i<n) — C.
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Construction du récurseur

De maniére générale il est naturel de vouloir une structure de récursion primitive.

Soient M et C' de type Data on construit le type M A C' (produit de M et de C' comme
le type du systéme F & un seul constructeur (la paire) de type M — C' — X. On notera
(a,b) la paire formée de a et de b. On peut définir les opérations de premiére et seconde
projection Fst et Snd. Nous allons former un terme qui effectue la récursion primitive.

Proposition 4.12 Il existe un terme de type :
M — (C: Data)((A'(M A C) — C)i<icn) — C.

Pour cela on utilise m de type M de maniére itérative sur le type M A C. La premiére
projection de ce résultat sera égale & m et la seconde donnera le résultat souhaité. On
pose :

RM = [m: M][C : Data[¢ : (A (M A C) — C)i<icy]
(Snd (m M AC ([t; : A (M AC)((ri @7 (1)), (& 1)) 1<i<n))
qui est du bon type. On se place dans I’environnement :
C : Data,o : (A'(M AC) — O)i<i<n
On veut que RM vérifie les égalités suivantes pour tout i tel que 1 < i < n.
(6= AM))(RY (ki 6) C ) = (¢ (27 9))

avec ¢ = [z : M](z, (RM 2 C ¢)). Nous reviendrons sur cette égalité plus tard.

4.2.4 Définitions récursives dans le Calcul des Constructions

On remarque que le procédé de définition de type récursif étudié précédemment s’étend
a la définition de types dépendants. C’est-a-dire que 1'on peut définir un prédicat P de
type A = (7 : I)K (K € {Prop, Spec}), en donnant le type de ces constructeurs. Pour
cela nous généralisons les définitions précédentes :

Définition 4.11 (Type de constructeur) Soit X une variable de type A. Un type de
constructeur de X est soit une appartenance ¢ X (cf définition 4.1) soit de la forme
(x: P(X))C(X) avec P(X) un type dans lequel X apparait positivement et C(X) un type
de constructeur de X.

Un type est un type de constructeur de X il s’écrit (£ : A(X))(X 6()) et si X a des
occurrences positives dans A et pas d’occurrence dans 6(§). On spécifie un type M en
donnant une liste de types de constructeurs.

Définition 4.12 Soit X une variable de type A et Q(X) une liste de types de construc-
teurs de X telle que
OX:AFQ(X) el

Le type M de constructeurs = est défini par :

M =[r:T)(P: A)(Q(P)) — (P )
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Le fait que K soit Prop ou Spec assure que M est bien de type A. On montre maintenant
qu’il est possible de construire des termes ayant le type des constructeurs de M.

Proposition 4.13 Il existe une suite de termes k telle que
I+ ke QM)
On a Q(X) = (€ : A(X))(X 5(€)). On pose
ri= (€ AP : Allw : Q(P)](ws (9] €))

avec ¢ = [m: ][z : (M 7)](z P w) qui est de type M C P.OJ
On se servira dans la suite de 1’égalité suivante qui résulte directement de la définition de
Kj.

(€ AM))(P = A)w : QP)) (ki P w) =(p 5¢)) (wi (23 €))

Remarque. Dans ce cas aussi on peut se ramener & des situations plus simples. On
peut ne définir que des prédicats unaires (de type B — K) en prenant pour B le produit
(conjonction éventuellement dépendante) des II; (B = (C : K)((7 : II)C) — C). Ce type
admet un constructeur build de type (7w : II)B. Si Q;(X) = (£ : A(X))(X 6(§)), alors on
peut le mettre sous la forme équivalente :

H(X) = (z: B)(§ - A(X))(z =p (build 6(£))) — (X )

Puis en prenant pour B(X) la conjonction de A(X) et de la proposition d’égalité on met
tous les constructeurs sous la forme H(X) = (v : B)B(X,z) — (X x), puis en utilisant
la disjonction on se raméne & un seul constructeur de cette forme. Les points clés sont
donc I'égalité de Leibniz, le produit dépendant, la disjonction et le prédicat récursif a un
constructeur unaire.

Interprétation en termes ensemblistes Sion appelle B(P) le prédicat [z : A|B(P, ),
le prédicat H(P) = (z : B)B(P,x) — (P z) se lit aussi comme B(P) C P. D’une maniére
générale un type de constructeur d’un prédicat

£,(X) = (& AX))(X 4(S))
peut se voir comme une clause de définition de 'appartenance de §(§) & X. Le type concret

de spécification peut alors se voir comme le plus petit ensemble vérifiant ces conditions.

Nous avons déja défini le type M et ses constructeurs. On peut définir 'analogue du
récurseur. Pour toute variable C' de type A on définit l'intersection (M N C) de M et de
C' comme le prédicat [r : IIJ(M 7) A (C 7). On a une preuve (encore appelée Fst) de
(M NC)C M. On écrit ;(X) sous la forme (£ : AY(X))(X §(€))

Proposition 4.14 Il existe un terme de type :

(m - (M 7) — (C = A)(((€ - A(M N C))(C 5'(€)))1<izn) — (C )
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Il suffit de prendre :
RM =[x [k (M m)][C: Allp: ((€: A(MNC)(C (€)1l
(Snd (A (M NC) ([x": AM OO ((k; PAF(X)), (@i X))1<izn))

Cette construction est une simple généralisation du cas dépendant. Le point clé étant que
la transformation ® est correcte dans le cas dépendant. [

Implantation

Cette facilité de définition a été implantée sous la forme d’une commande Inductive. On
peut en une seule commande, définir un prédicat (ou un type), ces constructeurs et le
récurseur associé.

Pour définir les entiers par exemple on écrira :

Inductive nat : Data = 0 : nat | S : nat->nat.

La conjonction de deux propositions A et B est une proposition C' & un seul constructeur
pair de type A — B — C. On pourrait donc la définir de la maniére suivante :

Variable A,B:Prop.
Inductive and : Prop = and_intro : A -> B -> and.
Discharge A.

On peut en fait de maniére équivalente utiliser la syntaxe suivante :

Inductive and [A,B:Prop] : Prop = and_intro : A -> B -> (and A B).

4.3 Bonne formation des termes

On construit un prédicat M de type A = (7 : II)Spec. Ce prédicat a n constructeurs k;
(1 <i<n) de type Q;(M).

Il est naturel de se demander si les objets du type M sont exactement ceux formés a 'aide
des constructeurs. On commence par définir la notion de bonne formation d’un terme de
type (M 6). Un terme sera bien construit s’il est formé par application d’un constructeur
a des termes héréditairement bien formés. On a défini en 4.1.3 le prédicat de type A,
(Set C' P) lorsque C' est de type A et P une propriété sur A ainsi qu'une opération
Fst de type (Set C' P) C C. On a remarqué que P avait des occurrences positives dans
(Set C' P).

Définition 4.13 (construction) Soit M un type concret de spécification QX)) avec :
Qi(X) = (£ AY(X))(X 6'(€))

et dont les constructeurs sont notés k;. Le prédicat Cyy de type (7 : 1I)(M 7) — Prop de
bonne formation est un type concret dont la spécification est :

0,(Y) = (§: A'(Set M Y))(Y 8'(€) (ki £))
avec £ = PL(E).
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Regardons quelques exemples :
La conjonction de deux propositions est un exemple de définition non récursive. On note
(a,b) le couple formé des éléments a et b.

ANB = (C: Spec)(A— B —C)—C
Carg = [t : ANB]J(P:ANB — Prop)((a: A)(b: B)(P (a,b))) — (P x)

Regardons le cas des entiers dont les constructeurs sont notés O et S.

nat = (C : Spec)C — (C — C) — C

Coat = [z : nat](P: nat — Prop)
(P0)— ((n:(Set nat P))(P (S (Fst n))))
— (P 33)
Ce prédicat est équivalent a la propriété de récurrence qui sera notée N.
N = [z :nat](P : nat — Prop)
(P0)— ((n:nat)(Pn)— (P (Sn))
— (P x)

Nous allons voir qu’il existe des termes qui ne sont pas construits méme pour des types
concrets relativement simples. Mais tout d’abord nous faisons la relation entre étre bien
construit et une autre propriété. Si m est de type (M p) alors (m M k) est de type (M p).
On peut se demander si ce terme est égal & m. Montrons déja que la bonne formation
implique cette propriété.

Proposition 4.15 Soit m un terme de type (M p) qui satisfait (Cpy p) alors on peut
prouver la proposition :
m = w (m M k)

On appelle ¢ Papplication [r : ][z : (M 7)](z M k) et P la propriété
[m [z« (M m)][(2 = =) (¢ 7 2)).

Comme il existe une preuve de (Cy; g m) pour montrer (P p m), il suffit de montrer pour
tout 7 la propriété 6;(P). C’est-a-dire avec les notations de la définition 4.13 :

(€ A(Set M P))(P 6'(€) (ki §))
avec &' = ®T(E). Or (¢ 6U(¢) (ki &) = (ki &€ M k) = (k; @Zi(g’)). Le lemme 4.10 nous

donne une preuve de :
(2 H(Set M P))®(®F () =p(ap) (95 ()
On en déduit une preuve de :
(¢ 6'(&") (ki &) = (5: &)

ef finalement une preuve de <I>‘Zi &) =¢.0
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Propriétés du récurseur
Une application de la notion de bonne formation est la preuve d’égalité du récurseur.

On rappelle que le récurseur est défini ainsi :
RV = [r < TTJ[h: (M m][C - Allg: (€2 MM 0 C))(C 5(E) hcier]
(Snd (h (M NC) ([X": AM N O (ks PRFHX)), (@i X))1<izn))
Proposition 4.16 Dans [’environnement :
X A(Set M Cup),C A, o ((£: A M NC))(C 6(€)))1<i<n

la proposition suivante est prouvable :

(RM §7(x) (55 X) C ¢) =c (91 93,(X))
avec X' = LS (x) et ¢ = [r: [h - (M 7)](h, (RM 7 h C ¢)).
On pose :

R=[r:Ih: (M m)l(h (MNC) (X' : AMNON((ri X)), (9i X)))i<i<n)

On a Rest de type M C (M NC) et

(RM (X)) (55 X') C 9) =5 (9; (X))
Il suffit donc de montrer que :

CDZ (X) = (¢ x)
Pour cela il suffit de montrer que x’ vérifie héréditairement la propriété () suivante :
[ :H][h: (M m)|(R 7 h) =pnc (¢ h)
On va montrer que Cp;y C Q. Comme Y est de type AJ(Set M Cy), X' vérifie héréditai-
rement Cy; donc vérifiera héréditairement (), ce qui nous donnera finalement le résultat
voulu.
Il nous reste a justifier que Cyp; C Q. 1l suffit de vérifier que () satisfait les conditions de
stabilité de Cy; c’est-a-dire : pour tout i :
(€: A'(Set M Q))(Q 0'(€") (ki €)
avec ¢’ = ®L(€). Soit donc & de type A'(Set M Q). On a :
(RO (5 &) = ((si @R (), (1 PR:(E)))
(ks @A (PR:(E))), (RM 6'(€) (ri &) C )

Jusqu’ici nous n’avons utilisé que des S-réduction. Maintenant on utilise le fait que @) est
inclus dans la propriété P suivante :

(][ : (M 7)](Fst o R mh)=ph
Comme &’ vérifie héréditairement @, £’ vérifie héréditairement P et on en déduit :
OL () = ¢
et finalement :
(R &) (5 &) = (ki €),(RM 0'(¢) (ki €') C ¢))

Ce qui conclut la démonstration. [J
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Filtrage

On reprend les notations ci-dessus. Nous construisons a ’aide du récurseur une opération
de filtrage :

FM = [m [k - (M @)][C = Allp = (€ : AY(M))(C 6°(€)))1<i<n]
(RM 7w h C ([€: A (M N O)(ps @R (E))<i<n)

de type (7 : IN)(h : (M m))(C : A)(((£ : A*(M))(C 6°(€)))1<izn) = (C'7)
Les égalités vérifices par RM permettent de montrer pour tout x de type AJ(Set M Cyy)
et en posant x' = ®L(y) :

(FM & (X) (15 X) C9) = (RM & (X) (k; X') C ([€: AY(M N O)(ps @EF(E)))1<i<n)
o B
=¥ X

4.3.1 Un exemple de terme clos non construit

En fait il y a en général dans un type concret plus d’objets que les objets construits.

On se place dans le cadre trés simple d’'un type du second ordre avec un seul constructeur
non récursif. Soit N un type quelconque clos que nous préciserons dans la suite. On pose
M = (C: Spec)(N — C') — C. On a un constructeur ¢ de type N — M. On va construire
pour un certain NV, un terme clos de type M tel qu’il n’existe pas de terme clos n vérifiant
m = (cn).

Soit m un terme clos de type M. Il est facile de voir qu’il existe un terme k(C, f) contenant
éventuellement C' et f libre tel que :

m=[C: Sped[f : N — C)(f k(C, [))
D’autre part pour tout terme clos n de type N, on a :
(cn) =[C: Sped[f : N — C|(f n)

est un terme clos de type M. Les termes m et (¢ n) seront (syntaxiquement) égaux si n
et k(C, f) sont égaux. Le probléme est qu’il n’y a pas de raison pour que k soit clos. On
a(m M c)=(c (k(M,c))) =[C: Spec[f : N — C|(f (k(M,c)) donc si k(C, f) contient
effectivement des occurrences libres de C' et de f alors m et (m M c) sont différents.
Prenons 7' = (C' : Spec)C' — C et t 'identité polymorphe de type T.

t =[C: Spec|]lx : Clx
Alors soit N = ((D : Spec)(D — T')) — T'. On prend pour m le terme suivant :
[C = Sped[f - N — CI(f (ly : (D= Spec)(D = T)(y C (f [y = (D : Spec)(D — T)]t))))

On peut construire un exemple analogue en prenant N = T — T. On peut interpréter
ceci en disant qu’en général il y a trop d’élements dans les types concrets définis a 'aide
de la quantification au second ordre.
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Cependant on remarque qu’en pratique les objets manipulés sont introduits & I'aide des
constructeurs et sont donc bien formés. On pourrait donc dans les preuves manipulant des
types concrets, faire les preuves de construction des objets qui apparaissent. Ceci est assez
peu satisfaisant. Dans cette optique il faudrait par exemple quand on définit 'addition
sur les entiers, prouver de plus que

(x,y : nat) N (z) — N(y) = N(xz + ).

Pour éviter cette vérification, on forme le type des objets de M qui sont bien construits.
On montre que ce type a toutes les bonnes propriétés que 'on attendait de M plus le fait
que les objets de ce type restreint sont bien construits.

Nous montrons d’abord que pour une certaine classe de types on peut prouver que tous
les objets clos sont bien construits.

4.3.2 Les types simples

Tout se passe en fait correctement si on n’autorise pas d’argument fonctionnel dans les
constructeurs.

Définition 4.14 (Prédicat simple) Un prédicat simple est un prédicat construit dont
les types des constructeurs (€ : AY(X))(X 6;(€)) vérifient la propriété suivante :

St X est un prédicat simple alors A;(X) est un type simple. (On parlera alors de type
simple de constructeur)

Si P est un prédicat simple de type A = (w : I1)KC alors pour toute suite de termes § de
type ., (P ) est appelé type simple.

Les structures de données de Bohm-Berrarducci [3] sont des types simples. Nous verrons
plus tard que les types simples sont des types valeurs au sens de Krivine [27, 29].

Le type entier est un type simple, ainsi que le produit ou la disjonction de deux types
simples. L’égalité de Leibniz est un prédicat simple. Par contre notre contre-exemple
n’était pas un type simple.

Lorsqu’on manipule des types simples dans un environnement vide, toutes les variables
qui vont apparaitre seront des variables de type ou bien des variables ayant pour type un
type de constructeur. Or si x est une variable dont le type est un type de constructeur de
X alors tout terme dont x est variable de téte aura pour type un type de constructeur de
X. C’est essentiellement cette propriété qui va nous permettre de montrer de nombreux
résultats de régularité sur les preuves de types simples.

Proposition 4.17 Tout terme clos d’un type simple est égal a 3 — 1 conversion prés a
un terme qui vérifie le prédicat de construction.

On a besoin de la n-conversion en effet si on prend par exemple N = (C' : Data)(C —
C) — C — C alors le terme [C : Datal[f : C — C]f est clos de type N mais n’est pas
(B-convertible avec un terme construit. Nous allons d’abord montrer un lemme technique :
On se place dans un environnement I :

XA 0:QX), Y AL pt ANX YY), YA o AMX (Y ) 1<icn)

On fait les hypothéses suivantes sur cet environnement :
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Q(X) est une suite de type simple de constructeur de X.

Pour tout i, A’ est de type Type, moyennant le fait que X, Y, ... Y~! sont des prédi-
cats simples, A’ est une suite de types simples de constructeurs de Y.

¢ et p' n'ont pas d’occurrence dans les types A’.

X apparait négativement dans A’

On appelle IV 'environnement suivant :

Vi AL o AN (Set M Cyy), Y, YD AT " s AT ((Set M Chy), (Y 1<i<n)

Lemme 4.18 Avec les notations qui précedent : Soit R(X, (Y)1<i<n) un type simple dans
lequel X a des occurrences positives et @ et p; n’ont pas d’occurrence.

St a est une preuve de R dans Uenvironnement I' alors il existe un terme a’ qui ne contient
pas d’occurrence de X ni de ¢, typable de type R((Set M Cur), (Y")1<i<n_1) dans Uenvi-
ronnement I et tel que

a =5 (d'[p" /(T (p"))1<i<n))

avec ¢ = [m: 1][z : (Set M Cp m)]|(Fst z X ¢) de type (Set M Cy) C X.

On montre ceci par récurrence sur a.

Si a commence par une abstraction alors on regarde sa forme n-expandée qui s’écrit
[yt AP [t AT X (YY) 1<icn )b

Les types de A" vérifient les conditions imposées a I’environnement I', b est d’un type
simple (Y™™ 1) qui vérifie aussi les bonnes conditions. Par hypothése de récurrence
appliquée a b, il existe b’ ne contenant pas d’occurrence de X ni de @ tel que b’ est de
type (Y™ 1) dans

[yt AL gt AP (Set M Chy), (YY) 1<i<ns)
et tel que b= V[p"/(¥?(p"))1<i<ns1]. On pose alors :
a = [y AT AT ((Set M Cor), (Y 1ziznsd) IV
On a a € R((Set M Cu), (Y")1<i<n—1) dans I". D’autre part :

D[ /(WP (0 sziza]) = [V AP0 s ATX (V) )]
('[P )T (p")1<i<n) Y™ \Ifﬁnﬂ(p“*l))
— [Yn+1 ‘: An—&-l]‘[pn—&-l . An—H(X’ (YZ)1§i§n+1)]
(b,[PIZ/‘I'¢(Pz)1gign+1]> A
= [yt AnH [t s AP (YY) 1<igntn)JD

= a

Si a commence par une variable de ¢, alors a = (¢; §) avec § € A(X)¢ et le type de a
est R = (X p). Les types de A(X)¢ sont simples. On remarque d’abord que § ne peut
contenir d’occurrence des p' car les types A(X)e ne contiennent pas d’occurrence des
Y. L’hypothése de récurrence donne qu'il existe &’ de type (A(Set M Cy))e tel que
5 = ().
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On pose b= [X : Al[p: Q(X)]a. On a b€ (M p) et b= (k; ®X*(5")). En effet :

(ks PR = [X 1 Allp : QX)) (0 BFME X D (@F1(5")))
= [X : Allp : QX)) (0 ()
= [X : Allp: QX)](: 0)

On en déduit une preuve b’ du fait que b vérifie le principe de construction. On prend
alors pour a’ le couple (b,V') qui est de type (Set M Cps ). On a alors :

Oh(a’) = (¢ pd) = (b X ¢) =a.

— Si R = (Y, p) alors X n’apparait pas dans g pour des raisons de positivité. Soit a une
preuve de R, alors la variable de téte de a est nécessairement 'une des variables de p;.
Appelons cette variable y et notons son type (£ : A(X,Y;))(Y; v). D’ou :

a=(y9)

avec § € A(X,Y))e. Les types de A(X,Y))e sont simples, on applique & 6 ’hypothése
de récurrence. Il existe donc ¢ de type (A((Set M Cu),Y;))e dans l'environnement
' tel que 6 = ®%(8'[p"/W?(p)]). On pose @' = (y &) qui est de type (Y; ) dans
I'environnement [ et ne contient pas d’occurrence de X ou de ¢. On a :

0% (a'[p" /(U2 (') 1<i<a]) = (a'[0"/(T?(p))1<i<n])
(\W’( ) 5’[p”/(‘11¢’(p ))i<i<n])
= (y DL [0/ (P2 (p"))1<i<n)))
=(y 5)=

Ceci termine la démonstration du lemme. Soit maintenant un terme clos d’un type simple
alors il s’écrit [X : Al[p : Q(X)]e. Appliquons le lemme & c. On trouve qu’il existe ¢’ de
type (Set M Cy; ) tel que

c=0%()= (¢ )= (Fst d X o)

Comme X et ¢ n’apparaissent pas dans ¢’ on en déduit que ¢ =, (Fst ¢’) et donc que ¢
vérifie le prédicat de construction. [J

Les types simples ont d’autres propriétés intéressantes. Leurs preuves sont trés limitées.
On montrera que ces types ne peuvent étre habités que par des objets fortement norma-
lisables et que les axiomes négatifs (par exemple true # false) ne peuvent pas intervenir.

4.4 Application de la réalisabilité a 1’étude des types
récursifs

Nous avons montré que la quantification d’ordre supérieur permettait de définir des types
concrets de maniére uniforme assez agréable, mais qu’en général la récurrence structurelle
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associée a un type récursif n’était pas prouvable. Nous utilisons notre notion de réalisabilité
et en particulier le type sous-ensemble défini en 3.6.3 pour former le type des objets
construits. Les objets construits sont calculatoirement identiques aux termes initiaux,
mais ils auront les propriétés logiques souhaitées. Cette démarche présente ’avantage de
ne pas faire de distinction syntaxique sur la simplicité des types.

Nous allons donner une axiomatisation des types concrets a ’aide de constantes pour les
constructeurs, le récurseur et la récurrence structurelle. Puis nous montrerons qu’il existe
des termes de RCC qui interprétent ces constantes.

4.4.1 Axiomatisation des types récursifs

Nous donnons ici une spécification des types concrets. Puis nous reviendrons plus préci-
sément sur la possibilité d’obtenir des termes du Calcul des Constructions répondant a
cette spécification.
Soit A = (7 : II)Spec. On se donne une suite 2(X) de constructeurs de X, pour X de
type A. On pose Q;(X) = (£ : AYX))(X §(€)) pour 1 <i < n sin est la longueur de Q.
[axiomatisation du type concret M récursif spécifié par Q(X) est la suivante.
On spécifie le type :

M:A

Ces constructeurs sont :

K QM)
Le récurseur associé est, en posant & = ®F(¢') :
RM:(m (M ) — (P A) (€ A(MN PP 6(E)hicn — (P 7)
11 vérifie dans I'environnement :
P:Ap: (€ A MNOP)(P 6 (E))iizn, X + AT (M)

L’égalité :
(RM 7 (15 x) P o) = (05 2%, (%))
avec ¢ = [r: ][z : (M 7)](z, (RM 7 2 P p)).
Le prédicat de récurrence structurelle est défini ainsi, en posant £ = ®F(¢') :

SMu (m M) (h s (M m))(P: (" T[r/a'])(M ') — Prop)
((§" - A'(Set M P))(P 6'(€) (ki &) )r<icn — (P 7 h)

On remarque que le récurseur n’est qu’une version non dépendante de récurrence structu-
relle. Un récurseur non dépendant est suffisant pour le développement des programmes,
nous placons par contre la récurrence structurelle au niveau des preuves logiques.
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4.4.2 Reéalisabilité d’un type récursif

Nous avons a montré qu’étant donnée une liste de types de constructeurs Q(X), il était
effectivement possible de définir des types et termes clos interprétant M, s et RM. Le
probléme est l'axiome de récurrence structurelle qui n’est pas prouvable. On peut se
demander s’il est réalisable.
On se place dans le cas ou A = (7 : II)Spec. On considére le type M de constructeurs
(X). On note & la suite des constructeurs de M. Pour ne pas alourdir les notations nous
allons nous placer dans le cas oil les objets de II sont des propositions. Le type de S™ est
exactement la propriété :
(m: ) (h: (M 7))(Cpr h).
Cette proposition est réalisable si la proposition suivante est prouvable :
(p: EAD) (= (E(M) p))(R(M) pz) — (R(C) )
On a
X AFQi(X) € Spec.
On en déduit par extraction :
X E(A) F E(Q4(X)) € Data

Il est facile de voir que £(€;(X)) est un type de constructeur de X que I'on note Z;(X).
Remarquons également que le type concret de spécification Z(X) = (Z;(X))1<i<n est
exactement le type extrait de M.

Pour tout u de type E(II) et tout r de type (E(M) p), on a :

(ROM) j17) = (C: E(A)(X : R(A, C))
(((fismfi) = (Bi(C), R(U(X), fi)) )1<in) — (X E(p) (r C (fi)r<i<n))
Soit r qui satisfait R((M pu),r), on peut instancier cette propriété avec C' = E(M) et
fi = E(k;) on trouve alors :
(X - R(A, M))(R((X), E(Ri) h<icn) — (X E(p) (r C E(K))))
On montre que si Q(X) = (£ : AYX))(X §°(€)) et si Y de type (7 : I1)(M ) — Prop, il
y a équivalence entre la réalisabilité de :
(€ A'(Set M Y))(Y 8'(&) (k: £))
avec £ = O (£) et la prouvabilité de
R(Q(X), E(ka)) [X/R(Y)]

On remarque tout d’abord que R(Y") est de méme type que X. Puis on fait une récurrence
sur la longueur de Q;(X) en remarquant qu’il est équivalent de se donner x de type
E(H(Set M'Y)) tel que R(H(Set M Y),x) et se donner z’' de type E(H(M)) tel que
R(H(X),2")[X/R(Y)]. Pour cela on utilise la positivité des occurrences de X dans H
ainsi que le fait que tout h qui réalise (Set M Y') est tel que (Fst h) réalise Y.

Ceci permet de montrer que si (r C' £(k)) = r est réalisable alors (7 : IT)(h : (M 7))(Cas h)
est réalisable. Or la premiére égalité n’étant en général pas prouvable, on ne peut pas
espérer interpréter ainsi la propriété de récurrence structurelle. Il faut donc trouver une
autre solution. On va restreindre les types du second ordre aux objets construits.
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4.4.3 Les types concrets construits

Reprenons les notations du paragraphe précédent. On considére le prédicat “étre bien
construit” Cy;. Il est formé en utilisant le type sous-ensemble défini en 3.6.3. On va prendre
comme type récursif du second ordre le type [7 : IIJ{(M 7)|(Cps 7)} que nous notons

M. Dans ce cas il est essentiel d’utiliser un type sous-ensemble et non pas un produit
dépendant.

Comme toujours, on suppose que M a n constructeurs x; de type Q;(M) = (£ : AY(M))(M §(€)).
Le prédicat sur M, Cj; a exactement n constructeurs K; de type :

(€ A (M))(Cur 0°(€)) (ki €))
avec £ = D pi(§).
Lemme 4.19 1[I existe des termes clos de type Q(M).

On pose :
G = [€: AY(M)](Subset _intro 6'(¢') (Car 6°(¢)) (ki &) (K £)).

On remarque que comme X n’a pas d’occurrence ni dans les §° ni dans les types des §%(¢)
on a §'(¢') = §"(€) d’apreés le lemme 4.5. Le type de ¢; est donc égal a :

(€ : AT (M) (M 6'(6))

O
Remarquons que le terme extrait de (; est k;. Le contenu calculatoire des termes des
constructeurs n’a donc pas été modifié.
Nous définissons le prédicat de bonne construction des objets de type M. Il est noté
M ind. On a R(M _ind) = R(Cy) ceci nous permet de réaliser trivialement la propo-
sition

(r: ) (m: (M 7)) (M _ind © m).

On a aussi

(m: E(ID))(m : (E(M) 7)) (R(Cpr) ® m) — (R(M) ™ m).
A priori les objets qui réalisent ({y : (M p)|(Cpr o y)} sont des objets de type (E(M) p)
qui satisfont (R(M) u) et (R(Car) ). Cet ensemble se raméne donc aux objets de type
E(M) qui satisfont (R(Cys) ). En fait le prédicat [7 : E(IT)|[{x : (E(M) m)|(R(Cp) 7 )}
est également un bon candidat pour linterprétation du type récursif spécifié par Q(X).
C’est ce que nous ferons pour les entiers par exemple.
Propriétés du récurseur

On peut également construire un récurseur sur M.

Proposition 4.20 1l existe un terme clos de type :

(m - (M ) — (C = A)(((€ = AYMNC)(C §'(€)))i<i<n) — (C )
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Il suffit de prendre :

[ ][k : (M @)][C 2 Alfp : ((§ 2 A M N C))(C 67(8)) hr<i<nl
(Snd (Fst h (MNC) ([x" : AM OO 2L (X)) (@i X))i<izn))

Dans ce cas aussi le terme extrait sera le méme que pour le récurseur. Par contre comme
tous les termes de M vérifient le prédicat de construction, on peut prouver les égalités
concernant ce récurseur.

4.4.4 Types récursifs et contenus

Nous allons essayer de mettre au clair les rapports entre les types concrets, Prop, Spec et
Data. Dans le traitement précédent on a déclaré M de type (7 : II)Spec et Cy de type
(m: II)(M 7) — Prop.

La premiére remarque est que l'on spécifie un type (ou prédicat) concret & l'aide du
type des constructeurs Q(X). Les restrictions sur les occurrences de X dans Q(X) font
que ce type est bien formé quel que soit le contenu de X. On peut donc former deux
types concrets MProp et MSpec I'un par quantification de X sur (7 : II) Prop qui sera de
contenu nul, Pautre par quantification de X sur (7 : II)Spec qui sera de contenu positif.
Une conséquence de I'injection de Prop dans Spec est que I’on a toujours MSpec C MProp'
[’autre sens correspond aux cas ou M Spec est “sans contenu calculatoire”.

On a déja vu des cas de telles propositions, par exemple toutes les conjonctions p-aires ou
I'égalité de Leibniz. On a alors E(MSpec) = (C' : Data)C — C, le réalisateur de Mgpe est

Iidentité polymorphe. Nous montrons que 'opération de définition par filtrage est aussi
sans contenu calculatoire.

Définitions par filtrage récursif

Soit M un type construit défini comme précédemment. Les n constructeurs de ce type
sont notés ¢. On suppose donc que (; est de type (€ : AY(M))(M §4(€)). On se donne n
propositions de contenu nul (B; de type Prop). On définit deux prédicats sur M.

Prrop = [ Mjfm s (M m)|(P: (7 : (M 7) — Prop)
(((§: A'(Set M P))By — (P (G §)))i<i<n) — (P 7 m)

avec & = PLS(E) et PSpeo le méme prédicat obtenu par quantification de P sur (7 :
IT)(M 7) — Spec). Il n’est pas difficile de voir que la proposition informative :
7)Prop - PSpec

est réalisée par le terme extrait du récurseur R associé au type M.

Un cas particulier de ceci est lorsqu’on ne met pas de proposition B;, auquel cas on
retrouve pour PProp la proposition de bonne formation M _ind. On peut donc ajouter
dans I'environnement un axiome :

M _rec : (m: M)(P: M — Spec)
(((€ - A'(Set M P))(P (G §)h<izn) — (P 7 m)
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Cet axiome est réalisable par le terme extrait du récurseur RM.

On peut aussi voir comme un cas particulier de ce filtrage la définition de la proposi-
tion cond(e, A, B) avec e un booléen et A et B deux propositions de contenu nul. La
signification de cette proposition est si e = true alors A sinon B. Une définition possible
est :

cond(e, A, B) = (P : bool — Prop)(A — (P true)) — (B — (P false)) — (P e)
La proposition :
cond(e, A, B) — (P : bool — Spec)(A — (P true)) — (B — (P false)) — (P e)

est réalisée par le récurseur du type bool ([b:bool|b) instancié en e ¢’est-a-dire e.

4.4.5 Types simples construits

Si M est un prédicat simple & constructeurs s de type (M), une remarque importante
est que le prédicat de construction de M, Cjp; est un prédicat simple. Ce prédicat est, en
un certain sens, “isomorphe” au prédicat M. On remarque que d’un point de vue A-terme
pur les constructeurs de M et les constructeurs de Cy; sont identiques. En effet si le i-éme
constructeur de M a pour spécification :

QX) = (£ AY(X))(X 6'(8))
alors le 7éme constructeur de C,; a pour spécification :
0;(Y) = (£ A'(Set M Y))(Y 0'(€) (ki ')
avec £’ = ®LSH(€). Les termes purs obtenus pour ces deux constructeurs sont :

A w(w; P )(§))

Propriété de construction

On va exprimer une propriété de bonne construction des types simples plus forte que Cy,.
En fait on répercute la définition de bonne construction a tous les niveaux du type simple.

Définition 4.15 Soit M, un type simple comme décrit ci-dessus, on note Sy; le prédicat
de type (m : Spec)(M ) — Prop concret de spécification Y(Y') avec :

Ti(Y) = (& : AY(M))((Sas &r<jzn) = (V 8'(8) (ki €))
Avec Six = (Y ) et 8A§- défini récursivement si A; est un type simple construit.

On remarque que Sy, est encore un type simple. L’intérét de ce prédicat est de pouvoir
déduire qu'un terme est bien formé méme dans un environnement qui n’est pas réellement
clos.
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Proposition 4.21 S7il existe une preuve de (Sy p ) dans un environnement qui ne
contient pas d’hypothése logique (mais qui contient éventuellement des liaisons x :p A
avec A € Ap) alors x est un terme clos formé a partir des constructeurs de M.

En effet si ¢ est une preuve sans hypothése logique de (Sy; p x) alors cette preuve est de
la forme :

Y : (7 : Spec)(M ) — Prop]lv : Y(Y)](v; § o)
avec § de type AY(M) et o une preuve de (SA;‘. 9). On en déduit tout d’abord que

x =5 (ki 0)

Puis on raisonne par récurrence sur la preuve de o pour montrer que les termes de 9 sont
clos et bien formés. Le raisonnement est analogue a celui effectué pour montrer qu’un
terme clos d’un type simple est bien construit. []

Cas des types du systéme F

Supposons que l'on se donne un type simple M du systéme F. On a M € Data. On
exprime le prédicat de construction Sy; pour M. On définit une transformation qui a tout
terme N de Ap associe un terme N’ obtenu en supprimant tous les objets de Ap. Il est
facile de voir que si t est une preuve de (Sy; x) alors t' et x sont les mémes \-termes purs.

Exemple : les entiers

Montrons ce que cela donne dans le cas particulier des entiers.
Les entiers sont un type construit & deux constructeurs O de type nat et S de type
nat — nat. A priori on devrait définir :

nat = (C: Spec)C — (C - C)—C

Or il est facile de voir que le principe de bonne formation des entiers est équivalent
au principe de récurrence N. On a vu que linterprétation du type construit des entiers
correspondait aux objets x de type £(nat) tels que (N x) était réalisable. Ceci nous améne
a prendre directement pour type du second ordre une définition sur Data. C’est-a-dire que
I’on pose :

nat = (C: Data)C — (C — C) — C

o = [C: Datdla:C][f:C — Cla
s = [n:nat][C: Datalla: C)[f:C — C|(f (nCa f))
N = [n:nat](P: nat — Prop)(P o) — ((u: nat)(P u) — (P (s u))) — (P n)

On définit alors un type Nat = {nat|N}. On construit en utilisant les preuves de (N 0)
et (u: nat)(N u) — (N (s u)) des termes 0 de type Nat et S de type Nat — Nat. On
sait alors réaliser les deux axiomes suivants :
peano : (n: Nat)(P : Nat — Prop)(P 0) — ((u : nat)(P u) — (P (S u))) — (P n)
natrec : (n: Nat)(P: Nat — Spec)(P 0) — ((u : nat)(P u) — (P (S u))) — (P n)

120



4.4.6 Utilisation pratique des types construits

Il ne semble pas trés raisonnable de demander & 'utilisateur de définir un type concret en
deux temps. D’abord le type des objets du second ordre, puis la spécification correspon-
dant aux objets bien formés. En fait la construction présentée ici peut étre automatisée
pour engendrer le bon type de RCC' a partir d’une spécification des constructeurs.

Pour les définitions récursives de prédicats non-informatifs, on ne s’intéresse pas a la
forme des preuves, la définition obtenue par simple quantification a ’ordre supérieur qui
est implantée est alors suffisante.

Probléme d’efficacité

Un aspect agréable du traitement des types concrets présenté ici est qu’il est fait de
maniére interne. Il n’y a donc pas de régle a ajouter dans le systéme. Tout se passera au
niveau de macros commandes telles que Inductive.

Cependant se pose un probléme d’efficacité des termes obtenus diie au codage de la ré-
cursion primitive a ’aide d’un produit. Ce probléme, comme nous allons le voir se pose
en fait déja pour I'opération de filtrage. Les remarques qui suivent sont diies principale-
ment a Loic Colson. Michel Parigot a également étudié le probléme de ’éfficacité de la
représentation des entiers dans le A-calcul pur.

On suppose que M = (C' : Spec)(A(C) — C') — C. On note C le constructeur de M. On
a défini une opération de filtrage F* de type M — (C : Spec)(A(M) — C) — C. Soit ¢
de type A(M), C de type Spec et F de type A(M) — C. L’opérateur FM vérifie 'égalité
de [-conversion suivante :

(FM(Ct) C F) =5 (F (9% 1))
L’application ¢ est de type M — M et vérifie :

(¢ (C 1) =5 (C (2° 1))

On peut donc prouver par récurrence structurelle (ce que nous avons fait précédemment
que (¢ x) = z. Cependant d'un point de vue calculatoire (¢ x) n’est pas x mais une
recopie de .

Il y a peu de chance de pouvoir extraire ¢ de (C t) sans recopie. En effet le A-terme (C )
s’écrit :

[C": Spec][f : A(C) — CI(f u)

Les variables C' et f sont libres dans u, et pour retrouver t il faut appliquer la “transfor-
mation” qui a v de type C associe [C' : Spec|[f : A(C) — Clv a tout sous-terme maximal
de type C de u. Cette opération a peu de chance de pouvoir étre internalisée.

La recopie a le bon goit de donner par S-réduction un constructeur a chaque fois que son
argument commence par un constructeur. Le probléme est qu'une opération de recopie est
effectuée a chaque opération de filtrage. Si dans un programme, les opérations de filtrage
se succeédent alors on va accumuler les recopies ce qui donne lieu a des programmes trés
inefficaces.
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Prenons le cas des entiers par exemple. C’est un type a deux constructeurs mais le pro-
bléme se pose de maniére identique. Regardons une opération F' qui fait une suite de
filtrage sur un entier c’est-a-dire que lon veut par exemple que F(S m) = G(m) et
G(S m) = H(m). Regardons comment va se réduire F'(S (S m)).

F(5 (5 m)) =G(o (S m)) =G(S (¢ m)) = H(¢ (¢ m))

On voit que les opérations de recopie s’accumulent ce qui conduit a une inéfficacité cer-
taine.

Cette recopie semble d’autant plus “parasite” que dans un langage tel que CAML le
constructeur d’un type récursif a un seul constructeur est superflu. Les objets de type M
et A(M) sont donc représentés de maniére identique.

Les questions qui se posent et auxquelles nous ne savons pas répondre sont de comprendre
d’ou vient cette inefficacité. En particulier est-elle essentielle ou bien peut-on “optimiser”
le code obtenu en supprimant les recopies ?

Une solution est d’introduire des types récursifs primitifs tels que le propose Mendler [33].
Nous reviendrons sur de tels types a la fin de ce chapitre.

4.5 Autres axiomes concernant les types construits

Outre la récurrence structurelle, on a souvent besoin lorsque 'on raisonne sur des types
concrets du fait que deux éléments commencant par deux constructeurs distincts sont
différents.

Supposons donné un type concret M ayant au moins deux constructeurs distincts c¢ et
d. Pour simplifier les notations on les suppose unaires de types respectifs C(M) — M
et D(M) — M. Supposons qu’il existe un terme m; de type C(M) et un terme my
de type D(M) et une preuve de (¢ m1) =p (d my) on montre alors que deux éléments
quelconques d’'un méme type sont égaux.

Soit A de type Spec et x, y de type A alors on construit une fonction f de M dans A
telle que (f (¢ m)) se réduit en z et (f (d m)) se réduit en y. Comme il y a une preuve
dans le cas de I’égalité de Leibniz de :

a=mb—(fa)=a(fb)

On en déduit une preuve de x =4 y. Il faut donc supposer quelque part qu’il y a un type
avec deux éléments distincts.

Le plus simple est d’ajouter un axiome —true =, false ot bool est le type des booléens
construits. On appelle bool_ coh cet axiome.

Il est facile de voir qu’il n’existe pas de preuve close de true =, false. En effet une preuve
close d’égalité est de la forme

[P : bool — Propl|z : (P true)]x

qui n’est correcte que si true et false sont convertibles ce qui est faux.
Cet axiome ne peut pas intervenir de maniére essentielle. Plus précisément on a le résultat
suivant :
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Proposition 4.22 Soit A un type, et u une preuve de A dans un environnement ot se
trouve une wvariable bool coh de type —true =y, false. St A est un type concret alors
Paxziome bool coh n’est pas variable de téte de u. Si de plus A est un type simple alors u
est clos.

On se raméne sans difficulté dans les deux cas & montrer que si ce n’était pas vrai alors
il existerait une preuve de true =, false contenant éventuellement des occurrences de
bool coh. Mais il est facile de voir que si bool coh apparait dans cette preuve alors il
existe une preuve de true =, false qui a une occurrence de moins de bool coh. On
arrive finalement & une preuve close ce qui est impossible.

4.6 Rapport avec les types récursifs de Mendler

N. Mendler a étudié I'ajout de types récursifs a NuPrl et au systéme F |31, 32|.

4.6.1 Le cas du systéme I

L’axiomatisation des types récursifs du second ordre donnée par N. Mendler est essen-
tiellement la méme. Il ne s’intéresse qu’au cas d’un seul constructeur unaire mais nous
avons vu que l’on pouvait se ramener a ce cas. D’autre part pour la partie qui concerne le
systéme F, le probléme d’exprimer que les objets typés sont bien formés ne se pose pas.
Soit g un type récursif a un seul constructeur ¢z de type A(u) — p. Le type du récurseur
de Mendler est :

VO.VX(X = p) - (X —=0C)—=AX)—-C)—-»pu—0C
La proposition VX.(X — pu) — (X — C) — A(X) — C peut se lire :
VX(XCu) — (XCl) - AX)cCC
Il est facile de voir que ceci est équivalent & la proposition :
A(unc)cc

qui correspond a notre définition. Un intérét de notre définition est d’étre uniforme si
X n’a pas d’occurrence dans A(X) et de donner par exemple pour les entiers un type
de récurseur “standard”. L’intérét de la définition de Mendler est que la réduction du
récurseur s’exprime simplement sans faire appel a la transformation ®. Il pose

(RFC F (1b)=(F pid (R*C f)b)
On peut définir un objet R de méme type que R* a I'aide de notre récurseur en posant :

R = [C: Spec|[F : (X : Spec)(X = M) — (X — C) — A(X) — C]
(RMC [x: AMAC(F (MAC) Fst Snd z))
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Cependant on n’obtient pas la méme régle de réduction mais quelque chose d'un peu plus
compliqué :

(R CF (C a)) = (F (M A C) Fst Snd q)[z:M](z,(R C F z)))

Une des grandes différences entre les deux approches est que si on utilise les types du se-
cond ordre pour coder les types concrets alors le systéme ne sait pas reconnaitre de maniére
interne I'égalité de (R™ C' F (c a)) et de (F ®%(a)) avec ¢ = [z : M|(z,(RM C F 2)).
Comme on a vu que I'on pouvait prouver que ces deux termes sont égaux, on peut toujours
utiliser cette égalité dans les preuves.

Par rapport aux types récursifs de N. Mendler, notre approche présente plusieurs défauts.
Nous avons déja noté le probléme du comportement calculatoire du récurseur. En effet
si on regarde I'exemple des entiers et du prédécesseur, dans le systéeme de N. Mendler,
le prédécesseur de (S n) sera exactement n alors que dans notre approche ce sera un
programme de méme comportement que n. D’autre part I'étude des types récursifs de
Mendler comporte aussi les “types paresseux” qui sont des plus grands points fixes et se
comportent de maniére duale par rapport aux types récursifs que nous avons vus ici. Il
est peu probable que I'on trouve une définition interne de ces types paresseux.

Un défaut sans doute plus grave est que ’on va avoir des difficultés & interpréter le principe
des hypothéses dépendantes avec ces types construits qui ne sont plus dans Ap. Pour les
entiers par exemple, on aura seulement pour () de type Prop et P de type Nat — Prop,

(Q — Xn : Nat.(P n)) — Xn: nat.Q — (N n) A (R(P) n))

On aimerait finalement que ces entiers construits se comportent comme une “boite noire”.
Une chose que l'on a envie de faire avec un type récursif est de s’en servir pour définir
des propositions. Par exemple on veut définir la propriété “n est un entier pair”, en disant
que cette propriété est vraie pour 0 et est vraie pour (S n) si elle est fausse pour n. On
veut donc les équivalences :

(pair 0) < T et (pair S n) < —(pair n)
On peut faire ce type de définition dans NuPrl trés facilement. On pourra alors prouver :
(n : nat)(pair n) — —(pair S n).

Il semble extrémement difficile de simuler aussi directement cette définition avec une
proposition du second ordre.
Ce que 'on aimerait internaliser c¢’est qu’un entier n est une justification de :

(P :nat — K)(P 0) = ((u: nat)(P u) — (P (S u))) — (P n)

et ceci quel que soit la constante mise pour K. Il semble que les types récursifs définis avec
des constantes soient le bon moyen de faire cela uniformément. Méme si dans la partie
exécution on peut supprimer les constantes.
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4.6.2 Types récursifs dans NuPrl

Dans NuPrl, par rapport au sytéme F, on a des types dépendants et un opérateur de
sous-ensemble qui permet de cacher de I'information. On peut ainsi définir un prédicat
récursif positif, puis cacher son contenu calculatoire tout en utilisant le récurseur associé.
Mendler montre qu’alors on peut par exemple construire un opérateur de minimalisation
non bornée.

Cette possibilité est liée au fait que le jugement a € A de NuPrl doit se lire comme un
jugement de réalisabilité, en particulier on peut utiliser toutes les hypothéses “cachées”
pour prouver ce jugement (ce qui correspond au fait pour nous que la proposition R(A, a)
est de contenu nul). D’autre part le terme a dans le jugement a € A peut étre a priori
n’importe quel terme du A-calcul pur. Ce jugement est donc trés différent du jugement
analogue des théories de Martin-Lof. Un résultat sémantique assure que si a € A est
prouvable dans NuPrl alors a s’évalue en une forme canonique de A.

Dans la notion de réalisabilité que nous avons présentée jusqu’ici, nous sommes aussi
restreints a ne réaliser les propositions que par des termes fortement normalisables. D’autre
part le récurseur est essentiellement de méme contenu que le prédicat récursif. On ne peut
pas a la fois rendre de contenu nul le prédicat récursif et utiliser de maniére calculatoire
le récurseur.

On verra dans le chapitre suivant une nouvelle notion de réalisabilité qui permet de réaliser
les propositions par des termes d’un langage qui contient des termes non normalisables.

4.6.3 Types récursifs dans le Calcul des Constructions

Nous esquissons la maniére dont pourrait se faire I'introduction de types récursifs dans le
Calcul des Constructions. Ce qui suit est une suggestion diie & Th. Coquand.

Le Calcul des Constructions avec univers peut se voir comme 'ajout au systéme NuPrl
d’un niveau des propositions sur lequel la quantification imprédicative est autorisée. Dans
cette optique il parait naturel d’introduire dans le calcul au niveau des types des construc-
tions analogues a celles des sytémes de Martin-16f. En particulier on peut introduire des
types récursifs.

Supposons que 'on dispose au niveau des types d’une somme forte et d’une disjonction
alors on a juste besoin d’un type récursif & un seul constructeur unaire. Nous supposons
que la somme forte est notée X x P si X est de type Type et P de type X — Type. On
note Fst la premiére projection. Le langage contient pour I'introduction des types récursifs
trois nouvelles régles de formation de termes.

ux.B avec X une variable qui est liée dans I'expression pux.B et B un terme.
e avec C' un terme.
Recc  avec C un terme.

Nous proposons les régles et axiomes suivants.
Formation : Si X apparait positivement dans A alors :

I, X : Typet A € Type
I'Fpx.A e Type
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Introduction :
iy € AX/px. Al — px A

Elimination :
Recyy.a € (P:px.A— Type)

((h: AIX/S,  APDP (inyug.a (271))))
— (z: px.A)(P x)

On a la régle de réduction suivante :
(Retyy.n P G (im0 1)) = (G (2° 1))

avec ¢ = [z : px.A|(z, (Rec,y.a P G z)). On veut aussi faire des preuves par récurrence
structurelle. C’est-a-dire que I'on veut un terme de type :

(P: ux.A— Prop)((h: A[X/EMX.APD(P (inyy.a (PFIH)))) — (21 px.A)(P z)

On peut soit se donner un terme de ce type, soit l'obtenir & partir de Rec,, 4 dans un
systéme ot on a de plus la régle :
A : Prop
T(A) : Type

Il reste a vérifier formellement que ce nouveau systéme est encore cohérent. Cette solution
répond aux différents problémes d’efficacité et de définitions récursives présentés précé-
demment. Son défaut majeur est qu’elle nécessite ’ajout de nouvelles constantes et régles
de réduction au systéme et donc va a I’encontre de 'uniformité du systéme.
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Chapitre 5

Extension du langage de
programmation

Le systéme RCC présenté précédemment semble satisfaisant pour l'obtention de pro-
grammes ‘réalistes” & partir de preuves de spécifications écrites dans le Calcul des Construc-
tions. Cependant tous les programmes obtenus sont typables dans le systéeme F,. Nous
montrons que cette contrainte empéche de réaliser le principe de Markov. Ce principe peut
se voir comme la partie logique d’une boucle while et il peut sembler contraignant de ne
pas avoir une telle construction de programme. De méme on peut vouloir des programmes
écrits a 'aide d’un point fixe. Ceci nous rapprochera d’'un langage tel que CAML. Mais
si 'on autorise des constructions non normalisables, on veut pouvoir raisonner sur leur
terminaison.

Nous ne chercherons pas a décider si la programmation dans F,, est ou non plus efficace
ou plus correcte que la programmation a ’aide d’un point fixe. Notre but est juste de
montrer comment utiliser la réalisabilité dans le Calcul des Constructions pour autoriser
un langage de programmation ot les termes ne sont plus a priori fortement normalisables.
Il y a (au moins) deux approches possibles. L'une est de demander la terminaison comme
un résultat meta-théorique. Cette proposition est faite par exemple par P. Dybjer [15] pour
le systéme LTC' (“Logical Theory of Constructions”) qui sert a interpréter les systémes de
Martin-Lof. C’est aussi cette approche qui est adoptée dans le systéme Nuprl. On garde
une notion de réalisabilité telle que nous l'avons définie et on prouve que si un terme
réalise certaines formules alors il est normalisable. L’autre approche consiste a définir une
notion de réalisabilité récursive dans laquelle intervient une propriété de terminaison. On
a alors explicitement dans la logique une propriété qui exprime la terminaison des objets
du langage de programmation. C’est le cas en particulier du systéme PX.

Nous commencerons par démontrer pour notre systéme quelques résultats concernant le
principe de Markov. Nous montrerons que le principe de Markov n’est pas réalisable,
mais que le systéme de déduction est stable par la régle de Markov. Puis nous étudierons
les deux manieres décrites précédemment d’utiliser un langage de programmation partiel
dans notre formalisme.
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5.1 Principe et régle de Markov

Rappelons que si A est de type Data (ou Spec) et P de type A — Prop on a deux
définitions du connecteur existentiel. L’une est informative et ’autre est de contenu nul.

Yx:A(Pzx) = (C: Spec)((x: A)(P x) = C)— C

dx: A(Px) = (C: Prop)((x: A)(Pz)—C)—C

Le principe ou la régle de Markov correspond au probléme suivant : on se donne un
prédicat P décidable sur les entiers. Supposons que 'on a une preuve classique du fait
qu'’il existe un z tel que P(x) est prouvable (i.e. on a une preuve de —(Vz.—~P(z)). On
veut alors montrer qu’il existe un entier x tel que P(x) est vérifié. La raison pour accepter
ce schéma est qu’il n’y a qu’a tester si P est vrai pour chaque entier depuis 0. Ce procédé
s’arréte car sinon il n’existerait pas d’entier satisfaisant P.

Le principe de Markov est la proposition :

((x:nat)((P z) V(P z))) — (m=Xx : nat.(P z)) — Xz : nat.(P x)

La régle de Markov concerne les déductions. Elle dit que si (z : nat)(P z) V =(P z) et
——Xx : nat.(P x) sont prouvables alors il en est de méme de Xz : nat.(P x).

5.1.1 Fonctions récursives et \-termes

Rappelons les correspondances entre le A-calcul et la théorie des fonctions récursives.
Dans notre formalisme, on prend pour entiers les objets de type nat avec nat le type
des entiers du systéme F'. Le prédicat P est de type nat — Spec (ou nat — Prop). La
disjonction est informative.

Correspondance entre les entiers et les objets de type nat. Aux entiers “intuitifs”
correspondent des A-termes de type nat. On associe a tout entier n le A-terme :

n=1[C: Datal[x: C)[f : C = C|(f ... [ x)

n

On utilise le résultat syntaxique suivant : tout terme clos et normal typable de type nat
est égal & n pour un certain n.

Représentation des fonctions récursives. On peut représenter toute fonction ré-
cursive partielle ¢ de NP dans N par un terme ® du A-calcul. C’est-a-dire que pour tous
entiers ki, ...,k :

— si ¢(k1, ..., kp) n'est pas défini alors (® k; ... k) n’est pas normalisable.

— si @k, ..., k,) =k alors (® &y ... k,) se réduit en k.
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On peut montrer le contraire. C’est-a-dire que soit ® un A-terme tel que pour tous entiers
ki,... kp, si (¢ ki ... k,) est normalisable alors il se réduit sur un entier k. Alors ®

représente une fonction récursive.
Soit ® un terme clos de type

nat — - - - — nat, — nat

p

dans les Constructions et soit ki, ..., k, des entiers, alors (® k; ... k) est un terme clos
de type nat et est donc égal & k pour un certain entier k. Donc ® représente une fonction
récursive totale.

Si on se donne un prédicat primitif récursif P, alors ce prédicat a une fonction caractéris-
tique primitive récursive et est donc représentable dans le systéme F'. On prend comme
fonction caractéristique d’un prédicat P, une fonction a valeur entiére qui vaut 0 lorsque
le prédicat est vérifié.

5.1.2 Reéalisabilité dans des types non vides

On veut montrer que le principe de Markov n’est pas réalisable dans notre systéme. Pour
cela on utilise le fait que les formules négatives ne sont pas informatives. Cependant dans
le systéme que nous avons présenté, pour utiliser le fait que "absurde est de contenu nul
il faut rajouter une variable ezcept dans chaque type. Or ce faisant les termes de type
nat — nat que nous allons construire ne seront plus clos. C’est un peu un faux probléme,
en effet on veut interpréter 'axiome :

(C: Spec)L — C

Supposons que le type extrait de C soit non vide alors on peut prendre un élément
quelconque de ce type pour réaliser C'. Si on pouvait poser comme axiome :

(C: Spec)L — E(C) — C

alors on pourrait réaliser cet axiome par le terme [D : Datal[x : D]x. Ceci correspond a
la réalisation de I’axiome correspondant par la suite vide dans la réalisabilité modifiée de
HA,.

Il existe une maniére élégante d’imposer syntaxiquement et de maniére interne qu’il existe
un ¢élément dans chaque type extrait. Cette méthode a été proposée par J.-Y. Girard et
mise en ceuvre par Y. Lafont pour démontrer le théoréme de représentation des fonctions
dans le systéme F.

Lorsqu’on réalise une variable de schéma propositionnel, on se donne une variable d’ordre.
Ici on se donnera de plus un objet assurant la non-vacuité de ce schéma de type. On définit
pour chaque schéma propositionnel @), pour chaque schéma de type P tel que £(Q) = P,
un type de données oP par récurrence sur le type de (). Un élément de oP permet de
fabriquer un élément dans chaque type extrait d’une instance de Q).

Définition 5.1 Soit QQ un schéma propositionnel de type A et P = £(Q).
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- 81 A = Spec alors oP = P.
- SiA=(Y:B)C.
- 81 E(A) = E(C) alors oP est défini par récurrence.
— Si B est un ordre alors oP = (Y : B) o (PY).
— Si B est un type propositionnel informatif alors oP = (Y : B)oY = o(P Y)

On définit maintenant une nouvelle fonction d’extraction et une nouvelle notion de réali-
sabilité telles que les types extraits contiennent au moins un élément.

Définition 5.2 La définition de l'extraction pour les types est identique a celle de 3.3.1
excepté le point suivant : St M = (P : C)B, si C est un type propositionnel informatif et
B une proposition informative alors :

La définition de extraction pour les environnements est également modifiée. Soit I un
environnement et A un type propositionnel informatif alors :

EM,X:A)=E),X:E(A), X :0X

Pour I'extraction des preuves on montre d’abord que si M est un schéma propositionnel

dans ’environnement I' alors on sait construire un élément “canonique” M dans o&(M).

Cette démonstration, par récurrence sur la structure de M, n’est pas difficile. On peut

alors étendre la fonction d’extraction aux preuves en posant :

— Sim = [X : A]b avec b une preuve informative et A un type propositionnel informatif
alors :

E(m) = [X : E(A)][X : oX]E(D)

— Si m = (b P) avec b une preuve informative et P un schéma propositionnel alors :
E(m) = (E(b) E(P) P)

Le théoréme de validité de la notion d’extraction se prouve alors sans difficulté. Pour la
réalisabilité, le cas “clé” est pour M = (X : A)B avec B une proposition informative et A
un type propositionnel informatif. On pose alors

R(M) = [r_: (X : E(A))Ao)_( — E(B)] ) o
(X :p E(A))(X :poX)(X : R(A,X))R(B,(r X X))

Le théoréeme de validité ne pose pas non plus de difficulté a prouver.

On remarque que l'on a toujours le droit d’avoir des types vides dans le langage de pro-
grammation. On a introduit artificiellement un objet dans chaque type extrait. On ne peut
en fait prouver que cet objet réalise la spécification initiale que dans un environnement
contradictoire. Nous allons montrer sur des exemples que cette notion nous donne bien
les propriétés voulues.
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Propriétés de I’extraction dans les types non vides

Réalisabilité de (C : Spec) L — C. Montrons que dans ce systéme on sait réaliser la
proposition :
(C: Spec)L — C

On a:
E((C : Spec) L — C) = (C : Data)C — C

et soit r de type (C' : Data)C — C,
R((C : Spec) L — C,r) = (C : Data)(x: C)(P:C — Prop)L — (P (r C x))
Cette proposition est une tautologie pour tout r. On prend le terme:

r = [C : Datal[z : Clz.

Réalisabilité d’une spécification existentielle Soit M = >4 P avec A de type Data
et P de type A — Prop. On a:

E(M) = (C: Data)C — (A—C) - C
et soit r de type E(M),

R(M,r)= (C: Data)(z: C)(Q : A— C — Prop)
(f: A= CO)(y: AP y) = (Quy (fv)
—(@Q(rCzf))

Supposons donné r qui réalise M, pour trouver effectivement un élément de A qui vérifie
P il faut maintenant supposer que A est non vide. Soit a un élément quelconque de A on
construit alors une projection étendue :

7 =[r:EM)|(rAalz: Ax)

En instanciant la preuve de R(M,r) par A, a, [z : Ally : A](P y) et [z : A]x on trouve
finalement une preuve de (P (7' r)).

5.1.3 Non réalisabilité du principe de Markov

Nous allons montrer que le principe de Markov pour les prédicats primitifs récursifs n’est
pas réalisable dans RCC. Nous suivons la démonstration de Troelstra [41] pour la non
dérivabilité de ce principe dans HA,,. Pour ce systéme, c¢’est la réalisabilité modifiée qui
est utilisée. Et en particulier le fait que la réalisabilité modifiée permet l'interprétation
du principe des hypothéses dépendantes.

Proposition 5.1 Le principe de Markov primitif récursif n’est pas réalisable dans RCC.
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Nous utilisons dans cette démonstration la réalisabilité dans des types non vides que nous
venons juste de définir.

Soit 7 le prédicat de calculabilité de Kleene. Le prédicat 7 (e, m,n) exprime que n est le
code d’un calcul correct a partir de la donnée initiale m, suivant le procédé codé par e. Ce
prédicat est primitif récursif. Donc le prédicat en deux variables Az A\y.(7 = z y) est aussi
primitif récursif. Il existe donc une fonction t de type nat — nat — nat qui représente ce
prédicat. On pose dans le Calcul des Constructions

T =[x,y : nat](t © y) =na 0
OnaR(T) =T.

Savoir réaliser le principe de Markov, ¢’est savoir réaliser en particulier.
(x : nat)(—-=Xy : nat.(T z y)) — Sy : nat.(T z y).
C’est-a-dire que ’on a une fonction f de type nat — nat et une preuve de
(x : nat)R(—-=X2y : nat. (T z y)) — (T = (f x)).

Il est facile de voir que R(—A) = —R(A) si A est de type Prop, et R(—A) = (x
E(A))-R(A,x) si A est de type Spec. Nous avons également pour A non vide,

(x:EXy:A(Py)"R(XEy: A(Py),z) < (x:A)-(R(P)x)
On a donc une preuve de :

(2 2 nat)~((y : nat)~(T 2 y)) — (T « (f ).

On va maintenant en déduire que le prédicat Jy.7 (z, x, y) est décidable. En effet f est un
terme typé de type nat — nat donc représente une fonction récursive totale ¢. On montre
que le prédicat Jy.7 (x,z,y) est équivalent au prédicat 7 (x,z, (¢ x)) qui est décidable.
On a de maniére évidente que :

T(x,z,(¢p ) = 7T (x,z,y)

Supposons maintenant que Jy.7 (z, x,y) soit vrai. Alors on peut prendre le plus petit y
tel que 7 (z,7,y). On a alors une preuve de (7' z y). On en déduit une preuve de

=((y : nat)~(T z y))

et finalement une preuve de (T z (f x)) Mais comme f représente ¢ on a (f z) est
B-convertible avec (¢ ). On en déduit que 7 (z,z, (¢ x)) est vrai.

Rappelons comment on déduit une contradiction de la décidabilité de Jy.7 (x,z,y) Si
Jy. 7 (x,z,y) est décidable, on construit alors une fonction partielle qui termine en x si et
seulement si —3y.7 (z, x,y). Soit e le code de cette fonction on a alors pour x quelconque :

Jy.T(e,v,y) & (T (v,2,y))

D’out une contradiction en prenant x = e.
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5.1.4 Regle de Markov

La régle de Markov dit que si P est un prédicat tel que - (x : nat)(P x) V =(P x) et si
F —==Yn : nat.(P n) alors - ¥n : nat.(P n).

Pour montrer ce résultat on utilise une variante de la “non-non-traduction”. Nous défi-
nissons cette traduction dans un sous-systéme de RCC que nous appellerons PCC. Ce
systéme ne contient que Prop et Data. D’autre part on impose que les propositions ne
dépendent pas de termes de preuve et que les types propositionnels ne dépendent pas
de propositions ou de preuves. On a déja remarqué que les preuves de réalisabilité des
propositions se faisaient dans PCC.

On va montrer le résultat suivant :

Proposition 5.2 On se place dans 'environnement [bool _ coh : —true =y, false]. Soit
P de type nat — Prop. Si (x : nat)(P x)V —(P x) et =—%n : nat.(P n) sont réalisables
alors il en est de méme de Xn : nat.(P n).

Dans un environnement ot on a l'axiome bool_ coh on peut prouver que la réalisabilité de
(x : nat)(P x) V —(P x) équivaut a I'existence d’un terme p de type nat — bool et d’une
preuve de :

(n: nat)(R(P) n) < (p n) =pour true

On a déja vu que la réalisabilité de
—=¥n : nat.(P n)
est équivalente & la prouvabilité de
—((n : nat)=(R(P) n))
qui est elle-méme équivalente a la prouvabilité dans PCC de
—=3n : nat.(R(P) n).

Finalement, savoir réaliser ¥n : nat.(R(P) n), c’est trouver un entier n et une preuve de
(R(P) n). Montrons qu’il suffit pour cela de savoir prouver

M =3n: nat.(R(P) n).

En effet supposons que 'on ait une preuve h de M qui éventuellement contient la variable
libre bool coh. Comme le type existentiel est construit, la variable de téte de h n’est pas
bool_ coh. La forme normale de h s’écrit donc :

h =[C : Prop|[f : (xz : nat)(R(P) x) — Prop|(f n t)

Le terme n est de type nat et est clos (les variables de 'environnement sont des variables de
preuve). Le terme ¢ est une preuve de (R(P) n). Cette preuve peut éventuellement contenir
C' et f libres, mais on peut instancier ces variables (prendre C' = (D : Prop)D — D) et
on a finalement une preuve de (R(P) n) dans un environnement qui contient bool  coh.
On s’est donc ramené au probléme suivant. Soit ¢ un terme de type nat — bool, et soit P
le prédicat [n : nat](t n) =per true. Montrer que si =—3n : nat.(P n) est prouvable dans
PCC+bool_coh alors dn : nat.(P n) est prouvable dans PCCH bool_ coh.

Dans toute la suite de cette section, on se place dans le systéme PCC.
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Interprétation du calcul classique

On peut rendre le calcul classique en introduisant comme axiome :
classic : (A : Prop)——A — A
Onnoteral'Fc M € NsiIVF M € N avec
IV = classic : (A : Prop)-—A — A, T.

C’est un résultat bien connu que 'on peut coder la logique classique dans le calcul intui-
tionniste en utilisant une traduction a ’aide de doubles négations. On associe a chaque
formule A une formule A* et on prouve que si I' ¢ A alors I'™ F A*.

J.-L. Krivine montre le théoréme de représentation pour le systéme F en utilisant une
variante de la traduction standard. Au lieu de traduire une formule atomique A par la
formule ——A, il la traduit par =p—pA qui est défini comme étant (A — O) — O, pour
O une variable propositionnelle qui n’apparait dans aucune hypothése. L’intérét de cette
traduction est qu’en instanciant O par A, on obtient une preuve de A & partir d’une preuve
de —=p—pA. Cette approche s’apparente a la A-traduction introduite par H. Friedman [18|
pour montrer en particulier la fermeture d’un systéme par la régle de Markov. La trans-
formation consiste & remplacer dans le terme toute proposition “atomique” (P t...t,)
(avec P une variable) par =p—o(P ti,...,1,).

Il y a un petit probléme a adapter directement la traduction de J.-L. Krivine & notre sys-
téme. En effet il prouve juste une équivalence intuitionniste entre A*[X/U*] et (A[X/U])*.
Or dans notre systéme les schémas propositionnels peuvent apparaitre & la droite d’une
application. Sans extensionnalité le fait que A et B sont équivalents n’implique pas que
(P A) et (P B) le soient. En fait, il faut compliquer un peu la traduction en adaptant la
méthode utilisée dans la thése de J.-Y. Girard. On commence par associer a tout terme
propositionnel A un terme A' pour lequel on a égalité entre AT[X/U™] et (A[X/U])".
Puis si A est une proposition on pose A* = =p—o A" et sinon A* = AT,

Définition 5.3 Soit M un schéma propositionnel, on définit M™* par récurrence sur la
structure de M.

— Si M est une variable alors M = M.

- S8iM=A= B alors MT™ = At = —p—oB™.

- Si M = (P:C)A (avec C de type Type) alors MT = (P : C')=p—0AT.

- 8i M =[P :C|B alors M* =[P : C]|B*.

- 8i M = (A B) alors M = (AT BT).

- Si M = (l’ ‘D A)B alors M+ = (JJ ‘D A)_‘O_‘OB+-

- Si M =[x :p A|B alors M+ = [z :p A]BT.

- S M = (pA B) alors M = (pA*™ B).

On définit M* comme étant —o—oM™ si M est de type Prop et M* = M™ si non.

Le point crucial est le suivant :
Proposition 5.3 Soient M et N des schémas propositionnels, alors
M[X/N]" = MT[X/N*].

La démonstration se fait aisément par récurrence sur M. [J
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Dans la transformation de J.-L. Krivine on a
(A= B)*=A"= B* et ((P: Prop)A)* = (P : Prop)A*
alors qu’ici on a
(A= B)*=-p-0(A" = B*) et ((P: Prop)A)* = —o—0o((P : Prop)A*)

Il n’est pas difficile de montrer 1’équivalence des deux formes. En effet on trouve aisément
des preuves intuitionnistes des propositions suivantes :

— (A, B : Prop)(mom0(A = B)) = (-070A = 7070B).

— Pour tout C de type Type, (B : Prop)(—o—o((P:C)B) = (P:C)-p—0B) .

— (A: Prop) A = —p-0A.

- (A : PTOp) —07070A = —0A.

On en déduit aisément I’équivalence de la transformation
J.-L. Krivine, sur les termes communs aux deux systémes.
On étend la transformation * de maniére naturelle aux environnements. Seules les hypo-
théses de preuves sont modifiées. En particulier les schémas propositionnels et les objets
de Ap sont bien typés de maniére équivalente dans I' et I'*. Soit A un schéma proposi-
tionnel de type C' dans 'environnement I. Il est facile de voir que A* et AT sont aussi de
type C dans I'environnement ['*. Le résultat essentiel est : b Soit A une proposition, et
[' un environnement.

Si ' Fo A alors I' F A*. Ce résultat se montre par récurrence sur la longueur de
la dérivation. Le point clef pour interpréter I'axiome classic est que (——A)* = A* est
prouvable de maniére intuitionniste. Cela vient juste de I'équivalence entre L (=(C' :
Prop)(C — O) — O) et la proposition O. Le seul cas non usuel est celui de application
d’un schéma propositionnel & un autre. Cela correspond a la régle :

*

et de la transformation de

'(P:C)M THQQeD C=D
'+ M[P/Q]

L’hypothése de récurrence nous donne :
'+ _'O_‘O((P . C>_'O_'OM+) et I™F Q+ eD.

Comme —o—o((P : C)mo=oM™) = (P : C)=p—oM™, on en déduit une preuve de
—0oMT[P/Q%]. Or cette proposition est égale & ~o—oM[P/Q]" qui est exactement
MI[P/Q]*. O

Les types simples formés par quantification au second ordre jouent un role particulier vis-
a-vis de cette transformation. Ils correspondent a ce que J.-L. Krivine appelle les types
entrées-sorties.

Proposition 5.4 Si A est un type simple ne contenant pas de quantification d’ordre plus
grand que deuz alors:
A= A" et A" = —p0A.

en particulier A* < —p—0A.
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La preuve est par récurrence sur la structure du type simple. La restriction sur 'ordre
du type simple fait que celui-ci est construit par une quantification sur une variable P de
type C' — Prop avec C' € Ap.

Si le type A est de la forme (P t) alors on a :

Regardons le cas ot A = (B t) avec B un prédicat & un seul constructeur unaire, les
autres cas sont identiques.

B=z:C|(P:C — Prop)((u:C)D(P) — (P u)) — (P x)
On a alors que A* est équivalent a la formule A’ suivante :
A" = (P:C = Prop)((u: C)D(P)" — =070(P u)) = ~0=0(P t).

Montrons que A — A’. Soit donc h de type A, P de type C' — Prop et f une preuve de ((u :
C)D(P)* — =p—o(P u)). On instancie la preuve h par le prédicat P’ = [z : Cl=p—0(P ).
11 faut prouver que (u : C)D(P') — (P" u); pour cela il suffit de montrer que pour u de
type C fixé¢, D(P') — D(P)*. Par hypothése de récurrence on a D(P) = D(P)*. D’ou
D(P") = D(P")*.

On montre sans difficulté par récurrence sur la structure de D que soit D(P) une propo-
sition du second ordre alors D(P’)* est équivalent a D(P)*. Ceci nous permet de conclure
pour la premiére implication.

Dans I'autre sens montrons que A’ — —p—pA. Pour cela on instancie la preuve de A’ par
le prédicat B. Il faut montrer

D(B)* — —p—0(B u)
On sait qu’il existe une preuve d de D(B) — (B u). On en déduit une preuve de
—0-0D(B) — —0—0(B u)
Et comme D est un type simple, par hypothése de récurrence on a
D(P)" — =0=0D(P)

d’ou le résultat final.

Si on ne restreint pas les propositions a étre du second ordre alors on aurait par exemple
C' = Prop. Ce que l'on aimerait faire est d’instancier la variable P par le prédicat [X :
Prop|-o—o(P XT). Le probléme est que 'opération + est une opération “meta”.

Formule existentielle

Revenons a la régle de Markov. Celle-ci est maintenant immeédiate a prouver. On a un
prédicat P qui est de la forme [n : nat](p n) =y true donc c’est un type simple. La
proposition In : nat.(P n) est par conséquent également un type simple.

S’il existe une preuve intuitionniste de =—3n : nat.(P n) alors il existe une preuve clas-
sique de In : nat.(P n) donc une preuve intuitionniste de (In : nat.(P n))*. On en déduit
une preuve de —o—p3n : nat.(P n). 1l suffit alors d’instancier O par 3n : nat.(P n) pour
avoir le résultat final.
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5.1.5 Théoréme de représentation

On peut conclure de maniére identique a celle de J.-L.. Krivine pour la représentation des
fonctions prouvablement totales dans ’arithmétique d’ordre supérieur.

b[Théoréme de représentation| Toute fonction prouvablement totale dans Parithmétique
d’ordre supérieur est représentable par un terme typé de type nat — nat dans le Calcul
des Constructions. Soit f une fonction récursive alors le prédicat AzAy. f(z) = y est
équivalent & un prédicat AxAy.3z.P(x,y, z) avec P un prédicat primitif récursif. Ce qui
est important pour nous est qu’il est représentable par un type simple.

On note N (x) la formule de récurrence sur les entiers.

N(z) = (P : nat — Prop)(P o) — ((u: nat)(P u) — (P (s u))) — (P z)

Si on oublie les termes du langage de programmation (c’est-a-dire les entiers) alors une
preuve de AV (z) donne un objet de type :

NAT = (C: Prop)C — (C - C) - C

C’est-a-dire un “entier”. Le terme N () est un type simple. Les preuves de ce type (méme si
on ajoute I'axiome (z : nat)—(s &) =, 0) sont closes et formées a 'aide de constructeurs.
On montre que cette preuve est le méme A-terme que x.

Soit f une fonction prouvablement totale dans l'arithmétique d’ordre supérieur. On ap-
pelle A(z,y) le type simple qui représente 1’égalité f(z) = y. On a une preuve dans
PCC + classic de la formule :

(x : nat)N(z) = Jy : nat.(N(y) N A(z,y))

Avec Fy : nat.(N(y) AN A(z,y)) = (C : Prop)((y : nat)N(y) — A(z,y) — C) — C.
Cette preuve est classique, on lui applique la transformation vue précédemment. On ob-
tient une preuve de

(x : nat)N(z)* = 3y : nat.(N(y) A A(x,y))"
Puis on utilise que N (z) et Jy : nat.(N(y) A A(x,y)) sont des types simples. On a donc:
N(x) = N(2)" et (Fy:nat.(N(y) A Alz,9)))" = —0m0Ty - nat.(N(y) A Az, y))
Puis en instanciant O on trouve finalement une preuve intuitionniste de
(x: nat)N(z) = 3y : nat. (N (y) A A(x,y)).
Si on oublie les termes de Ap on trouve un terme H de type :
NAT — (C': Prop)(NAT — A' - C) — C

En prenant la premiére projection sur NAT, on trouve finalement un terme F' de type
NAT — NAT. Montrons qu’il représente bien f.
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Soit x un entier et X’ I'entier de type NAT correspondant. Alors X’ est le terme sous-
jacent d’une preuve X de NV (x) avec z, entier de nat correspondant a . Le terme (H z X)
est un objet du type simple 3y : nat.(N(y) A A(z,y)). Sa preuve ne fait pas intervenir
laxiome (x : nat)—(s x) =, 0. On sait précisément quelle est sa forme normale:

(Hz X)=[C: Propl[f : (u: nat)N(u) — A(z,w)](f y ¥ a)

On a Y qui est une preuve close de N'(y). Donc le terme Y sous-jacent a Y représente
y et est le résultat de la réduction de (F° X’). On a aussi que a est une preuve close de
A(z,y). On en déduit que f(r) = y.

5.1.6 Remarques

Le début de ce chapitre est juste une adaptation au Calcul des Constructions de techniques
développées entre autres par J.-L. Krivine pour les systémes du second ordre. Notre but
était de présenter ce que I'on pouvait dire sur les rapports entre les fonctions et les preuves.
Nous pensons qu’a partir de cette étude il est possible d’implanter la —p—p-translation
et qu’il serait intéressant de voir quels algorithmes sont ainsi obtenus.

Nous allons maintenant nous intéresser a une extension possible du langage de program-
mation en y ajoutant un opérateur de point fixe.

5.2 Un langage de programmation partiel

On va regarder comment on pourrait traiter la réalisabilité en ajoutant a notre langage
de programmation des opérateurs éventuellement partiels.

5.2.1 Types du langage de programmation

Une premiére question est de savoir si on veut garder les types dans le langage de pro-
grammation.

Ces types n’apportent plus d’information de terminaison sur le terme et on doit de toute
maniére s’en débarrasser avant 1’exécution du programme. Par contre un terme extrait
d’une preuve est naturellement typé.

Dans un langage tel que CAML, les programmes ne contiennent pas d’information de type
mais sont typables. L’opérateur de point fixe a par exemple pour type Va.(a — a) — a.
Nous allons adopter un point de vue analogue.

Régles de typage

Les termes de preuves seront des A-termes purs mais ils seront accompagnés d’un type.
Nous introduisons le jugement
I I_D teo

avec t un A-terme pur et o un type de données de F,. Ce jugement peut se lire comme “¢
est le A-terme pur sous-jacent a une preuve de o dans F,”. Les régles de typage sont les
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suivantes :
(x,0) €T

'Fpzeo
x:obpter
'tpdrteo=r
I'tpteo=1 TI'Fpueod o=p0
I'kp(tu)er
I''X:Abpteo
F'kpte(X: Ao
F'kpte(X:Ao Tolkp, 7€ A
I'kFpteolX/T]
Cette modification fait qu’étant donné un terme de Ap il n’est plus possible de décider
s’il est bien typé. Cela n’est pas vraiment un probléme car on peut toujours demander a
I'utilisateur d’indiquer explicitement les types ou bien de faire explicitement les preuves
d’égalité de type. Le fait de ne plus avoir d’abstraction par rapport aux variables de types

nous permettra de définir de maniére plus agréable un prédicat interne de terminaison
des programmes.

Réalisabilité
Le systéme RCCn’est pas modifié de maniére essentielle. La régle d’application d’un objet
de Ar a un A-terme pur est :

F"ME(IDP)N FD}_DREQ P:ﬁnQ
TF ()M R) € Nz /R]

Les A-termes purs de Ap sont fortement normalisables donc I'égalité P =g, @ est déci-
dable.

L’extraction et la réalisabilité sont identiques au cas typé, sauf qu’on enléve les types des
termes extraits.

Soit ¢t une preuve informative d’une proposition M. On note £'(t) le terme pur sous-jacent
a &(t). On a le résultat suivant :

si T'HteM alors ET)Fp&'(t) € E(M)

5.2.2 Ajout de constantes

Supposons maintenant que 'on ajoute une constante de point fixe ) dans Ap. On la
suppose de type (C' : Data)(C — C) — C. On veut de plus que cette constante vérifie la
régle de conversion :

V=05
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Si on met cette régle comme régle de conversion alors ’égalité de deux propositions de
AR devient indécidable. Si on veut vérifier automatiquement des preuves dans un systéme
avec I'opérateur ), le meilleur moyen semble étre d’ajouter un axiome ) red de type

(C: Data)(f : C = C)Y f) =c (f (V [))

Ceci permet a l'utilisateur de faire toutes les preuves qu’il aurait pu faire dans un systéme
avec (Y f) = (f (Y f)) sans avoir de probléme de décidabilité de 1’égalité des proposi-
tions. Il faut simplement qu’il indique explicitement ’endroit ou il fait des conversions.
Evidemment comme dans le systéme avec (Y f) = (f (¥ f)) il y a une preuve triviale de

(C: Data)(f : C = C)Y f)=c (f (Y [))

toute preuve développée en utilisant I'axiome ) red, correspond & une preuve sans cet
axiome.

Cette constante étant ajoutée au niveau du langage de programmation, nous ne changeons
rien a la cohérence du systéme de preuve. Si on fait une preuve dans RCC alors on peut
supprimer de cette preuve tous les termes de Ap et les A\-termes purs et obtenir ainsi une
preuve du Calcul des Constructions “standard”.

5.2.3 Types et terminaison

Supposons maintenant que dans le systéme auquel on a ajouté ), on développe la preuve
d’une spécification. On en extrait un terme. Le probléme est de savoir ce qu’on peut dire
de la terminaison de ce terme.

Soit M un type simple de Ap et soit Cj; son prédicat de construction tel qu’il a été défini
en 4.15. Soit M le type construit {M|Cys}. Si on prouve la spécification ¥n : M.(P n)
alors on aura aprés extraction un objet ¢ de M et une preuve de (Cy; t). Cette preuve
est dans l'environnement de réalisabilité. Comme (Cys t) est un type simple, elle ne fait
pas intervenir un éventuel axiome négatif —true =y, false. On pourrait méme faire cette
preuve de maniere classique et se débarrasser par la “—p—p-traduction” de cet axiome.
Si 'environnement de réalisabilité ne fait intervenir que ces axiomes alors il existe une
preuve close de (Cys t) ce qui implique que ¢ est égal & un terme clos formé a l'aide de
constructeurs. On en déduit que le terme t est normalisable.

Dans le cas général d’un type construit M qui n’est pas simple on a vu que 'on obtenait
un objet t de type £(M) qui vérifiait une propriété C (le réalisé de la propriété de bonne
formation associée & M). La propriété C est une propriété construite, on sait alors que dans
les mémes conditions d’environnement que précédemment une preuve de cette propriété
aura une variable de téte lite. On en déduit que ¢ est de la forme (¢; uy ... uy,) pour
un constructeur ¢; de £(M). On a donc simplement dans ce cas une forme plus faible de
terminaison.

Il nous reste a regarder le cas d’'une spécification fonctionnelle. On sait que si ¢ réalise
A = B, alors pour tout = qui réalise A, (¢ x) réalise B. Le probléme est que si par exemple
A est la proposition absurde, comme réaliser I’absurde entraine ’absurde, n’importe quel
objet réalise A = B, en particulier des objets non normalisables.
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Un type fonctionnel construit

Une solution possible a ce probléme est “d’enfermer” un type fonctionnel dans un type
construit.
On définit pour A et B de type Data le type

Aw— B=(C:Data)((A—B)—C)—C
On définit une application Af.\a.(f (Ag.(g a))) de type :
(A—»B)—A—B

On pourra spécifier que le résultat d’un programme doit étre un objet de type A — B
qui est bien construit. Nous saurons alors que ce programme admet une forme normale
de téte qui correspond & une “fermeture”.

Ceci montre qu’il est possible d’utiliser notre notion de réalisabilité tout en manipulant
des programmes qui ne terminent pas. La terminaison des programmes extraits dépend
alors de la spécification. Nous allons maintenant définir une notion de réalisabilité pour
laquelle tous les programmes extraits terminent.

5.3 Reéalisabilité avec terminaison explicite

Au lieu d’obtenir la terminaison des programmes extraits comme méta-résultat, on va
internaliser une notion de terminaison. Nous voulons que la réalisabilité implique la ter-
minaison. Nous prenons comme notion de terminaison le fait de commencer par une
abstraction.

5.3.1 Définition de la terminaison

On pourrait ajouter un prédicat dans RCC qui représenterait la terminaison, en fait on
peut utiliser une définition interne.

On veut qu'un programme qui commence par une abstraction termine. Il est clair que
cette approche rend impossible la régle de n-conversion; en effet les termes ¢ et A\z.(t x)
n’ont pas le méme comportement vis-a-vis de la terminaison. On se place donc dans un
systéme ot la n-conversion sur les termes de preuves ou de programmes n’est pas autorisée.

Opération de fermeture

Soit t un objet qui réalise A — B avec A de type Prop. Notre définition de réalisabilité
dans RCC est que si R(A) est prouvable alors ¢ réalise B. En particulier le fait que ¢
termine peut dépendre de la preuve de R(A). Il faut dire d’'une maniére ou d’une autre
que l'on ne cherchera a évaluer ¢t que lorsqu’on aura réalisé A.
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On va se donner une possibilité de “geler” I’évaluation d’un objet. Pour cela on utilise une
abstraction artificielle. Soit Unit le type dont la seule preuve close est 1'identité polymorphe
id.

Unit = (C : Data)C — C et id = zv.x
On pose pour tout C' de type Prop,

WC = Unit — C.

At de type C on associe fit de type §C. Et a u de type §C on associe | u de type C de la
maniére suivante:
it = Mt et |u = (uid)

On a une preuve de

(C': Data)(z : C)x =¢ | bz.

Terminaison

Le prédicat de terminaison peut étre défini de maniére interne comme le plus petit prédicat
7T de type (C': Data)C — Prop tel que:

(A, B : Data)(t : A— B)(T (A— B) \z.(t x))

Le prédicat 7 est un type simple (si on oublie ce qui concerne Ap) donc s’il existe une
preuve close de (7 w) alors cela implique que u est S-équivalent & A\x.v pour un certain
terme v. On appellera 74, 5(t) la preuve de (7 A — B Az.(t z)). On en déduit une preuve
de (C': Data)(t : C)(T C gt). Quand le type C' d’un terme ¢ peut étre déduit du contexte,
on écrira (7 t) au lieu de (7 C't).

Types construits et terminaison

Si M est un type construit, alors pour tout constructeur ¢ de M si c est de type (A(M)) —
M et si § est de type A(M) alors il existe une preuve de (7 M (c §)). En effet si ¢ est le
p-iéme constructeur alors :

(¢ 6) =5 Ap.(¢p &)

Donc (¢ §) commence par au moins une abstraction.

5.3.2 Extraction

L’extraction n’est toujours définie que pour les termes informatifs. Mais tout se passe
comme si on posait E(M) = Unit pour M de type Prop, et £(m) = id pour toute preuve
non informative m.

Définition 5.4 (£) Le terme E(M) est défini pour tout M de contenu positif, par récur-
rence sur la structure de M. Si N € Ap, on pose E(N) = N et si x est une variable de
Ap, on pose T = x. On omet les indices p dans les termes de Ag.

— 81 M est un type propositionnel alors :
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— Si M = Spec alors E(M) = Data

- St M = (x:A)B alors :
st A est un type propositionnel informatif ou un ordre alors:
E(M)=E(A) = E(B)
sinon E(M) = E(B).

— 81 M est un schéma propositionnel :

— Si M est une variable alors E(M) = M

- Si M = (x: A)B alors :
si A est un type propositionnel non-informatif alors E(M) = E(B),
si A est une proposition non-informative alors E(M) = 1B,
sinon E(M) = (z : E(A))E(B).

- St M =[x : AlB alors :
st A est un type propositionnel informatif ou un ordre alors:
E([x - AlB) = [z : E(A)|€(B),
sinon E([x : A]B) = £(B).

- Si M = (A B) alors:
st B est un schéma propositionnel informatif ou un schéma de type alors E(A B) =
(£(4) E(B)),
sinon E(A B) = E(A).

— Si M est une preuve :

— Si M est une variable alors E(M) = M

- 8t M =[x : A]B alors:
st A est un type propositionnel ou un ordre alors E(M) = E(B),
si A est une proposition non-informative alors E(M) = tE(B),
sinon E([x : A]B) = \z.E(B).

- Si M = (A B) alors:
si B est un schéma propositionnel ou un schéma de type alors E(M) = E(A),
st B est une preuve non-informative alors E(M) = | £(A),

sinon E(A B) = (£(A) £(B)).

L’environnement d’extraction est identique a celui qui était utilisé précédemment. On
montre de méme la correction de cette notion d’extraction.

Proposition 5.5 Sit est une preuve d’une proposition informative M dans un environ-
nement I' alors il existe une dérivation de :

E(T) Fp E(t) € E(M)

Cette preuve par récurrence sur la longueur de la dérivation ne présente pas de difficulté.[]

5.3.3 Réalisabilité

On veut que la propriété de réalisabilité R(A, x) implique la terminaison de = ¢’est-a-dire
(T E(A) z). Pour cela on va d’une part demander que la propriété “r réalise A — B”
soit de la forme “r termine” et pour tout = qui réalise A, (r x) réalise B. D’autre part
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quand on avait C' de type Spec, on l'interprétait par un ensemble de termes de types C.
Maintenant on va demander en plus que cet ensemble ne contienne que des objets dont
on sait prouver la terminaison.

Pour cela on introduit une nouvelle notation. On définit pour tout schéma propositionnel
informatif A une propriété ©(A) qui dit que les objets qui réalisent les instances de A
“terminent”.

Définition 5.5 Soit A un type propositionnel informatif, C' un schéma de type de données
de type E(A) et M un schéma propositionnel de type R(A,C). On définit par récurrence
sur A une proposition ©(A,C, M).
~ Si A = Spec alors ©(A,C,M) =M C (T C). (ie. (x:C)M z) — (T C x)).
- Si A= (x:B)D alors :
— Si B est un type propositionnel non-informatif alors :
0(A,C, M) = (z:R(B))O(D,C, (M x)).
— St B est un type propositionnel informatif alors :
O(A,C,M) = (z:&(B))(x:R(B,z))O(B,z,z) — O(D, (C z), (M z x)).
— S1 B est un ordre alors :
O(A,C,M) = (z: B)O(D,(C z),(M x)).
— S1 B est une proposition non-informative alors :
O(A,C,M)=0(D,C,M).
— 51 B est une proposition informative alors :
O(A,C;M) = (z:E(B))O(D,C, (M z)).
— Si B est un type de données alors :

O(A,C,M) = (z: B)O(D,C, (M x)).

On définit maintenant la notion de réalisabilité. Celle-ci est inchangée pour les types pro-
positionnels. Nous allons juste donner la définition dans le cas de schémas propositionnels.

Définition 5.6 Soit M un schéma propositionnel.
— Si M est une variable alors R(M) = M.
- SiM = (P:C)B avec B de contenu positif et C' un type propositionnel ou un ordre:
- 8i A est de contenu nul :
R(M)=1[r:EB)|(x: R(A))R(B,r).
- Si A est de contenu positif :
R(M)=[r:EM)](z:p E(A))(xz:R(AZ))(T: (A z,x))R(B,r)
- Si Ae Ap alors:
R(M)=1[r:EM)|(x:p A)R(B,r).
- Si M = (x: A)B avec B de contenu positif et A une proposition ou un type de donnée.
— Si A est de contenu nul alors :
R(M) = [r - 1€(B))(T 1) A ((z : RIA)R(B, | 1)).
- Si A est de contenu positif alors :
R(M) = [r: E(M)(T r) A ((2:p E(A))(R(A,2))R(B, (r 2))).
- S1 Ae Ap alors
RM)=1[r:EMT r)A((z:p AAR(B, (r x))).
- Si M =[z: AlB ou M = (A B) alors les définitions de R sont les mémes que dans le
cas sans terminaison explicite.
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La définition de R est étendue aux environnements .

Définition 5.7

- R =1

— 81 C est un type propositionnel de contenu positif alors :
R(T,P:C)=R(T),P:EC),P:R(C,P),P:0(C,P,P).

— 81 M est une proposition de contenu positif alors :
R(,z:M)=R(I),z:EM),z: R(M,Zz).

- Si M € Ap alors R(T',x : M) =R(T"),x: M.

— Si M est de contenu nul alors R(I'yz : M) = R(T'),z : R(M).

Nous énoncons maintenant les propriétés de notre notion de réalisabilité. La premiére
propriété est que la réalisabilité implique la terminaison.

Proposition 5.6 Soit M un schéma propositionnel de type A de contenu positif bien
formé dans un environnement I'. Alors dans l'environnement R(L') il existe une preuve

de O(A, E(M), R(M)).

En particulier, si M une proposition de contenu positif et si ¢ réalise M alors il existe une
preuve de (7 E(M) t). Nous énongons maintenant le théoréme de validité de cette nouvelle
notion de réalisabilité : p Soit M une proposition de contenu positif et ¢ une preuve de M
dans lenvironnement I'. Alors dans environnement R(I"), £(¢) réalise M. (i.e. il existe
une preuve de R(M,E(t))). La démonstration est comme toujours par récurrence sur la
longueur de la dérivation.

Remarque

On n’a pas interdit de faire intervenir des objets de Ap dans les preuves. Cela ne contrarie
pas notre notion de terminaison car ces programmes n’apparaissent qu’en argument.
Supposons que 'on se donne A de type Data. On peut construire alors une spécification :

A= (C: Spec)(A—C)— C

Les objets r qui réalisent A’ seront de la forme Af.(f a) avec a de type A. Ce sont des
objets qui vérifient le prédicat de terminaison. Ce qui ne veut pas dire que a termine.

5.4 Exemples

La notion de réalisabilité ainsi introduite est un peu plus lourde & manipuler.

5.4.1 Exemples de base
Absurde

Montrons que 'on peut réaliser la proposition (C' : Spec)L — C. On a toujours besoin
d’un objet ezcept de type (C' : Data)C. On peut prendre par exemple :

except = (Y Ax.x)
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Un objet r de type (C' : Data)iC réalise (C' : Spec)L — C il vérifie la proposition
suivante :

(C: Data)(P: C — Prop)((x: C)(Px)— (T Cx))—>T(r)AN(L— (P (7))

Il est facile de voir que gexcept est un réalisateur.

Connecteur existentiel

Soit A de type Data, et P de type A — Prop. On a :
YaP = (C: Spec)((x: A)(Px)—C)—C
Un réalisateur de ¥4 P est un objet r de type (C : Data)(A — §C) — C qui vérifie :

(C': Data)(Q : C — Prop)(Q C (T C))

—(Tr)A (f: A—=1C)
(T Sy A (- AT (f ) AN(R(P) 2) = (Q L (f 2)))))
—(Q (r f))

On a encore une projection m de ce £(X4P) sur A et une injection ¢ de A dans E(X4P).
T = Ar.(r Az.fx)

t = daAfl (f a)

Soit a de type A, (7 (¢ a)) = | fa = a. On montre facilement que pour tout a de type A,
si on a une preuve de (R(P) a) alors on a une preuve de R(X 4P, (¢ a)). Pour montrer que
réciproquement si r réalise ¥4 P alors (7 r) satisfait R(P) on a un petit probléme du fait
que R(P) n’est pas nécessairement inclus dans (7 A). Si cette propriété est prouvable
alors on obtient directement que

(r: E(EaP))(R(EaP, 1) — (R(P) (7 7))
Sinon on contourne ce probléme en introduisant une projection 7’ de £(X4P) dans A

définie par:
7 = Mr.(r \v.fir)

On instancie le prédicat de réalisabilité par :
C=14 Q=[r:3A(T o) A(R(P) lz) f=Avi
On vérifie que I'on a bien Q C (T jA) et
(@ : A)(R(P) x) — (T bx) A (R(P) x)

On retrouve bien finalement un objet | (7' r) qui satisfait R(P). Par contre il n’y a aucune
raison que ces objets (7 r) ou | (7' r) terminent.
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5.4.2 Minimalisation non bornée

Nous sommes surtout intéressés par la non-utilisation de la borne pour trouver 1’élément
minimal satisfaisant une certaine propriété. On utilise une quantification existentielle de
contenu nul : Si A est de type Spec et P de type A — Prop, on pose :

JA.P=(C: Prop)((z: A)(Pz) —C)—C

Il est facile de voir que JA.P — ——XA.P par contre le contraire n’est pas vrai, & moins
d’ajouter 'axiome (A : Prop)——A — A, c’est-a-dire d’autoriser la logique classique dans
la partie de contenu nul. Il est facile de voir que le principe de Markov dans lequel on
remplace 'hypothése —=—3,, P par JA.P n’est pas non plus réalisable dans le systéme
RCC.

Placons nous sur le type Nat des objets de type nat qui satisfont le principe de récurrence
N. On construit a l'aide du point fixe ), un opérateur de minimalisation non bornée dont
on montre qu’il réalise une forme de principe de Markov.

Décidabilité
On définit decid la propriété pour un prédicat sur Nat d’étre décidable.
decid = [P : Nat — Prop|(n : Nat)(C : Spec)((P n) — C) — (=(Pn) — C) = C
On a:
E(decid) = [P : nat — Prop|(n : nat)(C : Data)iC — §1C — C
Fixons une variable P de type Nat — Prop. Un terme f de type £((decid P)) réalise
(decid P) 'l vérifie (T f) et :

(n: nat)(N n)
— (C': Data)(Q : C' — Prop)(Q C (T C))
— (T (f n)A
(@ 4C)Y(T 2) A ((Pn) — (Q | 7))
— (T (f na))A
(v 1C)Y(T y) A (=(P n) = (Q L y)))
—(@Q(fnzy))

Minimalisation

On définit un prédicat Small, de type (Nat — Prop) — Nat — Nat — Prop. La
proposition (Small P n m) signifie que les entiers plus grands que n et strictement plus
petits que m ne vérifient pas P. Formellement si P est de type Nat — Prop, et n de type
Nat, (Small P n) est un prédicat dont les constructeurs sont :

Smalln : (Small P n n)

SmallS : (u: Nat)(Small P nu) — —(P u) — (Small P n (S u))

147



On cherche a réaliser le principe suivant :
(P : Nat — Prop)(decid P) — 3m : Nat.(P m) — Ym : Nat.(P m) A (Small P 0)

Soit P une variable de type Nat — Prop. Soit f un réalisateur de (decid P). On construit
un opérateur de minimalisation p qui trouve a l’aide de f pour tout n, le plus petit entier
m supérieur a n qui satisfait P.
On pose :

p= (Y {nat — nat} Ag.Am(f m 1m (g (s m))))

En utilisant 'hypothése ) red on trouve que :

(m :nat)(p m) =ne (f m om g(p (s m)))

Si on montre que (u 0) vérifie N, (Small P 0) et P alors on aura gagné. Ces propositions
sont de contenu nul, on peut donc utiliser ’hypothése R(3n : Nat.(P n)). On a

R(3n : Nat.(P n)) = (C: Prop)((n: nat)(N n) — (Pn)—C)—C
Soit donc un entier m tel que (N m) et (P m). On va faire une récurrence descendante
sur m, c’est-a-dire utiliser le principe :
(N"'m) = (P : nat — Prop)(P m) — ((u: nat)(P (s u)) — (P u)) — (P o)
Ce type a deux constructeurs, 'un de type (N’ m) et 'autre de type (u : nat)(N' (s u)) —
(N u). Soit la propriété R :
[u: nat)(P (uw)) A (Small w (puw)) AN (@ w))
On a:
(1 1) =nar (f v gu b(p (s w)))

Soit u tel que (N w), pour montrer (R u), on peut utiliser le fait que f réalise (decid P).
On instancie le prédicat de réalisabilité avec n = u, C' = nat et

Q = [v: nat](P v) A (Small P uv) A (N v)
On a bien que Q C (7 nat) car N’ C (7 nat). 1l faut donc montrer :
(T ) A (P ) = (Q w)
(T b (5 ) A (AP w) = (Q (1 (s w))))
(C’est-a-dire finalement:
(Pu)—(Qu) A (=(Pu) = (Q (p (s w))))

On remarque que soit u tel que (N u) et (P u) alors ces deux propriétés sont vérifiées car
on a une preuve de (Small P u u). Ceci nous permet de trouver une preuve de (R m). Il
faut maintenant montrer que l'on sait passer de (s u) a u. On peut utiliser le “récurseur”
plutot que litérateur pour N’ et donc utiliser de plus que (s u) vérifie N7; on en déduit
une preuve de (N’ u) et finalement une preuve de (N u). On a (P u) — (Q u) qui est
trivial & montrer. Pour montrer que —(P u) — (Q (i (s w))), il suffit de montrer que :

=(P u) — (Small P (s u) v) — (Small P u v)

Ce qui n’est pas difficile. La preuve vérifiée de ce paragraphe est faite en annexe.
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Application a la boucle while

Si on se donne dans ’environnement le principe de Markov écrit comme précédemment.
Alors on peut prouver la structure logique d’une boucle “while”.

On se donne un type A, une propriété P, décidable sur A, un élément initial a. L’invariant
de la boucle est une propriété () de type A — Prop. On suppose que I’élément initial a
satisfait (). On suppose qu’il existe une relation < sur A telle que a soit accessible pour
cette relation. C’est-a-dire que 'on a une preuve de :

(R:A— Prop)((z: A)((y: A)y < z) = (Ry)) — (Rz)) — (R a)
La boucle correspond & une preuve de :
(x: A)(Pz)—(Qx)—Xy: AQy)A(y <)
On prouve que finalement :
Yb: A=(Pb)A(Q D)

Pour cela on utilise 'axiome du choix pour “extraire” une fonction de type A — A de la
boucle et on montre que soit n le plus petit entier tel que l'itéré n fois de f a partir de a
ne vérifie pas P convient.

5.4.3 Reécurrence noethérienne

Supposons que 'on définisse une fonction récursive :

(gz)=(Fgux)

Pour prouver la terminaison de g, on peut montrer que dans la définition de F' les appels
a (g y) sont tels que y est “plus petit” que z. L’ordre utilisé doit étre bien fondé (on
dit aussi noetherien). C’est-a-dire qu’il n’existe pas de suite infinie décroissante. Pour
que Pévaluation de (g z) termine il suffit qu’il n’existe pas de suite infinie décroissante
commencant par x.

D’un point de vue constructif, nous utilisons la forme positive de la propriété de bonne
fondation c’est-a-dire le principe de récurrence noethérienne. Celui-ci exprime le fait que
si une propriété est vérifiée pour x dés qu’elle est vérifiée pour tous les y strictement
plus petits que x alors elle est vérifiée partout. Nous donnons maintenant les définitions
formelles de ces propriétés.

Soit A un type et < une variable de relation de type A — A — Prop. On notera de
maniére infixe y < x au lieu de (< y ). L’accessibilité d'un élément a pour < s’écrit :

Acc=(P:A— Prop)((x: A)((y : A)(y <z) —» (Py)) — (Px)) — (Pa)
Dire que l'accessibilité n’est pas informative, ¢’est pouvoir réaliser le principe suivant :

Ace — (P2 A — Spec)((x - A)((y - A)(y <) = (P y)) = (P x)) — (P a)
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Pour réaliser ceci il nous faut un objet r de type :
1((C' : Data)(A — (A —1C) — C) — C).
On veut que cet objet vérifie :

Acc — (C': Data)(P: A— C — Prop)((x : A)(P z) C (T C))
(T r)A
(F: A= (A—10) —0)
(T P
(e AT (F o)A
(g:A—10)
(T g
((y: AT (gy) ANy =2)—(Pyl(9y)))

~ (P (fz9)

—(Palr )

On construit 7 en prenant un point fixe d’une fonction de A dans C.
s= M.V AgAz.(f = (Ay(g )
On pose r = Af.(s f a). On a:

(s fa)=(f = Qials fy))

Pour montrer que r réalise la propriété souhaitée, il faut montrer (7 r) ce qui est trivial.
Puis on se donne C, P et f vérifiant les bonnes propriétés. On veut montrer (P a (r f)),
c’est-a-dire (P a (s f a)). On applique ’hypothése de contenu nul d’accessibilité de a a
la propriété [u: A](P u (s f u)). On se donne donc = de type A et une preuve de :

: Ay =2) = (Py(sfy)
On doit prouver (P z (s f x)). On a:
(s fa)=(f = Qyials fy))

I nous suffit donc de pouvoir instancier ’hypothése faite sur f par g = Ay.ti(s f y). Pour
cela il faut montrer (7 g), ce qui est vrai, que pour tout y de type A, (7 (g y)), ce qui
est encore vrai, et finalement que :

(y=<z)—=(Pyl(gy))

Mais | (g y) = (s f y) et on conclut en utilisant ’hypothése de récurrence.

5.4.4 Autres principes de récurrence

Nous allons montrer que la constante de point fixe permet de réaliser de nombreux prin-
cipes de récurrence.
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Introduction du point fixe

On se donne une variable A de type Data. Le cas dans lequel A est de type Spec est
analogue. On définit la notion de vérité d’une spécification restreinte & un sous-ensemble

de A.
Restr = [P : A — Prop|[C : A — Spec|(z: A)(P z) — (C z)

On note C|p pour (Restr P C). Ce qui est extrait d’'une preuve de C|p est une fonction
f de type A — 1E(C) telle que :

(T )N (@ AT (f 2)) AN(R(P) ) = (R(C) x| (f )))

C’est-a-dire une fonction dont le résultat réalise C' si 'argument est dans l'interprétation
de P.

On suppose donné un terme F' de type (A — Prop) — (A — Prop) tel que F = [Q : A —
Prop|[z : A]C et @ a des occurrences positives dans C'.

On introduit un opérateur Fizr de type ((A — Prop) — (A — Prop)) — A — Prop égal
au terme suivant :

(G : (A — Prop) — A — Prop][z : A|(Q : A— Prop)((y : A)(G Qy) — (Qy)) — (Q )

L’hypothése de positivité sur F' permet de construire un constructeur de (Fiz F') ¢’est-a-
dire un terme de type :

On remarque que R(Fiz) = Fiz donc R((Fiz F)) = (Fiz R(F)). Dans la suite on pose
G =R(F).
Nous allons montrer que la formule REC suivante est réalisée par un point fixe.

(C: A— Spec)((X : A — Prop)(Clx) — Clr x)) — Clriz r)

C’est-a-dire que si on sait construire un objet de C' pour un élément de (F' X) dés qu’on
sait en construire un pour un élément X alors on sait construire des éléments de C' pour

tout = de (Fiz F).
Pour réaliser cette proposition il nous faut un objet r de type :

(C: Data)((A —18C) - (A—1C)) - A —1C
On prend le terme fix suivant :
Af A8y Ag-Ay.L (f Azbg 2) y) )

On vérifie que fiz est de type (C : Data)((A — §C) — (A — 1C)) - A — §C. On a bien

évidemment les propriétés suivantes :

(T fix) (T | (fi f)) (T (fix [ x))
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Il faut montrer maintenant que :

(C: Data)(Q : A— C — Prop)((y : A)(Q y) — (T C))
(f:(A—=10) = A—10)
(X : A — Prop)(T f)A
(9: A—=8C)(T g) A (x: AT (g 2))
= (T (f9)A(x: AT (f gz))A
— (v A)(Fiz G x) = (Q z | (fix [ x))

On prend C, Q, f et x vérifiant les propriétés de la proposition. On applique 'hypothése
(Fiz G x) a la propriété :

A( z) = (Q =z | (g 2)))
(G X 2) = (Qazl(fgx))

R=ly:AQy | (fix fy))
Il faut donc prouver :
(y: A)G Ry)— (Ry)
Pour cela on obtient a partir de 'égalité (¥ h) = (h (Y h)) :

L(fix fy)=1(f Xe(fiz f 2)y)

On applique ’hypothése sur f en instanciant X par R, g par Az(fiz f z) et  par y. On a
bien une preuve de (7 g) et pour tout z de type A, (7 (g z)). On a également une preuve
de (G R y) il reste a prouver que :

(z: A)(R 2) = (Q 2 ] (9 2))

or (R z) est justement la proposition (@ z | (fiz f z)) ce qui permet de conclure.

Ce traitement est analogue & celui présenté par P. Dybjer [17]. On remarque que cette
construction et cette preuve sont possibles méme si [’ n’est pas un opérateur croissant,
simplement si I'opérateur F' n’est pas croissant, on ne saura pas en général construire
d’opérateur d’introduction de (Fiz F).

Cas d’un seul constructeur

En général on veut composer un appel récursif avec d’autres transformations informatives
comme par exemple une opération de filtrage.

On a toujours A de type Data. On suppose que 'on a F' de type (A — Prop) — A — Prop
et G de type (A — Spec) — A — Spec.

On suppose que I'on a une preuve M (ou une réalisation) de la proposition suivante :

(P:A— Prop)(Q: A— Spec)(Qlp) = (G Q) p)

Cette proposition dit que si on sait construire un objet de (@ x) quand z est dans P alors
on sait construire un objet de (G @) quand z est dans (F' P). Ceci est vrai en particulier
si F' et G sont syntaxiquement les mémes termes (seul le type de leur argument change)
et si P est positif dans (F' P). En effet il suffit d’appliquer la transformation ® décrite au
début du chapitre 4.
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Nous montrons que dans ces conditions la proposition :
(C:A— Spec)((x: A)(G C z) — (Cx)) = (x: A)(Fiz F z) — (C x)
est réalisable par le terme :

MAeb(Y Mg Ay.(f y L (E(M) Az4(g 2) x)))

La preuve formelle de ceci se trouve en appendice.
Ceci suggére d’'introduire un axiome ) _intro de type :

(A: Data)(F : (A — Prop) — A — Prop)(G : (A — Spec) — A — Spec)
(P A— Prop)(Q: A — Spec)((x: A)(P x) — (Q z)) — (F P x) — (G Q x))
— (C: A— Spec)((x: A)(G Cz)— (Cx)) — (x: A)(Fix F z) — (C z)

Cette proposition qui est réalisable pourrait étre un moyen “générique” d’introduire un
point fixe dans un programme. L’intérét de cette présentation réside en l'absence de
restriction syntaxique sur F.

On retrouve a partir de ce résultat I'interprétation de la récurrence noethérienne décrite
précédemment.

Cas de plusieurs constructeurs

Dans les cas usuels on compose les appels récursifs avec des opérations de filtrage. Par
exemple pour quicksort, le principe utilisé est :

(P : list — Spec)
(P nil)
— ((a: A)(m : list)((n : list)(n < m) — (P n)) — (P (cons a m)))
— (P1)
Plus généralement on a un prédicat Cx de la forme :
[z: M](P: M — K)
((z1: B1)(A1 P) = (P (c1 71)))
= ((zp 1 Bp)(Ap P) — (P (¢p 7))
— (P x)
Avec ¢, ... cp les p constructeurs d’un type de données M. On veut réaliser

(x: M)(CProp x) — (CSpec x)

Nous allons construire un réalisateur de cette proposition si de plus (A; P) est de type
Prop quand P est de type M — Prop.
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On va se ramener au cas précédent ; on introduit la notation matchie(A(P)) pour le pré-
dicat :
ly: M] (Q: M —K)
((z1: Bi)(A1 P) = (Q (c1 21)))

— (22 By)(Ay P) — (Q (¢ 1))
— (Qy)

On a l'équivalence du prédicat Cx et du prédicat a un constructeur Cy:
[z: MJ(P: M — K)((y : M)(matchc(A(P)) y) — (P y)) — (P x)

En effet le prédicat Ci- a un constructeur de type

(y : M)(matchc(A(Cx)) y) — (Ck v)
Le prédicat (matchic(A(Cy))) a lui p constructeurs de type

(zi : Bj)(A; Ci) — (matchc(A(Ck))) (¢i @)

On en déduit des preuves de :

(i : B;)(A;i Cx) — (matchc(A(Cy)))
Donc Cx C Cy.. Réciproquement il faut montrer que

(y : M) (matchc(A(Cx)) y) — (Cx v)

Or pour cela il suffit d’instancier ’hypothése (matchic(A(Cx)) y) sur le prédicat Cr.
En particulier le terme extrait de la proposition C:S’pec C CSpec est si on note C ... C, les

p constructeurs de CSpec :

AeAf(f Ay Ah(h Cy ... CY))

Dans cette traduction il est essentiel que le contenu de 'opération de filtrage soit le méme
que celui du prédicat que l'on veut définir. On veut montrer que CProp — CSpec est
réalisable, il suffit de montrer que C/Pro — :5’ lest.

D pec
On utilise le fait que lorsque les A(P) sont de contenu nul, il existe un réalisateur (construit
a l'aide du récurseur de M) de la proposition :

(P: M — Prop)(y : ./\/l)(matchpmp(A(P)) y) — (matchspec(A(P)) )
Puis on a, du fait de la positivité de P dans matchic(A(P)) que :

(P: M — Prop)(Q : M — Spec)
(Qlp) = (2 : M)(matchprop(A(P)) ) — (matchg,eo(A(Q)) v)

Ceci nous permet d’utiliser le résultat de la section précédente.
Le terme extrait de CProp - CSpec s’obtient par composition des précédents.
Ce traitement est analogue & celui des principes de récurrence dans PX.
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5.4.5 Un exemple de développement de programme récursif

On s’intéresse & un programme dont on ne sait pas prouver la terminaison.
f(n)=1if n=1then 0 if (even n) then f(n/2) else f(3n+ 1).

Nous décrivons cette spécification comme la plus petite relation sur les entiers notée partial
telle que :

(partzal 10)

(u: nat)(y : nat)(partial u y) = (partial 2u y)

(u: nat)(y : nat)(partial 3u+ 1 y) = (partial 2u+ 1 y)

On peut décrire le domaine de cette fonction par un prédicat récursif.

D = [n: nat] (Q : nat — Prop)

Q1)

— ((u:nat)(Q u) — (Q (2u)))

— ((u:nat)(Q Bu+1)) — (Q (2u+1)))

—(@n)
Remarquons que la spécification partial n m implique que m vérifie le principe de récur-
rence des entiers. En fait la seule valeur possible de f(n) est 0. Maintenant nous voulons
développer une preuve de

(n: nat)(D n) = Xm : nat.(partial n m)

Ce que l'on sait faire trivialement c’est prouver cette égalité en utilisant la version infor-
mative de la proposition D. C’est-a-dire :
D' = [n: nat] (Q : nat — Spec)
(@1)
— ((u: nat)(Q u) — (Q (2v)))
— ((u: nat)(Q Bu+1)) = (Q (2u+1)))
— (@ n)

Il reste & montrer que I’on peut réaliser :
(n: nat)(D n) — (D' n)

Pour cela on utilise la technique vue précédemment.

5.5 Autres extensions possibles

5.5.1 Data:Data

Pour le systéme logique avec une hiérarchie d’univers Type(i), nous sommes a priori amenés
a introduire trois hiérarchies qui se correspondent pour Data, Prop et Spec. 1l est possible
dans le typage des termes du langage de programmation de n’avoir que la constante Data
et d’ajouter la régle :

Data : Data’
On aura alors £(Type(i)) = Data pour tous les univers au-dessus de Spec.
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5.5.2 Logique classique

Une autre extension possible de notre systéme est d’ajouter 'axiome classic (c’est-a-dire
(A : Prop)=—A — A). Cet axiome n’est bien sir utilisable que pour les propositions de
contenu nul. Nous aurons alors des preuves classiques des prédicats de réalisabilité.
L’étude que nous avons faite au commencement de ce chapitre sur la traduction de la
logique classique dans la logique intuitionniste nous permet de montrer qu’il n’y a pas de
probléme avec les preuves des prédicats de terminaison. Que ce soit la terminaison “faible”
(le prédicat 7) ou les notions de terminaison forte avec les prédicats de construction des
types simples, on peut se débarrasser de 'usage de classic dans ces preuves.

Ceci permet de ramener l'utilisateur dans un monde plus proche des mathématiques
courantes. Une application possible de la logique classique est la suivante : Lorsqu’on
veut utiliser de maniére constructive qu’une relation est bien fondée, c¢’est le principe de
récurrence noethérienne dont on a besoin. Par contre, si on ne s’intéresse qu’a la propriété
de contenu nul correspondante, on peut vouloir se ramener & une propriété classiquement
équivalente & savoir qu’il n’existe pas de suite infinie descendante. Si par exemple on a
une relation < sur un type A et une fonction f croissante strictement de A dans nat. Il
est immédiat de prouver qu’il n’existe pas de chaine infinie descendante sur A, et ceci
uniformément en A.

5.6 Conclusion

Nous avons étudié dans cette partie des extensions de notre notion de réalisabilité. D’une
part en autorisant des programmes non fortement normalisables, d’autre part en autori-
sant un raisonnement classique pour les propositions de contenu nul. Il a fallu modifier la
notion de réalisabilité de maniére & pouvoir en déduire des propriétés de terminaison de
nos programmes. Ceci conduit & une formulation un peu lourde mais dont on peut déduire
les résultats attendus.

Il n’est pas nécessaire que l'utilisateur connaisse cette notion de réalisabilité. En effet
on peut par exemple lui donner 'axiome qui dit que 'accessibilité d’'un terme pour une
relation d’ordre bien fondée n’est pas informative. Cet axiome est réalisable en utilisant
un point fixe. Ce sera I'unique moyen pour 'utilisateur d’introduire ce point fixe.

La notion de réalisabilité avec point fixe ainsi définie a des propriétés voisines de la notion
de réalisabilité de PX.

L’extension du langage de programmation semble une propriété essentielle. En effet en
restreignant dans le chapitre précédent les termes extraits a étre bien typés dans F,,, on se
limite au développement d’algorithmes du Calcul des Constructions. En ajoutant un point
fixe dans le langage de programmation, on peut a priori développer les algorithmes prou-
vablement totaux dans I'arithmétique d’ordre supérieur. Cette classe est plus importante
comme le montre par exemple étude du terme de Maurey faite par J.-L. Krivine [28].
Nous pensons que le moyen le plus agréable pour développer un programme est une tech-
nique analogue a celle de AF; ou a la théorie LT'C' de P. Dybjer. On a certains prédicats
comme la récurrence sur les entiers qui décrivent des classes de termes normalisables.
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La réalisabilité avec terminaison explicite que nous avons présentée semble mieux adaptée
a un systéme avec types de base et un constructeur fonctionnel. Ce systéme est en effet
conflictuel avec la représentation des types concrets. On a vu par exemple que les types
récursifs avaient de bonnes propriétés si on autorisait la n-conversion alors que la notion
faible de réduction interdit cette utilisation. Il n’est pas non plus trés naturel de se limiter
a une seule abstraction pour une notion faible de terminaison des entiers. La notion
naturelle est d’étre 0 ou de commencer par un symbole de successeur. Pour cela on a
besoin de la forme normale de téte.
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Chapitre 6

Autres systémes de développement de
programmes

Il existe plusieurs systémes utilisant les rapports entre preuves et programmes. Nous
en avons parlé dans les chapitres précédents. Nous revenons ici plus précisément sur
leurs caractéristiques et leurs rapports avec ce que nous avons fait pour le Calcul des
Constructions. Une présentation comparative de différents systémes de développement de
preuves a été faite par S. Hayashi [23].

6.1 Systéme de Martin-Lof

Le systéme de Martin-Lof, tel qu’il est présenté dans [36], comporte les mémes difficultés
que le Calcul des Constructions a I’état pur en ce qui concerne la terminaison et la pré-
sence d’informations inutiles. Pour éliminer I'information logique non nécessaire dans le
programme, B. Nordstrom et K. Petterson [35] ont introduit un type “sous-ensemble”. Ce-
pendant l'introduction de ce type n’est pas sans difficulté [40]. Une bonne compréhension
de ce type peut se faire en introduisant une notion de proposition.

6.1.1 Propositions

Dans la théorie des types, il y a essentiellement deux jugements : A Type (A est un type)
et a € A (a est un terme de type A ou une preuve de A). A c6té de ce jugement pour les
types, on introduit des jugements pour les propositions : A Prop (A est une proposition)
et A true (A est vrai, il existe une preuve de A). L’ajout des propositions nécessite
I'introduction de nouvelle régles. Ce sont celles du calcul des prédicats avec quantification
sur les objets dans les types. Les régles d’élimination des types doivent étre dédoublées
de maniére a prendre en compte I’élimination sur les types et celle sur les propositions.
Par exemple, pour la quantification universelle, on aura les régles suivantes (en omettant
les régles d’égalité) :
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Formation
A Type Pz

)
(Ilxr € A)P

A Type  P(x)
(Vx € A)P(

Type [x € A
(z) Type
Prop [z € A]
x) € Prop

Introduction

p(r) € P(x) [r e A
Az.p(x) € (Ile € A)P(x)
P(z) true [z € A
(Vo € A)P(x) true

Elimination

€ (llre A)P(x) a€c A
(ca) € P(a)
(Vz € A)P(z) true a€ A
P(a) true
Dans le cas du produit on a une seule élimination du type (Ilx € A)P(x). Pour le type
disjonction ou la somme dépendante il faut en écrire deux. Par exemple si on note A+ B

la somme disjointe des types A et B, et i (resp. j) U'injection de A dans A + B (resp. B
dans A + B), les éliminations de A + B seront :

ceA+B d(x) e Ci(z) [r € A] e(y) € Ci(y) [y € B]
D(c, (z)d(z), (y)e(y)) € C(c)
ce A+ B Cl(i(x)) true [x € A]  C(j(y)) true |y € B]
C(c) true

La distinction Prop et Type correspond a notre distinction entre Prop et Spec. La deuxiéme
régle d’élimination correspond pour nous a la proposition :

((C: Spec)(A—-C)— (B—-C)—C) — ((C:Prop)(A—C)— (B—C)—C(C)

que nous avons montré étre réalisable. Notons que dans le systéme de Martin-Lof, le
probléme de réaliser ’axiome du choix ou bien le principe de récurrence ne se posent pas,
car ces propositions sont déja prouvables.

6.1.2 Le type sous-ensemble

Les régles pour le type sous-ensemble sont :

Formation
A Type P(a) Prop |a € A]

{zr € AlP(2)} Type

Introduction
a€ A P(a) true

a € {x e AlP(z)}
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Elimination pour les types

a€{xeAlP(x)} c(z)eC(z) [x €A B(x) true]
c(a) € C(a)

Elimination pour les propositions

a €{x € A|lP(x)} C(z) true [x € A, B(x) true]
C(a) true

On a en particulier : si a € {z € A|P(x)} alors a € A et P(a) true. Le jugement a € A
doit se lire comme a réalise A et non plus comme a est une preuve de A, comme c’était
le cas par I'isomorphisme de Curry-Howard.

Dans ce systéme, le seul moyen de faire entrer une proposition dans un type (par
exemple pour former le type représentant la disjonction de deux propositions) est d’utiliser
le type sous-ensemble. Si Unit est le type & un élément et si P est une proposition, alors
{z € Unit|P(x)} est un type qui est habité si et seulement si P est vrai.

Ajout de point fixe

On peut combiner les types récursifs tels qu’ils sont présentés dans [32] et la notion de
proposition pour obtenir des programmes récursifs.
Nous reprenons la formulation de P. Dybjer [16]. Nous notons simplement P le jugement
P true. Si “t € Clz € A]” alors on peut abstraire ¢ par rapport a z, ceci nous donne un
terme noté (z)t dans lequel x n’est pas libre. On écrit parfois ¢ sous-la forme f(x) et on
pose alors f = (z)f(x).
Si A Type alors on définit la notion de classe sur A. On dira que P est une classe sur A
si P(x) Prop [z € A] et on notera P : Class(A). On introduit une proposition (aeY’) qui
exprime 'appartenance d’un objet a de type A a une classe Y. La régle d’introduction de
I’appartenance est :

acA  Pla)

aeP

On définit alors l'inclusion de deux classes. Considérons une transformation ® sur les
classes, c’est-a-dire

O(X) : Class(A)[X : Class(A)].

Supposons que ® est croissante, ¢’est-a-dire que si X est inclus dans Y alors ®(X) est
inclus dans ®(Y). On introduit un formateur de classe Fiz avec la régle :

aed(Fix(P))
aeFiz(P)

La régle d’élimination sur les propositions est :

ceA  ceFiz(P)  Qx) [x € A zeFix(P), 2eP(Q)]
Q(c)
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L’élimination sur les types introduit un point fixe :

ceA celiz(P) g(f,y) € Cly) [X : Class(A), f(z) € C(x)[r € A, zeX],y € A, yeD(X)]
fiz(g,c) € C(c)

Avec les mémes prémisses que la régle d’élimination, la régle d’égalité dit que :

fiz(g,c) = g(fiz(g),c)

Cette construction permet de retrouver une régle d’introduction de point fixe pour une
récurrence bien fondée.

L’analogue de cette étude dans le Calcul des Constructions a été présenté en 5.4.4. Cela
revient pour nous a poser :

Fiz(®) =[c: A|(P: A— Prop)((z: A)(® Px)— (Px)) — (Pc)

II est immédiat, a partir de cette définition de dériver la régle de formation de Fiz(P)
ainsi que I'élimination sur les propositions. L’élimination sur les types correspond a la
réalisabilité a ’aide d’un point fixe de la proposition :

(c: A)(Fiz(®) ¢
— (C': A — Spec)
(((?/Oi f%)((X A = Prop)((z: A)(X ) = (C x)) = (¢ X y) = (Cy))

6.1.3 Une théorie logique des Constructions (LTC)

P. Dybjer a étudié les différentes maniéres de développer un programme dans une logique
de programmation telle que la théorie des types de Martin-Lof. Une approche intéressante
utilise une notion de réalisabilité dans un langage de programmation non typé [15].
La Théorie Logique des Constructions (LTC) se présente ainsi. On considére le langage de
la théorie intuitionniste des types mais avec des termes non typés, c’est-a-dire un A-calcul
non typé avec constantes (booléens, entiers, paires et sommes). On définit une logique
intuitionniste du premier ordre au dessus de ces termes, avec en particulier un prédicat N/
qui dit qu'un terme est un entier.
P. Dybjer définit une formule particuliére x € A par récurrence sur la structure de A. Les
principaux cas sont :
—n € nat = N(n)
— b€ bool = b= true Vb = false
- q€A+B=3xe Aqg=(inl z))V (3y € B.q= (inr y))
- g€ AxB=3re A3y € B.q=(a,b)
- feA— B=3b(Voe e Ab(x) € B) A f = \b)
Avec les conventions : Jx € A.B(z) = Jx.(x € A) A B(x)

Vo € A.B(x) =Vr.x € A= B(z)

P. Dybjer définit également une notion de réduction pour les termes. Cette réduction
correspond & une réduction extérieure jusqu’a trouver un constructeur (0, S ,true, false,
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inr, inl, A,...). Il montre ensuite que si ¢ € A est prouvable pour A un type “simple”,
c’est-a-dire formé a partir de nat et bool par produit, somme ou fléche, alors le terme ¢
admet une réduction. La formule £ € A correspond a une formule de réalisabilité.

P. Dybjer propose d’utiliser son systéme de la maniére suivante. On écrit un terme non
typé puis on prouve que ce terme est dans un type simple et éventuellement satisfait
d’autres propriétés. Cela nous donne en particulier sa preuve de normalisation. Cette
vision est essentiellement une vision de logique externe, c’est-a-dire que 1’on écrit d’abord
le programme puis on prouve sa correction. L’idée intéressante est que certaines formules
expriment des propriétés de terminaison des programmes, et ceci dans une optique “typée”.

6.2 Le systéme Nuprl

Ce systéme provient des systémes de Martin-Lof mais contient un certain nombre d’ex-
tensions. Une des principales différences est que dans le jugement a € A, le terme a peut
étre un A-terme quelconque. Ceci est possible par la régle appelée “direct computation”.
Elle autorise, dans un jugement, la substitution d’'un terme par n’importe quel réduit de
ce terme. On pourra en particulier donner une preuve de la forme faible du principe de
Markov que nous avons étudiée :

(Ve € N(P z)V—(P z)) =!(3z € N(P x)) — 3z € N.(P x)

O ! A représente le type A dont I'information calculatoire a été cachée. On dissocie ainsi
le programme et sa preuve de terminaison.

6.2.1 Le type sous-ensemble

Les propositions de contenu nul. Il y a dans NuPrl des propositions sans contenu
calculatoire. Ce sont I'égalité, I'inégalité entre entiers, 'absurde et le type a € A. Des
constantes sont extraites des preuves de ces types. Par contre on ne reconnait pas comme
étant de contenu nul la conjonction de deux propositions de contenu nul.

Un type sous-ensemble permet de cacher le contenu informatif de certaines propositions.
Les régles pour ce type sont usuelles sauf la régle d’élimination. Nous en donnons ici une
forme qui ne tient pas compte des propriétés de bonne formation.

y: A [B)),u=ye A-teT
u:{x: AB}F (Aytu)eT

Dans les hypothéses de la prémisse, la proposition B(x) est cachée. C’est ce qu’indiquent
les crochets carrés. Ce mécanisme est 1a pour assurer que ’hypothése correspondante ne
peut pas apparaitre dans t. Cette hypothése ne peut étre utilisée que dans la preuve d’une
proposition de contenu nul ou bien pour prouver une propriété Q(y) lors de la construction
d’un objet de type {y: B|Q(y)}.
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6.2.2 Fonctions partielles

On peut définir dans NuPrl des types récursifs pour peu que la récurrence soit positive
dans le type du constructeur.

Nous avons déja décrit ces types. Ils permettent de définir des fonctions récursives en
restreignant leurs domaines a un ensemble décrit par I'un de ces prédicats.

Récemment, R. Constable et S. Smith ont introduit une notion générale de fonction par-
tielle et de type partiel [4, 5]. On associe & chaque type T un type T qui contient les
objets de type T' qui ne terminent pas forcément. On peut alors utiliser un point fixe de
maniére générale. On peut aussi parler de la terminaison des fonctions, ce qui permet de
développer des théorémes de la théorie des fonctions récursives.

Ces caractéristiques de Nuprl en font un bon candidat au développement de pro-
grammes. D’un point de vue théorique, il est a noter que le typage de Nuprl n’est pas
décidable, il n’est en particulier pas décidable de savoir si un type est bien formé.

6.3 Le systeme PX

Nous avons vu les rapports entre notre systéme et le systéme PX en plusieurs endroits. En
particulier on a montré qu’'un certain nombre de propositions qui étaient basiquement de
contenu nul dans PX pouvaient également étre définies comme telles dans notre systéme.

6.3.1 Description

Le systéme PX de S. Hayashi [24] peut se voir comme une adaptation “informatique”
d’une notion de g-réalisabilité pour la théorie de Feferman. L’effort a été porté dans PX
sur lefficacité du programme obtenu (c’est-a-dire la réalisation). Celui-ci est transformé
en LISP et les exemples montrent qu’en faisant attention a la maniére dont on écrit les
preuves, on peut obtenir des programmes assez naturels.

Le langage. Le langage de PX distingue les expressions et les fonctions. Les expressions
contiennent les variables, les constantes, I’application d’une fonction a ses arguments, la
fermeture d’une fonction. On peut également former des expressions conditionnelles et
lier des variables dans des expressions en utilisant du filtrage. Toutes les expressions de
PX n’ont pas forcément une valeur.

Formules. PX n’est pas une théorie typée mais certaines expressions représentent des
classes. Dire qu’'une expression appartient a une classe remplacera les jugements a € A
des théories que nous avons vues précédemment.

Les formules atomiques sont I’égalité, I’absurde, la proposition vraie ainsi que les formules
suivantes, si e est une expression :

E(e) e a une valeur
Class(e) e est une classe
le1,. .. €n] s €nt1  e€1,...,€, appartiennent a la classe e,
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Notons parmi les connecteurs la présence d'un opérateur ¢ dont le but est de cacher
le contenu calculatoire des propositions. On peut également former des propositions en
utilisant une conditionnelle ou bien une opération de filtrage sur une expression.

Formules de type 0. PX posséde une notion syntaxique de propositions sans contenu
calculatoire qui sont appelées formules de type (ou rang) 0. Les formules de type 0
contiennent en particulier les formules de Harrop ainsi que la formule ¢A pour A quel-
conque, elles contiennent également les formules conditionnelles ou filtrantes formées a
partir de formules de type 0.

Logique. La logique de PX manipule des segments I' F A dans lesquels A est une
formule et I' est une suite de formules.

Nous ne donnons pas ici toutes les régles de la logique. Notons simplement que le prédicat
E est strict, c’est-a-dire que si une fonction appliquée & ces arguments a une valeur, alors
les arguments ont une valeur. La fermeture d’une fonction est une expression qui a une
valeur.

Si A est une formule de type 0, alors un axiome assure que A est equivalent & ¢A. Pour
toute formule A, ¢A est équivalent a la double négation de A. La logique classique est
donc autorisée pour les formules de type 0.

CIG-récursion. PX offre la possibilité de définir des classes récursives positives. Soit H
une formule de type 0 dans laquelle une variable de classe X apparait positivement (c¢’est-
a-dire uniquement dans des expressions [eq, . . ., €,] : X qui elles-mémes apparaissent posi-
tivement) et qui vérifie d’autres conditions secondaires de régularité. On peut former une
classe uXo{Z|H} qui représente informellement le plus petit point fixe de I'application
(croissante) qui a la classe X associe la classe des ¥ tels que H est vrai. Les régles d’in-
troduction de la classe uXo{Z|H} sont celles attendues. La régle d’élimination introduit
une fonction par une définition récursive dont le corps est calculé suivant la forme de H.
Si on veut extraire une fonction ayant un certain schéma de récursion, il faut utiliser une
description de la classe correspondante. Par exemple une écriture récursive de I'algorithme
de recherche du reste de la division euclidienne de b par a est :

let rec remainder a b = if b < a then b else remainder a (b — a)

La classe utilisée sera une sous classe D(a) de la classe N des entiers. Elle est définie par
CIG-récursion comme la plus petite classe telle que :

b:D(a) = if b<a then T else (b—a): D(a)
L’algorithme est alors développé comme une preuve de :
a:N,b:D(a)t 3r: N.Rem(a,b,r)

Il reste ensuite a faire une preuve du fait que si a et b sont dans la classe des entiers et si
a n’est pas nul alors b est dans la classe D(a). Mais cette preuve d’une formule de type 0
n’intervient pas dans le programme extrait.
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6.3.2 px-réalisabilité

La réalisabilité de PX est une g-réalisabilité, c’est-a-dire que la formule “a réalise A”
(notée a x A) implique le fait que A est prouvable. On a également a x A implique E(a)
c’est-a-dire que a a une valeur.

En particulier la définition de @ x A = B (implication) est la formule :

E(a)NA= BAYb.bx A=letc=(ab)incx B

(Nous écrivons let in au lieu de la notation V dePX.) La formule de réalisabilité a x A
pour A une formule de type 0 est a = nil A A. Pour les formules qui ne sont pas de type
0, la réalisabilité est optimisée de maniére & ignorer les sous-formules de type 0.

Le systéme PX est sans doute I'un des plus avancés en ce qui concerne le développement
de programmes a partir de preuves constructives.

6.4 Arithmétique fonctionnelle du second ordre

Le systéme d’arithmétique fonctionnelle du second ordre (AF,) de J.L. Krivine |29] est une
logique du second ordre avec la logique combinatoire comme langage du premier ordre.

Logique. La logique de AF; décrit la correction d’un jugement :
FFete A

dans lequel I' est une suite de liaisons d’une variable & une formule, A est une formule, ¢
est un terme et & est un ensemble d’équations. Le systéme contient en particulier la régle
suivante : si a = b se déduit des équations € et si I'Fg t € A alors ' ¢ ¢t € Ala/b].

Reéalisabilité. On associe & toute formule A de AF, une nouvelle formule “z réalise A”
qui est notée xH-A. La définition est la suivante :

zh=P(t1,...,t,) = P(t1, ..., ty,x)

tHA = B =Vyyt-A= (z y)HB
THVy.A = Vy.aHA
THVY.A = VY.zH-A

A toute preuve dans AF, (qui est représentée par un A-terme) correspond un terme
de la logique combinatoire (le programme) et une preuve du fait que ce terme réalise la
proposition initiale. Notre notion de réalisabilité s’inspire de ce systéme pour le traitement
de la quantification a I'ordre supérieur.

Sémantique. Plutot qu’a l'existence d’'une preuve de xH-A dans AF, J.-L. Krivine
s'intéresse a la validité de cette formule dans un modéle. La vision est donc beaucoup
moins “syntaxique” que dans les systémes vus précédemment.
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Type de données. La maniére dont se fait le développement de programmes dans
le systéme AF, est assez différente de ce qui a été vu jusqu’ici. L’idée est de décrire
une fonction par un certain nombre d’équations. On a par exemple dans le langage du
premier ordre les constantes 0 et S pour le zéro et le successeur dans les entiers. Pour
définir une fonction prédécesseur on introduit un symbole de fonction p et les axiomes
d’égalité p(0) = 0 et p(S(n)) = n. On trouve alors dans le systéme, en utilisant les égalités
précédentes, un réalisateur de :

Ve N(x) — N(p z).
N (z) est (par exemple) la formule :
VP.P(0) — (Yu.P(u) — P(S(u))) — P()

Le point principal est maintenant que cette preuve donne effectivement un terme qui
effectue le calcul de la fonction prédécesseur. En effet la proposition NV (x) définit ce que
J.-L. Krivine appelle un type de données formel ou type valeur. C’est-a-dire que dans un
modeéle on a t réalise N (z) si et seulement si = ¢ pour une interprétation convenable
des termes 0 et S.

Du point de vue de la réalisabilité, il est facile de faire des preuves de AF, dans le Calcul
des Constructions. Il suffit de considérer que les objets du premier ordre sont dans un
type U lui-méme de type Type et de contenu nul.

Point fixe. J.-L. Krivine suggére d’introduire des types valeurs comme plus petits points
fixes d’équations positives. Par exemple, M. Parigot définit un type d’entiers comme le
plus petit point fixe de I’équation :

N'(z) =VP.P(0) = (VuN"(u) — P(u) — P(S(u))) — P(x)

Cette définition des entiers donne pour successeur de n le A\-terme : Ax. Af.(f n (n z f)).
Pour gérer de telles définitions dans notre systéme, il faut explicitement des termes de
conversion. On pourrait se donner des constantes effectuant les conversions dans les deux
sens au niveau des preuves, et réaliser ces constantes par 'identité au niveau des pro-
grammes.

Egalité. La seule proposition de contenu nul du systéme AF; est 1’égalité. Le systéme
contient en effet de maniére interne que si t = t’ est dérivable et si u réalise P(t) alors u
réalise P(t'). Par rapport a notre systéme, toutes les spécifications se décrivent par des
égalités.

6.5 Autres systémes

6.5.1 Pruning

Lorsqu’on développe un programme comme preuve d’une spécification, I'information sup-
plémentaire peut étre utile & I'optimisation de ce programme. Dans sa thése [21], Ch.
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Goad montre comment exploiter cette information pour réaliser une opération de pruning
sur les programmes extraits.

L’idée du pruning est la suivante. Lorsque 1’on écrit un programme “if e then a else b” sous-
forme d’une preuve d’une spécification C, on écrit deux preuves 'une de e = true — C,
lautre de e = false — C. Supposons que dans 'une de ces preuves I’hypothése sur la
valeur de e ne soit pas utilisée, alors on a une preuve plus simple de la spécification C'
et le programme peut étre optimisé. Cette opération n’est possible que si 'on écrit ces
programmes sous forme de preuve. Une telle optimisation du code est nécessaire lors de la
spécialisation d’un programme existant. Ch. Goad étudie plus particuliérement ’exemple
d’un programme de “bin-packing”.

Exemple. L’introduction de la thése de C. Goad décrit un exemple trés simple qui
illustre la technique utilisée. On s’intéresse & un programme qui, étant donnés deux
nombres x et y, calcule une borne supérieure de x + y et xy.

u(z,y) = ife <1 theny+ 1 elseif y <1 then x + 1 else 2xy
La spécialisation de ce programme a y = 0.5 donne le programme :
u(x,0.5) = if v <1 then 1.5 else v + 1
alors que le pruning permet de trouver que = + 1 est une borne qui convient toujours.

Le systéme formel

Le systéme utilisé est la logique du premier ordre intuitionniste présentée dans un forma-
lisme de déduction naturelle.

Pruning. Le pruning peut se décrire au niveau des preuves. Il concerne les régles d’éli-
mination de la disjonction et du connecteur existentiel.

I I I3
AvB C C I, . , N
c = c S A n’est pas une hypothése libre de Il
I, Il II3
AvB C C ;. , N
c = o s B n’est pas une hypothése libre de II3
I, Il
Jr. A C I, . N
— Y = c S A n’est pas une hypothése libre de Il,
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Reéalisabilité. Par I'isomorhisme de Curry-Howard, les preuves de la déduction natu-
relle peuvent étre représentées par des termes. Ch. Goad remarque que pour une telle
application, on ne veut pas garder toute la preuve de la spécification. En particulier les
preuves des formules de Harrop ne sont pas utiles. Par contre on ne peut pas non plus
se servir d’une notion de réalisabilité classique qui interpréte I’élimination de la disjonc-
tion par une structure conditionnelle qui “oublie” 'information de dépendance dont on
a besoin. Il définit donc une notion de réalisabilité qui garde 'information nécessaire a
I’optimisation.

Le calcul dans lequel les programmes sont extraits est un A-calcul avec constantes pour
le produit, la somme disjointe et la somme dépendante. De toute formule de Harrop est
extrait une constante arbitraire.

On associe & toute preuve II de la déduction naturelle, un terme et un type I'(II). L’ori-
ginalité de I'extraction est dans la régle d’élimination de la disjonction et du connecteur
existentiel.

I, II, Il
AvB C C
I'( -

) = OE(G,I(IL), [(Is)[ea/ 5], T(s) [ap/f]) = C

Les variables a4 et ap représentent 'utilisation des hypothéses A et B, la variable [ n’est
libre ni dans I'(Ily) ni dans I'(Il3), OF est une constante du langage de programmation.
En général la représentation de I’élimination de la disjonction se fait par une constante :

case(L(I1y), Aaa . T(Ip), Aap.I'(113) = P.
Le pruning peut se décrire sur les termes extraits, par exemple :

OE(B,t1: AV Bty : Cit3: C) : C = ty:C si 3 n'est pas libre dans t,.

Pruning dans RCC. Nous donnons une idée de comment utiliser notre systéme pour
implanter ce genre d’optimisation de code. Le probléme est que 'on perd, dans le pro-
gramme extrait, la trace d’une hypothése utilisée dans un lemme de contenu nul. Ceci peut
sans doute se résoudre en transformant toute formule A de contenu nul en une formule A
égale a :

(C: Spec)(A— C) — C

On a £(A) = Unit le type a un élément. Ceci nous permet de garder une trace des
différentes utilisations des lemmes de contenu nul et de pouvoir faire une optimisation du
code. Il faut bien entendu ne pas utiliser la proposition :

A=A

qui, bien que réalisable, a dans le cas présent ’effet facheux d’oublier 'information d’uti-
lisation de A.
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Conclusion

Nous allons faire le point sur ce travail en essayant de présenter ses avantages et ses
défauts. Nous préciserons également les extensions possibles.

Les avantages

L’isomorphisme de Curry-Howard est un outil puissant pour le développement des preuves.
Le systéme de synthése de preuves implanté par Th. Coquand utilise une notion de terme
incomplet. Ceci illustre l'utilité de la représentation des preuves par des termes, non
seulement pour le codage ou la vérification mais également pour la recherche des preuves.
Le Calcul des Constructions, du fait de son uniformité, est un formalisme trés intéressant
pour le développement de preuves intuitionnistes. Cependant, nous pensons que pour
développer des programmes a partir de preuves, il est nécessaire de distinguer le langage de
programmation du langage de preuve et, a I'intérieur du langage de preuve, de distinguer
les termes dont on souhaite extraire une information calculatoire de ceux qui représentent
des preuves logiques.

Nous avons proposé une extension du Calcul des Constructions permettant cette distinc-
tion de maniére naturelle.

Reéalisabilité. Nous avons défini une notion de réalisabilité pour notre systéme étendu
et prouvé sa validité. Ceci nous assure que toute preuve donne un programme correct dont
on a retiré I'information logique.

Une utilisation importante de la réalisabilité est d’interpréter des propositions plutot que
de les prouver. Ces propositions peuvent ne pas étre prouvables ou I'interprétation peut
étre un terme “meilleur” que ne serait le programme extrait d’une preuve. La réalisabilité
assure que cette interprétation préserve la correction des programmes extraits.

Nous avons ainsi montré la cohérence de 'axiome du choix et du principe des hypothéses
dépendantes et comment introduire un type “sous-ensemble”.

Le type sous-ensemble nous sert dans la construction du type des “entiers construits”. Nous
montrons que ce type se comporte comme celui des entiers (on a un zéro et un successeur)
mais, de plus, on peut réaliser 'axiome de récurrence sur les entiers construits. Le fait
que la réalisabilité se fasse a l'intérieur du Calcul des Constructions permet de vérifier
mécaniquement ces justifications.
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Proposition sans contenu calculatoire. Notre systéme dispose d’une notion syn-
taxique de proposition de contenu nul. Nous avons donné également une définition de la
notion “sémantique” de proposition préréalisée. Nous avons montré, au cours de ce travail,
qu’un certain nombre de propositions étaient préréalisées. Reconnaitre qu’une proposition
est préréalisée permet d’optimiser le code extrait. L’utilisateur de notre systéme a la pos-
sibilité d’ajouter des axiomes permettant d’augmenter le nombre de propositions qui sont
reconnues comme étant préréalisées.

Langage de programmation. La réalisabilité permet d’interpréter les preuves dans
différents langages de programmation. Nous avons étudié une réalisabilité dans F,, qui
fournit des programmes fortement normalisables.
Nous donnons, en annexe, I’exemple du développement de I'algorithme de Warshall dans
ce formalisme suivant l'article de F. Pfenning [39].
Nous avons montré que la réalisabilité dans F,, a la particularité de ne pas permettre la
réalisabilité du principe de Markov. Ceci suggére d’étendre le langage de programmation
a aide d’une constante de point fixe. Nous montrons comment déduire de certaines
spécifications la preuve que le programme extrait est fortement normalisable.
Nous montrons qu’il est également possible de modifier la notion de réalisabilité de maniére
a prendre en compte un prédicat de terminaison faible (commencer par une abstraction).
Nous montrons comment utiliser ce systéme avec point fixe pour réaliser différents prin-
cipes de récurrence comme la récurrence noethérienne ou bien celle intervenant dans le
programine :
f(n)= if n=1then 0
if (even n) then f(n/2)
else f(3n+1).

Critique

Un certain nombre de problémes se posent.

Programmation dans F,, Contrairement, par exemple, au systéme de Martin-Lof,
le Calcul des Constructions posséde un niveau des “propositions” qui est imprédicatif.
Ceci présente un avantage certain pour le développement des preuves. D’un point de vue
programmation, 'imprédicativité permet un codage uniforme des structures de données.
Cependant nous avons noté que le codage des entiers et autres types récursifs n’était, a
premiére vue, pas trés efficace. Nous ne savons pas s’il est possible de décrire une optimi-
sation de ces programmes ou bien s’il faudra ajouter au systéme des constantes explicites
pour décrire des types récursifs et les régles de réduction correspondantes. Dans cette pers-
pective, on s’orienterait vers un systéme dans lequel seules les parties purement logiques
seraient imprédicatives, le développement des programmes se ferait lui plus naturellement
au niveau des “types”. Une telle approche permettrait d’utiliser le Calcul des Construc-
tions comme un langage de preuve au-dessus d’un noyau purement fonctionnel de ML.
L’étude que nous avons faite au chapitre 4, et en particulier les preuves de correction
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des transformations de positivité doivent permettre d’entreprendre I’étude de I'ajout des
types récursifs.

Terminaison. Programmer dans F,, pose le probléme de la forte normalisation des pro-
grammes qui limite le nombre d’algorithmes pouvant étre développés. Notre présentation
s’adapte bien a l'extension du langage de programmation. Nous pensons que la vision
la plus naturelle pour développer des programmes dans un langage avec point fixe est
d’utiliser des spécifications dont on déduit la terminaison des programmes extraits.

La reéalisabilité avec terminaison explicite ne nous semble pas trés compatible avec la
représentation des données, telles que les entiers, par des A-termes purs. Elle pourrait sans
doute étre plus utile dans un systéme fonctionnel avec types primitifs. Le langage ML par
exemple a une notion faible de réduction (on ne réduit jamais sous une abstraction).

Il reste a faire sur notre systéme des études pratiques permettant d’avoir un avis raison-
nable sur ces applications.

Extensions

Il serait intéressant de réaliser a partir de cette étude un véritable prototype de déve-
loppement de programmes & partir de preuves. On aimerait aller d’'un environnement de
développement de la preuve de la spécification jusqu’a 'exécution du programme extrait.
Un certain nombre de détails devront étre résolus. Les programmes obtenus par notre
méthode d’extraction contiennent une certaine lourdeur. Par exemple on trouvera assez
souvent dans le programme extrait de I’algorithme de Warshall des structures :

if b then true else false

que 'on voudrait transformer en b. Il n’est pas trés agréable d’avoir a dupliquer les défini-
tions pour Prop et Spec. 1l ne semble pas trés difficile d’offrir & I'utilisateur la possibilité
d’écrire des constantes génériques dont les bonnes instances seraient trouvées a chaque
étape.

Manipulation explicite de la réalisabilité. Le systéme actuel effectue 'extraction
en méme temps qu’il construit les preuves. Il serait intéressant d’augmenter ce systéme
de maniére a ce qu’il calcule également les formules de réalisabilité. On exploiterait ainsi
complétement le fait que la réalisabilité est interne. On pourrait alors envisager d’ajouter
un nouveau type de liaison. Si A est de type Spec, la formule (z € A) B serait une notation
pour (z: E(A))R(A,z) — B. On pourrait alors prouver des formules comme :

(z € {y: A[(P y)})(P z)

D’une maniére générale I'utilisateur pourrait faire des preuves de la réalisabilité de divers
axiomes dans le systéme.
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Exemples

Nous présentons en annexe différents exemples développés a ’aide de I'implantation ac-
tuelle du Calcul des Constructions. Ceux-ci utilisent principalement une extraction dans
F,. Cependant pour un programme comme quicksort, il suffit de réaliser le principe de
récurrence en utilisant un point fixe pour retrouver ’algorithme “standard”.
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Annexe A

Développement de programmes

A.1 Préliminaires

A.1.1 Les constructions de base

Nous définissons les connecteurs logiques sur les propositions.
L’identité sur les propositions

Inductive T : Prop =TI : T.
Syntax I "<_>Id4d".

La proposition absurde

Definition void (C:Prop)C.
Syntax void "{}".

Négation d’une proposition

Definition not [A:ProplA->{}.
Syntax not "7_".

De A et = A on peut déduire L et toute proposition

Theorem contradiction (A:Prop)A->(~A)->{}
Proof [A:Prop][h1:A]1[h2:7A](h2 h1).

Theorem absurd (A:Prop) (C:Prop)A->(~A)->C
Proof [A,C:Prop][h1:A][h2:7A](h2 h1 C).

Conjonction de deuz propositions
Syntax and "_/\\_".
Inductive and [A,B:Prop] : Prop = conj : A->B->(A/\B).

Syntax conj "<_,_>{_,_}".

Projections
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Variables A,B:Prop.
Variable x:A/\B.
Theorem projl A Proof (x A [y:A]l[z:Bly).

Theorem proj2 B Proof (x B [y:A]l[z:Blz).
Discharge A.
Syntax projl "<_,_>Fst{_}".
Syntax proj2 "<_,_>Snd{_}".

Disjonction de deux propositions

Syntax or "_\\/_".
Inductive or [A,B:Prop] : Prop
= or_introl : A -> (A\/B) | or_intror : B -> (A\/B).

Nous donnons maintenant les constructions logiques de contenu positif.
1 est préréalisée

Axiom except : (C:Spec){}->C.
La conjonction de deux propositions est préréalisée

Theorem and_null (A,B:Prop) (A/\B)->(C:Spec) (A->B->C)->C
Proof [A,B:Prop][h:A/\B][C:Spec][f:A->B->C](f <A,B>Fst{h} <A,B>Snd{h}).

Produit de deuz spécifications

Syntax prod "_&_".

Inductive prod [A,B:Spec] : Spec = pair : A->B->(A&B).
Syntax pair "<_,_>(_,_)".

Projections

Variables A,B:Spec.
Variable x:A&B.
Theorem fst A Proof (x A [y:A]l[z:Bly).

Theorem snd B Proof (x B [y:A]l[z:Blz).
Discharge A.
Syntax fst "<_,_>Fst(_)".
Syntax snd "<_,_>Snd(_)".

Une spécification : la disjonction de deux propositions

Syntax sumbool "{_}+{_}".
Inductive sumbool [A,B:Prop] : Spec = left : A ->({A}+{B}) | right : B->({A}+{B}).

Disjonction d’une proposition et d’une spécification

Syntax sumor "_+{_3}".
Inductive sumor [A:Spec;B:Prop] : Spec = inleft : A -> (A+{B}) | inright : B -> (A+{B}).

Disjonction de deux propositions

Syntax sum "_+_".
Inductive sum [A,B:Spec] : Spec = inl : A -> (A+B) | inr : B -> (A+B).
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Des constructions du langage de programmation

Produit de types

Syntax PROD "_Data_".

Inductive PROD [A,B:Data] : Data = PAIR : A->B->(A%*B).
Syntax pair "<_,_><_,_>".

Projections

Variables A,B:Data.
Variable x:Ax*B.
Theorem FST A Proof (x A [y:Al[z:Bly).

Theorem SND B Proof (x B [y:A]l[z:Blz).
Discharge A.
Syntax FST "<_,_>FST(_)".
Syntax SND "<_,_>SND(_)".

Types de données a un, deux éléments et entiers
Inductive one : Data = tt : one.

Inductive bool : Data = true : bool | false : bool.

Inductive nat : Data = 0 : nat | S : nat->nat.
Le type des singletons
Inductive J [A:Data] : Data = inj : A -> (J A).

Global pi : (A:Data) (J A)->A = [A:Datal[x:(J A)](x A [y:Aly).

Premier ordre

Connecteur ezistentiel de contenu positif

Syntax sig "<_>Sig(_)".
Inductive sig [A:Data;P:A->Prop] : Spec = exist : (x:A) (P x)->(<A>Sig(P)).

Syntax sig2 "<_>Sig2(_,_)".
Inductive sig2 [A:Data;P,Q:A->Prop] : Spec = exist2 : (x:4) (P x)->(Q x)->(<A>Sig2(P,Q)).

Connecteur existentiel de contenu nul

Syntax exi "<_>Exi(_)".
Inductive exi [A:Data;P:A->Prop] : Prop = exi_intro : (x:A) (P x)->(<A>Exi(P)).

Syntax exi2 "<_>Exi2(_,_)".
Inductive exi2 [A:Data;P,Q:A->Prop] : Prop = exi_intro2 : (x:A) (P x)->(Q x)->(<A>Exi2(P,Q)).

Définition de I’égalité.

Syntax eqd "<_>_=_".
Inductive eqd [A:Data;x:A] : A->Prop = refl_equal : <A>x=x.
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Propriétés

Variable A : Data.

Variable x,y,z : A.

Theorem sym_equal (<A>x=y) -> <A>y=x

Proof [h:<A>x=y](h [u:A]l<A>u=x (refl_equal A x)).

Theorem trans_equal (<A>x=y) -> (<KA>y=z) -> <A>x=z
Proof [h1l:<A>x=y][h2:<A>y=2z](h2 [u:A]<A>x=u hl).

Discharge A.
Stabilité par rapport auzx fonctions

Variables A,B : Data.
Variable f : A->B.
Variables x,y : A.

Theorem f_equal (<A>x=y)-><B>(f x)=(f y)
Proof [h:<A>x=y] (h [u:AI<B>(f x)=(f u) (refl_equal B (f x))).
Discharge A.

L’égalité de Leibniz est préréalisée
Axiom eq_spec : (A:Data) (a,b:A) (<A>a=b)->(P:A->Spec) (P a)->(P b).
Définitions des propriétés des relations

Variable A : Data.
Variable R : A->A->Prop.

Definition refl (x:A)(R x x).

Definition trans (x,y,z:A)(Rxy) -> Ry z) ->R x z).
Definition sym (x,y:AD)(R xy) -> (Ry x).

Definition equiv refl /\ trans /\ sym.

Discharge A.

A.1.2 Booléens et Entiers

Axiomes concernant les booléens

Axiom bool_initial : (b:bool) (P:bool->Prop) (P true)->(P false)->(P b).
Axiom bool_ind : (b:bool) (P:bool->Spec) (P true)->(P false)->(P b).
Axiom true_false : "<bool>true=false.

Axiomes de récurrence sur les entiers

Axiom peano : (n:nat) (P:nat->Prop) (P 0)->((u:nat) (P u)->(P (S w)))->(P n).
Axiom nat_ind : (n:nat) (P:nat->Spec)(P 0)->((u:nat) (P w)->(P (S u)))->(P n).

Relation d’ordre < sur les entiers

Inductive le [n:nat] : nat -> Prop
= le_n : (le n n)
| 1le_.S : (m:nat)(le n m)->(le n (S m)).
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Onposen<m = (Sn)<metn>m = —(n<m)

Definition 1t [n,m:nat](le (S n) m).
Definition gt [n,m:nat]~(le n m).

Opérateur de récursion primitive.

Variable A : Data.
Variable init : A.
Variable F : nat -> A -> A.
Global Rec : nat->A = [n:nat](nat_rec n A init [h:nat*A](h A F)).
Discharge A.

Prédécesseur

Global pred : nat->nat = (Rec nat 0 [u:nat][f:nat]u).
Global add : nat->nat->nat = [n,m:nat](n nat m S).
Global 1 : nat = (S 0).

Global twice : nat->nat = [n:nat](add n n).

Lemmes sur les entiers
Vn:nat =(S n)=0

goal <<(n:nat) <nat>(S n)=0>>;;
by (unfold_head THEN intros);;
by (absurd <<<bool>true=false>> THEN automatic);;
by (define "f" <<[m:nat] (m bool false [b:bool]ltrue)>>);;
by (elim_with <<<bool>(f (S n))=true>> THEN automatic);;
by (elim_with <<<bool>(f 0)=false>> THEN automatic);;
by (explicit <<(f_equal nat)>> THEN automatic);;
save_thm_tac "Sn_0";;

Vn,m:nat n <m= (S n) <(Sm)

goal <<(n,m:nat)(le n m)->(le (S n) (S m))>>;;
by (intros THEN elim_last THEN automatic);;
save_thm_tac "le_n_S";;

Transitivité

goal <<(n,m,p:nat)(le n m)->(le m p)->(le n p)>>;;
by (intros THEN elim_last THEN automatic);;
save_thm "le_trans";;

Vn : nat n < (S n)

goal <<(n:nat)(le n (S n))>>;;
by automatic;;
save_thm_tac "le_n_Sn";;

Vn:nat 0 <n

goal <<(n:nat) (le 0 n)>>;;
by (intros THEN explicit <<(peano n)>> THEN automatic);;
save_thm_tac "le_0_n";;
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Propriété du récurseur

goal <<(A:Data) (init:A) (F:nat->A->A) (n:nat)<A>(F n (Rec A init F n))=(Rec A init F (S n))>>;;
by (intros THEN unfold "Rec");;
by (resolve "S_reduce" THEN automatic);;

save_thm_tac "RecS";;

Propriété de la fonction prédécesseur

goal <<(m:nat)<nat>m=(pred (S m))>>;;
by (intro THEN unfold "pred");;
by (elim <<RecS>> THEN automatic);;
save_thm_tac "n_predSn";;

Propriété symétrique

goal <<(m:nat)<nat>(pred (S m))=m>>;;
by (intro THEN elim <<n_predSn>> THEN automatic);;
save_thm_tac "predSn_n";;

Vn,m.(Sn)=(Sm)=n=m

goal <<(n,m:nat) (<nat>(S n)=(S m))-><nat>n=m>>;;
by (intros THEN elim <<(predSn_n n)>> THEN elim <<(predSn_n m)>>);;
by (incomplet [3] <<(f_equal pred)>> THEN automatic);;

save_thm_tac ‘‘eq_SS’’;;

Vn : nat (pred n) <n

goal <<(n:nat) (le (pred n) n)>>;;
by (intro THEN explicit <<(peano n)>>);;
by (elim_with <<<nat>0=(pred 0)>> THEN automatic);;
by (intros THEN elim <<n_predSn>> THEN automatic);;
save_thm_tac "le_pred_n";;

Yn,m:nat (Sn)<(Sm)=>n<m

goal <<(n,m:nat)(le (S n) (S m))->(le n m)>>;;

by intros;;

by (elim <<(predSn_n n)>> THEN elim <<(predSn_n m)>>);;

by (elim_last THEN automatic);;

by (intro THEN DO 2 (elim <<n_predSn>>) THEN automatic);;

by (intro THEN resolve_with <<(le_trans (pred mQ))>> THEN automatic);;
save_thm_tac "le_S_n";;

VYn : nat (S n) >0

goal <<(n:mat) (gt (S n) 0)>>;;

by (unfolds ["gt";"not"] THEN intros);;

by (cut <<<nat>Exi([u:nat]l<mat>(S uw)=0)>>);;

by (elim_last THEN intros);;

by (explicit <<(contradiction <nat>(S x)=0)>> THEN automatic);;

by (elim_last THEN automatic);;

by (resolve_with <<(exi_intro n)>> THEN automatic);;

by (intros THEN resolve_with <<(exi_intro m)>> THEN automatic);;
save_thm_tac "gt_Sn_0";;
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Vn : nat —((S n) <0)

goal <<(n:mnat)”~(le (S n) 0)>>;;
by (exact <<gt_Sn_0>>);;
save_thm_tac "le_Sn_0";;

Vn : nat n < (S n)

goal <<(n:mat) (1t n (S n))>>;;
by (unfold_head THEN intros THEN automatic);;
save_thm_tac "lt_n_Sn";;

Vn,m,p:natn<m=m<p=n<p

goal <<(n,m,p:nat)(lt n m)->(le m p)->(1t n p)>>;;

by (unfold "1t" THEN intros THEN resolve_with <<(le_trans m)>>
THEN automatic);;
save_thm "1lt_le";;

Vn : nat —(n < 0)

goal <<(n:nat)~ (1t n 0)>>;;
by (exact <<gt_Sn_0>>);;
save_thm_tac "1lt_n_0";;

Propriétés élémentaires de l’addition

goal <<(n:nat)<nat>n=(add 0 n)>>;;
by automatic;;

save_thm_tac ‘‘add_0’’;;

goal <<(n,m:nat)<nat>(S (add n m))=(add (S n) m)>>;;
by automatic;;

save_thm_tac ‘‘add_S’’;;

Propriétés dérivées par récurrence

goal <<(n:nat)<nat>n=(add n 0)>>;;
by (intro THEN explicit <<(peano n)>> THEN intros_auto);;
by (elim <<add_S>> THEN automatic);;
by (elim_last THEN automatic);;
save_thm_tac ‘‘add_n_0’’;;
goal <<(n:nat)<nat>(add n 0)=n>>;;
by (resolve ‘‘sym_equal’’ THEN automatic);;
save_thm_tac ‘‘add_n_0_n’’;;
goal <<(n,m:nat)<nat>(S (add n m))=(add n (S m))>>;;
by (intros THEN explicit <<(peano n)>> THEN intros_auto);;
by (REPEAT (elim <<add_S>>) THEN automatic);;
by (elim_last THEN automatic);;
save_thm_tac ‘‘add_n_S’’;;

Associativité de 'addition

goal <<(u,v,w:nat)<nat>(add (add u v) w)=(add u (add v w))>>;;
by (intros THEN explicit <<(peano u)>> THEN intros_auto);;

by (REPEAT (elim <<add_S>>) THEN automatic);;

by (elim_last THEN automatic);;

save_thm_tac ‘‘add_ass’’;;
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Opérations de filtrage

goal <<(n:nat) (P:nat->Spec) (P 0)->((u:nat) (P (S u)))->(P n)>>;;
by (intros THEN explicit <<(mat_ind n)>> THEN automatic);;

save_thm ‘‘nat_match’’;;

goal <<(n:nat) (P:nat->Prop) (P 0)->((u:nat) (P (S u)))->(P n)>>;;
by (intros THEN explicit <<(peano n)>> THEN automatic);;

save_thm ‘‘nat_0_S’’;;

A.2 Recherche d’un minimum

Nous suivons ici le développement de la fonction Lambo tel qu’il a été étudié par Manna et Waldinger
dans [30]. Notre développement est dans F,, mais il serait possible de réaliser le principe de récurrence
en utilisant un point fixe. Le programme recherche pour une fonction f croissante non-bornée et pour un
entier n le plus petit m tel que f(m) > n. On fait une recherche dichotomique de m. Rappelons que la
version CAML du programme développé de maniére récursive est :

let lambo f n = if £(0) > n then O else limbo 1
where rec limbo i = if £(i) > n then O
else let u = limbo (2%i) in
if f(u+i) > n then u else u+i;;

L’exemple qui est donné ici est complétement développé dans le vernaculaire du Calcul des Constructions.

Relation d’ordre sur les entiers

Cette relation est axiomatisée. On vérifie que ces axiomes sont en particulier satisfaits par la relation
d’ordre le que nous avons définie sur les entiers.

Variable inf : nat->nat->Prop.

Axiom tran_inf : (trans nat inf).

Axiom inf00 : (inf 0 0).

Axiom infS_inf : (n,m:nat)(inf (S n) (S m))->(inf n m).
Axiom inf_infS : (n,m:nat)(inf n m)->(inf (S n) (S m)).
Axiom infS : (n:nat) (inf n (S n)).

Axiom abs0 : (inf 1 0)->{}.

Let sup : nat->nat->Prop = [n,m:nat] (inf (S m) n).
Propriétés de ces relations

Lemma re_inf (n:nat)(inf n n)
Proof [n:nat](peano n [u:nat](inf u u) inf00
[u:nat] [h: (inf u uw)](inf_infS u u h)).

Lemma inf0 (n:nat) (inf 0 n)
Proof [n:nat](peano n (inf 0) (inf00)
[u:nat][h:(inf O uw)] (tran_inf 0 u (S u) h (infS u))).

Lemma infS_0 (n:nat)(inf (S n) 0)->{}
Proof [n:nat](peano n [u:nat] (inf (S uw) 0)->{} absO
([u:natl[h: (inf (S u) 0)->{}1[t:(nf (S (S u)) 0)]
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(h (tran_inf (S u) (S (S u)) 0 (infS (S w)) t)))).

Lemma infSn_n (n:nat) (inf (S n) n)->{}
Proof [n:nat](peano n [u:nat](inf (S u) u)->{} abs0
([u:nat] [h: (inf (S u) uw)->{}]
[t:(inf (S (S uw)) (S w)lCh (infS_inf (S u) u t)))).

Lemma inf_sup_abs (n,m:nat) (inf n m)->(sup n m)->{}
Proof [n,m:nat][hl:(inf n m)][h2:(sup n m)]
(infSn_n n (tran_inf (S n) (S m) n (inf_infS n m hl) h2)).

Lemma inf_add (n,m:nat)(inf m (add n m))
Proof [n,m:nat]
(peano n [u:nat] (inf m (add u m))
(re_inf m)
([u:nat][h:(inf m (add u m))]
(tran_inf m (add u m) (add (S u) m) h (infS (add um))))).

Lemma sup_twice (n,m:nat)(sup n m)->(sup (twice n) (S m))
Proof [n,m:nat]
(nat_0_S n [u:nat](sup u m)->(sup (twice u) (S m))
[h:(sup 0 m)](infS_0 m h (sup (twice 0) (S m)))
[u:nat] [h:(sup (S u) m)]
(inf_infS (S m) (add u (S u))
(tran_inf (S m) (S u) (add u (S u))
h (inf_add u (S u))))).

A.2.1 Deéveloppement de la fonction lambo

Hypotheéses

Soit f une fonction non-bornée croissante
Variable f : nat->nat.

Axiom Unbound : (n:nat)<nat>Sig([y:nat](sup (f y) n)).
Axiom Increas : (n:nat) (m:nat) (inf n m)->(inf (f n) (£ m)).

Soient n et m deux entiers alors ils sont en relation par inf ou par sup, ceci de maniére informative ou
non.

Axiom inf_sup : (x:nat) (y:nat) {(inf x y)}+{(sup x y)}.
Axiom inf_supO : (x:nat)(y:nat)(inf x y)\/(sup x y).

Soit n un entier, on s’intéresse aux deuz prédicats Am.(inf (f m) n) et Am.(sup (f m) n)

Variable n : nat.
Let Inf : nat->Prop
Let Sup : nat->Prop

[m:nat] (inf (f m) n).
[m:nat] (sup (f m) n).

Les propriétés de inf, sup et f se traduisent ainsi pour Inf et Sup :

Let bound : <nat>Sig([y:nat](sup (f y) n))
= (Unbound n).
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Let Inf_Sup : (u:nat){(Inf w)}+{(Sup w)}
= [u:nat] (inf_sup (f uw) n).

Let Inf_Sup_abs : (u:nat)(Inf u)->(Sup u)->{}
= [u:nat] (inf_sup_abs (f u) n).

Lemma infInf (u,v:nat)(inf u v)->(Inf v)->(Inf u)
Proof [u,v:nat][hl:(inf u v)][h2:(Inf v)]
(tran_inf (f u) (f v) n (Increas u v hil) h2).

Spécification

Let Small : nat->Prop = [m:nat] (i:nat) (inf (S i) m)->(Inf i).
Let Lambo : Spec = <nat>Sig2(Sup,Small).
Let Lambol : Spec = <nat>Sig2(Inf, [m:nat](Sup (S m)))+{(Sup 0)}.
Let Limbo : nat -> Spec
= [i:nat](sup i 0)-> <nat>Sig2(Inf, [m:nat] (Sup (add i m)))+{(Sup 0)}.

Propriétés des spécifications

Lemma Small0 (Small 0)
Proof [i:nat][h:(inf (S i) 0)]1(infS_0 i h (Inf i)).

Lemma Leml (m:nat) (Inf m)->(Small (S m))
Proof [m:nat] [h: (Inf m)][i:nat] [q:(inf (S i) (S m))]
(infInf i m (infS_inf i m q) h).

Réduction de la spécification

Lemma Reductl Lambol->Lambo
Proof [h:Lambo1]
(h Lambo [hl:<nat>Sig2(Inf, [m:nat](Sup (S m)))]

(h1 Lambo

([m:nat] [£1: (Inf m)] [£2: (Sup (S m))]

(exist2 nat Sup Small (S m) f2 (Leml m £1))))
[h2: (Sup 0)](exist2 nat Sup Small 0 h2 Small0)).
Lemma Reduct2 (Limbo 1)->Lambol
Proof [h:(Limbo 1)](h (re_inf 1)).

La terminaison

Nous étudions d’abord le prédicat de terminaison de Manna et Waldinger. Soit y fixé, ils utilisent I'ordre
suivant :
u<v =u>vAv<y

Définition de l’ordre

Let bd : nat->nat->nat->Prop
= [y:nat] [u:nat] [v:nat] ((sup u v)/\(inf v y)).

Lemmes
Lemma Lem2 (y1,y2,u,v:nat)(bd y1 u v)->(inf v y2)->(bd y2 u v)

Proof [yl,y2,u,v:nat][hl:(bd y1 u v)][h2:(inf v y2)]
<(sup u v),(inf v y2)>{<(sup u v), (inf v y1)>Fst{h1},h2}.
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Lemma Lem3 (y,u,v,w:nat)(bd y u v)->(bd y v w)->(sup y w)
Proof [y,u,v,w:nat]l[hl:(bd y u v)][h2:(bd y v w)]
(tran_inf (S w) v y <(sup v w),(inf w y)>Fst{h2}
<(sup u v),(inf v y)>Snd{hi}).

Lemma Lem4 (u,v:nat)(Sup u)->(Inf v)->(inf v u)
Proof [u,v:nat][hil:(Sup u)][h2:(Inf v)]
(inf_sup0 v u (inf v u)
[t1:(inf v w)]tl
[t2: (sup v w)]
(Inf_Sup_abs u (infInf u v (tran_inf u (S uw) v (infS u) t2) h2) hi
(inf v w)).

Lemma Term (i,y:nat)(sup i y)->(wf_bd y i)
Proof [i,y:nat][h:(sup i y)]
[P:nat->Spec] [q: (v:nat) ((u:nat) (bd y u v)->(P u))->(P v)]
(q i [u:nat][g:(bd y u i)]
(except (P u) (inf_sup_abs i y <(sup u i), (inf i y)>Snd{g} h))).

Propriété de bonne fondation de l’ordre.

Let wf_bd
: nat->nat->Spec
= [y:nat] [i:nat]
(P:nat->Spec) ((v:nat) ((u:nat) (bd y u v)->(P w))->(P v))->(P i).

Preuve de (wfpd y) par induction sury

Lemma cas_base (i:nat)(sup i 0)->(wf_bd 0 i)
Proof [i:nat][h:(sup i 0)][P:nat->Spec]
[q: (vinat) ((u:nat)(bd 0 u v)->(P u))->(P v)]
(9 i [u:nat][g:(bd 0 u 1)]
(except (P u) (inf_sup_abs i 0 <(sup u i), (inf i 0)>Snd{g} h))).

Lemma cas_ind (i,y:nat)(wf_bd y i)->(wf_bd (S y) i)
Proof [i,y:nat][ind:(wf_bd y i)][P:nat->Spec]
[q: (v:nat) ((u:nat) (bd (S y) u v)->(P u))->(P v)]
(ind P ([v:nat] [g:(u:nat)(bd y u v)->(P u)l
(q v ([u:nat][h:(bd (S y) u v)]
(inf_sup v y (P w)
[t1:(inf v y)](g u (Lem2 (S y) y u v h t1))
[t2:(sup v y)]
(q u ([w:nat][11:(bd (S y) w u)]
(except (P w)
(infSn_n v
(tran_inf (S v) (Sy) v
(Lem3 (S y) w u v 11 h)
t2)))))))))).

Theorem Wf (y,i:nat)(sup i 0)->(wf_bd y i)
Proof [y,i:nat][h:(sup i 0)]
(nat_ind y [u:nat](wf_bd u i) (cas_base i h) (cas_ind i)).

Nous utilisons en fait un schéma de récurrence adapté. Définition du schéma de récurrence
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Global Ind : nat->nat->(nat->Spec)->Spec
= [y:nat] [i:nat] [P:nat->Spec]
((k:nat) ((inf k y)->(P (twice k)))->(P k))->(P i).

Preuve de la récurrence

Theorem wf_Ind (y:nat)(i:nat)(sup i 0)->(P:nat->Spec)(Ind y i P)
Proof [y:nat][i:nat][h:(sup i 0)][P:nat->Spec]
(nat_ind y [u:nat](Ind u i P)
([q: (k:nat) ((inf k 0)->(P (twice k)))->(P k)]
(q i [r:(inf i 0)](except (P (twice i)) (inf_sup_abs i 0 r h))))
([u:nat] [ind: (Ind u i P)]
[q: (k:nat) ((inf k (S w))->(P (twice k)))->(P k)]
(ind ([k:nat][r:(inf k u)->(P (twice k))]
(q k [t:(Enf k (S w)]
(inf_sup k u (P (twice k)) r
[v:(sup k u)]
(q (twice k)
[s:(inf (twice k) (S u))]
(except (P (twice (twice k)))
(inf_sup_abs (twice k) (S uw) s
(sup_twice k u v)))))))))).

Spécification la fonction limbo

Let LimboSig : nat->Spec
= [i:nat]<nat>Sig2(Inf, [m:nat] (Sup (add i m))).

Développement de la fonction limbo

Lemma LimboLem (i:nat) (sup i 0)->(Inf 0)->(LimboSig i)
Proof [i:nat][hl:(sup i 0)][h2:(Inf 0)]
(bound (LimboSig i)
[y:nat] [hy: (Sup y)]
(wf_Ind y i hl LimboSig
[k:nat] [hk: (inf k y)->(LimboSig (twice k))]
(Inf_Sup (add k 0) (LimboSig k)

[t1:(Inf (add k 0))]

(hk (Lem4 y k hy (add_n_0O_n k Inf t1)) (LimboSig k)
[m:nat] [ul: (Inf m)] [u2:(Sup (add (twice k) m))]
(Inf_Sup (add k m) (LimboSig k)

[s1:(Inf (add k m))]

(exist2 nat Inf [p:nat](Sup (add k p))

(add k m) s1 (add_ass k k m Sup u2))

[s2: (Sup (add k m))]

(exist2 nat Inf [p:nat](Sup (add k p)) m ul s2)))

[t2: (Sup (add k 0))]

(exist2 nat Inf [p:nat](Sup (add k p)) 0 h2 t2)))).

Lemma Prog (i:nat) (Limbo i)
Proof [i:nat][h:(sup i 0)]
(Inf_Sup 0 (LimboSig i)+{(Sup 0)}
[t1:(Inf 0)](inleft (LimboSig i) (Sup 0) (LimboLem i h t1))
[t2:(Sup 0)](inright (LimboSig i) (Sup 0) t2)).
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Le programme final

Theorem LamboProg Lambo
Proof (Reductl (Reduct2 (Prog 1))).

Le terme extrait

*x*¥x [f :nat->nat]

***% [Unbound :nat->(sig nat)]
*** [inf_sup :nat->nat->sumbool]
*x*%x [n :nat]

bound ==> (Unbound n)

Inf_Sup ==> [u:nat] (inf_sup (f u) n)
Lambo ==> (sig2 nat)

Lambol ==> (sumor (sig2 nat))

Reductl ==> [h:Lambo1]

(h Lambo [h1l:(sig2 nat)](hl Lambo [m:nat] (exist2 nat (S m))) (exist2 nat 0))

Limbo ==> (sumor (sig2 nat))

Reduct2 ==> [h:Limbo]h

wf_bd ==> (P:Data) (nat->(nat->P)->P)->P

Term ==> [i:nat] [y:nat] [P:Data] [q:nat->(nat->P)->P]1(q i [u:nat](except P))

cas_base ==> [i:nat][P:Data] [q:nat->(nat->P)->P](q i [u:nat](except P))
cas_ind ==> [i:nat][y:nat] [ind:wf_bd] [P:Datal [q:nat->(nat->P)->P]
(ind P [v:nat] [g:nat->P]
(q v [u:nat](inf_sup v y P (g uw) (q u [w:nat] (except P)))))
Wf ==> [y:nat][i:nat] (nat_ind y wf_bd (cas_base i) (cas_ind i))
Ind ==> [P:Data] (nat->P->P)->P
wf_Ind ==> [y:nat][i:nat][P:Datal
(nat_ind y (Ind P)
[q:nat->P->P]1(q i (except P))
[u:nat] [ind: (Ind P)][q:nat->P->P]
(ind [k:nat] [r:P]
(q k (inf_sup k u P r (q (twice k) (except P))))))
LimboSig ==> (sig2 nat)
LimboLem ==> [i:nat]
(bound LimboSig
[y:nat] (wf_Ind y i LimboSig
[k:nat] [hk:LimboSig]
(Inf_Sup (add k 0) LimboSig
(hk LimboSig
[m:nat] (Inf_Sup (add k m) LimboSig
(exist2 nat (add k m))
(exist2 nat m)))
(exist2 mnat 0))))
Prog ==> [i:nat](Inf_Sup 0 (sumor LimboSig)
(inleft LimboSig (LimboLem i))
(inright LimboSig))
LamboProg ==> (Reductl (Reduct2 (Prog 1)))

A.2.2 Le type sous-ensemble

Nous donnons une axiomatisation d’un type sous-ensemble.

Axiom subset : (C:Data)(C->Prop)->Spec.

185



Syntax subset "{_|_}".

Axiom subset_intro : (C:Data) (P:C->Prop) (x:C) (P x)->{y:CI(P y)}.
Axiom subset_elim : (C:Data)(P:C->Prop)
{x:CI(P x)}->(D:Spec) ((x:C) (P x)->D)->D.
Axiom subset_reduce
(C:Data) (P:C->Prop) (x:C) (hx: (P x)) (D:Spec) (£: (y:C) (P y)->D)
(Q:D->Prop) (@ (£ x hx))->
(Q (subset_elim C P (subset_intro C P x hx) D f)).

Axiom subset_induct
(C:Data) (P:C->Prop) (h:{x:C| (P x)}) (Q:{x:C| (P x)}->Prop)
((x:0) (hx: (P x))(Q (subset_intro C P x hx)))->(Q h).

A.2.3 Preuves des réalisations du type sous-ensemble
Les types extraits des hypothéses sont :

**x* [subset :Data->Datal]
%% [subset_intro :(C:Data)C->(subset C)]
%% [subset_elim :(C:Data) (subset C)->(D:Data) (C->D)->D]

Nous donnons maintenant des réalisations de chacun des axiomes du type sous-ensemble. Nous nous
placons dans un environnement avec C' de type Data et P de type C' — Prop fixé.

Variable C : Data.
Variable P : C->Prop.

Definition Esubset C.
Global Esub_intro : C->Esubset = [x:C]x.

Global Esub_elim : Esubset->(D:Data) (C->D)->D
= [y:Esubset] [D:Data] [£:C->D] (f y).

Nous définissons ensuite le prédicat de réalisabilité du type sous-ensemble.
Definition Rsubset P.
Nous prouvons maintenant que chacun des axiomes est réalisable.

goal <<(x:C)(P x)->(Rsubset (Esub_intro x))>>;;
by (unfold_head THEN automatic);;
save_thm "Rsub_intro";;

goal <<(x:Esubset) (Rsubset x)
->(D:Data) (Q:D->Prop)
(£:C->D) ((y:C) (P y)—>(Q (f y)))->(Q (Esub_elim x D £))>>;;
by (unfold "Esub_elim" THEN automatic);;
save_thm "Rsub_elim";;

goal <<(x:C) (P x)->(D:Data) (Q:D->Prop) (£:C->D) ((y:C) (P y)->(Q (f y)))

->(R:D->Prop) (R (f x))->(R (Esub_elim (Esub_intro x) D f))>>;;
by automatic;;
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save_thm "Rsub_reduce";;

goal <<(x:Esubset) (Rsubset x)->
(Q:Esubset->Prop) ((x:C) (hx: (P x))(Q (Esub_intro x)))->(Q x)>>;;
by (unfold "Esub_intro" THEN automatic);;

save_thm "Rsub_induct";;

Discharge C.
Les termes de preuves sont les suivants :

Esubset = [C:Datal]C : Data->Data
Esub_intro = [C:Data] [x:Clx : (C:Data)C->(Esubset C)

Esub_elim = [C:Data][y: (Esubset C)][D:Datal] [f:C->D]1(f y)
(C:Data) (Esubset C)->(D:Data) (C->D)->D

Rsubset = [C:Data] [P:C->Prop]P : (C:Data)(C->Prop)->C->Prop

Rsub_intro = [C:Data][P:C->Prop] [x:C] [H: (P x)]H
(C:Data) (P:C->Prop) (x:C) (P x)->(Rsubset C P (Esub_intro C x))

Rsub_elim = [C:Data][P:C->Prop] [x: (Esubset C)][H: (Rsubset C P x)]
[D:Datal] [Q:D->Prop] [£:C->D] [HO: (y:C) (P y)->(Q (f y))](HO x H)
(C:Data) (P:C->Prop) (x: (Esubset C)) (Rsubset C P x)
->(D:Data) (Q:D->Prop) (£:C->D) ((y:C) (P y)->(Q (£ y)))
->(Q (Esub_elim C x D f))

Rsub_reduce = [C:Data] [P:C->Prop] [x:C] [hx: (P x)]
[D:Data] [Q:D->Prop] [£f:C->D] [H: (y:C) (P y)->(Q (f y))]
[R:D->Prop] [HO: (R (f x))]HO
(C:Data) (P:C->Prop) (x:C) (P x)
->(D:Data) (Q:D->Prop) (£:C->D) ((y:C) (P y)->(Q (f y)))
->(R:D->Prop) (R (f x))->(R (Esub_elim C (Esub_intro C x) D £f))

Rsub_induct = [C:Data] [P:C->Prop] [x: (Esubset C)][H: (Rsubset C P x)]
[Q: (Esubset C)->Prop] [HO: (x0:C) (P x0)->(Q x0)](HO x H)

(C:Data) (P:C->Prop) (x: (Esubset C)) (Rsubset C P x)
->(Q: (Esubset C)->Prop) ((x0:C) (P x0)->(Q (Esub_intro C x0)))->(Q x)

A.2.4 Ensembles
Définitions
On se donne un type de base et on suppose ’égalité décidable sur ce type de base.

Variable V : Data.

Axiom eqV : (x,y:V){<V>x=y}+{"<VU>x=y}.
Axiom eqVNull : (x,y:V) (KV>x=y)\/("<V>x=y).

Les ensembles sont des prédicats sur ['univers

Definition Set V->Prop.
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Appartenance et inclusion

Definition in [P:Set][x:V](P x).
Definition incl [P,Q:Set](x:V)(in P x)->(in Q x).

L’ensemble vide () , ’ensemble complet (V)

Definition empty [x:V]{}.
Definition allV [x:V]T.

Addition d’un élément a un ensemble (Q + x)

Inductive (add:Set->V->Set) [Q:Set;x,y:V] : Prop
= in_Q_add : (in Q y)->(in (add Q x) y)
| eq_add : (<V>x=y)->(in (add Q x) y).

Retrait d’un élément (Q — x)

Inductive (moins:Set->V->Set) [Q:Set;x,y:V] : Prop
= in_Q_moins : (in Q y)->("<V>x=y)->(in (moins Q x) y).

Enumération des éléments d’un ensemble fini

Inductive enumerate : Set -> Spec
= enu_empty : (enumerate empty)
| enu_add : (y:V)(Q:Set) ("(in Q y))->(enumerate Q)->(enumerate (add Q y)).

Lemmes sur les ensembles
Ve.x &0

goal <<(x:V)~(in empty x)>>;;
by (unfolds ["not";"in";"empty"] THEN automatic);;
save_thm_tac "in_empty";;

Ve.x €V

goal <<(x:V)(in allV x)>>;;
by (unfolds ["in";"allV"] THEN automatic);;
save_thm_tac "in_allV";;

Pour tout ensemble W, W est inclus dans V et () est inclus dans W

goal <<(W:Set) (incl W allV)>>;;
by (unfold_head THEN automatic);;
save_thm_tac "incl_allV";;

goal <<(W:Set) (incl empty W)>>;;

by (unfold_head THEN intros);;

by (explicit <<(absurd (in empty x))>> THEN automatic);;
save_thm_tac "incl_empty";;

L’inclusion est transitive

goal <<(W,X,Y:Set)(incl W X)->(incl X Y)->(incl W Y)>>;;
by (unfold "incl" THEN automatic);;
save_thm "incl_trans";;
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Propriétés de l'ensemble Q + x

goal <<(Q:Set) (x:V)(incl Q (add Q x))>>;;
by (exact <<in_Q_add>>);;
save_thm_tac "incl_Q_add";;

goal <<(Q:Set) (x:V) (in (add Q x) x)>>;;
by (unfolds ["in";"add"] THEN automatic);;
save_thm_tac "in_add_x";;

La décidabilité de ’égalité sur V permet d’obtenir a partir d’une preuve (de contenu nul) de x € Q +y
une preuve de x € Q ou une preuve de T =y.

goal <<(Q:Set) (x,y:V)(in (add Q y) x)->{<V>y=x}+{(in Q x)}>>;;
by (intros THEN elim <<(eqV y x)>> THEN intro THEN automatic);;
by (resolve "right" THEN elim_unfold <<H>> THEN intros THEN automatic);;
by (explicit <<(absurd <V>y=x)>> THEN automatic);;

save_thm_tac "add_null";;

Propriétés de l’ensemble QQ — x

goal <<(Q:Set) (x:V)~(in (moins Q x) x)>>;;
by (unfold_head THEN intros);;
by (elim_unfold <<H>> THEN intros);;
by (absurd <<<V>x=x>> THEN automatic);;
save_thm_tac "not_in_moins";;

A.3 Quicksort

Nous donnons ici une dérivation de l'algorithme Quicksort pour des listes.

A.3.1 Listes

Hypothesis A:Data.
Inductive list : Data = nil : list | cons : A -> list -> list.
Hypothesis list_initial :
(1:1ist) (P:list->Prop) (P nil)->((x:A) (m:1list) (P m)->(P (cons x m)))->(P 1).
Hypothesis list_ind :
(1:1ist) (P:1list->Spec) (P nil)->((x:A) (m:1ist) (P m)->(P (cons x m)))->(P 1).

Concaténation
Global app : list->list->list = [1,m:1list](1l list m coms).
Récursion primitive

Variable B : Data.

Variable init : B.

Variable iter : A -> list -> B -> B.

Global Reclist : list -> B

= [1:1ist] (list_rec 1 B init [a:A][H:1ist*B]J(H B [m:1list][b:B](iter a m b))).
Discharge B.

Tasl
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Global tail : list -> list = (Reclist list nil [a:A] [m,t:1list]m).
Longueur des listes

Global length : list -> nat = [1l:1list](1 nat 0 [a:A]S).

Ordre des longueurs sur les listes

Definition lel [1,m:1list](le (length 1) (length m)).

Listes vides

Definition Null [1:1ist]<list>nil=1.

Propriétés des listes

Longueur

goal <<<nat>0=(length nil)>>;;
by automatic;;

save_thm_tac "length_nil";;

goal <<(a:A)(m:1list)<nat>(S (length m))=(length (cons a m))>>;;
by automatic;;

save_thm_tac "length_cons";;

Concaténation

goal <<(m:list)<list>m=(app nil m)>>;;
by automatic;;

save_thm_tac "app_nil";;

goal <<(a:A) (m,n:1list)<list>(cons a (app m n))=(app (cons a m) n)>>;;
by automatic;;

save_thm_tac "app_cons";;

Associativité de la concaténation

goal <<(m,n,p:list)<list>(app (app m n) p)=(app m (app n p))>>;;
by (intros THEN explicit <<(list_initial m)>> THEN automatic THEN intros);;
by (REPEAT (elim <<app_cons>>));;
by (explicit <<(f_equal list)>> THEN automatic);;

save_thm_tac "app_assl";;

goal <<(m,n,p:list)<list>(app m (app n p))=(app (app m n) p)>>;;
by (intros THEN resolve "sym_equal" THEN automatic);;
save_thm_tac "app_ass2";;

Récursion primitive

goal <<(B:Data) (init:B) (iter:A->1list->B->B) (a:A)(1l:1list)
<B>(iter a 1 (Reclist B init iter 1))=(Reclist B init iter (coms a 1))>>;;
by (intros THEN unfold "Reclist" THEN resolve "cons_reduce");;
by (unfold "PAIR" THEN automatic);;
save_thm_tac "ReclistEqual";;

Tail
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goal <<<1list>nil=(tail nil)>>;;
by automatic;;
save_thm_tac "tail_nil";;

goal <<(a:A) (1:1ist)<list>1=(tail (cons a 1))>>;;
by (intros THEN unfold "tail" THEN elim <<ReclistEqual>> THEN automatic);;
save_thm_tac "tail_cons";;

Relation d’ordre des longueurs

goal <<(l:list)(lel 1 1)>>;;
by (intro THEN unfold "lel" THEN automatic);;
save_thm_tac "lel_refl";;

goal <<(l,m,n:1list)(lel 1 m)->(lel m n)->(lel 1 n)>>;;

by (unfold "lel" THEN intros THEN resolve_with <<(le_trans (length m))>>
THEN assumption);;
save_thm_tac "lel_trans";;

goal <<(a,b:A)(1,m:1list)(lel 1 m)->(lel (cons a 1) (comns b m))>>;;
by (DO 4 intro THEN exact <<(le_n_S (length 1) (length m))>>);;
save_thm_tac "lel_cons_cons";;

goal <<(a,b:A)(1,m:1list)(lel 1 m)->(lel 1 (cons b m))>>;;
by (DO 4 intro THEN exact <<(le_S (length 1) (length m))>>);;
save_thm_tac "lel_cons";;

goal <<(a,b:A)(1,m:1list)(lel (cons a 1) (cons b m)) -> (lel 1 m)>>;;
by (DO 4 intro THEN exact <<(le_S_n (length 1) (length m))>>);;
save_thm_tac "lel_tail";;

Listes vides

goal <<(Null nil)>>;;
by (unfold "Null" THEN automatic);;
save_thm_tac "Null_nil";;

goal <<(1l:1list)(lel 1 nil)->(Null 1)>>;;
by intro;;
by (explicit <<(list_initial 1)>> THEN intros THEN automatic);;
by (explicit <<(absurd (le (S (length m)) 0))>> THEN automatic);;
save_thm_tac "lel_nil";;

goal <<(a:A)(m:1ist)”(Null (cons a m))>>;;
by (unfolds ["not";"Null"] THEN intros);;
by (explicit <<(absurd <nat>(S (length m))=0)>> THEN automatic);;
by (change <<<nat>(length (cons a m))=(length nil)>>);;
by (explicit <<(f_equal list)>> THEN automatic);;
save_thm_tac "nil_cons";;

A.3.2 Définitions de Quicksort

On se donne un type de données A et une relation décidable sur A
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Hypothesis inf : A -> A -> Prop.
Definition sup [x,y:A]”(inf x y).

Hypothesis inf_sup : (x,y:A){(inf x y)}+{(sup x y)}.
Propriété pour les éléments d’une liste de vérifier un prédicat

Inductive Rlist [R:A->Prop] : list -> Prop =
Rnil : (Rlist R nil)
|[Rcons : (x:A)(1:1list) (R x)->(Rlist R 1)->(Rlist R (cons x 1)).

Propriété pour les éléments d’une liste d’étre plus grands ou plus petits qu’un élément donné.

Hypothesis x : A.
Hypothesis 1 : list.

Definition inf_list (Rlist (inf x) 1).
Definition sup_list (Rlist (sup x) 1).

Discharge x.
FEquivalence de deux listes

Inductive permut : list->list->Prop =
permut_nil : (permut nil nil)
| permut_tran : (1,m,n:list)(permut 1 m)->(permut m n)->(permut 1 n)
| permut_cmil : (a:A)(1,m,n:list)(permut 1 (app m n))->(permut (cons a 1) (app m (cons a r
| permut_milc : (a:A)(1,m,n:list)(permut (app m n) 1)->(permut (app m (cons a n)) (cons a

Spécification de la séparation d’une liste en deuz

Inductive Lem_spec [a:A;1:1ist] : Spec =
Lem_exist : (11,12:1ist)(sup_list a 11)->(inf_list a 12)->(permut 1 (app 11 12))
->(lel 11 1)->(lel 12 1)->(Lem_spec a 1).

Prédicat de tri

Inductive sort : list->Prop =
sort_nil : (sort nil)
| sort_mil : (a:A)(l,m:list) (sup_list a 1)->(inf_list a m)
->(sort 1)->(sort m)->(sort (app 1 (cons a m))).

A.3.3 Lemmes

Lemmes sur Rlist

goal <<(R:A->Prop)(m,n:1list)(Rlist R m)->(Rlist R n)->(Rlist R (app m n))>>;;
by intros;;
by (elim <<H>> THEN automatic);;
by (intros THEN elim <<app_cons>> THEN automatic);;

save_thm_tac "Rlist_app";;

goal <<(R:A->Prop)(a:A)(1:1list) (Rlist R (cons a 1))->(R a)>>;;

by intros;;
by (cut <<("(Null (coms a 1)))->(R ((cons a 1) A a [b:Al[n:Alb))>>);;
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by (unfold_occur_hyp 2 "HO" "cons" THEN resolve "HO" THEN automatic);;

by (elim_last THEN automatic);;

by (intro THEN explicit <<(absurd (Null nil))>> THEN automatic);;
save_thm "Rlist_hd";;

goal <<(R:A->Prop)(a:A)(1:1list) (Rlist R (cons a 1))->(Rlist R 1)>>;;
by intros;;
by (elim_with <<<list>(tail (cons a 1))=1>>);;
by (explicit <<(Rlist_rec R (cons a 1))>> THEN automatic);;
by (elim <<tail_nil>> THEN automatic);;
by (intros THEN elim <<tail_cons>> THEN elim_last THEN automatic);;
by (elim <<tail_cons>> THEN automatic);;
save_thm "Rlist_t1";;

goal <<(R:A->Prop)(a:A)(1:1list)(Rlist R (coms a 1))->((R a)/\(Rlist R 1))>>;;
by (intros THEN resolve "conj");;
by (resolve_with <<(Rlist_hd 1)>> THEN automatic);;
by (resolve_with <<(Rlist_tl a)>> THEN automatic);;

save_thm_tac "Rlist_cons";;

goal <<(R:A->Prop)(n,m:1list) (Rlist R (app n m))->((Rlist R n)/\(Rlist R m))>>;;
by (DO 3 intro);;
by (explicit <<(list_initial n)>> THEN automatic);;
by (DO 3 intro THEN elim <<app_cons>>);;
by (intro THEN elim <<(Rlist_cons R x (app mO m))>> THEN intros
THEN automatic);;
by (elim <<H>> THEN intros THEN automatic);;
save_thm_tac "Rlist_app_decomp";;

Lemmes sur Permut

goal <<(a:A)(1l,m:1list) (permut 1 m)->(permut (cons a 1) (cons a m))>>;;
by (intros THEN change <<(permut (cons a 1) (app nil (cons a m)))>>

THEN automatic);;

save_thm_tac "permut_cons";;

goal <<(1l,m,n:1list) (permut m n)->(permut (app 1 m) (app 1 n))>>;;
by (intros THEN explicit <<(list_initial 1)>> THEN automatic THEN intros);;
by (DO 2 (elim <<app_cons>>) THEN automatic);;

save_thm_tac "permut_app";;

goal <<(1,m:list) (permut 1 m)->(permut m 1)>>;;
by (intros THEN elim_last THEN automatic THEN intros);;
by (resolve_with <<(permut_tran m0)>> THEN automatic);;
save_thm "permut_sym";;

save_search "permut" (resolve "permut_sym" THEN assumption);;

goal <<(R:A->Prop) (m,n:list)(permut m n)->(Rlist R m)->(Rlist R n)>>;;
by (DO 4 intro THEN elim_last THEN automatic THEN intros);;
by (elim <<(Rlist_cons R a 1 H1)>> THEN intros
THEN elim <<(Rlist_app_decomp R mO nO)>> THEN automatic);;
by (elim <<(Rlist_app_decomp R mO (cons a n0O) H1)>> THEN intros
THEN elim <<(Rlist_cons R a n0)>> THEN automatic);;
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save_thm "Rpermut";;

goal <<(ml,m2,n1,n2 :list) (permut ml nl)->(permut m2 n2)->(permut (app ml m2) (app nl n2))>>;
by intros;;
by (elim <<H>> THEN intros THEN automatic);;
by (resolve_with <<(permut_tran (app m n2))>> THEN automatic);;
by (resolve_with <<(permut_tran (app m m2))>> THEN automatic);;
by (elim <<app_ass2>>);;
by (REPEAT (elim <<app_cons>>));;
by (cut <<(permut (app 1 m2) (app m (app n n2)))>> THEN automatic);;
by (elim <<app_ass1>> THEN automatic);;
by (elim <<app_ass2>>);;
by (REPEAT (elim <<app_cons>>));;
by (cut <<(permut (app m (app n m2)) (app 1 n2))>> THEN automatic);;
by (elim <<app_ass1>> THEN automatic);;
save_thm_tac "permut_app_app";;

goal <<(m,ml,m2,n1,n2 :list)(permut m (app ml m2))->
(permut ml nl)->(permut m2 n2)->(permut m (app nl n2))>>;;
by (intros THEN resolve_with <<(permut_tran (app ml m2))>>
THEN automatic);;
save_thm "permut_app_double";;

Lemmes sur inf list et sup _list

goal <<(a:A) (inf_list a nil)>>;;
by (unfold "inf_list" THEN automatic);;
save_thm_tac "inf_list_nil";;

goal <<(a:A) (sup_list a nil)>>;;
by (unfold "sup_list" THEN automatic);;
save_thm_tac "sup_list_nil";;

goal <<(a,b:A) (m:1list) (inf a b)->(inf_list a m)->(inf_list a (cons b m))>>;;
by (unfold "inf_list" THEN automatic);;
save_thm_tac "inf_list_cons";;

goal <<(a,b:A)(m:1list) (sup a b)->(sup_list a m)->(sup_list a (cons b m))>>;;
by (unfold "sup_list" THEN automatic);;
save_thm_tac "sup_list_cons";;

goal <<(a:A)(m,n:1list) (permut m n)->(inf_list a m)->(inf_list a n)>>;;
by (intros THEN unfold "inf_list" THEN resolve_with <<(Rpermut m)>>

THEN automatic);;

save_thm "inf_permut";;

goal <<(a:A)(m,n:1list) (permut m n)->(sup_list a m)->(sup_list a n)>>;;
by (intros THEN unfold "sup_list" THEN resolve_with <<(Rpermut m)>>

THEN automatic);;

save_thm "sup_permut";;

Développement

Preuve du lemme de séparation
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goal <<(a:A)(1l:1ist) (Lem_spec a 1)>>;;
by (intros THEN explicit <<(list_ind 1)>>);;
by (resolve_with <<(Lem_exist nil nil)>> THEN automatic);;
by (elim <<app_nil>> THEN automatic);;
by (intros THEN elim_last THEN intros);;
by (elim <<(inf_sup a x)>> THEN intro);;
by (resolve_with <<(Lem_exist 11 (cons x 12))>> THEN automatic);;
by (resolve_with <<(Lem_exist (cons x 11) 12)>> THEN automatic);;
by (elim <<app_cons>> THEN automatic);;
save_thm "Decompose";;

Preuve du principe de récurrence

goal <<(1l:1list)(P:list->Spec)
(P nil)->((a:A) (m:1ist) ((n:1list)(lel n m)->(P n))->(P (cons a m)))
->(P 1)>>;;
by intros;;
by (cut <<(n:list)(lel n 1)->(P n)>>);;
by (explicit <<(H1 1)>> THEN automatic);;
by (explicit <<(list_ind 1)>>);;
by (intros THEN explicit <<(eq_spec list nil n)>> THEN automatic);;
by (elim <<(lel_nil n)>> THEN automatic);;
by (DO 4 intro THEN explicit <<(list_ind n)>> THEN intros THEN automatic);;
by (resolve "HO" THEN intros);;
by (resolve "H1");;
by (resolve_with <<(lel_trans mO)>> THEN automatic);;
by (explicit <<(lel_tail x0 x)>> THEN automatic);;
save_thm "induction";;

Preuve finale de Quicksort

goal <<(1l:1list)<1list>Sig2(sort, (permut 1))>>;;

by (intro THEN explicit <<(induction 1)>> THEN intros);;

by (resolve_with <<(exist2 nil)>> THEN automatic);;

by (elim <<(Decompose a m)>> THEN intros);;

by (elim <<(H 11)>> THEN automatic THEN intros_with ["ml";"s1";"p1"1);;

by (elim <<(H 12)>> THEN automatic THEN intros_with ["m2";"s2";"p2"]1);;

by (resolve_with <<(exist2 (app ml (cons a m2)))>> THEN automatic);;

by (resolve "sort_mil" THEN automatic);;

by (resolve_with <<(sup_permut 11)>> THEN automatic);;

by (resolve_with <<(inf_permut 12)>> THEN automatic);;

by (resolve "permut_cmil');;

by (resolve_with <<(permut_app_double 11 12)>> THEN automatic);;
save_thm "Sort";;

A.3.4 Extraction

L’environnement extrait est le suivant.

*xx [A :Data]
list = (C:Data)C->(A->C->C)->C
: Data
nil = [C:Data] [H1:C][H2:A->C->C]H1
list
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cons = [Y:A][YO0:1ist][C:Data] [H1:C][H2:A->C->C](H2 Y (YO C H1 H2))
: A->list->list
list_rec = [H:1list][C:Data] [H1:C] [H2:A->1ist*C->C]

<list,C>SND((H 1list*C (PAIR list C nil H1)

[Y:A]J[YO:1istx*C]

(PAIR list C (coms Y <list,C>FST(Y0)) (H2 Y Y0))))

: list->(C:Data)C->(A->1ist*xC->C)->C
*x** [list_ind :list->(P:Data)P->(A->1ist->P->P)->P]
app = [1:list][m:1ist] (1l list m comns)
¢ list->list->list
Reclist = [B:Data][init:B][iter:A->1ist->B->B][1:1ist]
(list_rec 1 B init [a:A][H:1ist*B](H B [m:1list][b:B](iter a m b)))
(B:Data)B->(A->1list->B->B)->1list->B
tail = (Reclist list nil [a:A]l[m:1list][t:1list]Im)
: list->list
length = [1:1ist](1 nat 0 [a:A]S)
: list->nat
*x*%* [inf_sup :A->A->sumbool]
Lem_spec ==> (C:Data) (1list->1list->C)->C
Lem_exist ==> [a:A][1:1ist][11:1ist][12:1ist][C:Data][H1:1list->1list->C](H1 11 12)
Lem_spec_elim ==> [a:A][1:1list] [H:Lem_spec]H
Decompose ==> [a:A][1:1ist](list_ind 1 Lem_spec

(Lem_exist a nil nil nil)

[x:A][m:1ist] [H:Lem_spec]

(H Lem_spec [11:1list][12:1list]

(inf_sup a x Lem_spec

(Lem_exist a (cons x m) 11 (cons x 12))

(Lem_exist a (cons x m) (cons x 11) 12))))
induction ==> [1:1list][P:Data] [H:P][HO:A->1ist->(1ist->P)->P]
([H1:1ist->P]1(H1 1)

(list_ind 1 list->P

[n:1ist] (eq_spec list nil n P H)

[x:A][m:1ist] [H1:1ist->P]

[n:1ist]

(list_ind n P H
[x0:A] [mO:1ist] [H2:P] (HO xO mO [nO:1list](H1 n0)))))
Sort ==> [1:1ist](induction 1 (sig2 list)

(exist2 1list nil)
[a:A] [m:1list] [H:1list->(sig2 list)]
(Decompose a m (sig2 list)
[11:1ist] [12:1ist]
(H 11 (sig2 list)
[m1:1ist]
(H 12 (sig2 list)
[m2:1ist] (exist2 list (app ml (cons a m2)))))))

A.4 Algorithme de Warshall

Cette algorithme recherche si deux points d’un graphe fini orientés sont connectés. Nous suivons une
présentation de F. Pfenning qui suggére de faire tout d’abord une preuve récursive intuitive, puis de
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transformer cette preuve de maniére a stocker les résultats dans une matrice et ainsi & éviter un nombre
exponentiel d’appels récursifs.

Hypothéses

On suppose chargé ’environnement qui concerne les ensembles et le type sous-ensemble.

On suppose que l’on a une énumération de l’ensemble V.
Axiom finit_V : (enumerate allV).
On se donne une relation décidable sur V, les arétes du graphe

Variable E : V->V->Prop.
Variable dec_E : (x,y:W{(E x y)IH+{"(E x y)}.

Connexité

On définit le fait pour deux points d’étre connectés par un chemin dont tous les point intermédiaires sont
dans un ensemble W.

Inductive connected [W:Set] : V->V->Prop
= direct : (x,y:V)(E x y)->(connected W x y)
| one_in : (x,y,z:V)(E x y)->(in W y)->(connected W y z)
->(connected W x z).

Lemmes sur la connexité.

goal <<(W,W’:Set) (x,y:V)(incl W W?)->(connected W x y)->(connected W’ x y)>>;;
by (intros THEN elim_last THEN intros THEN automatic);;
by (resolve_with <<(one_in y0)>> THEN automatic);;
by (elim <<H>> THEN automatic);;

save_thm "connect_incl";;

goal <<(W:Set)(x,y,z:V) (connected W y z)->(connected (add W x) y z)>>;;
by (intros THEN explicit <<(connect_incl W)>> THEN automatic);;
save_thm_tac "connect_add";;

Transitivité.

goal <<(W:Set) (x,y,z:V)
(connected W x y)->(connected W y z)->(in W y)->(connected W x z)>>;;
by (DO 5 intro);;
by (elim <<H>> THEN intros);;
by (resolve_with <<(one_in y0)>> THEN assumption);;
by (resolve_with <<(one_in y0)>> THEN automatic);;
save_thm "connect_trans";;

Cas de la connexité en passant par [’ensemble vide, elle est equivalente a4 ’existence d’une aréte.
goal <<(x,y:V)(connected empty x y)->(E x y)>>;;
by (intros THEN elim <<H>> THEN intros THEN automatic);;

by (elim_unfold <<H1>> THEN automatic);;
save_thm_tac "connect_empty";;
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Le lemme principal. Soient trois points x, y et z. St x et z ne sont pas connectés en passant par QQ mais
sont connectés en passant par Q + y alors x et y ainsi que y et z sont connectés en passant par Q.

goal <<(Q:Set) (x,y,z:V) (" (connected Q x z))->(connected (add Q y) x 2z)
->((connected Q x y)/\(connected Q y z))>>;;
by intros;;
by (cut <<(connected Q x z)\/((connected Q x y)/\(connected Q y z))>>);;
by (elim <<H1>> THEN intro THEN automatic);;
by (explicit <<(absurd (connected Q x z))>> THEN assumption);;
by (elim_last THEN intros THEN automatic);;
by (elim_last THEN intros);;
by (elim_unfold <<H2>> THEN intro);;
by (resolve "or_introl"
THEN resolve_with <<(connect_trans y0)>> THEN automatic);;
by (resolve "or_intror" THEN elim_with <<<V>y0=y>> THEN automatic);;
by (resolve "or_intror" THEN elim_last THEN intros
THEN resolve "conj" THEN automatic);;
by (elim_unfold <<H2>> THEN intro);;
by (resolve_with <<(connect_trans y0)>> THEN automatic);;
by (elim_with <<<V>yO=y>> THEN automatic);;
save_thm_tac "connect_cut";;

A.4.1 Premier développement

On veut prouver que deux points sont soit connectés, soit non-connectés. On fait une simple récurrence
sur ’ensemble de connexité.

Le cas vide

goal <<(x,y:V){(connected empty x y)}+{” (connected empty x y)}>>;;
by (intros THEN elim <<(dec_E x y)>> THEN intro THEN automatic);;
by (resolve "right" THEN unfold_head THEN intro);;
by (explicit <<(contradiction (E x y))>> THEN automatic);;
save_thm_tac "warshall_empty";;

Le pas de récurrence.

goal <<(Q:Set) (z:V) ((x,y:V){(connected Q x y)}+{" (connected Q x y)3})
->(x,y:V){(connected (add Q z) x y)}+{ " (connected (add Q z) x y)}>>;;
by (intros THEN elim <<(H x y)>> THEN intro THEN automatic);;

cas —(connected Q x y)
by (elim <<(H x z)>> THEN intro);;
sous-cas (connected Q x z)
by (elim <<(H z y)>> THEN intro);;
sous-sous-cas (connected Q z y)

by (resolve "left" THEN resolve_with <<(connect_trans z)>>
THEN automatic);;

sous-sous-cas —(connected Q z y)
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by (resolve "right" THEN unfold_head THEN intro);;
by (elim <<(connect_cut Q x z y)>> THEN intros THEN automatic);;
by (explicit <<(contradiction (connected Q z y))>> THEN assumption);;

sous-cas —(connected Q x z)

by (resolve "right" THEN unfold_head THEN intro);;

by (elim <<(connect_cut Q x z y)>> THEN intros THEN automatic);;

by (explicit <<(contradiction (connected Q x z))>> THEN assumption);;
save_thm_tac "warshall_ind";;

La preuve finale, par récurrence.

goal <<(x,y:V){(connected allV x y)}+{” (connected allV x y)}>>;;
by (elim <<finit_V>> THEN automatic);;
save_thm "warshalll";;

A.4.2 Représentation des tableaux

On représente un tableau d’indice V, par une liste de couples (z,y) avec y une preuve de (A ), pour une
certaine spécification A.

Définition
Variable A: V->Spec.

Inductive array : Set->Spec =
empty_array : (array empty)
| add_array : (P:Set)(y:V)(A y)->(array P)->(array (add P y)).

Discharge A.
Une matrice représentant la décidabilité d’une relation P sur) est un objet du type :

Definition repr_matrix
[P:V->V->Prop] (array [x:V](array [y:VI1{(P x y)}+{"(P x y)} allV) allV).

Fonction d’accés a un élément du tableau.

goal <<(A:V->Spec)(P:Set) (array A P)->(x:V)(in P x)->(A x)>>;;
by ((DO 3 intro) THEN elim_last THEN intros);;
by (resolve '"except" THEN absurd <<(in empty x)>> THEN automatic);;
by (elim <<(add_null PO x y)>> THEN intros_auto);;
by (incomplet [4] <<(eq_spec H3)>> THEN automatic);;
save_thm "acces";;

Si on a une procédure construisant pour chaque objet y de type V un objet de type (A y) alors il est
possible de créer un tableau, par récurrence sur V. Ceci correspond a l’initialisation du tableau.

goal <<(A:V->Spec) ((y:V) (A y))->(array A allV)>>;;
by (intros THEN elim <<finit_V>> THEN automatic);;

save_thm_tac "array_init";;

Repreésentation des relations décidables par des matrices
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goal <<(P:V->V->Prop) ((x,y:W{(P x y)I+{"(P x y)})->(repr_matrix P)>>;;
by (unfold_head THEN automatic);;
save_thm_tac "build_matrix";;

goal <<(P:V->V->Prop) (repr_matrix P)->(x,y:{(P x y)IH{"(P x y)}I>>;;
by (unfold "repr_matrix" THEN intros);;
by (incomplet [2;4] <<(acces allV y)>> THEN automatic);;
by (incomplet [2;4] <<(acces allV x)>> THEN automatic);;
save_thm_tac "acces_matrix";;

A.4.3 Second développement

On prouve l'existence d’une matrice de représentation par récurrence puis transformation de progamme.

goal <<(repr_matrix (connected allV))>>;;
by (elim <<finit_V>> THEN intros);;
by (resolve '"build_matrix" THEN exact <<(warshall_empty)>>);;
by (resolve '"build_matrix" THEN intros THEN resolve "warshall_ind"
THEN automatic);;
save_thm_tac "warshall_rep";;

Preuve finale
goal <<(x,y:V){(connected allV x y)}+{” (connected allV x y)}>>;;

by automatic;;
save_thm "warshall2";;

A.4.4 Extraction

*x*x*x [V :Data]
**x* [eqV :V->V->sumbool]

L’énumération correspond a se donner une liste d’éléments de V

enumerate ==> (C:Data)C->(V->C->C)->C

enu_empty ==> [C:Data] [H1:C][H2:V->C->C]H1

enu_add ==> [y:V][Y:enumerate] [C:Datal] [H1:C] [H2:V->C->C](H2 y (Y C H1 H2))
add_null ==> [x:V][y:V](eqV y x sumbool left right)

**x*x [finit_V :enumerate]
**x*x [dec_E :V->V->sumbool]

warshall_empty ==> [x:V][y:V](dec_E x y sumbool left right)
warshall_ind ==> [z:V][H:V->V->sumbool] [x:V] [y:V]
(H x y sumbool left
(H x z sumbool (H z y sumbool left right) right))
warshalll ==> (finit_V V->V->sumbool
[x:V] [y:V] (warshall_empty x y)
[y:V][HO:V->V->sumbool] [x:V] [y0:V] (warshall_ind y HO x y0))

Les tableauz correspondent a des listes de couples.
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array ==> [A:Data] (C:Data)C->(V->A->C->C)->C
empty_array ==> [A:Data] [C:Data] [H1:C] [H2:V->A->C->C]H1
add_array ==> [A:Data] [y:V][Y:A][YO: (array A)]
[C:Data] [H1:C] [H2:V->A->C->C](H2 y Y (YO C H1 H2))

Une matrice de représentation est un tableau de tableaux de booléens
repr_matrix ==> (array (array sumbool))
Fonctions d’acces et d’initialisation d’un tableau.

acces ==> [A:Data] [H: (array A)]
(H V->A [x:V] (except A)
[y:V][HO:A][H1:V->A] [x:V]
(add_null x y A (eq_spec V y x A HO) (H1 x)))
array_init ==> [A:Data] [H:V->A]
(finit_V (array A) (empty_array A)
[y:VI[H1: (array A)](add_array A y (H y) H1))

Fonctions correspondantes pour les matrices.

build_matrix ==> [H:V->V->sumbool]
(array_init (array sumbool) [y:V](array_init sumbool [y0:V](H y y0)))
acces_matrix ==> [H:(array (array sumbool))]
[x:V] [y:V] (acces sumbool (acces (array sumbool) H x) y)

Le programme extrait.

warshall_rep ==>
(finit_V repr_matrix
(build_matrix warshall_empty)
[y:V][HO:repr_matrix]
(build_matrix [x:V][y0:V]
(warshall_ind y
[x0:V] [y1:V] (acces_matrix HO x0 y1) x y0)))

warshall2 ==> [x:V][y:V] (acces_matrix warshall_rep x y)

A.5 Reéalisabilité avec point fixe

Introduction d’un point fize dans le langage de programmation
Variable Y : (C:Data) (C->C)->C.
Axiom Yred : (C:Data) (f:C->C)<C>(f (Y C £))=(Y C f).

A.5.1 Minimalisation

L’étude théorique de la minimalisation non bornée a été faite en 5.4.2. Le but est de réaliser :

(P : Nat — Prop)(decid P) — 3m : Nat.(P m) — X¥m : Nat.(P m) A (Small P 0)
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Principe de Markov

Résultats préliminaires sur les entiers construits

Inductive NN : nat->Prop = NO : (NN 0) | NNS : (u:nat) (NN uw)->(NN (S u)).
Inductive ge [n:nat] : nat->Prop

= ge_n: (ge n n)

| ge_S : (u:nat) (NN u)->(ge n (S w))->(ge n u).

Soit P un prédicat.
Variable P : nat->Prop.
Le prédicat (Small n m) sera vérifié si les entiers j tels que n < j < m vérifient —P.

Inductive Small [n:nat] : nat->Prop
= Small_n : (Small n n)
| Small_S : (u:nat) (NN u)->("(P u))->(Small n u)->(Small n (S u)).

Réalisation de la décidabilité de P.

Variable Pdec : nat->bool.
Variable Rdec : (n:nat) (NN n)->(C:Data) (Q:C->Prop)
(x1:C0) ((P n)->(Q x1))->2:C)(("(P n))->(Q x2))->(Q (Pdec n C x1 x2)).

1l existe un entier construit qui vérifie P.
Variable bound : <nat>Exi2(NN,P).
La fonction de minimalisation.

Global mu : nat->nat = (Y nat->nat [g:nat->nat][y:nat](Pdec y nat y (g (S y)))).

Lemmes de bonne formation des entiers.

(ge n O) correspond a une récurrence descendante sur les entiers.

goal <<(n:nat) (NN n)->(ge n 0)>>;;
by (intros THEN explicit <<(NN_rec n)>> THEN intros_auto);;
by (elim_last THEN intros);;
by (elim_last THEN automatic);;

save_thm_tac "NN_ge";;

Small préserve la propriété de bonne formation des entiers.

goal <<(u,v:nat) (NN u)->(Small u v)->(NN v)>>;;
by (intros THEN elim_last THEN automatic);;
save_thm_tac "Small_NN";;

Lemme sur Small
goal <<(n,m:nat) (NN n)->(Small (S n) m)->("(P n))->(Small n m)>>;;
by (DO 4 intro THEN elim_last THEN automatic);;

save_thm_tac "Small_Sn_n";;

Egalité vérifiée par mu.
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goal <<(n:nat)<nat>(Pdec n nat n (mu (S n)))=(mu n)>>;;
by (intros THEN unfold_occur 2 "mu");;
by (elim <<(Yred nat->nat [g:nat->nat][y:nat](Pdec y nat y (g (S y))))>>
THEN automatic);;
save_thm_tac "mu_red";;

(mu O) est une realisation du principe de Markov.

goal <<(P (mu 0))/\(Small 0 (mu 0))>>;;

by (elim <<bound>> THEN intros);;

by (elim_with <<(ge x 0)>> THEN intros_auto);;

by (elim <<(mu_red x)>>);;

by (resolve '"Rdec" THEN intros_auto);;

by (absurd <<(P x)>> THEN automatic);;

by (elim <<(mu_red u)>>);;

by (resolve "Rdec" THEN intros_auto);;

by (elim <<H3>> THEN intros_auto);;
save_thm_tac "markov'";;

Déclaration du principe de Markov

Discharge P.
Variable Markov :
(P:nat->Prop) ((n:nat){(P n)}+{~(P n)})-><nat>Exi2(NN,P)-><nat>Sig2((Small P 0),P).

A.5.2 Application de la minimalisation & la boucle while

On montre comment, en utilisant ’axiome du choix et le principe de Markov, on peut construire un
programme effectuant la boucle while.

Hypotheses
On se donne un type A.

Variable A : Data.
Soit P un prédicat décidable sur A.

Variable P : A->Prop.
Variable Pdec : (x:A){(P x)}+{"(P x)}.
Variable P_notP : (x:A)((P x)\/("(P x))).

L’invariant de la boucle.

Variable Invar : A->Prop.

On suppose que dans la boucle il y a diminution d’une certaine quantité pour une relation R.
Variable R : A->A->Prop.

L’élément initial a est supposé vérifier linvariant et étre accessible pour la relation R.

Variable a : A.
Hypotheses Inva : (Invar a).
Hypotheses acca : (Z:A->Prop) ((x:A) ((y:A)(R y x)->(Z y))->(Z x))->(Z a).
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L’hypotheése correspondant a la boucle.
Variable loop : (x:A) ((P x)/\(Invar x))-><A>Sig([y:Al((R y x)/\(Invar y))).
On se donne également ’aziome du choiz.

Variable choice_axiom :
(Z:A->Prop) (Q:A->A->Prop)
((x:8) (Z x)-><A>Sig(Q x))-><A->A>Sig([f:A->AT(x:A)(Z x)->(Q x (£ x))).

Lemmes sur l’'itération des entiers

goal <<(n:nat)(C:Data) (x0:C)(g:C->C)<C>(g (n C x0 g))=(S n C x0 g)>>;;
by automatic;;
save_thm_tac "S_red";;

goal <<(n:nat) (C:Data) (x0:C) (g:C->C) (NN n)-><C>(n C (g x0) g)=(S n C x0 g)>>;;
by (intros THEN elim_last THEN intros_auto);;
by (DO 2 (elim <<S_red>>));;
by (elim_last THEN automatic);;

save_thm_tac "S_red_in";;

Une relation décidable est stable.

goal <<(x:A) ("7 (P x))->(P x)>>;;
by (intros THEN elim <<(P_notP x)>> THEN intros_auto);;
by (absurd <<~ (P x)>> THEN automatic);;

save_thm_tac "not_not_P";;

Programme réalisant une boucle.

goal <<<A>Sig2([b:A]1~(P b),Invar)>>;;

by (elim

<<(choice_axiom [x:A](P x)/\(Invar x) [x,y:AJ((R y x)/\(Invar y)))>>

THEN intros_auto);;

by (elim <<(Markov [n:nat]”(P (n A a x)))>> THEN intros_auto);;

by (elim <<(Pdec (n A a x))>> THEN intros_auto);;

by (resolve "right" THEN unfold "not" THEN automatic);;

by (cut <<(Invar a)-><nat>Exi2(NN,[n:nat]~(P (n A a x)))>> THEN automatic);;

by (resolve '"acca" THEN intros);;

by (elim <<(P_notP x0)>> THEN intros_auto);;

by (elim <<(H x0)>> THEN intros_auto);;

by (elim <<(HO (x x0))>> THEN intros_auto);;

by (resolve_with <<(exi_intro2 (S x1))>> THEN automatic);;

by (elim <<S_red_in>> THEN automatic);;

by (resolve_with <<(exi_intro2 0)>> THEN automatic);;

by (resolve_with <<(exist2 (x0 A a x))>> THEN automatic);;

by (elim <<HO>> THEN intros_auto);;

by (exact <<Inva>>);;

by (elim <<S_red>> THEN elim <<(H (u A a x))>> THEN automatic);;
save_thm "while";;
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Extraction

mu = [PdecO:nat->bool] (Y nat->nat [g:nat->nat][y:nat](PdecO y nat y (g (S y))))
*x** [Markov :(nat->sumbool)->(sig2 nat)]
*x*xx [A :Data]
*x*x [Pdec :A->sumbool]
*xx [a :A]
*x**x [loop :A->(sig A)]
*x** [choice_axiom :(A->(sig A))->(sig A->A)]
while ==> (choice_axiom [x:A](loop x) (sig2 A)

[x:A->A] (Markov [n:nat] (Pdec (n A a x) sumbool right left)

(sig2 A) [x0:nat](exist2 A (x0 A a x))))

A.5.3 Principes de récurrence

Point fixe d’une classe.

Definition Fix
[A:Data] [F: (A->Prop) ->A->Prop] [x:A] (P: A->Prop) ((y:A)(F P y)->(P y))->(P x).

On montre la réalisabilité de la proposition suivante :

Variable Domfix :
(A : Data) (F: (A->Prop) ->(A->Prop)) (H: (A->Spec) ->(A->Spec))
((P:A->Prop) (Q:A->Spec) ((x:A) (P x)->(Q x))->(x:A)(F P x)->(H Q x))
->(C:A->8pec) ((y:A)(H C y)->(C y))->(x:A) (Fix A F x)->(C x).

On se place dans ’environnement :

Variable A : Data.
Variable F : (A->Prop) -> (A->Prop).

Réalisation de H : (A — Spec) — A — Spec.

Variable EH : Data -> Data.
Variable RH : (C:Data) (A->C->Prop)->A->(EH C)->Prop.

Réalisation de M : (P : A — Prop)(Q : A — Spec)((x : A)(P z) — (Q z)) = (x: A)(F Pz) — (H Q x)

Variable EM : (C:Data) (A->C)->A->(EH C).
Hypothesis RM :
(P:A->Prop) (C:Data) (Q:A->C->Prop)
(fF:A>0)(x:A))P x)->Q x (FxX)))>:A)FPx>RHCQx (EMC f x)).

Réalisation de C : (A — Spec).

Variable C : Data.
Variable Q: A->C->Prop.

Réalisation de f: (y: A)(H C y) — (C y).

Variable f:A->(EH C)->C.
Hypothesis Rf : (y:A)(w:(EHCO))(RHCQy w->Qy (fy w).

La réalisation est le terme :

Global fix : A->C = (Y A->C [g:A->Cl[y:Al(f y (EM C g y))).
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fix vérifie l’égalité suivante :

goal <<(x:A)<C>(f x (EM C fix x))=(fix x)>>;;

by (intros THEN unfold_occur 2 "fix");;

by (elim <<(Yred A->C [g:A->C][y:Al(f y (EM C g y)))>> THEN automatic);;
save_thm_tac "fix_equal";;

1l faut montrer la proposition suivante :

goal <<(x:A)(Fix A F x)-> (Q x (fix x))>>;;

by (intros THEN elim_last THEN intros);;

by (elim_unfold <<fix_equal>>);;

by (explicit <<Rf>> THEN intros);;

by (explicit <<(RM [z:A]1(Q z (fix =z)))>> THEN automatic);;
save_thm "Rfix_proof";;

On abstrait maintenant par rapport a A.

Discharge A.

A.5.4 Application au développement d’un programme.

Préliminaires arithmétiques.

Global 1 : nat = (S 0).
Global two : nat = (S 1).
Global threet_1 : nat->nat = [n:nat](add 1 (add n (add n n))).

Variable div2 : nat->nat.

Les nombres pairs et impairs différents de O et 1

Inductive evenp : nat -> Prop

= even_2 : (evenp two)

| even_S : (u:nat) (evenp u)->(evenp (S (S u))).
Inductive oddp : nat->Prop

= 0odd_S : (u:nat)(evenp u)->(oddp (S u)).

Spécification
On développe f tel que (n : nat)(dom n) — (partial n (f n))

Inductive partial : nat->nat->Prop =

part_0 : (partial 0 0)

[part_1 : (partial 1 0)

|part_even : (u,res:nat)(evenp u)->(partial (div2 u) res)->(partial u res)
|[part_odd : (u,res:nat)(oddp u)->(partial (threet_1 u) res)->(partial u res).

Le domaine de f

Inductive dom : nat->Prop =

dom_0 : (dom 0)

|dom_1 : (dom 1)

|[dom_even : (u:nat)(evenp u)->(dom (div2 u))->(dom u)
[dom_odd : (u:nat)(oddp u)->(dom (threet_1 u))->(dom u).
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On écrit le domaine sous une forme récursive & un seul constructeur

Inductive match_dom [P:nat->Prop] : nat->Prop

= match_dom_0 :  (match_dom P 0)

| match_dom_1 :  (match_dom P 1)

| match_dom_even : (u:nat)(evenp u)->(P (div2 u))->(match_dom P u)

| match_dom_odd : (u:nat) (oddp u)->(P (threet_1 u))->(match_dom P u).

La version de contenu positif du domaine récursif

Inductive Match_Dom [P:nat->Spec] : nat->Spec

= Match_Dom_0 : (Match_Dom P 0)

| Match_Dom_1 : (Match_Dom P 1)

| Match_Dom_even : (u:nat)(evenp u)->(P (div2 u))->(Match_Dom P u)

| Match_Dom_odd : (u:nat) (oddp u)->(P (threet_1 u))->(Match_Dom P u).

La spécification de l’analyse par cas

Inductive Cases : nat->Spec
= Cas0 : (Cases 0)
| Casl : (Cases 1)
| Caseven : (u:nat) (evenp u)->(Cases u)
| Casodd : (u:nat)(oddp u)->(Cases u).

Des lemmes sur la parité

goal <<(u:nat) (oddp u)->(evenp (S u))>>;;
by (intros THEN elim_last THEN automatic);;
save_thm_tac "odd_even_S";;

goal <<(u:nat) (evenp u)-><nat>Exi2([m:nat]<nat>(S (S m))=u, [m:nat] (<nat>0=m)\/(evenp m))>>;;
by (intros THEN explicit <<(evenp_rec u)>> THEN intros_auto);;
by (resolve_with <<(exi_intro2 0)>> THEN automatic);;
by (elim_last THEN intros THEN resolve_with <<(exi_intro2 u0)>> THEN automatic);;
save_thm_tac "evenp_elim";;

goal <<(u:nat) (evenp (S (S u)))->((<nat>0=u)\/(evenp u))>>;;
by (intros THEN elim <<(evenp_elim (S (S u)))>> THEN intros_auto);;
by (elim_with <<<nat>x=u>> THEN automatic);;

save_thm_tac "evenp_SS";;

goal <<(u:nat) (oddp u)-><nat>Exi2([m:nat]<nat>(S m)=u, [m:nat] (evenp m))>>;;
by (intros THEN elim_last THEN intros);;
by (resolve_with <<(exi_intro2 u0)>> THEN automatic);;

save_thm_tac "oddp_pred";;

goal <<“(evenp 0)>>;;
by (unfold_head THEN intro);;
by (cut <<<nat>Exi([m:nat]<nat>(S m)=0)>>);;
by (elim_last THEN intros THEN absurd <<<nat>(S x)=0>> THEN automatic);;
by (elim <<(evenp_elim 0)>> THEN intros_auto);;
by (resolve_with <<(exi_intro (S x))>> THEN automatic);;
save_thm_tac "not_evenp_0";;
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goal <<"(evenp 1)>>;;
by (unfold_head THEN intro);;
by (cut <<<nat>Exi([m:nat]<nat>(S m)=0)>>);;
by (elim_last THEN intros THEN absurd <<<nat>(S x)=0>> THEN automatic);;
by (elim <<(evenp_elim 1)>> THEN intros_auto);;
by (resolve_with <<(exi_intro x)>> THEN automatic);;
save_thm_tac "not_evenp_1";;

goal <<"(oddp 0)>>;;
by (unfold_head THEN intro);;
by (absurd <<(evenp 1)>> THEN automatic);;
by (unfold "1" THEN automatic);;
save_thm_tac "not_oddp_0";;

goal <<"(oddp 1)>>;;
by (unfold_head THEN intro);;
by (elim <<(oddp_pred 1)>> THEN intros_auto);;
by (absurd <<(evenp 0)>> THEN automatic);;
by (elim_with <<<nat>x=0>> THEN automatic);;
save_thm_tac "not_oddp_1";;

goal <<(u:nat) (oddp u)->~(evenp u)>>;;
by (DO 2 intro THEN elim_last THEN automatic);;
by (intro THEN explicit <<(peano u0)>> THEN intros_auto);;
by (exact <<not_evenp_1>>);;
by (unfold_head THEN intro);;
by (elim <<(evenp_SS ul)>> THEN intros_auto);;
by (absurd <<(evenp 1)>> THEN automatic);;
by (elim_with <<<nat>(S ul)=1>> THEN automatic);;
by (elim_last THEN automatic);;
by (absurd <<(evenp (S ul))>> THEN automatic);;
save_thm_tac "oddp_not_evenp";;

goal <<(u:nat) (Cases u)>>;;
by (intro THEN explicit <<(nat_ind u)>> THEN intros_auto);;
by (elim_last THEN automatic);;
by (exact <<Casl>>);;
by (change <<(Cases two)>> THEN automatic);;
save_thm_tac "Cases_prog";;

Développement du programme

Lemmes a propos de match_ dom.

goal <<(P:nat->Prop) (u:nat) (match_dom P u)->(evenp u)->(P (div2 u))>>;;
by (DO 3 intro THEN elim_last THEN intros_auto);;
by (absurd <<(evenp 0)>> THEN automatic);;
by (absurd <<(evenp 1)>> THEN automatic);;
by (absurd <<(evenp u0)>> THEN automatic);;
save_thm "match_dom_evenp";;

goal <<(P:nat->Prop) (u:nat) (match_dom P u)->(oddp u)->(P (threet_1 u))>>;;
by (DO 3 intro THEN elim_last THEN intros_auto);;
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by (absurd <<(oddp 0)>> THEN automatic);;

by (absurd <<(oddp 1)>> THEN automatic);;

by (absurd <<(evenp u0)>> THEN automatic);;
save_thm "match_dom_oddp";;

Preuve du schéma de récurrence associé a Match _dom

goal <<(P:nat->Prop) (Q:nat->Spec)
((u:nat) (P u)->(Q u))->(u:nat) (match_dom P u)->(Match_Dom Q u)>>;;

by (DO 4 intro THEN elim <<(Cases_prog u)>> THEN intros_auto);;

by (resolve "Match_Dom_even" THEN intros_auto);;

by (resolve "H" THEN intros THEN explicit <<(match_dom_evenp P)>> THEN automatic);;

by (resolve "Match_Dom_odd" THEN intros_auto);;

by (resolve "H" THEN intros THEN explicit <<(match_dom_oddp P)>> THEN automatic);;
save_thm "recurrence'";;

Preuve de la spécification finale, en utilisant ’hypothése Domfix

goal <<(n:nat) (Fix nat match_dom n)-><nat>Sig(partial n)>>;;

by (intros THEN incomplet [1;2;3;7] <<(Domfix nat match_dom Match_Dom n)>>

THEN automatic);;

by (exact <<recurrence>>);;

by (intros THEN elim_last THEN intros_auto);;

by (resolve_with <<(exist 0)>> THEN automatic);;

by (resolve_with <<(exist 0)>> THEN automatic);;

by (elim_last THEN intros THEN resolve_with <<(exist x)>> THEN automatic);;

by (elim_last THEN intros THEN resolve_with <<(exist x)>> THEN automatic);;
save_thm_tac "program'";;

On se rameéne finalement & une preuve de (n : nat)(dom n) — Im : nat.(partial n m)

goal <<(n:nat) (dom n)->(Fix nat match_dom n)>>;;

by (intros THEN elim_last THEN unfold "Fix" THEN intros_auto);;
by (resolve "H2" THEN resolve "match_dom_even" THEN automatic);;
by (explicit <<(H1 P)>> THEN automatic);;

by (resolve "H2" THEN resolve "match_dom_odd" THEN automatic);;
by (explicit <<(H1 P)>> THEN automatic);;

save_thm_tac "dom_fix";;

goal <<(n:nat)(dom n)-><nat>Sig(partial n)>>;;
by automatic;;
save_thm "final";;

Extraction

*xx [Domfix :(A:Data) (H:Data->Data)
((Q:Data) (A->Q)->A->(H Q))->(C:Data) (A->(H C)->C)->A->C]

fix = [A:Data] [EH:Data->Data] [EM: (C:Data) (A->C)->A->(EH C)]

[C:Datal] [f:A->(EH C)->C] (Y A->C [g:A->Cl[y:AJ(f y (EM C g y)))

(A:Data) (EH:Data->Data) ((C:Data) (A->C)->A->(EH C))->(C:Data) (A->(EH C)->C)->A->C
Match_Dom ==> [P:Data](C:Data)C->C->(nat->P->C)->(nat->P->C)->C
Match_Dom_0 ==> [P:Data][C:Data] [H1:C] [H2:C] [H3:nat->P->C] [H4:nat->P->C]H1
Match_Dom_1 ==> [P:Data][C:Data] [H1:C] [H2:C] [H3:nat->P->C] [H4:nat->P->C]H2
Match_Dom_even ==> [P:Data] [u:nat] [YO:P]
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[C:Data] [H1:C] [H2:C] [H3:nat->P->C] [H4:nat->P->C] (H3 u YO)
Match_Dom_odd ==> [P:Data][u:nat] [YO:P]
[C:Data] [H1:C] [H2:C] [H3:nat->P->C] [H4:nat->P->C] (H4 u YO)

Cases ==> (C:Data)C->C->(nat->C)->(nat->C)->C
CasO ==> [C:Data] [H1:C] [H2:C] [H3:nat->C] [H4:nat->C]H1
Casi ==> [C:Data] [H1:C] [H2:C] [H3:nat->C] [H4:nat->C]H2

Caseven ==> [u:nat][C:Data] [H1:C][H2:C][H3:nat->C][H4:nat->C] (H3 u)
Casodd ==> [u:nat] [C:Data] [H1:C] [H2:C] [H3:nat->C][H4:nat->C](H4 u)

Cases_prog ==> [u:nat]
(nat_ind u Cases Cas0
[u0:nat] [H:Cases]
(H Cases Casl (Caseven two)
[ul:nat] (Casodd (S ul)) [ul:nat](Caseven (S ul))))

recurrence ==> [Q:Data] [H:nat->Q] [u:nat]
(Cases_prog u (Match_Dom Q)
(Match_Dom_0 Q) (Match_Dom_1 Q)
[u0:nat] (Match_Dom_even Q u0 (H (div2 u0)))
[u0:nat] (Match_Dom_odd Q u0 (H (threet_1 u0))))

program ==> [n:nat]
(Domfix nat Match_Dom recurrence (sig nat)
[y:nat] [HO: (Match_Dom (sig nat))]
(HO (sig nat) (exist nat 0) (exist nat 0)
[u:nat] [H2: (sig nat)] (H2 (sig nat) [x:nat](exist nat x))
[u:nat] [H2: (sig nat)] (H2 (sig nat) [x:nat](exist nat x))) n)

On peut optimiser le programme extrait en substituant fix & Domfiz puis en effectuant une optimisation
syntaxique. On trouve alors :

program = [n:nat] (Y nat->(sig nat) [g:nat->(sig nat)][y:nat]
(Cases_prog y (Match_Dom (sig nat))
(exist nat 0) (exist nat 0)
[u:nat] (g (div2 u) (sig nat) [x:nat](exist nat x))
[u:nat] (g (threet_1 u) (sig nat) [x:nat](exist nat x)))
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