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Introduction

L
e th�me des travaux que nous allons pr�senter

dans ce manuscrit est la simulation de chirur�

gie laparoscopique� Apr�s avoir mis en �vidence les

avantages et les di�cult�s li�s � ce type de chirurgie�

nous pr�senterons les int�r	ts� ainsi que le sch�ma

g�n�ral de fonctionnement� d
un simulateur de chi�

rurgie en r�alit� virtuelle� Nous poursuivrons par

un �tat de l
art du domaine� avant de donner un

aper�u des travaux e�ectu�s durant cette th�se en

insistant sur les contributions originales que nous

proposons�



� Introduction

� Le cadre g�n�ral

Durant ces vingt derni�res ann�es
 les technologies li�es � la m�decine ont �norm�ment progress��

L	av�nement de nouveaux types d	imagerie et de nouvelles techniques d	acquisition permet de four


nir aux m�decins toujours plus d	informations qui les aideront dans leurs diagnostics� Les progr�s

r�alis�s dans les domaines de la vid�o �qualit� et miniaturisation des cam�ras
 utilisation des �bres

optiques�
 des t�l�communications et de la robotique donnent le jour � de nouvelles m�thodes de

diagnostic �coelioscopie
 �chographie exploratrice� et � de nouvelles techniques de chirurgie �vid�o


chirurgie
 t�l�
chirurgie
 chirurgie assist�e par ordinateur� �Cinquin et Troccaz
 ������ Parall�lement


les progr�s ph�nom�naux r�alis�s sur les ordinateurs
 dont les puissances de calcul et les capacit�s

de m�moire ne cessent d	augmenter
 permettent aujourd	hui d	apporter une aide cons�quente au

monde m�dical� Le champ d	action de l	informatique m�dicale est relativement large� Un premier

grand th�me est celui de la visualisation et du traitement des donn�es tridimensionnelles acquises

par di��rentes modalit�s d	imagerie �scanner
 IRM �
 imagerie nucl�aire
 �chographie� �Ayache
 �����

Duncan et Ayache
 ������ Le m�decin peut alors visualiser de mani�re beaucoup plus naturelle les

images �D ou m�me �D �s�quence d	images acquises au cours du temps�� Les outils informatiques

permettent �galement d	appliquer des traitements sur ces images
 a�n d	en am�liorer la qualit�

�suppression du bruit
 augmentation du contraste
 rehaussement des contours� �Krissian
 ������ Il

est aussi possible de les segmenter
 c	est
�
dire de d�limiter des zones d	int�r�t comme les organes

�Montagnat
 ����� Delingette
 �����
 les vaisseaux sanguins ou les tumeurs �Soler
 ������ On fournit

ainsi au m�decin une information anatomique ou pathologique suppl�mentaire qu	il pourra utiliser

lors de son interpr�tation des donn�es� Dans le cas de certaines maladies �volutives �cancer
 scl�rose

en plaque�
 le traitement d	une s�quence d	images permet d	identi�er les l�sions et d	en quanti�er

l	�volution �Rey et al�
 ������ Ce r�sultat peut ensuite �tre corr�l� avec les sympt�mes du patient

ou le traitement qu	il suit� Une autre application int�ressante est le recalage d	images �Cachier et

Pennec
 ����� Cachier et Rey
 ����� Roche et al�
 �����
 qui consiste � replacer un ensemble d	images

dans le m�me r�f�rentiel a�n d	en faciliter la comparaison� L	informatique peut aussi apporter une

aide pr�cieuse aux chirurgiens� Par exemple en neurochirurgie
 des logiciels permettent de d�termi


ner tr�s pr�cis�ment la trajectoire selon laquelle doit �tre introduit un instrument dans le cerveau

a�n d	�viter les zones vitales� Une fois la trajectoire d��nie le programme pourra guider un robot

ou bien aider le chirurgien � e�ectuer le geste �r�alit� augment�e��

En�n
 un autre domaine de pr�dilection de l	informatique appliqu�e � la m�decine est celui

de la simulation� Il s	agit dans ce cas de fournir aux chirurgiens ou aux m�decins �en particulier

les radiologues
 qui sont amen�s � r�aliser des proc�dures relativement complexes�
 un outil leur

permettant de s	entra ner
 de r�p�ter des gestes di�ciles ou d	essayer et de valider de nouveaux

encha nements� C	est dans ce dernier cadre que s	inscrivent les travaux de cette th�se � d�velopper

un ensemble d	outils informatiques
 bas�s sur les principes de la physique
 des math�matiques et de

la g�om�trie
 qui constitueront les pi�ces n�cessaires � l	�laboration d	un simulateur de chirurgie�

�� Imagerie par R�sonance Magn�tique



�� La chirurgie minimalement invasive �

Les travaux sur la simulation de chirurgie ont d�but� au sein du projet Epidaure en ����
 avec

la th�se de St�phane Cotin �Cotin
 ������ Ces recherches s	inscrivaient alors dans le cadre du projet

europ�en MASTER �
 dans lequel coop�raient des instituts de recherches
 des industriels et des

�tablissements hospitaliers� Les travaux ont d�bouch� sur l	�laboration d	un prototype de simulateur

de chirurgie laparoscopique sur le foie
 qui a servi de point de d�part aux d�veloppements pr�sent�s

dans ce document�

Ce th�me de recherche a pris de l	ampleur � l	INRIA en ����
 avec la mise en place d	une �Action

de Recherche Collaborative�� Ainsi
 l	AISIM � a permis la collaboration
 durant deux ann�es
 de

� projets de l	INRIA �les projets Epidaure et Sinus � Sophia Antipolis
 iMAGIS et SHARP �

Grenoble et M�N et MACS � Rocquencourt� et d	un expert m�dical repr�sent� par l	IRCAD �


localis� � Strasbourg� Cette pluridisciplinarit� a permis de s	attaquer � de nombreux probl�mes

cl�s li�s � la simulation de chirurgie
 souvent avec des approches concurrentes ou compl�mentaires�

Les principaux sujets trait�s furent la mod�lisation r�aliste du comportement biom�canique du foie

�sans contrainte de temps
r�el�
 l	�laboration de mod�les d�formables temps
r�els du foie
 le rendu

r�aliste
 et les probl�mes li�s � l	utilisation de syst�mes � retour d	e�ort� Nous reviendrons plus en

d�tails sur les travaux r�alis�s durant ces deux ann�es dans la partie consacr�e � l	�tat de l	art�

En ���� a d�but� CAESARE �
 qui est une action concert�e incitative �nanc�e par le Minist�re

de l	�ducation nationale
 de la recherche et de la technologie� Ce projet a �t� s�lectionn� dans le

cadre de l	appel d	o�res concernant la �T�l�m�decine et Technologie pour la Sant��� CAESARE est

la prolongation directe de l	AISIM
 et sa dur�e est aussi de deux ans� Il regroupe d	ailleurs les m�mes

partenaires
 auxquels vient s	ajouter la soci�t� ESI �� Les th�mes de recherche sont les m�mes
 mais

avec en plus la �nalit� de d�velopper un prototype de simulateur en collaboration avec ESI
 en vue

d	une �valuation au sein de l	EITS �
 un centre de formation des chirurgiens rattach� � l	IRCAD�

Les travaux pr�sent�s dans cette th�se ont donc �t� r�alis�s durant les deux ann�es qu	a dur�

l	AISIM et se sont prolong�s pendant la premi�re ann�e de CAESARE� Le th�me central de ces

recherches �tant la chirurgie dite �minimalement invasive�
 nous allons maintenant en d�crire les

principes
 les avantages et les inconv�nients�

� La chirurgie minimalement invasive

Le terme de th�rapie �minimalement invasive� regroupe toutes les techniques de diagnostic ou de

soin visant � minimiser les traumatismes occasionn�s � l	organisme du patient� Dans le cadre de la

chirurgie
 le point cl� est de limiter le nombre et surtout la taille des incisions� Nous nous int�ressons

plus particuli�rement � la chirurgie abdominale� La chirurgie abdominale en laparoscopie consiste �

�� Minimal Access Surgery by Telecommunications and Robotics

�� Action Incitative SIMulation de chirurgie � http���www�inria�fr�epidaure�AISIM

�� Institut de Recherche sur le Cancer de l	Appareil Digestif � http���www�ircad�org�


� Chirurgie Abdominale Et Simulation A Retour d	E�ort � http���www�sop�inria�fr�epidaure�CAESARE�


� ESI � http���www�esi�fr�

�� European Institute of TeleSurgery
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introduire des trocarts �voir �gure ��b�� au travers de petits trous �environ � centim�tre� pratiqu�s

dans l	abdomen du patient
 au lieu d	e�ectuer une large incision qui peut faire plusieurs dizaines de

centim�tres� Par l	interm�diaire de ces trocarts
 on introduit � l	int�rieur de l	abdomen du patient

l	optique d	une cam�ra �qui est aussi une source de lumi�re�
 et des instruments sp�ciaux ��gure

��a���

�a� Instruments utilis�s en chirurgie laparoscopique � plusieurs formes de pinces et de ciseaux sont disponibles�

�b� Trocarts de 
 et �� mm de diam�tre� Le plus gros est utilis� pour introduire la cam�ra ou certains gros

instruments� L	autre est r�serv� aux outils les plus simples�

Fig� � ! Trocarts et instruments utilis�s pour la chirurgie abdominale en laparoscopie�

L	int�rieur de l	abdomen du patient
 �lm� par la cam�ra
 est retransmis sur un �cran haute

d��nition� Cette cam�ra est manipul�e par un assistant� L	abdomen du patient est gon"� de gaz

neutre �CO��
 a�n de permettre une meilleure visibilit�� Le chirurgien va donc op�rer � l	aide

d	instruments qui passent � travers l	abdomen du patient
 en visionnant la sc�ne sur un �cran vid�o

��gure ���

Les principaux avantages sont �videmment pour le patient� Les traumatismes occasionn�s �

l	organisme �tant moins importants
 le patient se remet plus vite de l	op�ration
 sou�re moins et

ne garde que de petites cicatrices� Le risque de complications est aussi nettement diminu� puisqu	�

aucun moment l	int�rieur du corps humain n	est en contact direct avec l	air� En cons�quence
 le

temps d	hospitalisation est diminu�
 ce qui diminue le co#t total des soins m�dicaux�



�� La chirurgie minimalement invasive �

Fig� � ! Principes de la chirurgie abdominale en laparoscopie � c� KISMET Medical Applications��

Par contre
 les principales di�cult�s se posent au chirurgien� Il doit d	abord apprendre les

gestes li�s � ce nouveau type de chirurgie et doit aussi s	adapter au nouvel environnement dans

lequel il va op�rer� La �gure � montre les di�cult�s que doit a�ronter le chirurgien �

� Tout d	abord
 le chirurgien a troqu� ses dix

doigts contre deux longs instruments dont les

d�placements sont contraints par le passage

par un point �xe �le trocart��

� Ensuite
 il visualise l	op�ration sur un �cran

vid�o
 ce qui entra ne deux di�cult�s � il perd

la troisi�me dimension
 ce qui pose des pro


bl�mes de perception de la profondeur
 et il

ne regarde plus � l	endroit o$ se passe l	op�


ration puisque le moniteur est plac� en hau


teur a�n que toutes les personnes participant

� l	op�ration puissent suivre son d�roulement�

Ce dernier point oblige le chirurgien � d�syn


chroniser sa vue de ses gestes�

� En�n
 en g�n�ral
 la cam�ra n	est pas manipu


l�e par le chirurgien mais par un assistant ou

par un bras robotis� � commande vocale� Cela

oblige le chirurgien � demander que le point

de vue soit modi��
 alors qu	il lui su�rait
 en

chirurgie classique
 de bouger la t�te�

Fig� � � Chirurgie abdominale en

laparoscopie � c� ���� United States

Surgical Corporation	�
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Toutes ces di�cult�s obligent le chirurgien � e�ectuer de nombreuses heures d	entra nement
 a�n

d	acqu�rir la dext�rit� suppl�mentaire requise pour la manipulation des instruments
 pour r�ussir

� reconstruire mentalement la sc�ne en trois dimensions � partir des indices disponibles �ombres


re"ets
 textures des organes�
 et pour apprendre une nouvelle coordination de l	%il et de la main�

Aujourd	hui
 cet entra nement se fait principalement de deux fa�ons �

� La premi�re possibilit� est d	utiliser un

simulateur m�canique
 ou endotrainer� Ce

type simulateur de est int�ressant pour

apprendre � manipuler les instruments

chirurgicaux et � e�ectuer les gestes de

base comme les n%uds et les sutures�

Par contre
 il propose en g�n�ral une

repr�sentation peu r�aliste du comporte


ment biom�canique et physiologique des

organes�

� La seconde possibilit� est de s	entra ner sur

des animaux� Pour la chirurgie abdomi


nale
 cet entra nement se fait sur des co


chons
 car la forme et la r�partition des or


ganes abdominaux sont proches de ceux de

l	homme� L	EITS propose des cours de for


mation � la chirurgie laparoscopique
 dont

la partie pratique se fait de cette fa�on�

Mais ce genre formation co#te tr�s cher et

pose quelques probl�mes �thiques�

Fig� � � Simulateur m
canique de

chirurgie laparoscopique � c� ���� United

States Surgical Corporation	�

Fig� � � Entra�nement sur les cochons ���

Au �nal
 ces deux m�thodes d	entra nement ne repr�sentent que peu d	heures
 et le v�ritable

apprentissage se fait sur des patients
 sous le contr�le de chirurgiens exp�riment�s� Il existe donc un

r�el besoin de compl�ter la formation des chirurgiens � ces nouvelles techniques
 que seul un simu


lateur de chirurgie laparoscopique r�aliste peut combler� Si aujourd	hui tous les pilotes d	avions ont

re�u une formation sur simulateur
 on imagine facilement qu	il en sera de m�me pour les chirurgiens

dans les ann�es � venir� Il existe d	ailleurs d�j� des produits commercialis�s que nous d�crirons dans



�� Int
r
t d�un simulateur en r
alit
 virtuelle �

le paragraphe consacr� l	�tat de l	art ������

� Int�r�t d�un simulateur en r�alit� virtuelle

Un simulateur de chirurgie en r�alit� virtuelle peut �tre utilis� dans plusieurs contextes di��rents�

Le premier est
 bien �videment
 la formation et l	entra nement aux gestes� Dans ce cadre
 on parlera

de simulateurs g�n�raux
 dans la mesure o$ ils sont sens�s repr�senter un patient moyen avec

une anatomie �d	�cole�� Ils permettront aux chirurgiens de se familiariser avec un environnement

nouveau et d	acqu�rir les r�"exes correspondants�

Mais on peut aussi envisager des simulateurs sp�ci�ques
 qui int�greront l	anatomie et les ca


ract�ristiques d	un patient particulier� Par exemple dans le cas de la chirurgie h�patique
 il est

envisageable de reconstruire � partir du scanner du patient la g�om�trie du foie et des organes

environnants �Montagnat et Delingette
 ����� Montagnat
 ������ On pourra ensuite reconstruire

le r�seau vasculaire h�patique
 en d�duire la subdivision du foie en segments
 et d�tecter les �ven


tuelles l�sions �tumeurs
 kystes� �Soler
 ����� Soler et al�
 ����b� Soler et al�
 ����a�� Toutes ces

informations pourront alors �tre regroup�es dans un mod�le d�formable respectant les particularit�s

du patient� Le chirurgien pourra alors
 dans d	excellentes conditions
 pr�parer son intervention et

d�cider d	une strat�gie op�ratoire� On parlera alors de plani�cation chirurgicale�

Dans les deux cas
 un des grands avantages d	un simulateur en r�alit� virtuelle sera de pou


voir provoquer des �v�nements inattendus � n	importe quel instant� L	�l�ve chirurgien pourra donc

�tre confront� � des di�cult�s suppl�mentaires qui ne sont rencontr�es que tr�s rarement lors des

op�rations r�elles
 mais auxquelles il doit �tre pr�par�� Ces situations particuli�res peuvent �tre

provoqu�es par un second utilisateur
 ou bien simplement de mani�re al�atoire�

En�n
 un simulateur de chirurgie peut aussi permettre d	�valuer les qualit�s et les d�fauts d	un

geste � partir de crit�res pr�cis� On pourra par exemple surveiller la vitesse de d�placements des

instruments
 la pr�cision de certains gestes ou l	intensit� des contraintes appliqu�es sur l	organe

virtuel�

� Sch�ma g�n�ral de fonctionnement

Un certain nombre de simulateurs de chirurgie ont vu le jour ces derni�res ann�es� Si les buts

recherch�s et les applications peuvent �tre tr�s di��rents
 l	architecture et le sch�ma g�n�ral de fonc


tionnement de ces simulateurs sont toujours � peu pr�s les m�mes� La pi�ce ma tresse est le mod�le

d�formable repr�sentant la g�om�trie et le comportement biom�canique de l	organe � op�rer� La

seconde partie du simulateur est constitu�e d	un moyen d	interaction entre l	utilisateur et le mod�le

d�formable� Cette interaction se fera en g�n�ral par l	interm�diaire d	une interface m�canique
 �qui


p�e ou non d	un dispositif � retour d	e�ort� Dans le cas de notre simulateur de chirurgie h�patique

en laparoscopie
 les deux parties principales seront un mod�le d�formable repr�sentant un foie et une

interface � retour d	e�ort respectant l	ergonomie des instruments utilis�s par les chirurgiens� D	un
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point de vue logiciel
 ces deux composantes sont r�parties dans deux boucles asynchrones ��gure

��� La boucle g�rant l	interface � retour d	e�ort envoie la position et r�cup�re les forces qu	elle doit

appliquer� Pour obtenir un retour d	e�ort r�aliste
 cette boucle doit fonctionner � une fr�quence

de l	ordre de ��� Hz� La seconde boucle r�cup�re la position de l	instrument
 d�tecte les collisions

entre l	instrument et le mod�le d�formable
 traduit ces collisions en contraintes qui sont appliqu�es

au mod�le d�formable a�n de mod�liser le contact
 calcule la d�formation et la force exerc�e sur

l	instrument� Cette force est renvoy�e au syst�me � retour d	e�ort� En�n
 cette boucle met � jour

l	a�chage de la sc�ne � une fr�quence de �� Hz�
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Fig� � ! Architecture du simulateur de chirurgie laparoscopique sur le foie�

�	� Le mod
le d�formable

Le point cl� d	un simulateur de chirurgie est l	organe virtuel� Ce mod�le d�formable doit �tre

capable de repr�senter
 avec le plus de r�alisme possible
 � la fois la forme et le comportement

biom�canique de l	organe que l	on d�sire repr�senter� Il doit
 en outre
 pouvoir subir des interactions

avec les organes environnants ou les instruments de chirurgie� La plupart de nos travaux sont r�alis�s

sur le foie� La forme de l	organe est extraite � partir du scanner de patient � l	aide de surfaces

d�formables qui vont
 sous l	action de contraintes ad�quates
 venir d�limiter les contours du foie

��Montagnat et Delingette
 ������� & partir de ce maillage de la surface
 on construit un maillage

volumique� La troisi�me �tape consiste � associer une loi de d�formation � ce maillage
 c	est
�


dire d��nir de quelle mani�re l	organe doit se d�former lorsqu	une contrainte lui est appliqu�e� Les

param�tres de la loi de d�formation choisie doivent �tre identi��s aux caract�ristiques biom�caniques

mesur�s sur l	organe lui
m�me �voir partie sur l	anatomie et la rh�ologie du foie
 chapitre ��� En�n




�� Simulation de chirurgie � 
tat de l�art �

on doit d��nir quelles sont les contraintes externes que l	on peut appliquer � notre mod�le� En

g�n�ral
 on veut �tre capable d	appliquer des d�placements ou des forces sur une partie ou sur la

totalit� de l	organe� Quand le mod�le le permet
 on veut aussi pouvoir modi�er sa topologie �ra�ner

le mod�le localement
 ou bien le d�couper��

�	� Interaction avec le mod
le d�formable

L	interaction avec le mod�le d�formable comprend deux parties importantes� D	abord il faut

coupler au simulateur une interface m�canique qui permettra � l	utilisateur d	interagir avec l	envi


ronnement virtuel� Cette interface peut �tre �quip�e d	un dispositif � retour d	e�ort qui augmente

sensiblement le r�alisme du simulateur� La seconde partie est plus sp�ci�que au but du simulateur�

Il s	agit de mod�liser la fa�on dont l	instrument virtuel manipul� par l	utilisateur va interagir avec

le mod�le d�formable� Il faudra pour cela d��nir les notions de contact et de glissement
 et pr�voir

un certain nombre de gestes de base �agripper
 glisser
 couper
 �����

	 Simulation de chirurgie 
 �tat de l�art

Comme nous venons de le souligner
 le mod�le d�formable est le centre n�vralgique d	un simula


teur de chirurgie� Son choix est dict� par le cahier des charges du simulateur
 et en particulier par le

compromis entre le r�alisme et l	interactivit�� En retour
 une fois choisi
 c	est le mod�le d�formable

qui conditionnera les possibilit�s
 et les am�liorations possibles
 du simulateur tout entier� Nous

allons donc commencer cet �tat de l	art par un tour d	horizon des di��rents mod�les d�formables

utilis�s pour repr�senter le comportement d	objets mous et de structures anatomiques�

�	� Les mod
les d�formables physiques

Dans un simulateur de chirurgie
 le mod�le d�formable devra repr�senter un organe ou une struc


ture anatomique
 c	est
�
dire un certain volume de tissu biologique mou que l	on voudra toucher


d�former et couper� Il doit donc garantir un certain r�alisme biom�canique� C	est pourquoi la plupart

des simulateurs mettent en %uvre des mod�les d�formables �physiques�
 c	est
�
dire dont les d�for


mations sont d�riv�es des lois de la m�canique des milieux continus� Si de tels mod�les sont utilis�s

depuis longtemps pour le calcul de structures et pour la mod�lisation des interactions entre "uides et

solides
 leur utilisation
 pour l	animation ou pour des applications temps
r�el comme la simulation


est plus r�cente
 en particulier sous l	impulsion des travaux de D� Terzopoulos � �Terzopoulos et al�


����� Terzopoulos et Fleicher
 ������

Les mod�les d�formables qui nous int�ressent r�sultent de l	approximation g�om�trique et phy


sique de l	objet que l	on veut repr�senter� Le degr� et la nature des approximations r�alis�s condi


tionnent le r�alisme du mod�le obtenu� Il est en g�n�ral impossible de r�soudre les �quations de la

m�canique de mani�re analytique� On doit alors avoir recours � l	analyse num�rique pour trouver

�� D� Terzopoulos � http���www�cs�toronto�edu��dt�main�html
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une solution approch�e au probl�me pos�� Or tout calcul num�rique repose sur une discr�tisation

du domaine sur lequel on travaille� C	est � ce moment qu	intervient l	approximation g�om�trique

du domaine� Il existe plusieurs fa�ons de repr�senter de mani�re discr�te un domaine� La premi�re

�tape est de le diviser en sous
domaines �l�mentaires� Par exemple en dimension �
 un objet peut

�tre repr�sent� par un ensemble de points
 de sph�res
 ou de polygones ��gure ��� Cette �tape per


�a� Approximation par un ensemble de

points�

�b� Approximation par un ensemble de

points et de segments�

�c� Approximation par un ensemble de

sph�res�

�d� Approximation par un ensemble de

triangles�

Fig� � ! Di��rentes approximations g�om�triques d	un domaine�

met donc de d��nir les formes de base sur lesquelles les �quations du probl�me seront approxim�es


ce qui correspond � �xer le nombre de degr�s de libert� autoris�s� La qualit� de la discr�tisation

d�pend
 bien entendu
 du nombre de sous
domaines que l	on s	autorise pour d�crire l	objet� On peut

ensuite di��rencier les mod�les g�om�triques structur�s
 c	est
�
dire ceux o$ les sous
domaines ont

des liens topologiques avec leurs voisins
 des mod�les non structur�s
 o$ les �l�ments peuvent se

d�placer librement les uns par rapport aux autres�

����� Le mod
le Masse�ressort

Lorsque l	on s	attache � repr�senter un objet mou
 le mod�le le plus simple
 mais aussi le plus

intuitif
 est sans doute le r�seau masse
ressort� Il consiste � mod�liser l	objet par un ensemble de

points reli�s entre eux par des segments ��gure ��b��� Les points repr�sentent des masses consid�r�es

comme ponctuelles
 et les segments sont consid�r�s comme des ressorts� & chaque it�ration
 on

calcule les forces exerc�es par chaque ressort sur les deux masses situ�es � ses extr�mit�s� Ces
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forces s	expriment en fonction de la variation de longueur du ressort et de sa raideur� On peut

ensuite calculer les nouvelles positions des masses en int�grant leurs �quations du mouvement� Il y

a plusieurs raisons au succ�s de ce mod�le� Il est tout d	abord tr�s e�cace car les calculs sont tr�s

simples� Cela permet notamment d	utiliser plusieurs mod�les masse
ressort pour simuler une sc�ne

complexe� Par exemple
 L� Nedel 	 mod�lise les muscles d	un humain virtuel avec des r�seaux masse


ressort surfaciques �Nedel et Thalmann
 ����b� Nedel et Thalmann
 ����a�� En plus
 le cot� intuitif

de ce mod�le permet de lui apporter de nombreuses am�liorations� Par exemple
 on peut jouer

sur le comportement des ressorts et sur leurs raideurs pour construire des mod�les non
lin�aires

et non
homog�nes �d	Aulignac et al�
 ����a� Boux de Casson et Laugier
 �����
 ou anisotropes

�Bourguignon et Cani
 ������ Par contre
 le principal d�faut de ce mod�le est de discr�tiser les

directions selon lesquelles les forces s	exercent � l	int�rieur du mat�riau� En e�et
 les forces sont

forcement dirig�es suivant les ar�tes qui composent le maillage g�om�trique� L	implication la plus

p�nalisante de cette propri�t� est que le comportement global de l	objet simul� va d�pendre de

la g�om�trie du maillage
 et plus particuli�rement de la r�partition des directions des ar�tes� De

nombreux travaux ont d	ailleurs port�s sur l	am�lioration du comportement de ce mod�le� Par

exemple
 Y� Chen propose un r�seau masse
ressort relativement sophistiqu� comprenant di��rents

types de ressorts �ressorts structurels
 ressorts de cisaillement et ressorts de "exion� a�n de simuler

la d�formation que subit un muscle lors de sa contraction �Chen et al�
 ������ Il est aussi possible

d	am�liorer le r�alisme d	un mod�le masse
ressort en donnant aux ressorts un comportement d�duit

de mesures exp�rimentales �Boux de Casson
 �����
 ou en adaptant les raideurs des ressorts a�n

que le mod�le atteigne le comportement d�sir� �d	Aulignac et al�
 ����b�� O� Deussen �
 propose des

m�thodes pour am�liorer un mod�le masse
ressort dans plusieurs directions �Deussen et al�
 ������

Il commence par optimiser la r�partition des sommets du maillage � l	aide d	une d�composition

it�rative du domaine en diagrammes de Voronoy� Il calcule ensuite la valeur des masses attribu�es

� chaque sommet de mani�re � conserver les moments d	inertie d	ordres � et � � l	int�rieur du

mod�le� En�n
 il d�duit les raideurs des ressorts en identi�ant son mod�le avec un mod�le �lastique

lin�aire� Dans le m�me ordre d	id�e
 A� Gelder �� propose une formule permettant de calculer la

raideur des ressorts de mani�re � ce que le mod�le masse
ressort se rapproche le plus possible de

son homologue �lastique lin�aire discr�tis� par la m�thode des �l�ments �nis �Gelder et Wilhelms


������ C	est d	ailleurs ce que nous utiliserons paragraphe ������ En�n
 on peut citer les travaux de

M� Desbrun ��
 qui propose un algorithme d	int�gration permettant de stabiliser et d	acc�l�rer le

calcul des d�formations d	un mod�le masse
ressort�Desbrun et al�
 ������

�� L� Nedel � http���www�inf�ufrgs�br��nedel�

��� O� Deussen � http���www�inf�tu�dresden�de��od��

��� A� Gelder � http���www�cse�ucsc�edu��avg�

��� M� Desbrun � http���www�multires�caltech�edu��mathieu�
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����� Les syst
mes de particules

Le principe des mod�les d�formables � base de particules est de mimer le comportement de

la mati�re � l	�chelle atomique� Les particules sont des masses ponctuelles qui interagissent entre

elles par l	interm�diaire d	un champ d	attraction
r�pulsion �r�pulsion � courte port�e et attraction

� longue port�e�� Les objets mod�lis�s par un syst�me de particules sont souvent repr�sent�s par

des surfaces implicites �surfaces �quipotentielles d	une fonction
 qui
 dans ce cas
 sera la fonction

repr�sentant le champ d	interaction entre les particules�� Un syst�me de particules n	utilise pas

forcement un mod�le g�om�trique structur�� Les particules ont des interactions avec leur voisines


mais ne sont pas contraintes � conserver un certain voisinage� A� Murta �� met � pro�t cette propri�t�

pour mod�liser des liquides en mouvements �Murta et Miller
 ������ Mais il est aussi possible

d	utiliser un syst�me de particules pour repr�senter des corps d�formables� F� Jaillet �� propose


dans sa th�se
 un �tat de l	art particuli�rement complet sur ce sujet �Jaillet
 ������ Ses travaux

portent sur la reconstruction d	objets volumiques � partir de donn�es structur�es en coupes
 la

principale application �tant l	imagerie m�dicale� Il mod�lise ensuite les d�formations des objets

reconstruits � l	aide de syst�mes de particules �Jaillet et al�
 ������

Le principal d�faut des syst�mes de particules est leur temps de calcul qui varie en O�n�� �n

�tant le nombre de particules�
 puisqu	il faut calculer
 � chaque instant
 les forces exerc�es par

chaque particule sur toutes les autres� M�
P� Cani �� et M� Desbrun proposent une solution � ce

probl�me en imposant un rayon d	action aux particules a�n de limiter le nombre d	interactions�

Ce mod�le leur permet de repr�senter des mat�riaux fortement d�formables �Desbrun et Gascuel


������ Ils d��nissent de plus un nouveau type de particules inspir�es des Smoothed Particules

Hydrodynamics �Monaghan
 ����� utilis�es en astrophysique
 qui permet d	animer aussi bien des

"uides que des solides �Desbrun et Gascuel
 ����� Desbrun
 ������

Si l	on veut simpli�er encore un peu plus un syst�me de particules
 on peut restreindre l	action

d	une particule � un certain nombre de ses voisines les plus proches
 que l	on d�signe une fois pour

toutes pour ne plus avoir � les retrouver� Cela revient alors � d��nir une notion de voisinage pour

les particules et � exprimer la force qui les lie en fonction de la distance qui les s�pare� On se ram�ne

alors � un mod�le masse
ressort�

����� Les mod
les �lastiques

La th�orie de l	�lasticit� permet de d�crire le comportement de tout mat�riau d�formable
 qu	il

soit homog�ne ou pas
 lin�aire ou non
lin�aire
 isotrope
 anisotrope
 ou encore plus ou moins in


compressible �Ciarlet
 ����� Ogden
 ������ Elle repose sur la relation existant entre la d�formation

subie par chaque �l�ment de volume et les contraintes qu	il subit� L	�lasticit� constitue donc natu


rellement la voie reine pour d�crire les d�formations de mat�riaux biologiques dont le comportement

��� A� Murta � http���www�cs�man�ac�uk��amurta�alan�murta�html

��� F� Jaillet � http���www����univ�lyon��fr��fjaillet�

�
� M��P� Cani � http���www�imagis�imag�fr��Marie�Paule�Cani�Gascuel�mpg�fr�html
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est
 la plupart du temps
 complexe� Malheureusement
 les �quations mises en jeu sont souvent d	une

grande complexit� et leur r�solution est particuli�rement co#teuse en temps de calcul� La m�thode

des �l�ments �nis est souvent utilis�e pour r�soudre les probl�mes d	�lasticit� �Zienkiewicz
 ������

Son principal avantage est de permettre une description continue � la fois du probl�me et de sa

solution� Mais il est aussi possible d	utiliser les m�thodes des di��rences �nies ou des volumes �nis

�Debunne et al�
 ������ Nous d�crirons de mani�re plus pr�cise la th�orie de l	�lasticit� et la m�thode

des �l�ments �nis dans le chapitre ��

Les mod�les �lastiques permettent de d�crire avec beaucoup de r�alisme le comportement bio


m�canique de nombreux organes et tissus biologiques� Ainsi
 le Visualization Lab �� de l	universit�

de New York travaille sur la mod�lisation des muscles
 qui sont reconstruits � partir des donn�es du

Visible Man� Le muscle est ensuite anim� gr'ce � un mod�le physiologique de contraction� La d�for


mation du muscle est obtenue gr'ce � un mod�le �lastique lin�aire utilisant la m�thode des �l�ments

�nis �Zhu et al�
 ������ Une autre application int�ressante est propos�e par F� Azar �� � il a d�velopp�

un mod�le d�formable du sein qui lui permet de localiser des tumeurs sur di��rents examens au

cours desquels le sein se d�forme en fonction de la position de la patiente et des conditions d	ac


quisition des images� Il utilise pour cela un maillage hexa�drique reli� � une surface triangul�e� Le

comportement physique est approxim� par une loi d	�lasticit� lin�aire par morceaux � la pente de la

loi lin�aire est r��valu�e � chaque it�ration � partir d	une courbe contrainte
d�formation non
lin�aire

exp�rimentale �Azar et al�
 ������

On trouve aussi de nombreux travaux sur l	�tude des d�formations du cerveau qui mettent en

%uvre des mod�les �lastiques et la m�thode des �l�ments �nis �Martin et al�
 ������ M� Ferrant ��

utilise un mod�le �lastique lin�aire du cerveau
 pour le recalage non
rigide d	IRM �Ferrant et al�


����� et pour la mod�lisation du brain shift �	 �Ferrant et al�
 ����b� Ferrant et al�
 ����a�� M� Miga


pour sa part
 propose un mod�le plus sophistiqu� du cerveau bas� sur la physique de la consolida


tion� On peut le voir comme un mod�le �lastique lin�aire non
homog�ne et incompressible
 qui tient

compte des interactions entre "uide �liquide c�phalo
rachidien� et structure �mati�res
 blanche et

grise
 du cerveau�� Il l	utilise pour mod�liser le brain shift
 ainsi que les d�formations dues � l	ap


parition ou � la suppression de tumeurs �Miga et al�
 ����� Miga et al�
 ����b� Miga et al�
 ����a�

Miga et al�
 ����� Paulsen et al�
 ������ En�n
 C� Davatzicos �
 a d�velopp� un mod�le �lastique

lin�aire non
homog�ne pr�contraint avec lequel il op�re le recalage non
rigide d	IRM du cerveau

�Davatzikos
 ����� Davatzikos
 ������

�
� Visualization Lab � http���www�cs�sunysb�edu��vislab�vislab�home�html

��� F� Azar � http���surf�to�fredazar

��� M� Ferrant � http���www�tele�ucl�ac�be�MEMBERS�Ferrant�Matthieu�e�html

��� D�formation subie par le cerveau lorsque la boite cr�nienne est ouverte et qu	une partie du liquide c�phalo�

rachidien dans lequel �otte le cerveau s	est �chapp�e�

��� C� Davatzicos � http���ditzel�rad�jhu�edu��hristos�html�christos�bio�html
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�	� Les simulateurs

Au fur et � mesure que la puissance des ordinateurs augmente
 de nouveaux simulateurs de

chirurgie voient le jour
 utilisant des mod�les d�formables toujours plus sophistiqu�s coupl�s � des

e�ets sp�ciaux qui am�liorent grandement le r�alisme� Nous proposons ici un tour d	horizon de l	�tat

de l	art aujourd	hui�

Il existe d�j� un certain nombre de soci�t�s qui ont mis sur le march� des simulateurs de chirur


gie� C	est le cas de ReachIn ��
 qui commercialise un simulateur de chirurgie laparoscopique avec

retour d	e�ort
 qui peut �tre utilis� pour un grand nombre d	applications� Ils proposent aussi des

librairies de programmes et m�me leurs interfaces � retour d	e�ort� La soci�t� Xitact �� a d�velopp�

un produit
 nomm� Virtual Patient
 permettant de simuler des gestes de chirurgie minimalement

invasive avec retour d	e�ort� Ce simulateur est issu des recherches men�es � l	Institut de Syst�mes

Robotiques �� de Lausanne �EPFL�� La soci�t� Simbionix �� commercialise
 elle aussi
 un simulateur

de chirurgie endoscopique� Des applications � l	urologie endoscopique
 la gyn�cologie
 la radiologie

interventionnelle et la laparoscopie sont �galement en cours de d�veloppement� On peut aussi citer

la soci�t� Boston Dynamics ��
 dont les simulateurs de chirurgie avec retour d	e�ort permettent la

simulation d	arthroscopie �� et d	anastomose �� en chirurgie ouverte �suture de structure tubulaire��

Dans chacun des cas la simulation est accoupl�e � un processus d	�valuation des performances� La

soci�t� Mentice �� propose
 elle aussi
 de nombreuses applications pour la simulation de chirurgie

minimalement invasive� En particulier leur simulateur d	arthroscopie de l	�paule int�gre des mo


dules apprentissage des gestes et de l	anatomie
 de diagnostic
 et de traitement �Sachdeva et al�


�� Dans un autre domaine d	application
 Simedge �	 propose un simulateur de photo
coagulation

laser
 PixEyes XL� Cette soci�t� d�veloppe de nouveaux projets dans les domaines de la gyn�colo


gie
 de l	obst�trique
 de la radiologie et de l	orthop�die� Les travaux de recherches sont e�ectu�s en

collaboration avec plusieurs universit�s et instituts de recherche � Lille�

De mani�re g�n�rale
 tous les produits que nous venons de pr�senter sont bas�s sur des mod�les

relativement simpli��s
 surtout au niveau du comportement biom�canique
 a�n de garantir une

bonne "uidit� de la visualisation et du retour d	e�ort� Parall�lement
 de nombreux laboratoires de

recherche d�veloppent des prototypes de simulateur mettant en %uvre des mod�les de d�formation

plus sophistiqu�s�

Un projet tr�s ambitieux se d�veloppe depuis plusieurs ann�es au sein du groupe de vision par

��� ReachIn � http���www�reachin�se�Medical�

��� Xitact � http���www�xitact�com�

��� ISR � http���dmtwww�ep��ch�isr�

��� Simbionix � http���www�simbionix�co�il�

�
� Boston Dynamics � http���www�bdi�com�Virtual�Surgery�html

�
� http���www�bdi�com�Arthroscopy�html

��� http���www�bdi�com�Anastomosis�html

��� Mentice � http���www�mentice�com�

��� Simedge � http���www�simedge�com�



�� Simulation de chirurgie � 
tat de l�art ��

ordinateur de l	ETH de Z(rich
 dirig� par G� Sz�kely �
� LaSSo �� est un prototype de simulateur de

chirurgie laparoscopique d�di� � la chirurgie abdominale et gyn�cologique �Sz�kely et al�
 ����� Sz�


kely et al�
 ����b� Sz�kely et al�
 ����a�� Il met en %uvre des mod�les d�formables d	organes utilisant

la loi d	�lasticit� non
lin�aire de Mooney
Rivlin et la m�thode des �l�ments �nis sur un maillage

hexa�drique� Le sch�ma d	int�gration explicite
 ainsi que la non
lin�arit� du mod�le
 entra nent une

�norme quantit� de calculs qui sont pris en charge par une architecture parall�le compos�e d	un

grand nombre de PC et d	une puissante station graphique �Rhomberg et al�
 ������ L	interface se

compose d	un instrument � retour d	e�ort Phantom �� dont les degr�s de libert�s ont �t� modi��s

a�n qu	il s	adapte aux mouvements contraints impos�s par la laparoscopie �passage par un point

�xe�� L	utilisateur peut ainsi toucher et saisir les organes virtuels� Par contre
 les derni�res publi


cations ne faisaient pas �tat de la prise en compte du retour d	e�ort� Une autre partie du projet

s	attache � mesurer in vivo les propri�t�s biom�caniques des organes
 gr'ce � un outil sp�cial qui

exerce une force de succion sur la surface de l	organe pendant qu	une cam�ra enregistre la d�for


mation obtenue� Les param�tres du mod�le d�formable sont ensuite r�gl�s pour qu	il ait le m�me

comportement �Vuskovic et al�
 ������

KISMET Medical Applications ��
 dirig� par U�G� K(hnapfel �� propose une approche un peu

di��rente� Le �Karlsruhe Endoscopic Surgery Trainer� �� est un prototype de simulateur de chirurgie

laparoscopique abdominale �Kuhn et al�
 ����� K(hnapfel et al�
 �����
 qui a �t� ensuite �tendu �

la chirurgie gyn�cologique avec les travaux de th�se de H� K� )akmak �� �)akmak et K(hnapfel


����� K(hnapfel et al�
 ������ Les mod�les d�formables sont plus simples que dans le cas pr�c�dant


utilisant soit des r�seaux masse
ressort
 soit l	�lasticit� lin�aire
 dans une formulation proche de

celle propos�e par �Cotin
 ����� et �Bro
Nielsen
 �����
 et �galement proche du mod�le pr�
calcul�

que nous pr�senterons au chapitre �� Par contre
 l	interaction avec les mod�les d�formables est tr�s

compl�te� Ils utilisent un instrument d�velopp� par leurs soins
 �quip� en retour d	e�ort
 qui permet

� l	utilisateur de toucher
 saisir
 clamper
 coaguler et couper �uniquement avec le mod�le masse


ressort�� S	ajoute � ces gestes un certain nombre d	e�ets sp�ciaux � la coagulation s	accompagne

d	un d�gagement de fum�e
 les organes peuvent �tre irrigu�s
 l	utilisateur a la possibilit� d	aspirer

des liquides
 et les battements du c%ur se propagent dans les art�res �)akmak et K(hnapfel
 ������

Ils proposent aussi des mesures non invasives des propri�t�s biom�caniques des tissus vivants gr'ce

� une sonde �chographique �Maa* et K(hnapfel
 ������

Un autre simulateur de chirurgie abdominale et gyn�cologique en laparoscopie
 le SUSILAP�

��� G� Sz�kely � http���www�vision�ee�ethz�ch�members�szekely�

��� Laparoscopic Surgery Simulator � http���www�vision�ee�ethz�ch�projects�Lasso�start�html

��� Phantom � http���www�sensable�com�products�phantom�htm

��� KISMET � http���iregt��iai�fzk�de�KISMET�kis�apps�med�html

��� U�G� K�hnapfel � http���iregt��iai�fzk�de�KISMET�kismet�people�Kuehnapfel�html

�
� Karlsruhe Endoscopic Surgery Trainer � http���iregt��iai�fzk�de�TRAINER�mic�trainer��html

�
� H� K� �akmak � http���iregt��iai�fzk�de�VRTRAIN�phD�main�html
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G ��
 est d�velopp� � l	ISM �� sous la responsabilit� de A� Radetzky �	� Leur mod�le d�formable


d�nomm� �Neuro
Fuzzy� syst�me �Radetzky et al�
 �����
 est une mise en %uvre d	un mod�le

masse
ressort faisant usage des syst�mes "ous et les r�seaux de neurones �Kruse et al�
 ����� Lin et

Lee
 ����� Nauck et al�
 ������ Le m�me laboratoire d�veloppe un autre projet sur la simulation de

Neurochirurgie
 ROBO�SIM �
 �Radetzky et al�
 ������

La soci�t� HT Medical �� propose un certain nombre de produits d�velopp�s sur la base des

travaux de recherche de M� Bro
Nielsen �� �Bro
Nielsen
 ������ Ses travaux ont port�s sur la simu


lation de chirurgie g�n�rale �application sur la jambe�
 et plus r�cemment la chirurgie abdominale

ouverte� Deux mod�les d�formables sont utilis�s� Le premier est un mod�le volumique
 bas� sur

l	�lasticit� lin�aire et la m�thode des �l�ments �nis
 dont les calculs sont acc�l�r�s par une m�thode

de condensation et par l	optimisation des structures de donn�es pour les syst�mes lin�aires creux

�Bro
Nielsen et Cotin
 ������ Il utilise aussi des mod�les masse
ressort surfaciques et lin�iques qu	il

peut d�couper
 et sur lesquels il simule le saignement �Bro
Nielsen et al�
 ������ En�n
 d	autres

travaux ont �t� men�s sur la simulation de neuro
endoscopie �Bro
Nielsen
 ������

Le groupe VRAI ��
 du d�partement de micro
technique de l	Ecole Polytechnique F�d�rale de

Lausanne �EPFL�
 a mis au point un simulateur de chirurgie endoscopique
 nomm� VIRGY ��


sp�cialis� dans la simulation de l	ablation de la v�sicule biliaire �Baur et al�
 ������ La sc�ne re


pr�sentant l	abdomen du patient est compos�e d	objets rigides ou d�formables
 habill�s de textures

provenant d	images vid�o� Le mod�le de d�formation assez simple �surface convolu�e avec une fonc


tion donnant le pro�l de la d�formation� est coupl� avec un algorithme de d�coupe� Les di��rentes

t'ches qui sont propos�es � l	utilisateur sont �valu�es a�n de rendre compte de ses progr�s� Ce simu


lateur utilise un instrument � retour d	e�ort sp�cialis�
 le PantoScope �Baumann
 �����
 d�velopp�

par l	institut de syst�mes robotiques �ISR� de l	EPFL�

Le MIT Touch Lab �� a d	abord propos� des travaux sur la cuisse �Delp et al�
 �����
 avant de

s	int�resser � la chirurgie abdominale en laparoscopie �Basdogan et al�
 ������ Le mod�le d�formable

qu	ils utilisent est assez particulier � la d�formation locale due � l	instrument est calcul�e � partir

d	une quadrique et les d�formations globales sont des Free Form Deformation �FFD� �Faloutsos

et al�
 ������ Appliquer une FFD � un objet correspond � d�former l	espace dans lequel sa position

et sa forme sont exprim�es� Le simulateur impl�mente la d�coupe et le saignement �Basdogan et al�


����� Delp et al�
 �����
 et le retour d	e�ort est appliqu� � un Phantom� On peut noter
 dans la m�me

�quipe
 des travaux tr�s int�ressants sur le rendu haptique pour le toucher de surfaces rugueuses

��� SUrgical SImulator for LAParoscopy in Gynaecology � http���www�ism�austria�at�arne�ara�SUSILAP�html

��� Institute of applied Sciences in Medicine � http���www�ism�austria�at�

��� A� Radetzky � http���www�ism�austria�at�arne�ara�

��� ROBO�SIM� http���www�ism�austria�at�arne�ara�robosim�robosim�html

��� HT Medical � http���www�ht�com�

��� M� Bro�Nielsen � http���www�mortenbronielsen�net�

��� Virtual Reality and Active Interfaces � http���imtsg��ep��ch�

��� VIRGY� http���imtsg��ep��ch�projects�virgy�

�
� MIT Touch Lab � http���touchlab�mit�edu�



�� Simulation de chirurgie � 
tat de l�art ��

�Srinivasan et Basdogan
 ����� ou textur�es �Ho et al�
 ����� Basdogan et al�
 ������

Le simulateur de coelioscopie gyn�cologique
 SPIC �� �Meseure et Chaillou
 ����� Jambon

et al�
 ����� Jambon et al�
 �����
 d�velopp� au Laboratoire d	Informatique Fondamentale de Lille

�LIFL ���
 repose sur un mod�le d�formable de type masse
ressort �Meseure et Chaillou
 ����a�

Meseure
 �����
 coupl� � un algorithme de d�tection de collision optimis� �Meseure et Chaillou


����b� Meseure et al�
 ����� et � un prototype d	interface � retour d	e�ort �Lamy et Chaillou
 �����

d�velopp�e en collaboration avec l	ICAM ���

Le MERL �	 propose plusieurs applications bas�es sur les travaux de S� Gibson �
� Leur simu


lateur de chirurgie arthroscopique du genou �Gibson et al�
 ����� repose sur un mod�le d�formable

appel� �D ChainMail �Gibson
 ������ C	est un mod�le d�formable que l	on pourrait quali�er d	hy


bride� Le calcul de la d�formation se fait en deux temps� On applique d	abord un ensemble de

contraintes en position sur les �l�ments � deux �l�ments voisins n	ont pas le droit de s	�loigner ni de

se rapprocher trop l	un de l	autre� Durant cette premi�re �tape
 le mat�riau se comporte comme une

cote de maille� La seconde �tape
 plus classique
 consiste � minimiser l	�nergie �lastique du mat�riau

simul�� Le principal avantage de ce mod�le est de permettre que les �l�ments voisins ne s	�loignent

pas trop
 a�n que le probl�me soit
 � chaque it�ration
 tr�s proche de la solution d	�quilibre� Une

version am�lior�e de ce mod�le permettant de repr�senter des mat�riaux non
homog�nes est utilis�e

pour simuler des op�rations chirurgicales sur l	%il �Schill et al�
 ������ Un Phantom
 coupl� � un

algorithme de d�tection de collision et de mod�lisation des contacts permet de toucher
 couper


d�chirer et suturer les organes simul�s en ressentant un retour d	e�ort�

Des simulateurs sont aussi d�velopp�s pour d	autre organes pour lesquels les interventions sont

extr�mement d�licates
 comme par exemple l	%il� P� Neumann �� propose un simulateur de vitrecto


mie �Neumann et al�
 ����� Neumann
 ����a� Neumann
 ����b� reposant sur un tr�s beau mod�le

g�om�trique de l	%il� Le comportement biom�canique est approch� par plusieurs couches de r�seaux

masse
ressort volumiques et surfaciques� Des instruments � positionnement magn�tique permettent

d	interagir avec le mod�le et d	e�ectuer plusieurs gestes chirurgicaux� Un e�ort particulier a �t� fait

pour l	�valuation et la validation de ce simulateur en milieu hospitalier� Des travaux tr�s proches ont

�t� men�s par M� Schill ��
 mais en utilisant cette fois le mod�le d�formable �D ChainMail am�lior�

�Schill et al�
 �����
 d�velopp� sur la base des travaux de S� Gibson�

D	autres laboratoires proposent des simulateurs souvent relativement sp�cialis�s� Le National

Biocomputation Center �� �Stanford+Nasa� d�veloppe plusieurs applications pour la simulation

de chirurgie gyn�cologique
 de microchirurgie
 ou encore de r��ducation avec des environnements

�
� SPIC � http���www�li��fr�GRAPHIX�rechappli�simulateur�spic�index�html

��� LIFL � http���www�li��fr�

��� Institut Catholique d	Arts et M�tiers � http���www�icam�fr�v��index��htm

��� Mitsubishi Electric Research Laboratory � http���www�merl�com�


�� S� Gibson � http���www�merl�com�people�gibson�


�� P� Neumann � http���www�sbhis�uic�edu�paul�


�� M� Schill � http���www�li
�ti�uni�mannheim�de��schill�www�


�� National Biocomputation Center � http���www�biocomp�stanford�edu�
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virtuels et des interfaces haptiques� Georgia Tech �� travaille sur un simulateur de chirurgie sp�


cialis� sur les vaisseaux et autres structures tubulaires �Cover et al�
 ������ Il faut aussi noter les

travaux men�s au HIT Lab �� par J� Berkley �� sur la simulation de suture� Il reconstruit des mo


d�les �l�ments �nis �lastiques lin�aires � partir d	images m�dicales �Berkley et al�
 �����
 qu	il utilise

en temps
r�el gr'ce � des pr�
calculs pour simuler les gestes de suture gr'ce � deux interfaces Phan�

tom �Berkley et al�
 ������ Au sein du m�me laboratoire sont �galement d�velopp�es des interfaces

immersives pour la simulation de chirurgie �Oppenheimer et Weghorts
 ������

�	
 Les projets AISIM et CAESARE

L	�laboration d	un simulateur de chirurgie soul�ve un grand nombre de probl�mes r�currents dans

les domaines de la vision par ordinateur et de l	animation �Ayache et al�
 ����� Marescaux et al�


������ C	est pour traiter le sujet dans sa globalit� que l	INRIA a d�cid� de promouvoir les projets

AISIM et CAESARE dont nous avons parl� au d�but de ce chapitre� Ces projets s	appuient sur les

travaux e�ectu�s par St�phane Cotin durant sa th�se au sein de l	�quipe Epidaure �Cotin
 ������

Il a d�velopp� deux mod�les d�formables
 bas�s sur l	�lasticit� lin�aire et la m�thode des �l�ments

�nis
 le mod�le quasi
statique pr�
calcul� �Cotin et al�
 �����
 tr�s e�cace mais qui ne supporte

pas les changements de topologie
 et le mod�le dynamique masse
tenseur �Delingette et al�
 �����


plus lent mais qui permet de simuler les d�coupes� En�n
 il a propos� une m�thode pour coupler les

deux mod�les a�n d	en additionner les avantages au sein d	un mod�le hybride �Cotin et al�
 ������

Ces mod�les d�formables prenaient place dans un simulateur de chirurgie h�patique en laparoscopie

avec retour d	e�ort�

Une premi�re composante des projets AISIM et CAESARE est la construction d	un mod�le

d�formable du foie �sans compromis�
 c	est
�
dire en particulier sans la contrainte de devoir calculer

les d�formations en temps
r�el� Ce mod�le pourra ainsi servir de r�f�rence pour �valuer le degr� de

r�alisme des autres mod�les d�formables qui ont du �tre simpli��s a�n de fonctionner en temps
r�el�

Pour cela M� Vidrascu ��quipe MACS� a d�velopp� un mod�le d�formable du foie incompressible


utilisant la loi d	�lasticit� non
lin�aire de Mooney
Rivlin
 coupl� � une coque externe qui repr�sente

la capsule de Glisson� L	utilisation d	un algorithme de d�composition de domaine a permis de

r�duire les temps de calcul de plusieurs heures � quelques minutes �Vidrascu
 ������ Parall�lement


M� Thiriet ��quipe M�N� s	est int�ress� � l	�tude anatomique du foie� Il est en e�et important de

conna tre les relations physiques et anatomiques entre le foie et les organes voisins� La seconde

partie de son travail consiste � d�terminer les coe�cients d	�lasticit� caract�risant le comportement

biom�canique du foie
 en particulier le module de Young� Il a
 pour cela
 collabor� avec D� Dan qui

e�ectuait une th�se sur le comportement m�canique du foie dans des situations de choc �Dan et

Flaud
 ����� Dan
 ����� Dan et al�
 ������

Le second grand th�me abord� est celui des mod�les d�formables fonctionnant en temps
r�el� Ce


�� Georgia Tech � http���www�cc�gatech�edu�gvu�biovis�surgsim�



� Human Interface Technologie Lab � http���www�hitl�washington�edu�



� J� Berkley � http���www�hitl�washington�edu�people�jberkley�
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sujet est trait� par trois �quipes qui ont suivi des directions di��rentes� Au sein de l	�quipe SHARP


le choix s	est tourn� vers les r�seaux masse
ressort� D� d	aulignac et F� Boux de Casson proposent des

mod�les masse
ressort mettant en %uvre di��rents types de ressorts et de comportements adapt�s

aux particularit�s anatomiques des structures qu	ils repr�sentent �peau
 muscle
 parenchyme
 ����

�d	Aulignac et al�
 ����a� d	Aulignac et al�
 ����b� Boux de Casson et Laugier
 ������ D� d	aulignac

a
 d	autre part
 beaucoup travaill� sur les probl�mes li�s au couplage d	un mod�le d�formable avec

une interface � retour d	e�ort �d	Aulignac et Balaniuk
 ����� d	Aulignac et al�
 ������ De plus


F� Boux de Casson s	est int�ress� � la simulation du d�chirement d	un mod�le d�formable lorsqu	il

est soumis � des contraintes trop importantes �Boux de Casson et Laugier
 ����� Boux de Casson


������ G� Debunne ��quipe iMAGIS� s	est orient� vers un mod�le utilisant l	�lasticit� lin�aire et la

m�thode des volumes �nis� L	originalit� de son approche est de pouvoir calculer les d�formations

� plusieurs r�solutions
 ce qui permet d	augmenter la pr�cision dans les zones o$ la d�formation

est importante et de gagner du temps sur le reste du mod�le en y diminuant la r�solution� Il a

d	abord appliqu� ce principe sur des grilles r�guli�res �maillages hexa�driques� que se pr�tent bien

aux subdivisions locales �Debunne et al�
 �����
 puis s	est tourn� vers les maillages t�tra�driques

�Debunne et al�
 ������ Les travaux r�alis�s au sein de l	�quipe Epidaure seront pr�sent�s en d�tail

dans ce manuscrit� Nous avons d�velopp� des mod�les d�formables bas�s sur la th�orie de l	�lasticit�

et la m�thode des �l�ments �nis
 et nous nous sommes particuli�rement int�ress�s � la mod�lisation

des mat�riaux lin�aires anisotropes �Picinbono et al�
 ����c�
 puis non
lin�aires �Picinbono et al�


����b� Picinbono et al�
 ����a� Picinbono et al�
 ����a�� Nous avons aussi travaill� sur la mod�lisation

des contacts entre les instruments chirurgicaux et les organes �Picinbono et al�
 ����b�� En�n
 nous

proposons une solution au probl�me du couplage des mod�les d�formables avec des syst�mes � retour

d	e�ort �Picinbono et Lombardo
 ������

D	autres sujets que l	on rencontre souvent dans le domaine de l	animation par ordinateur ont �t�

trait�s
 donnant des r�sultats particuli�rement int�ressants� C	est le cas notamment pour la d�tection

de collision entre un objet rigide �l	outil du chirurgien� et un mod�le d�formable �l	organe simul��


avec un algorithme original faisant appel au processus de rendu OpenGL �Lombardo et al�
 �����


que nous utilisons dans nos travaux et qui sera pr�sent� au chapitre �� Une derni�re contribution a

�t� propos�e par F� Neyret �iMAGIS� pour r�soudre les probl�mes qui se posent lorsque l	on d�sire

texturer la surface d	un objet � la g�om�trie complexe et irr�guli�re �Neyret et Cani
 ������ Nous

pr�sentons une application de ces travaux au chapitre ��

� Contributions

Ce manuscrit de th�se se divise en � chapitres� Le chapitre � pose les bases math�matiques et

physiques n�cessaires � la bonne compr�hension des chapitres suivants� Ainsi
 nous commen�ons

par y introduire la m�canique des milieux continus
 th�orie de l	�lasticit� et les lois des syst�mes

dynamiques� Nous poursuivons par un expos� rapide de la m�thode des �l�ments �nis et de sa

formulation particuli�re pour les maillages t�tra�driques� La seconde partie de ce chapitre d�taille
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les notations de calcul matriciel et di��rentiel que nous utilisons�

Les chapitres � et � sont consacr�s aux travaux que nous avons men�s sur les mod�les d�for


mables� Dans le chapitre �
 nous commen�ons par une description d�taill�e du mod�le d	�lasticit�

lin�aire� Nous lui associons deux m�thodes de r�solution donnant naissance � deux mod�les d�for


mables � un mod�le quasi
statique pr�
calcul�
 tr�s e�cace mais dont on ne peut pas modi�er la

topologie
 et un mod�le inspir� des r�seaux masse
ressort
 qui est dynamique et qui se pr�te parti


culi�rement bien � la simulation de la d�coupe
 le mod�le masse
tenseur� Nous proposons ensuite

une g�n�ralisation de ces mod�les d�formables aux mat�riaux dits transversalement isotropes


c	est
�
dire les mat�riaux qui poss�dent une direction de d�formation privil�gi�e� Ce nouveau mod�le

nous permet de simuler les d�formations de mat�riaux fortement anisotropes comme les muscles


les tendons ou les vaisseaux sanguins� Nous sommes aussi capables de construire des mod�les com


portant des zones isotropes et d	autres anisotropes� Cela nous permet notamment de repr�senter le

parenchyme h�patique qui est isotrope mais qui est travers� par des vaisseaux qui le rendent locale


ment anisotrope� Pour compl�ter le r�alisme biom�canique de notre mod�le de foie
 nous proposons

de coupler le mod�le masse
tenseur � un mod
le masse�ressort surfacique a�n de mod�liser la

raideur plus importante de la surface du foie due � la pr�sence d	une peau entourant l	organe � la

capsule de Glisson�

Malgr� les am�liorations que nous y avons apport�es
 le mod�le d	�lasticit� lin�aire reste li


mit� par le fait qu	il n	est valable que pour les petits d�placements� En e�et
 l	absence d	invariance

par rotation provoque des d�formations irr�alistes d�s que le d�placement d	une partie du mod�le

devient trop grande� Nous proposons donc
 dans le chapitre �
 un nouveau mod�le masse
tenseur

non�lin�aire
 bas� sur l	utilisation du mod�le d	�lasticit� de St Venant�Kirchho� 
 qui est l	�qui


valent de l	�lasticit� lin�aire
 mais qui reste valable pour les grands d�placements� De plus
 a�n

de mettre � pro�t le r�alisme des d�formations qu	il permet de simuler
 nous le g�n�ralisons lui

aussi aux mat�riaux anisotropes en suivant le m�me cheminement que pour le mod�le lin�aire� Ce

mod�le non
lin�aire �tant plus co#teux en temps de calcul
 nous proposons un mod
le adaptatif


qui utilise l	�lasticit� non
lin�aire seulement dans les zones o$ le d�placement est important
 le reste

du mod�le se contentant d	un comportement lin�aire� En�n
 nous proposons une nouvelle formu


lation de l	�nergie �lastique de St Venant Kirchho�
 que nous exprimons uniquement en fonction

des variations de longueur des ar�tes du maillages� Nous d�veloppons ce mod�le
 que nous appe


lons simplexe hyper�lastique
 dans les cas �D �maillage surfacique triangulaire� et �D �maillage

volumique t�tra�drique�� Cette formulation dans laquelle l	invariance par rotation est intrins�que


permet d	am�liorer la stabilit� et l	e�cacit� du mod�le d�formable�

Dans le chapitre �
 nous pr�sentons les travaux que nous avons men�s pour int�grer les mod�les

d�formables que nous avons d�velopp�s au sein d	un simulateur de chirurgie� Nous proposons tout

d	abord une mod�lisation des contacts et des interactions entre l	organe virtuel et les instruments

des chirurgiens� Nous d��nissons des comportements �l�mentaires permettant � l	outil de glisser sur

la surface du foie
 de la saisir au moyen de la m'choire d	une pince mais aussi de d�couper le pa


renchyme h�patique� Nous abordons ensuite le couplage proprement dit du mod�le d�formable avec
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une interface m�canique � retour d	e�ort� Ce syst�me � retour d	e�ort �tant reli� � un ordinateur

di��rent de celui qui fait fonctionner le mod�le d�formable
 nous d�crivons le protocole de com�

munication que nous avons mis en place a�n que les deux ordinateurs �changent des informations

de position et de force� Finalement
 nous proposons une solution originale au probl�me du retour

d�e�ort
 permettant d	obtenir
 gr'ce � une m�thode d	extrapolation des forces
 un rendu hap


tique r�aliste en se contentant de calculer les forces � la fr�quence impos�e par le rendu visuel en

temps
r�el�

Le chapitre � propose un condens� des travaux pr�sent�s dans les chapitres pr�c�dents sous

la forme d	une description chronologique des �tapes successives n�cessaires � la construction d	un

simulateur de chirurgie� En partant de la construction du mod�le g�om�trique de l	organe � partir

d	images m�dicales
 nous poursuivons par l	int�gration des connaissances anatomiques et rh�olo


giques du foie et des conditions dans lesquelles se d�roulent les op�rations� Finalement
 nous pr�


sentons des exemples de simulation de gestes chirurgicaux
 rendus possible par l	int�gration des

di��rents travaux r�alis�s durant cette th�se�

En�n
 le dernier chapitre conclut ces travaux et propose un certain nombre d	orientations pour

les d�veloppements futurs sur le sujet de la simulation de chirurgie�



�� Introduction



Chapitre �

Les bases math�matiques et physiques

D
ans ce premier chapitre� nous introduirons

les notations et les concepts math�matiques

et physiques de base que nous utiliserons tout au

long du manuscrit� Nous y d�crirons les principes

de la m�canique des milieux continus et la th�orie

de l
�lasticit�� et nous poursuivrons par une br�ve

pr�sentation de la m�thode des �l�ments 
nis� Nous

aborderons ensuite les notions de calcul vectoriel�

matriciel et di��rentiel�


 Les math�matiques sont la seule science o� l	on ne sait

pas de quoi l	on parle� ni si ce qu	on dit est vrai �

Russell
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Ce chapitre rassemble toutes les notations et tous les concepts de base n�cessaires � la com


pr�hension du reste du manuscrit� Sans entrer dans les d�tails
 nous donnerons un aper�u le plus

synth�tique possible des di��rents outils math�matiques et physiques que nous utiliserons
 et nous

orienterons le lecteur vers les r�f�rences bibliographiques qui nous ont servi de r�f�rences ou qui

nous semblent pertinentes pour une �tude plus approfondie�

Nous commencerons par aborder les th�mes de la physique des milieux continus et de l	�las


ticit�
 pour pourvuivre avec une pr�sentation de la m�thode des �l�ments �nis� Les deux derniers

paragraphes s	attacheront � introduire les bases des calculs vectoriels
 matriciels et di��rentiels qui

sont utilis�s tout au long du document�

��� La physique des milieux continus et des syst
mes dynamiques

La pi�ce ma tresse d	un simulateur de chirurgie est le mod�le d�formable qui repr�sente l	organe

et les structures anatomiques avec lesquels il va falloir interagir� A�n d	obtenir un comportement

r�aliste de notre organe virtuel
 nous avons choisi de construire nos mod�les d�formables sur les

bases de la m�canique des milieux continus�

La m�canique des milieux continus permet de d�crire le comportement d	un corps qui se d�forme

ou se d�place sous l	in"uence de contraintes externes� Dans le cas d	un corps �mou�
 nous pourrons

alors exprimer et quanti�er sa d�formation lorsqu	il est soumis � un champ de forces volumiques

comme la pesanteur ou bien lorsque des forces sont appliqu�es sur sa surface� Cette d�formation


ainsi que les contraintes qu	elle engendre � l	int�rieur du mat�riau
 vont permettre de calculer le

mouvement r�sultant du corps�

Les caract�ristiques m�caniques d	un mat�riau sont traduites par la relation qui existe entre la

d�formation subie par le corps et les contraintes internes qui en r�sultent� Nous nous placerons alors

dans le cas du mod�le d	�lasticit� de St Venant
Kirchho�
 qui est un cas particulier des mat�riaux

hyper�lastiques�

Pour plus de d�tails sur les concepts abord�s dans ce paragraphe
 nous conseillons les ouvrages

de D� Fran�ois �Fran�ois et al�
 �����
 de Y� C� Fung �Fung
 ����� et de A� J� M� Spencer �Spencer


�����
 ainsi que les cours de J� Garrigues �Garrigues
 ����d� et de T�G� Shawki �Shawki
 ����� sur la

m�canique des milieux continus� En ce qui concerne le th�orie de l	�lasticit�
 le cours tr�s p�dagogique

de J� Garrigues �Garrigues
 ����a� pourra �tre approfondi par l	�tude des ouvrages de P�G� Ciarlet

�Ciarlet
 ����� Ciarlet
 ����� Ciarlet
 �����
 de J�T� Oden �Oden
 ����� et de R�W� Ogden �Ogden


������

�	�	� La d�formation

Consid�rons �
 un ouvert de IR�
 �� son adh�rence et � sa fronti�re� Ce domaine passe de sa

position de repos � sa position d�form�e sous l	action de la d�formation �� En tout point X du
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domaine
 on peut repr�senter de mani�re �quivalente la d�formation par le champ de d�placements

U�X� qu	elle induit ��gure ���� �

��X� � X�U�X�� �����
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Fig� ��� ! Application d	une d�formation sur un domaine de IR�

A�n de quanti�er la d�formation d	un �l�ment de volume du domaine
 on d��nit un tenseur

de d�formation
 c	est
�
dire une matrice �x� sym�trique qui d�pend du gradient de la d�form�e�

Lorsque l	on raisonne dans un r�f�rentiel Lagrangien �la con�guration de repos sert de r�f�rence�


on utilise le tenseur de d�formation de Cauchy
Green C �Maurel et al�
 ����� Ciarlet
 �����
 d��ni

par �

C � r�t r�� �����

Pour que ce tenseur permette de caract�riser la d�formation subie par un �l�ment de volume
 il

se doit d	�tre invariant par transformation rigide
 c	est
�
dire par translation et par rotation� On

v�ri�e en e�et que pour une transformation rigide quelconque �rig�X� � T � RX �o$ T est une

translation et R une rotation�
 C est bien �gal � la matrice identit� �

r�rig � R �����

C � r�t
rig r�rig � Rt R � I �����

Ce tenseur ne tient donc compte que de la partie non rigide de la d�formation� Si l	on consid�re un

�l�ment de volume cubique dV � dx dy dz
 C exprime sa variation de forme� On peut distinguer

deux types de changement de forme �

� Les trois �l�ments diagonaux expriment l	�tirement du cube le long de ses trois axes ��gure

����b��� Par exemple l	�tirement �ou la contraction� dans la direction z est quanti�� par �

C�� �

�
��

�z
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�

�
��

�z

��
�

�
��

�z

��
�

�
��
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�
�

�
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�
�

�������z
����� �����
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� Les trois autres �l�ments �c	est une matrice sym�trique� expriment le cisaillement
 c	est
�
dire

la variation d	angle entre les faces du cube ��gure ����c��� Pour l	angle entre les faces x � Cste

et z � Cste
 on a �

C�� �
��

�x

��

�z
�
��

�x

��

�z
�

��

�x

��

�z
�

��

�x
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0

�a� Forme au repos

x

y

z

0

�b� �tirement

x

y

z

0

�c� Cisaillement

Fig� ��� ! Les composantes de la d�formation d	un �l�ment de volume cubique

Comme le montre la �gure ���
 on peut raisonner de mani�re �quivalente sur le champ de

d�placements� On remarque alors que le gradient du champ de d�placements est reli� � celui du

champ de d�formations par la relation r� � I �rU �I est la matrice identit��� On utilisera dans

ce cas le tenseur de d�formation de Green
St Venant E
 qui s	exprime en fonction du gradient du

champ de d�placements �

E �
�

	
�C � I� �

�

	

�
rUt �rU�rUtrU

�
�����

Comme pour le tenseur C
 on peut di��rencier les trois �l�ments diagonaux de E
 que l	on notera

�x
 �y et �z� Ils repr�sentent l	�tirement de l	�l�ment de volume dans les trois directions de l	espace�

Les trois autres �l�ments
 �xy
 �xz et �yz
 traduisent le cisaillement dans l	�l�ment de volume� Le

tenseur E s	exprime alors en fonction de ces six composantes de d�formation sous la forme �

E �
�

	

���	 �x �xy �xz

�xy 	 �y �yz

�xz �yz 	 �z

	
� o$

�








�








�

�x � ux �
�
� �u

�
x � v�x � w�

x�

�y � vy �
�
��u

�
y � v�y � w�

y�

�z � wz �
�
� �u

�
z � v�z � w�

z�

�xy � �uy � vx� � �uxuy � vxvy � wxwy�

�xz � �uz � wx� � �uxuz � vxvz � wxwz�

�yz � �vz � wy� � �uyuz � vyvz �wywz�

�����

Les mod�les d�formables �tudi�s dans le chapitre � reposent sur une loi de d�formation �lastique

lin�aire� Dans ce cas particulier de la m�canique des milieux continus
 on ne consid�re que la partie

lin�aire du tenseur E
 qui prend alors la forme �

El �
�

	

�
rUt �rU

�
�����
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Les six composantes de d�formation valent alors ��
�lx � ux �ly � vy �lz � wz

�lxy � �uy � vx� �lxz � �uz � wx� �lyz � �vz � wy�
������

�	�	� Les forces

La d�formation du domaine � que nous consid�rons peut r�sulter de l	application de deux types

de forces �

� Les forces volumiques appliqu�es sur une partie ou sur la totalit� du domaine� L	exemple le

plus simple est la force de gravit�� On notera f la densit� de l	ensemble de ces forces �

f 
 �� �� IR� ������

� Les forces surfaciques appliqu�es sur la partie libre de la fronti�re du domaine ��
 le reste

�� de la fronti�re du domaine �� � �� � ��� �tant contrainte en d�placements� Ce sont par

exemple des forces de pression ou de contact� La densit� de ces forces surfaciques sera alors

not�e �

g 
 �� �� IR� ������

�	�	
 Les contraintes

& partir des axiomes de conservation locale du moment lin�aire et du moment angulaire
 et en

appliquant le Th
or�me de Cauchy �Ciarlet
 �����
 on montre que pour tout �l�ment de volume �

l	int�rieur du corps consid�r�
 il existe un champ de vecteurs �t� �X	�n� et un champ de tenseurs �T � �X�

tels que �
�t� �X	�n� � �T � �X��n	 ������

o$ �n est le vecteur unitaire normal � la surface de l	�l�ment de volume� �t et �T sont respectivement

le vecteur de contrainte de Cauchy et le tenseur de contrainte de Cauchy� Le �tilde� sur le nom

des variables signi�e qu	elles sont exprim�es dans le r�f�rentiel Eul�rien
 o$ la position d�form�e

est prise comme r�f�rence� A�n de pouvoir raisonner dans le r�f�rentiel Lagrangien �la position

au repos est prise comme r�f�rence�
 on utilise la transform�e de Piola pour construire le premier

tenseur de contrainte de Piola�Kirchho� �

T �X� � det�r��X�� �T � �X�
�
r��X�t

���
	 �X � ��X�� ������

Cela permet naturellement de d��nir le premier vecteur de contraintes de Piola�Kirchho� t
 de telle

mani�re que l	�quation �

t�X	n� � T �X�n ������

soit toujours v�ri��e� Par contre ce tenseur de Piola
Kirchho� n	est pas sym�trique alors que le

tenseur de Cauchy l	�tait� Comme il est pr�f�rable de consid�rer un tenseur de contrainte qui soit



�� Les bases math
matiques et physiques Chap� �

sym�trique
 en particulier parce que dans ce cas les �quations constitutives prennent une forme plus

simple
 nous utilisons le second tenseur de contrainte de Piola�Kirchho� � �

��X� � r��X��� T �X�� ������

�	�	� Le mouvement

En �crivant l	axiome de conservation globale du moment lin�aire sur tout sous
domaine de �


et en appliquant le th
or�me de divergence de Gauss
 le th
or�me de transport et l	
quation de

continuit

 on obtient l	�quation g�n�rale du mouvement pour un milieu continu �chapitre � de

�Bro
Nielsen
 ������� Pour un mouvement �lastique
 cette �quation correspond � un mouvement

harmonique
 � laquelle on rajoute en g�n�ral un terme d	amortissement pour obtenir l	�quation du

mouvement harmonique amorti
 que l	on appelle aussi �quation Lagrangienne du mouvement �



d�U

dt�
� c

dU

dt
� f�X� �r�T �X�	 X � � ������

g�X� � T �X�n	 X � ��

o$

�





�





�


 est la densit� de masse

c est le co��cient d	amortissement du mat�riau

f est la densit� de force volumique

g est la densit� de force surfacique

Pour une d�formation statique
 l	�quation ���� devient �


 � f�X� �r�T �X� ������

�	�	� Les mat�riaux hyper�lastiques

Depuis le d�but de ce paragraphe ���
 nous avons vu
 d	une part
 comment quanti�er une d�


formation ��quations ���
 ��� et ����
 et d	autre part comment le tenseur de contrainte gouverne les

�quations du mouvement ��quation ������ Il ne manque plus alors qu	une relation liant les contraintes

et les d�formations pour �tablir le comportement biom�canique du mat�riau consid�r�� Pour cela


nous nous pla�ons dans le cadre des mat�riaux hyper�lastiques�

Un mat�riau est dit �lastique
 si le tenseur de contraintes qui le caract�rise d�pend uniquement

de la position et du gradient de la d�formation� De plus
 ce m�me mat�riau sera hyper�lastique

s	il existe une fonction d	�nergie potentielle W telle que le tenseur de contraintes d�rive de cette

�nergie �

� � r��� T �
�W

�E
� ������

On d��nira alors l	�nergie totale de d�formation sur tout le domaine � � partir de l	�nergie poten


tielle �

E �

Z
�
W dX ������
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Pour les mat�riaux isotropes et homog�nes
 la fonction d	�nergie potentielle W est compl�te


ment caract�ris�e par les invariants principaux du tenseur de d�formation de Cauchy
Green C� Ces

invariants sont les coe�cients du polyn�me caract�ristique det�C ��I�
 et s	�crivent en fonction de

C ou du tenseur de d�formation de Green
St Venant E ��
�
�
l� � trC � � � 	trE

l� �
�
�

�
�trC�� � trC�

�
� � � �trE � 	

�
�trE�� � trE�

�
l� � jCj � j	E � Ij

������

& l	aide de ces invariants
 on peut exprimer la fonction d	�nergie potentielle pour un mat�riau

hyper�lastique quelconque comme une somme in�nie de la forme �

W �
�X

r�s�t��

Lrst�l� � ��r�l� � ��s�l� � ��t	 L��� � 
 ������

Il est int�ressant de noter que le troisi�me invariant mesure la variation locale de volume� Pour

des mat�riaux incompressibles ce terme vaut �� Une approche souvent utilis�e pour renforcer la

contrainte d	incompressibilit� est d	introduire un multiplicateur de Lagrange L qui se comporte

comme une pression interne obligeant le mat�riau � trouver un �tat d	�quilibre garantissant son

incompressibilit�� La version incompressible de la fonction d	�nergie potentielle peut ainsi s	�crire �

W i �

�X
r�s��

Li
rs�l� � ��r�l� � ��s � L�l� � ��	 Li

�� � 
 ������

Dans les deux cas
 la donn�e de l	ensemble des constantes Lrst �ou Li
sr pour les mat�riaux incompres


sibles� permet de d��nir un mod�le de comportement et donc un mod�le de mat�riau hyper�lastique�

�	�	� Le mod
le d��lasticit� de St Venant�Kirchho�

Le mod�le d	�lasticit� de St Venant
Kirchho� est d��ni � l	aide de l	�quation ���� en choisissant

les constantes Lrst toutes nulles sauf �

L��� � �	 L��� �
�� 	�

�
et L��� � �

�

	
������

En utilisant les expressions des invariants principaux en fonction de E ��quations �����
 on obtient

la formulation de l	�nergie potentielle �lastique du mat�riau de St Venant
Kirchho� �

W �
�

	
�trE�� � � trE�	 ������

o$ � et � sont les constantes de Lam
� Elles sont reli�es aux grandeurs classiques exprimant les

propri�t�s des mat�riaux �lastiques
 c	est
�
dire le module de Young E et le rapport de Poisson



 par les formules �

� �
E


�� � 
���� 	
�
� �

E

	�� � 
�
������
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Le module de Young E caract�rise la raideur du mat�riau
 tandis que le rapport de Poisson 


repr�sente son incompressibilit�� Il est � noter que ce mat�riau est physiquement lin�aire
 puisque

la relation entre contraintes et d�formations est lin�aire �

� �
�W

�E
� � �trE� I � 	� E� ������

Par contre
 la relation non
lin�aire entre E et rU conduit � une non lin�arit� g�om�trique� On

parle aussi
 dans ce cas
 d	�lasticit� en grands d�placements�

Les �quations ���� et ���� e�ectuent la jonction entre contraintes et d�formations
 ce qui per


met de totalement caract�riser le comportement biom�canique d	un mat�riau �lastique ob�issant au

mod�le de St Venant
Kirchho�� Le tableau suivant propose une r�capitulatif du processus de calcul

de la d�formation pour ce mod�le d	�lasticit� � la d�formation est quanti��e par le tenseur d�for


mation� Les invariants principaux de ce tenseur et les coe�cients de Lam� permettent d	exprimer

l	�nergie �lastique
 dont on d�rive le tenseur des contraintes� Ces contraintes internes
 coupl�es aux

contraintes volumiques et surfaciques externes appliqu�es sur le domaines
 permettent de d�duire

l	�quation du mouvement du mod�le�

��X� � X�U

D�placements

C � r�tr�

E � �
� �rU

t �rU�rUtrU�

Tenseur de d�formation � Strain

�nergie Potentielle de D�formation �

W � �
� �trE�� � �trE�

Second Tenseur de Contrainte

de Piola
Kircho� �

� � ��trE�I � 	�E

Forces

�quation du mouvement �


d
�U

dt�
� cdU

dt
� f�X� �r�T �X�

Tenseur de contrainte � Stress

Premier Tenseur de Contrainte

de Piola
Kircho� T �

���	X� � r��X���T �X� � �W
�E

��� La m�thode des �l�ments �nis

Le but de ce paragraphe est de familiariser le lecteur avec les principes de la m�thode des �l�ments

�nis qui sera mise en %uvre dans les chapitres � et �� Nous n	en pr�senterons donc que les grandes
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lignes et nous nous concentrerons sur l	�tude des �l�ments �nis t�tra�driques de type P� que nous

utiliserons par la suite� Pour une �tude plus approfondie
 nous conseillons les cours de J� Garrigues

�Garrigues
 ����b� et de P�J� Hunter �Hunter et Pullan
 �����
 ainsi que le chapitre � de la th�se

de S� Cotin �Cotin
 �����
 ou bien encore le chapitre � du livre de W� Maurel et al� �Maurel et al�


����� et les ouvrages de r�f�rence de O� Zienkiewicz �Zienkiewicz
 �����
 de K�
L� Bathe �Bathe


����� et de T� Hughes �Hughes
 ������

Si les mod�les physiques choisis pour mod�liser un probl�me r�el nous fournissent en g�n�ral les

�quations et les conditions aux limites
 les math�matiques
 par contre
 sont souvent impuissantes

� nous fournir une solution analytique de ce probl�me� Heureusement
 l	analyse num�rique vient

� notre secours pour apporter des solutions num�riques par l	interm�diaire de plusieurs m�thodes


parmi lesquelles on peut citer la m�thode des di��rences �nies
 la m�thode des volumes �nis
 et la

m�thode des �l�ments �nis � laquelle nous allons nous int�resser maintenant�

La plupart des probl�mes de physique peuvent se formuler sous la forme � �trouver un champ

�scalaire
 vectoriel ou tensoriel� H�X	t� satisfaisant � un ensemble d	�quations pour tous les points

X du domaine � et � tout instant t
 et respectant des conditions aux limites sur la fronti�re � du

domaine��

La m�thode des �l�ments �nis consiste alors � rechercher une solution approch�e de la solution

exacte sous la forme d	un champ �H�X	t� d��ni par morceaux sur des sous
domaines de �� Les n

sous
domaines �i doivent repr�senter le domaine � tout entier et doivent �tre disjoints deux � deux


c	est
�
dire qu	ils doivent v�ri�er �

n���
i��

�i � � et �i � �j � �	 	i 
� j ������

Les champs �hi�X	t� d��nis sur les sous
domaines
 sont choisis parmi une famille de champs arbi


traires �g�n�ralement polynomiaux�� La famille de champs locaux est appel�e espace des fonctions

d�interpolation de l�
l
ment�

& l	int�rieur de chaque sous
domaine
 le champ est repr�sent� par un nombre �ni de valeurs

�valu�es en certains points choisis arbitrairement� Ces points sont appel�s n�uds� Le champ local

est une interpolation des valeurs aux n%uds� Le sous
domaine muni de son interpolation est appel�


l
ment�

Chercher une solution par �l�ments �nis consiste donc � d�terminer quel champ local on attribue

� chaque sous
domaine pour que le champ global obtenu par juxtaposition de ces champs locaux

satisfasse au mieux les �quations et les conditions aux limites�

La r�solution d	un probl�me par la m�thode des �l�ments �nis se d�compose selon les �tapes

suivantes �

❶ On divise le domaine � en sous
domaines � C	est le maillage� Les sous
domaines sont appel�s

mailles� En g�n�ral
 les mailles sont des primitives g�om�triques relativement simples
 comme

des t�tra�dres ou des hexa�dres�

❷ Sur chaque sous
domaine
 on d��nit un ensemble de n%uds� Ces n%uds correspondent aux
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points de contr�le sur lesquels le probl�me sera �valu�� Ce sont en g�n�ral des points remar


quables de la primitive g�om�trique choisie� Dans les cas les plus simples ce sont ses sommets


mais si on veut augmenter le nombre de degr�s de libert�
 on peut aussi prendre les milieux

des ar�tes
 les centres des faces
 le centre de gravit�
 etc ���

❸ On choisit les polyn�mes �ou autres fonctions� qui d��nissent le champ local en fonction des

valeurs aux n%uds� Ces polyn�mes sont aussi appel�s fonctions de forme du sous
domaine�

Une maille associ�e � ses n%uds et � ses fonctions de forme constitue un �l�ment�

❹ On ram�ne ensuite le probl�me � un probl�me discret � c	est la discr�tisation� En e�et
 toute

solution approch�e est compl�tement d�termin�e par les valeurs aux n%uds des �l�ments� Il

su�t donc de trouver les valeurs � attribuer aux n%uds pour d�crire une solution approch�e�

❺ On r�sout le probl�me discret � c	est la r
solution� Nous verrons les m�thodes de r�solution

que nous utilisons dans le chapitre ��

❻ On peut alors construire la solution approch�e � partir des valeurs trouv�es aux n%uds et en

d�duire d	autres grandeurs � c	est le post�traitement�

Nous allons maintenant d�tailler un peu la d��nition d	un �l�ment �ni de type P�
 qui est

l	�l�ment que nous utiliserons dans les deux chapitres suivants�

Les �l�ments �nis de type P�

La maille de ce type d	�l�ment �ni est le t�tra�dre� C	est la primitive g�om�trique volumique

la plus simple
 puisqu	elle n	est compos�e que de quatre points� Pourtant le t�tra�dre est tr�s bien

adapt� � la repr�sentation de formes g�om�triques complexes� De plus
 la surface d	un maillage

t�tra�drique est une triangulation
 qui permet de repr�senter de mani�re tr�s �d�le une grande

vari�t� de surfaces�

L	�l�ment P� sera donc compos� de cette maille t�tra�drique
 associ�e aux quatre n%uds situ�s

sur les sommets fPj 	 j � 
���g du t�tra�dre et aux fonctions de formes lin�aires f�j 	 j � 
���g

qui permettent d	exprimer en n	importe quel point X de l	�l�ment toute fonction h � partir de ses

valeurs aux sommets du t�tra�dre �

h�X� �

�X
j��

�j�X� h�Pj� ������

o$ �j�X� � �j � X� �j �

α2
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ment �ni de type P�
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Ces fonctions �j correspondent aux coordonn�es barycentriques du point X dans le t�tra�dre�

Pour trouver leurs expressions
 on remplace dans l	�quation ���� la fonction h par l	identit�� De

plus
 on impose que la somme des coordonn�es barycentriques soit �gale � �� Ceci nous donne un

syst�me de � �quations � � inconnues
 que l	on va �crire sous forme matricielle �les positions des

sommets Pj ont pour composantes � Pj � �pj qj rj�
t� ��




�




�

X �

�X
j��

�j�X� Pj

� �
�X

j��

�j�X�

��

������
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Les quatre sommets n	�tant pas coplanaires �le t�tra�dre ne doit pas �tre d�g�n�r� pour que

l	�l�ment soit correct�
 la matrice P est inversible� Les fonctions �j s	�crivent donc sous la forme �

h
�
i
�
h
P��

i �X
�

�
�

�

det�P �
com�P �t

�
X

�

�
��

������
��

��

��

��

	



� �

������
�� ��

�� ��

�� ��

�� ��

	



�
�
X

�

�
������

o$ com�P � est la co
matrice de la matrice P � La d��nition de cette co
matrice permet d	exprimer

les composantes des vecteur �j et les scalaires �j de la mani�re suivante �

��j�i � �����j�i	
det�P ��ji
det�P �

et �j � ����j
det�P ��j�
det�P �

������

Les sous matrices �P ��ji sont obtenues en retirant la �i � ���me ligne et la �j � ���me colonne de la

matrice �P �� On remarque que le d�terminant de la matrice �P � est directement reli� au volume VT

du t�tra�dre� On peut alors montrer que le vecteur �j 
 qui se nomme aussi vecteur de forme
 peut

s	exprimer de mani�re plus �intuitive� �

�j �
����j

� VT

�
Pj�� 
Pj�� �Pj�� 
Pj�� �Pj�� 
Pj��

�
�
Mj

� VT
������

o$ Mj est un vecteur dirig� suivant la normale � la face oppos�e au sommet Pj 
 et dont la norme

est le double de l	aire de cette face�
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��� Rappels sur les calculs vectoriels et matriciels

La m�canique des milieux continus et la m�thode des �l�ments �nis
 que nous venons de pr�senter


et qui sont � la base des travaux d�crits dans ce manuscrit
 utilisent de mani�re intensive le calcul

vectoriel et matriciel� Ce paragraphe en d��nit donc les notations et les op�rateurs�

Ce sont
 pour la plupart
 des op�rateurs classiques
 mais dont les conventions de notation

changent en fonction des auteurs et des domaines d	application� C	est pourquoi nous introduisons

ici explicitement les notations que nous utiliserons� Le lecteur pourra alors s	y r�f�rer au cours de

la lecture du manuscrit�

Nous nous pla�ons dans un espace � � dimensions et nous posons les conventions de notations

suivantes �

� Les scalaires et fonctions scalaires utilisent des caract�res normaux minuscules� Par exemple

f�X� � f�x	y	z� repr�sente une fonction scalaire de IR� � valeurs dans IR�

� Les points
 les vecteurs
 les champs de vecteurs et les fonctions retournant des vecteurs sont

repr�sent�s par des lettres minuscules ou majuscules en caract�res gras� Certains de ces vec


teurs reviendront assez souvent� C	est le cas par exemple de X � X�x	y	z� �
h
x y z

it
qui

repr�sente un point quelconque de l	espace IR�
 et de

� � ��x	y	z� �

�����x	y	z���x	y	z�

��x	y	z�

	
� et U � U�x	y	z� �

���u�x	y	z�v�x	y	z�

w�x	y	z�

	
� 	 ������

qui repr�sentent respectivement un champ de d�formations et un champ de vecteurs de IR��

N�anmoins
 certains vecteurs porteront une "�che a�n d	attirer l	attention sur leur nature

particuli�re� Ce sera le cas
 par exemple
 pour les vecteurs normaux ou tangents � une surface

�
��
N
 ��n 
 ou

��
t �
 ou pour les vecteurs joignant deux points �

����
P�P���

� Les matrices sont identi��es par une lettre majuscule ou par une notation du type �Mij � o$

Mij est le �j ����me �l�ment de la �i����me ligne �les num�rotations des lignes
 des colonnes

et de tous les indices en g�n�ral d�butent � ��� Par exemple une matrice carr�e ��x�� sera

not�e �

M � �Mij � �

���M�� M�� M��

M�� M�� M��

M�� M�� M��

	
� ������

Avec ces notations
 nous d��nissons les op�rateurs classiques sur les vecteurs et les matrices�

Pour plus de d�tails le lecteur pourra se rapporter au chapitre � de la th�se de Morten Bro
Nielsen

�Bro
Nielsen
 �����
 aux ouvrages �Bronshtein et Semendyayev
 ����� Rabbitt
 �����
 au cours de

Jean Garrigues � l	ESM� � �Garrigues
 ����c� ou � la tr�s pratique encyclop�die des math�matiques

en ligne MathWorld �Weisstein
 ������

�� �cole Sup�rieure de M�canique de Marseille � http���esm��imt�mrs�fr�



���� Rappels sur les calculs vectoriels et matriciels ��

Soit deux vecteurs U� et U� et deux matrices M et N � Nous consid�rons les op�rateurs suivants �

� Le produit scalaire de deux vecteurs 


U� � U� � U�
t U� � u�u� � v�v� � w�w� ������

� Le produit vectoriel de deux vecteurs 


& partir de deux vecteurs non colin�aires
 on construit un troisi�me vecteur perpendiculaire

aux deux premiers �

U� 
U� �

���v�w� � w�v�

w�u� � u�w�

u�v� � v�u�

	
� ������

� La trace d�une matrice 


Not�e tr M 
 la trace d	une matrice est la somme de ses �l�ments diagonaux �

tr M �
X
i

Mii ������

� Le produit tensoriel de deux vecteurs 


& partir de deux vecteurs
 on construit la matrice suivante �

U� �U� �
�
U� �U�

�t
� U� U�

t �

���u�u� u�v� u�w�

v�u� v�v� v�w�

w�u� w�v� w�w�

	
� � ������

Si U� et U� sont des vecteurs unitaires
 la matrice ainsi obtenue peut �tre vue comme une

application qui est la composition de la projection orthogonale sur le vecteur U� et de la

rotation qui donne � U� la direction de U�� Cette application transforme donc le vecteur X

en un vecteur colin�aire � U� et de norme X � U��

On peut aussi remarquer que la trace du produit tensoriel de deux vecteurs est �gale au produit

scalaire de ces deux vecteurs �

tr
�
U� �U�

�
� u�u� � v�v� � w�w� � U� � U� ������

� Le d�terminant d�une matrice 


On le notera det M ou jM j� Pour une matrice �x�
 il vaut �

det M � jM j �M��M��M�� �M��M��M�� �M��M��M�� ������

�M��M��M�� �M��M��M�� �M��M��M��

� La transpos�e d�une matrice 


La matrice transpos�e de M 
 not�e M t
 est la matrice obtenue en inversant les lignes et les

colonnes de M �

M t � �Mij �
t � �Mji� �

���M�� M�� M��

M�� M�� M��

M�� M�� M��

	
� ������

Une matrice �gale � sa transpos�e est sym�trique�
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� Le produit scalaire de deux matrices 


On d��nit l	op�rateur � � �
 qui appliqu� � deux matrices M et N 
 donne �

M 
 N � tr�M tN� � tr�MN t� �
X
ij

MijNij ������

On v�ri�e que cet op�rateur est bien bilin�aire
 sym�trique
 d��ni
 positif
 et qu	il d��nit donc

un produit scalaire de matrices� Ce produit scalaire engendre donc une norme de matrice �

kMk� �M 
 M � tr�M tM� � tr�MM t� �
X
ij

M�
ij ������

��	 Rappels sur les op�rateurs di��rentiels

La m�canique des milieux continus am�ne � manipuler des champs
 qu	ils soient scalaires �champs

de potentiels� ou vectoriels �champs de d�placements et de d�formations�� Nous introduisons dans

ce paragraphe des op�rateurs di��rentiels que nous allons �tre amen�s � appliquer sur ces champs�

� Tout d	abord
 de nombreux calculs feront intervenir des d�riv�es partielles� Nous indiquerons

alors en indice le nom de la variable par rapport � laquelle l	objet a �t� d�riv�� Ainsi

x �
�

�x
������

est la d�riv�e partielle de par rapport � x�

� La d�rivation par rapport � une matrice 


On peut aussi d�river une fonction scalaire par rapport � une matrice� On obtient alors une

matrice dont chaque �l�ment est la d�riv�e partielle de la fonction par rapport � l	�l�ment

correspondant de la matrice �
�f

�M
�

�
�f

�Mij

�
������

� Le vecteur r 


Tous les op�rateurs suivants
 bas�s sur des d�rivations partielles
 reposent sur le vecteur r


qui est d��ni par �

r �

���
�
�x
�
�y
�
�z

	
� ������

� L�op�rateur gradient 


Appliqu� � une fonction scalaire f 
 il engendre le vecteur gradient de la fonction �

rf �

���fxfy
fz

	
� ������
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Appliqu� � un champ de vecteursU
 il engendre le tenseur gradient du champ de vecteurs �

rU �
�
rUt

�t
�

���ux uy uz

vx vy vz

wx wy wz

	
� ������

� L�op�rateur divergence 


Il s	applique � un vecteur pour donner un scalaire �

div U � r � U � rtU � ux � vy � wz � tr�rU� ������

On le g�n�ralise � la divergence d	une matrice
 qui donne un vecteur� Les composantes du

vecteur sont alors les divergences scalaires des vecteurs form�s par les colonnes de la matrice �

div M � r � M � �rtM�t �

����M���x � �M���y � �M���z

�M���x � �M���y � �M���z

�M���x � �M���y � �M���z

	
� ������

Remarque 
 Avec les notations propos�es pour le gradient d	un vecteur et la divergence d	une

matrice
 on retrouve la propri�t� de commutation de ces op�rateurs �

r�div U� � r�r�U� � rrtU

�

���uxx � vxy � wxz

uxy � vyy � wyz

uxz � vyz � wzz

	
� �

�B�h �
�x

�
�y

�
�z

i���ux uy uz

vx vy vz

wx wy wz

	
�
�CA

t

������

�
�
rt�rU�

�t
� div�rU�

� L�op�rateur rotationnel 


Le rotationnel d	un vecteur est le produit vectoriel du vecteur r par ce vecteur �

rotU � r
U �

���wy � vz

uz � wx

vx � uy

	
� ������

� Le laplacien 


Lorsque l	on prend la divergence du gradient
 on obtient le laplacien� Dans le cas d	une fonction

scalaire f on obtient �

�f � div�rf� � rtrf � fxx � fyy � fzz ������

Avec les notations pr�c�dentes
 on retrouve la g�n�ralisation au laplacien vectoriel
 qui est le
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vecteur form� par le laplacien de chaque composante du vecteur �

�U � div�rUt� � div�rU�

�

r�div U�

� rot�rot U�

�

����u

�v

�w

	
� �

��� uxx � uyy � uzz

vxx � vyy � vzz

wxx � wyy � wzz

	
� ������

��� Conclusion

Ce premier chapitre nous a permis de poser les bases math�matiques et physiques qui seront

utilis�es dans les chapitres suivants� Nous y avons introduit les principes de la m�canique des milieux

continus
 puis de la th�orie de l	�lasticit�
 ce qui nous a men� jusqu	� la pr�sentation du mod�le

d	�lasticit� de St Venant
Kirchho�� Nous avons ensuite pr�sent� la m�thode des �l�ments �nis que

nous utiliserons pour r�soudre les probl�mes �lastiques pos�s par la d�formation des organes virtuels�

En�n
 nous avons consacr� la derni�re partie de ce chapitre � la description des notations et des

propri�t�s des calculs vectoriels
 matriciels et di��rentiels�

Toutes ces notions seront principalement utilis�es dans les deux chapitres suivants
 qui d�criront

les mod�les d�formables que nous proposons � dans le chapitre � nous nous int�resserons � la mise

en %uvre et � l	enrichissement du mod�le �lastique lin�aire
 alors que dans le chapitre � nous nous

concentrerons sur l	�tude de l	�lasticit� non
lin�aire �grands d�placements� de St Venant
Kirchho��



Chapitre �

L��lasticit� lin�aire

C
e chapitre est consacr� � la mise en �uvre

de plusieurs mod�les d�formables bas�s sur la

th�orie de l
�lasticit� lin�aire et la m�thode des �l��

ments 
nis� Nous commen�ons par pr�senter deux

mod�les d�formables qui di��rent par la m�thode

de r�solution qu
ils utilisent� � savoir une m�thode

implicite quasi�statique coupl�e � l
utilisation de

pr��calculs� et une m�thode explicite aboutissant

� un mod�le dynamique� Nous proposons ensuite

d
enrichir le r�alisme biom�canique de ces mod�les

en y introduisant la notion d
anisotropie� a
n de se

rapprocher du comportement des tissus biologiques�



�� L�
lasticit
 lin
aire Chap� �

��� Introduction

Ce chapitre est exclusivement consacr� � la mise en %uvre de ce qui demeure le centre n�vralgique

de tout simulateur de chirurgie � la mod�lisation physique des corps d�formables� En e�et
 ce

que nous appelons un mod�le d�formable a la lourde t'che de repr�senter
 de la mani�re la plus

r�aliste possible
 l	organe sur lequel l	utilisateur va venir simuler des gestes chirurgicaux� Il doit pour

cela avoir l	apparence de l	organe qu	il mod�lise �il doit en respecter la g�om�trie
 la couleur et la

texture�
 mais aussi et surtout avoir le m�me comportement biom�canique
 c	est
�
dire se d�former

comme le ferait le v�ritable organe� Il doit m�me pouvoir se d�couper ou se d�chirer le cas �ch�ant�

Mais le point le plus d�licat est que ce r�alisme ne doit pas nuire � l	autre qualit� premi�re d	un

simulateur de chirurgie � l�interactivit�� En e�et
 pour que l	utilisateur �accepte� de croire � la

r�alit� de ce qu	il voit
 il faut avant tout que les mouvements et les d�formations soient "uides et

semblent continus� De plus
 il ne doit percevoir aucun d�calage entre les gestes qu	il e�ectue et ce

qu	il voit sur l	�cran� Pour cela
 Il faut au moins que le simulateur respecte la contrainte du temps


r�el visuel
 qui est de �� images par seconde ��� Hz�
 et que la latence soit la plus faible possible�

Toute la r�"exion autour de l	�laboration du mod�le d�formable sera donc centr�e sur le choix du

meilleur compromis possible entre le r�alisme �biom�canique et visuel� et l	e�cacit��

La construction d	un mod�le d�formable se fait en plusieurs �tapes �

❶ Il faut
 tout d	abord
 un mod�le g�om�trique qui repr�sente l	organe auquel on s	int�resse� Nous

travaillons avec des maillages t�tra�driques
 particuli�rement bien adapt�s pour mod�liser des

objets � la g�om�trie complexe� Nous d�taillerons la construction de ces maillages au chapitre ��

❷ Il faut ensuite choisir le comportement biom�canique que l	on d�sire donner � l	organe en

question� A�n de garantir le r�alisme physique de ce comportement
 nous utilisons des lois

de d�formation issues de la m�canique des milieux continus� D�s lors que le temps de calcul

est un facteur important
 l	�lasticit� lin�aire semble le mod�le le plus appropri�� En e�et


sa lin�arit� lui conf�re une bonne e�cacit� et permet de lui appliquer plusieurs m�thodes

d	acc�l�ration et d	optimisation
 dont certaines seront pr�sent�es dans ce chapitre� De plus


la relative simplicit� des �quations qu	il engendre permet une interpr�tation �intuitive� des

di��rents comportements
 ce qui permet d	y apporter de nombreuses am�liorations�

❸ L	�tape suivante consiste � discr�tiser le probl�me �lastique obtenu a�n de permettre le calcul

d	une solution num�rique� Lors de cette discr�tisation
 il faut pr�voir la possibilit� d	appliquer

sur le mod�le un ensemble de contraintes aux bords� C	est par l	interm�diaire de ces contraintes

que l	utilisateur pourra interagir avec l	organe virtuel�

❹ En�n
 il faut r�soudre le probl�me
 c	est
�
dire calculer la d�formation subie par l	organe et

�ventuellement en d�duire d	autres informations utiles
 comme par exemple les contraintes

dans les zones de contact entre l	organe et le monde ext�rieur�

Dans ce chapitre
 nous pr�sentons dans un premier temps deux mod�les d�formables fond�s

sur l	�lasticit� lin�aire et la m�thode des �l�ments �nis
 qui sont inspir�s des travaux de S� Cotin

�Cotin
 ������ Ces deux mod�les n	utilisent pas la m�me m�thode de r�solution� Le premier met



���� �nergie potentielle 
lastique � loi de Hooke ��

en %uvre un sch�ma de r�solution implicite quasi
statique permettant de construire des pr�
calculs

qui seront utilis�s lors de la simulation � c	est le mod�le pr�
calcul�� Le second utilise une m�thode

explicite et un comportement dynamique � c	est le mod�le masse
tenseur� Pour chacun d	entre eux


nous d�taillons la m�thode de r�solution
 ainsi que les particularit�s qui font leurs forces ou leurs

faiblesses� Nous proposons ensuite d	enrichir le comportement biom�canique de ces deux mod�les en

y introduisant la notion de d�formation anisotrope� Pour cela
 nous g�n�ralisons le mod�le �lastique

lin�aire aux mat�riaux transversalement isotropes
 c	est
�
dire poss�dant une direction privil�gi�e

de d�formation� Nous appliquons ce nouveau mod�le pour la simulation de structures fortement

anisotropes �comme les tendons� ou de tissus travers�s par des r�seaux de �bres� Il nous permet

aussi de simuler la pr�sence de gros vaisseaux sanguins � l	int�rieur du foie� En�n
 toujours dans

le but d	am�liorer le r�alisme biom�canique des d�formations simul�es
 nous avons ajout� � notre

mod�le masse
tenseur une surface plus rigide �anisotropie de surface�
 a�n de prendre en compte

la pr�sence d	une peau �lastique � la surface de certains organes
 comme la capsule de Glisson qui

entoure le foie�

��� �nergie potentielle �lastique 
 loi de Hooke

L	�lasticit� lin�aire est un cas particulier du mod�le de St Venant
Kirchho�� En e�et
 en rempla


�ant le tenseur E par sa version lin�aris�e ��quation ���� dans l	�quation de l	�nergie �lastique ����


on obtient la loi de Hooke �

W l �
�

	
�trEl�

� � � trEl
�� �����

En utilisant les composantes de d�formation introduites dans l	�quation ��� et les d��nitions des

op�rateurs gradient
 divergence et rotationnel
 on peut exprimer l	�nergie W l en fonction du champ

de d�placements par �

W l �
�

	
��lx � �ly � �lz�

� � ���lx
�
� �ly

�
� �lz

�
� �

�

	
��lxy

�
� �lxz

�
� �lyz

�
�

�
�

	
�ux � vy � wz�

� � ��u�x � v�y � w�
z�

�
�

	
�u�y � u�z � v�x � v�z � w�

x �w�
y � 	uyvx � 	uzwx � 	vzwy�

�
�

	
�ux � vy � wz�

� � ��u�x � u�y � u�z � v�x � v�y � v�z � w�
x � w�

y � w�
z�

�
�

	
�u�y � u�z � v�x � v�z � w�

x �w�
y � 	uyvx � 	uzwx � 	vzwy�

W l �
�

	
�div U�� � �krUk� �

�

	
krotUk� �����

Si l	on applique les principes du calcul variationnel
 et les propri�t�s des op�rateurs pr�sents dans

l	�quation ���
 on obtient l	�quation aux d�riv�es partielles �EDP� gouvernant les d�formations

lin�aires �lastiques dans le cas statique �annexe A��� �

� �U� ��� �� r
�
div U

�
� f � �	 �����
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o$ f est le champ de forces volumiques externes appliqu�es sur le domaine� On v�ri�e bien que cette

�quation est lin�aire par rapport aux d�riv�es partielles du champ de d�placements�

Les solutions analytiques des probl�mes d	�lasticit� lin�aire n	�tant envisageables que dans un

certain nombre de cas tr�s particuliers
 il nous faut discr�tiser ce probl�me a�n d	en calculer une

solution num�rique approch�e� Pour cela nous utilisons la m�thode des �l�ments �nis�

��� L��lasticit� lin�aire en �l�ments �nis

Nous avons vu dans le paragraphe ��� que la m�thode des �l�ments �nis consiste � subdiviser

le domaine sur lequel on travaille pour ensuite approximer
 sur chaque sous domaine
 le probl�me

que l	on se pose en l	exprimant comme une interpolation de valeurs calcul�es en certains points�

Pour les �l�ments �nis de type P�
 chaque sous domaine est un t�tra�dre dans lequel le probl�me

est approxim� par l	interpolation lin�aire de ses valeurs sur les quatre sommets�

Nous consid�rons donc un maillage t�tra�drique de l	organe qui nous int�resse
 sur lequel

nous allons discr�tiser l	�nergie �lastique de d�formation exprim�e par l	�quation ���� La pre


mi�re �tape consiste � exprimer la valeur du champ de d�placements U � l	int�rieur de chaque

t�tra�dre en fonction des d�placements de ses sommets� Pour cela
 on int�gre U dans l	�quation ���� �

U�X� �

�X
j��

�j�X� Uj �����

o$

�





�





�

�j�X� � �j � X� �j 	 j � 
���	

sont les fonctions d	interpolation lin�aires
 et

Uj � U�Pj�	 j � 
���	

sont les d�placements des sommets�
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Fig� ��� � �l
ment �ni de type P�

Nous pouvons ainsi exprimer le gradient du champ de d�placement �

rU �
�X

j��

Uj r
�
�j � X� �j

�
�

�X
j��

Uj �
t
j

�� rU �
�X

j��

Uj ��j �����

On remarque que ce gradient est constant � l	int�rieur du t�tra�dre
 et qu	il sera donc repr�sent�

sur tout le maillage par une fonction constante par morceaux�

On va maintenant pouvoir exprimer le tenseur de d�formation El
 les deux termes �tr El�
� et

tr El
�
 pour �nalement obtenir l	expression de l	�nergie �lastique de d�formation � l	int�rieur d	un
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lasticit
 lin
aire en 
l
ments �nis ��

t�tra�dre �

El �
�

	

�
rUt �rU

�
�

�

	

�X
j��

�
Uj ��j ��j �Uj

�
�����

�
tr El

��
�

� �X
j��

Uj � �j

��
�

�X
j�k��

Ut
j

�
�j ��k

�
Uk �����

tr El
� �

�

�
tr

� �X
j�k��

�Uj ��k� �Uk � �j� � ��j �Uk� �Uj � �k�

� �Uj �Uk� ��j � �k� � �Uj � Uk� ��j ��k�

�
�

�

	

�X
j�k��

Ut
j

�
��k ��j� � ��j � �k� Id

�
Uk �����

W l�T � �
�

	

�X
j�k��

Ut
j

�
Bjk
T

�
Uk avec Bjk

T � �
�
�j ��k

�
� �

h
��k ��j� � ��j � �k� Id

i
�����

Il est int�ressant de remarquer que �

�
Bkj
T

�
� �

�
�k ��j

�
� �

h
��j ��k� � ��k � �j� Id

i
� �

�
�j ��k

�t
� �

h
��k ��j�

t � ��j � �k� Id
i

������

�
�
Bjk
T

�t
L	ensemble des matrices ��x��

n
Bjk
T � j	k � 
���

o
constitue l	ensemble des tenseurs locaux de

rigidit� du t�tra�dre T � Ils repr�sentent les caract�ristiques locales du mat�riau �lastique� Si j � k


on parle du tenseur local de rigidit� du sommet Pj 
 sinon du tenseur local de rigidit� de l	ar�te

�Pj 	 Pk�� On montre facilement que �Bkj
T � � �Bjk

T �t� De ce fait
 seulement �� tenseurs sont n�cessaires

pour d�crire le comportement du mat�riau � l	int�rieur de ce t�tra�dre�

En d�rivant cette �nergie de d�formation par rapport � la position d	un des sommets Pp


on obtient la force interne Fl
p�T � exerc�e sur ce sommet par l	�l�ment de mati�re �lastique que

repr�sente le t�tra�dre T � On se rend alors compte que cette force peut se d�composer en deux

parties� La premi�re partie est la force cr��e par le d�placement du sommet lui
m�me� Elle a

tendance � rappeler le sommet vers sa position de repos� La deuxi�me force est engendr�e par le

d�placement des autres sommets du t�tra�dre� Elle traduit l	in"uence que les sommets exercent

sur leurs voisins� C	est donc elle qui va permettre la propagation de la d�formation � l	int�rieur

du mat�riau� La donn�e des forces �lastiques exerc�es en chaque sommet permet de caract�riser le

comportement �lastique lin�aire de ce t�tra�dre �
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Fl
p�T � �

�X
j��

�
Bpj
T

�
Uj

�� Fl
p�T � �

�
Bpp
T

�
Up �

�X
j��
j ��p

�
Bpj
T

�
Uj ������

[B   ]
[B   ]

[B   ]

[B   ]

[B   ]

[B   ]

[B   ]

[B   ]

[B   ]

[B   ]

T
22

T
11

T
33

T
00

T
02

T
03

T
01

T
23

T
12

T
13

��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������

��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������

��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������

��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������

��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��

���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������

���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������

�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������

�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������
�����������������

������������������������������

����

��

��

�
�
�
�

Fig� ��� � R
partition des tenseurs de

rigidit
 sur les sommets et sur les

ar
tes du t
tra�dre

Si on consid�re maintenant non plus un seul t�tra�dre mais le maillage t�tra�drique du domaine

tout entier
 on doit accumuler les contributions de chaque �l�ment� La force interne globale Fl
p

exerc�e sur un sommet se calcule alors comme la somme des forces internes calcul�es sur chaque

t�tra�dre adjacent � ce sommet� En posant cette somme
 on s	aper�oit que l	on peut mettre en facteur

le d�placement du sommet et celui de chacun de ses voisins pour �nalement obtenir l	�quation de

la force interne sous la forme �

Fl
p �

X
T � ��Pp	

Fl
p�T � �

X
T � ��Pp	

�BB��Bpp
T

�
Up �

�X
j��
j ��p

�
Bpj
T

�
Uj

�CCA
�

�� X
T � ��Pp	

�
Bpp
T

��A
� �z ��

Bpp
�

Up �
X

A � ��Pp	

�� X
T � ��Pp � Pj	

�
Bpj
T

��A
� �z ��

Bpj
�

Uj ������

Avec les notations suivantes pour les sommes �

! T � 
�Pp� � �somme sur tous les t
tra�dres appartenant au voisinage du sommet Pp�


! A � 
�Pp� � �somme sur toutes les ar
tes appartenant au voisinage du sommet Pp�
 et

! T � 
�Pp	 Pj� � �somme sur tous les t
tra�dres appartenant au voisinage de l�ar
te �Pp	 Pj���

Lors de la construction de la structure de donn�e li�e au maillage
 nous allons calculer
 pour

chaque t�tra�dre
 les tenseurs de rigidit� locaux et accumuler leurs contributions sur les sommets

et les ar�tes� Sur la �gure ���
 le tenseur de rigidit� du sommet identi�� par un point ou de l	ar�te

centrale sont la somme des contributions de tous les t�tra�dres adjacents� On obtient ainsi des

tenseurs de rigidit� globaux pour chaque sommet �fBppg� et pour chaque ar�te �fBpj 	 p 
� jg� du

maillage�

La force interne globale exerc�e sur chaque n%ud du maillage s	exprime donc en fonction du
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Fig� ��� ! Accumulation des tenseurs de rigidit� sur les sommets et les ar
tes du maillage

d�placement de ce n%ud et des d�placements de ses voisins par la formule suivante �

Fl
p �

�
Bpp
�
Up �

X
A � ��Pp	

�
Bpj
�
Uj ������

��� Les m�thodes de r�solution

Soit Ns le nombre de sommets du maillage� Nous disposons alors d	un ensemble de Ns �quations

du type ���� exprimant les forces �lastiques internes exerc�es sur chacun des n%uds du maillage en

fonction du champ de d�placements local� Chaque �quation �tant vectorielle
 nous avons a�aire �

un syst�me de � �Ns �quations � � �Ns inconnues�

Avant de pouvoir r�soudre ce probl�me
 nous allons devoir modi�er certaines �quations a�n de

prendre en compte les conditions aux bords et les contraintes que nous voulons appliquer sur notre

mod�le �

� certains n%uds peuvent �tre �x�s
 ce qui correspond pour les organes du corps humain
 aux

zones en contact avec des structures voisines ou directement attach�es sur les os�

� On peut aussi imposer un d�placement non nul
 ce qui revient � pr�
contraindre le mod�le�

� En�n
 on peut appliquer des forces sur les sommets de la surface �forces de pression ou de

contact� ou sur les sommets internes comme par exemple lorsque l	on veut mod�liser l	action

de la gravit��

On pourra alors r�soudre le probl�me global et en d�duire la d�formation du mod�le
 c	est
�
dire

calculer l	ensemble des d�placements des n%uds du maillage�

Dans cette partie
 nous allons pr�senter les deux m�thodes de r�solution que nous utilisons�

La premi�re met en %uvre une r�solution implicite du probl�me
 acc�l�r�e par l	utilisation de pr�


calculs
 alors que la seconde utilise un sch�ma explicite dynamique� Ces deux m�thodes de r�solution

donnent naissance � deux mod
les physiques d�formables
 le mod�le pr�
calcul� et le mod�le

masse
tenseur�
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�	�	� R�solution implicite � mod
le pr��calcul�

Il est classique de pr�senter le probl�me de l	�lasticit� lin�aire discr�tis�e par la m�thode des

�l�ments �nis sous la forme d	un unique syst�me d	�quations lin�aires qui s	�crit sous la forme

�K�U � F� L	ensemble U des d�placements des sommets du maillage sera alors obtenu en r�solvant

le syst�me par une m�thode it�rative du type gradient conjugu
� Malheureusement
 le temps de

calcul de ce type de r�solution rend son utilisation impossible dans le cadre d	une application

temps
r�el� Par exemple
 avec un maillage comprenant ���� sommets
 ce qui donne un syst�me

lin�aire ����� x �����
 il faut ��� it�rations de gradient conjugu� � pr�
conditionn� �factorisation

de Cholesky ou LU incompl�tes� pour atteindre une pr�cision de �
�
 m
 ce qui prend environ �

secondes sur un PC Pentium II ���� MHz� sous linux�

Pour contourner ce probl�me de temps de calcul
 nous utilisons une m�thode d�riv�e de celle

d�velopp�e par Cotin et al� �Cotin
 ����� Cotin et al�
 ������ Cette m�thode est bas�e sur le fait que


gr'ce � la lin�arit� du mod�le
 la d�formation obtenue en appliquant la somme de deux contraintes

est bien la somme des d�formations obtenues en appliquant chaque contrainte ind�pendamment

��gure �����

Donc
 � partir du moment o$ l	on a calcul� les d�formations engendr�es par l	application de

certaines contraintes
 on est capable de retrouver directement les d�formations correspondant �

l	application d	une combinaison lin�aire de ces contraintes� L	id�e consiste alors � pr�
calculer une

base de d�formations �l�mentaires et � se servir de cette base pour exprimer n	importe quelle

d�formation du mod�le�

��	���� Construction de la base de d�formations

La premi�re chose � faire est d	assembler la matrice de rigidit� globale du syst�me � partir des

matrices de rigidit� �l�mentaires des sommets et des ar�tes �les Bpp et Bpj de l	�quation ������ Cette

matrice K est de dimension ��Ns x �Ns� �o$ Ns est le nombre de sommets du maillage�� Une fois

cette matrice assembl�e
 le probl�me peut s	�crire sous la forme �K� U � F
 ou encore ����������

B��� � � � B��p � � � B��Ns��

���
� � �

���
���

Bp�� � � � Bp�p � � � Bp�Ns��

���
���

� � �
���

BNs���� � � � BNs���p � � � BNs���Ns��

	






�

���������

U�

���

Up

���

UNs��

	






�
�

���������

F�
���

Fp

���

FNs��

	






�
������

Il faut remarquer que la matrice K est creuse puisque la matrice �l�mentaire Bpj n	est non nulle

que si il existe une ar�te reliant les sommets Pp et Pj � Or dans un maillage t�tra�drique r�gulier


chaque sommet n	est reli� qu	 � une dizaine d	ar�tes� Il faut donc tenir compte de cette propri�t� pour

optimiser les temps de calcul
 en utilisant des structures de donn�es adapt�es aux syst�mes creux�

�� Nous utilisons la librairie d	alg�bre lin�aire �Matrix Template Library� � http���www�lsc�nd�edu�research�mtl�

et http���www�lsc�nd�edu�research�itl�
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F2

F2

F1

F +1

Fig� ��� ! � gauche se trouve le maillage au repos� Les deux sommets du bas sont �x�s� et on applique

les forces sur le sommet en haut � droite� Les d�placements obtenus en appliquant la somme des

deux forces F� � F� �� droite� sont �gaux � la somme des d�placements obtenus en appliquant

ind�pendamment la force F� �en haut� et la force F� �en bas��
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C	est en partie pour cette raison que nous avons choisi d	utiliser le librairie de calcul alg�brique

�Matrix Template Library� �Lumsdaine et Siek
 ����� Lumsdaine et al�
 ������

Il faut ensuite d��nir des conditions aux limites
 ce qui revient � modi�er le syst�me lin�aire �����

Ces modi�cations sont plus ou moins compliqu�es suivant le cas� Le plus simple est d	imposer des

forces F�p sur certains sommets� Il su�t pour cela de modi�er le second membre du syst�me ����������

B��� � � � B��p � � � B��Ns��

���
� � �

���
���

Bp�� � � � Bp�p � � � Bi�Ns��

���
���

� � �
���

BNs���� � � � BNs���p � � � BNs���Ns��
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Mais on peut aussi imposer les d�placements U�
p de certains noeuds� Cette fois
 il faut modi�er la

matrice de rigidit�� En e�et
 imposer le d�placement d	un sommet revient � enlever sa contribution

dans la d�formation
 en la redistribuant sous forme de forces dans le second membre �����������

B��� � � �
� � �
� � �
� � �

� � � B��Ns��

���
� � �

���
���

� � �
� � �
� � �

� � �
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� � �
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� � �
� � �
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Il est int�ressant de remarquer que dans le cas o$ le d�placement impos� est nul
 c	est
�
dire lorsque

l	on veut �xer un point
 il su�t de retirer la ligne et la colonne qui lui correspondent dans le syst�me

lin�aire�

Si cette m�thode est souvent utilis�e en pratique
 elle n	est pas correcte d	un point de vue

math�matique� En e�et
 en modi�ant ainsi la matrice de rigidit� et le second membre
 on change la

dimension de l	espace vectoriel dans lequel on r�sout le syst�me d	�quations
 et on ne garantit plus

que la solution �nale corresponde � un minimum global� La bonne m�thode �en th�orie�
 consiste �

utiliser les multiplicateurs de Lagrange� Ainsi
 pour imposer des d�placements donn�s � un ensemble

de r sommets �

Up � U�
p 	 ������

on modi�e le syst�me lin�aire �K�U � F
 pour prendre en compte les nouvelles contraintes� On se

ram�ne alors � r�soudre le syst�me ��
K K

K
t




��
U

�

�
�

�
F

U�

�
������

o$ � est le vecteur des multiplicateurs de Lagrange et K est la matrice qui contient les ��r vecteurs

de base correspondant aux sommets qui sont contraints �Zienkiewicz
 ����� Cotin
 ����� Legat


������
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Une fois les conditions aux limites impos�es
 on peut proc�der � la construction de la base

de d�formation� Pour cela on consid�re un sommet Pl du maillage� On lui applique une force

�l�mentaire Fe
x dans la direction x �en modi�ant le second membre du syst�me
 comme nous venons

de le voir� et on r�sout le syst�me lin�aire� On obtient donc les d�placements de tous les n%uds

du maillage engendr�s par l	application de cette force �l�mentaire� Alors
 pour chaque sommet du

maillage Pm
 on stocke ce d�placement Ux
m � �uxm vxm wx

m�
t dans la premi�re colonne du tenseur

T lm� On r�it�re l	op�ration avec des forces �l�mentaires dans les directions y et z
 ce qui permet de

trouver la deuxi�me et la troisi�me colonne du tenseur T lm� Une fois que l	on a fait cette op�ration

pour tous les sommets du maillage
 on sauvegarde dans un �chier l	ensemble des Ns
� tenseurs T lm

repr�sentant les d�placements subis par le sommet Pm lorsque le sommet Pl est soumis � des forces

�l�mentaires dans les trois directions de l	espace �

Fe
x Fe

y Fe
x

� � �
������

T lm �

���u
x
m uym uzm
vxm vym vzm
wx
m wy

m wz
m

	
� ������

Remarques 


❶ Le m�me raisonnement peut �tre utilis� en imposant des d�placements �l�mentaires � la place

des forces �c	est le cas par exemple dans les travaux de Cotin et al �Cotin
 ����� Cotin et al�


������� En fait tout d�pend de la fa�on dont on va ensuite utiliser les pr�
calculs � si on veut

principalement appliquer des forces
 on a tout int�r�t � pr�
calculer le mod�le en forces
 et

inversement� Nous pensons
 par exemple
 que les pr�
calculs en force que nous proposons aurait

un grand int�r�t pour un mod�le de type hybride comme celui propos� par Cotin �Cotin et al�


������

❷ Le plus souvent
 on peut se contenter de ne pr�
calculer que les sommets de la surface du

maillage� En e�et
 le d�placement des sommets situ�s � l	int�rieur ne pr�sente que peu d	int�r�t


� moins de vouloir visualiser la d�formation de certaines zones sp�ci�ques situ�es � l	int�rieur

de l	organe �par exemple les vaisseaux dans le cas du foie�� Mais il faut souligner que
 m�me

dans le cas o$ on ne pr�
calcule que les forces appliqu�es aux sommets de la surface
 les

d�formations
 elles
 correspondent bien � un comportement volumique�

❸ Les pr�
calculs correspondent en fait � une inversion de la matrice de rigidit� K� La di��rence

est que l	on ne calcule qu	une seule colonne de l	inverse de K � chaque fois� Cette m�thode

peut donc s	appliquer � des syst�mes de taille plus grande
 pour lesquels l	inversion directe

de la matrice d�passerait largement les capacit�s de l	ordinateur� Une autre m�thode permet

de diminuer la taille de la matrice de rigidit� du syst�me � la condensation� Le principe de

cette m�thode est de redistribuer la contribution des sommets situ�s � l	int�rieur du corps

d�formable vers les sommets de la surface �Kardestuncer
 ����� Bro
Nielsen et Cotin
 ������

La matrice r�sultant de cette op�ration est plus petite
 mais elle est aussi plus dense�
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❹ Il est int�ressant de remarquer que �Tml� � �T lm�t �ce qui revient � dire que l	inverse de K

est sym�trique
 cf� remarque ❸�� On peut donc se contenter de ne stocker que la moiti� des

pr�
calculs�

❺ Si le probl�me que l	on se pose poss�de une formulation int
grale sur sa fronti�re
 on peut alors

utiliser la m�thode des �l�ments �nis de fronti�re �Boundary Element Mehtod�
 qui est tr�s

populaire en �lectromagn�tisme
 mais que l	on retrouve parfois dans le domaine de l	animation

�James et Pai
 ������ Le principal avantage est de r�duire ainsi la complexit� du probl�me en

passant d	une formulation volumique � son �quivalent surfacique �qui est
 en revanche
 plus

dense�� Par contre
 seul un nombre limit� de probl�mes �lastiques �m�me lin�aires� se pr�tent

� cette m�thode �Hunter et Pullan
 ������

��	���� Utilisation de la base de d�formations

L	utilisation de la base de d�formations met en %uvre des algorithmes di��rents suivant les

conditions aux bords que l	on veut appliquer au mod�le� Nous allons donc envisager les di��rents

cas
 en allant du plus simple au plus compliqu� �

� Application d�une force en un seul point �

C	est le cas le plus simple� Supposons que l	on veuille appliquer une force Fm sur le sommet

Pm� On commence par exprimer la force Fm dans la base d��nie par les forces �l�mentaires

Fe utilis�es lors des pr�
calculs �

FBem �

�����
�

	
� o$ Fm �

���� F
e
x

� Fe
y

� Fe
z

	
� ������

Remarque 
 Si on a choisi des forces �l�mentaires de norme �
 cette premi�re �tape est inutile�

Alors
 chaque sommet Pl du maillage est soumis au d�placement Ul d��ni par �

Ul �
h
T lm

i
FBem ������

� Application de forces en plusieurs points �

On applique exactement le m�me raisonnement que pour le cas pr�c�dent
 mais avec plusieurs

points d	application des forces� Le d�placement de chaque point du maillage est la somme des

d�placements engendr�s par chacune des forces� Si on nomme S l	ensemble des indices des

sommets sur lesquels une force est appliqu�e
 on peut �crire �

Ul �
X
m�S

h
T lm

i
FBem ������

� Application d�un d�placement en un seul point �

Pour pouvoir utiliser la base de d�formations
 il faut se ramener � l	application d	une force� Il
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va donc falloir calculer la force Fm qui entra nerait le d�placement Um que l	on veut appliquer

au sommet Pm� En appliquant la formule ���� au d�placement Um
 on peut �crire �

Um �
h
Tmm

i
FBem �� FBem �

h
Tmm

i��
Um ������

Il ne reste plus alors qu	� retrouver les d�placements de tous les noeuds Pl en appliquant la

force FBem ��quation ����� �

Ul �
h
T lm

i h
Tmm

i��
Um ������

� Application de d�placements en plusieurs points �

C	est dans ce cas que les choses se compliquent un peu� En e�et
 le principe de superposition ne

fonctionne plus aussi bien si on raisonne en d�placements� Si on veut imposer des d�placements

en plusieurs noeuds
 il faut tenir compte des interactions entre les noeuds � d�placer� On

peut voir
 sur la �gure ���
 le probl�me qui se pose avec des d�placements impos�s sur deux

sommets� On voit que si on calcule les forces � appliquer sur les sommets comme dans le cas

21 2

2
1

121U U U U

P
P

Fig� ��� ! Probl�me pos� par l
application de d�placements sur deux sommets simultan�ment

pr�c�dent
 le sommet P� se d�place de U�
 mais est aussi soumis � l	in"uence du d�placement

du sommet P�� Cette in"uence est caract�rise par U��
 le d�placement impos� par P� sur P��

R�sultat
 ces deux sommets se sont trop d�plac�s� Pour trouver les forces FBe� et FBe� qu	il

faut r�ellement appliquer aux deux sommets pour obtenir les d�placements U� et U�
 il faut

r�soudre le syst�me suivant �

�





�





�

�
T ��
�
FBe� �

�
T ��
�
FBe�� �z �

U��

� U�

�
T ��
�
FBe�� �z �

U��

�
�
T ��
�
FBe� � U�

������
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De mani�re plus g�n�rale
 si on veut appliquer sur n sommets des d�placements Um �m �


��n� ��
 on peut �crire ce syst�me sous forme matricielle ��������
�
T ���

� �
T ���

�
� � �

�
T ��n��

��
T ���

� �
T ���

�
� � �

���
���

���
� � �

����
T n����

�
� � � � � �

�
T n���n��

�

	




�

�������
FBe�

���
���

FBen��

	




� �

�������
U�

���
���

Un��

	




� ������

En r�solvant ce syst�me
 on trouve les forces FBem �m � 
��n � �� qu	il faut appliquer sur les

sommets Pm �On utilise ici aussi pour r�soudre le syst�me l	algorithme de gradient conjug�

pr�
conditionn� de la �Matrix Template Library� �Lumsdaine et Siek
 ����� Lumsdaine et al�


�������

Le d�placement d	un sommet Pl du maillage est donc �nalement �

Ul �
n��X
m��

h
T lm

i
FBem ������

La �gure ��� illustre ce cas� On veut appliquer un m�me d�placement aux trois sommets de la

face selectionn�e� Le maillage en rendu de surface repr�sente la position au repos et le maillage

en �l de fer la position d�form�e� On voit alors les forces qu	il a e�ectivement fallu appliquer

pour obtenir les d�placements souhait�s �

Déplacements Forces

Fig� ��� ! Application d	un m
me d�placement aux trois sommets de la face bleue� On voit en

orange les forces qu	il faut appliquer sur ces trois sommets pour obtenir les d�placements souhait�s

�en vert��

��	���� R�sultats 
 performances et exemples

Le maillage du foie que nous utilisons contient ���� sommets et ���� ar�tes pour ���� t�tra�dres

��gure ����� Sa surface est compos�e de ���� triangles ��gure ����a� et �b��
 ce qui permet d	obtenir

une repr�sentation relativement lisse d�s lors que l	on utilise des techniques de rendu comme le

Gouraud Shading ��gure ����d��� Ce maillage est �x� par un certain nombre de sommets sur sa
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�a� Rendu �l de fer de la surface� �b� Rendu de Gouraud � �l de fer

�c� Rendu de surface �d� Rendu de surface de Gouraud

�e� Rendu �l de fer du volume

Fig� ��� ! Les di��rents modes de visualisation du maillage t�tra�drique du foie�
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Fig� ��� ! Points �x�s sur la face ant�rieure du foie

face ant�rieure ��gure ����
 le reste de l	organe �tant libre� Dans la mesure o$ ce mod�le d�formable

subira uniquement des contraintes appliqu�es sur sa surface �forces de pression ou de contact�


nous n	e�ectuons les pr�
calculs que pour les sommets situ�s sur la surface du maillage
 ce qui

repr�sente ��� points� Le temps de calcul n�cessaire � la construction de la base de d�formation

va d�pendre �norm�ment des coe�cients d	�lasticit�� En e�et
 pour simuler un mat�riau quasiment

incompressible �le foie est constitu� presque exclusivement de liquide�
 le coe�cient � doit tendre vers

l	in�ni� Dans la pratique
 on essaiera toujours de le prendre le plus grand possible� Mais si il est trop

grand
 la matrice de rigidit� K devient tr�s mal conditionn�e et l	algorithme de gradient conjugu�

a du mal � converger �le pr�
conditionnement de la matrice est alors une �tape indispensable�� On

peut toutefois donner un ordre d	id�e � pour des valeurs � � ��
�� kg�cm� et � � ���� kg�cm� �qui

correspondent � E � �



 kg�cm� et 
 � 
���
 voir �quations �����
 les pr�
calculs demandent un

peu plus de � heures de calcul� La taille du �chier de stockage des donn�es est de �� Megabits�

Le fait que le mod�le pr�
calcul� soit ramen� � un mod�le surfacique
 ajout� � la simplicit�

d	utilisation des pr�
calculs
 permet de r�duire au minimum la structure de donn�es n�cessaire aux

stockage et � la simulation� En pratique
 on peut se contenter d	un maillage compos� d	un ensemble

de sommets et d	un ensemble de faces� Les sommets ont une position au repos
 une position d�form�e

et un tableau de tenseurs permettant de calculer les d�placements qu	ils vont imposer � tous les

sommets du maillage lorsqu	on leur appliquera une force� Les faces connaissent leurs trois sommets


et servent presque exclusivement � repr�senter la surface du maillage et � calculer des normales�

Le tableau ��� regroupe les performances atteintes par le mod�le d�formable pr�
calcul� lors de

l	application de di��rentes contraintes aux bords� On constate que ce mod�le permet largement de

garantir un fonctionnement en temps r�el �,�� Hz�
 m�me dans le cas le moins adapt� o$ l	on veut

imposer des d�placements en un grand nombre de n%uds�

La �gure ��� montre les r�sultats obtenus avec ce mod�le pr�
calcul� lors de l	application de

di��rentes forces sur un sommet du maillage� En plus de son e�cacit�
 ce mod�le fournit une
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Fr�quences de simulation

�mod�le de foie dont la surface

est compos�e de ��� sommets�

Pentium PII

��� MHz

Pentium PIII

��� MHz

SGI Onyx� IR

��� MHz

Forces sur � sommet ���� Hz ���� Hz ���� Hz

D�placements sur

� sommet

� sommets

�� sommets

�� sommets

���� Hz

��� Hz

��� Hz

�� Hz

���� Hz

��� Hz

��� Hz

�� Hz

���� Hz

��� Hz

��� Hz

�� Hz

Tab� ��� ! Performances du calcul de d�formations pour l	application de di��rents types de

contraintes� Dans le cas de l	application de forces� on ne donne les performances que pour � force�

car le temps de calcul est lin�aire en fonction du nombre de forces appliqu�es�



�� L�
lasticit
 lin
aire Chap� �

d�formation d	une grande pr�cision �qui d�pend n�anmoins de la �nesse et de la qualit� du maillage�


comme en atteste la r�gularit� du champ de d�placements obtenu�

Fig� ��� ! D�formations du foie en utilisant le mod�le pr��calcul�� Le trait orange repr�sente la force

appliqu�e sur un sommet� tandis que les lignes vertes permettent de visualiser les d�placements des

sommets par rapport � leur position de repos�

��	���	 Application 
 couplage avec un rendu r�aliste

Dans le cadre de l	AISIM
 nous avons �t� amen� � collaborer �troitement avec le projet iMAGIS

de l	INRIA Rh�ne
Alpes �� Grenoble� a�n de coupler notre mod�le d�formable pr�
calcul� avec un

rendu r�aliste� En e�et
 F� Neyret et M�
P� Cani ont mis au point une m�thode pour plaquer des

textures sur des objets complexes avec tr�s peu de distorsions �Neyret et Cani
 ������ L	utilisation de

motifs de base triangulaires permet d	�viter la formation de p�les
 comme c	est le cas quand on utilise

des motifs carr�s pour texturer une surface � g�om�trie sph�rique� De plus
 une seconde couche de

texture permet de repr�senter des re"ets tr�s r�alistes� Parall�lement
 P�
O� Agliati a d�velopp� une

interface permettant de coupler ce rendu textur� et ces re"ets avec un mod�le d�formable �Agliati


������ Cette interface g�re la d�tection de collision entre la surface et un instrument manipul� par

l	utilisateur et interpr�te ces collisions en terme de contraintes aux bords � appliquer au mod�le

d�formable� Nous avons donc coupl� cette interface au mod�le pr�
calcul� que nous venons de

pr�senter�

La �gure ���� montre les r�sultats obtenus
 d	abord simplement pour la visualisation de notre

mod�le de foie
 puis lors de la simulation de sa d�formation � l	aide d	un outil� On constate que les

re"ets am�liorent �norm�ment le r�alisme visuel de ce mod�le en apportant un aspect �humide� �
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la surface �ce qui est vrai pour la plupart des organes internes�� De plus
 les textures et les re"ets

aident tous deux � la compr�hension de la forme de l	objet
 car ils apportent des informations

suppl�mentaires qui seront interpr�t�es par le cerveau pour reconstruire la profondeur� C	est encore

plus vrai lorsque l	on d�forme le foie
 car l	apparition de nouveaux re"ets et la distortion locale de

la texture permettent de mieux percevoir la d�formation�

Fig� ���� ! Utilisation du mod�le d�formable pr��calcul� coupl� avec un rendu r�aliste compos�

d	une texture et de re�ets �collaboration avec le projet iMAGIS � F� Neyret �Neyret et Cani� �����

et P��O� Agliati �Agliati� ������

��	���� Bilan

Ce premier mod�le d�formable permet donc de calculer avec une grande e�cacit� et une grande

pr�cision les d�formations d	objets � la g�om�trie relativement complexe� Mais ces performances

sont atteintes au prix d	une restriction assez p�nalisante en vue d	une application � la simulation de

chirurgie � il est impossible de proc�der � des changements de topologie du maillage� En e�et
 toute

modi�cation de la structure du mod�le entra ne une remise � jour de la matrice de rigidit� globale

du syst�me� Or cette remise � jour impose de recommencer les pr�
calculs � chaque changement
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intervenant dans le maillage� Il est donc
 en particulier
 impossible de simuler une d�coupe
 qui est

un des gestes �l�mentaires e�ectu� par les chirurgiens lors d	interventions chirurgicales�

Pour cette raison
 nous proposons un autre mod�le d�formable bas� sur les m�mes th�ories de

l	�lasticit� lin�aire et des �l�ments �nis
 et utilisant les m�mes �quations pour calculer les forces

exerc�es en chaque n%ud du maillage ��quation �����
 mais dont le sch�ma de r�solution et la

structure de donn�es adapt�e permettent
 � tout instant
 de modi�er de mani�re tr�s e�cace la

topologie du maillage�

�	�	� R�solution explicite dynamique � mod
le masse�tenseur

Contrairement au mod�le pr�
calcul� pr�sent� au paragraphe pr�c�dent
 le mod�le masse
tenseur

ne n�cessite pas l	assemblage de la matrice globale de rigidit�� En e�et
 toutes les donn�es n�cessaires

au calcul des forces sont directement stock�es dans la structure de donn�es li�e au maillage� &

partir du maillage t�tra�drique de l	objet que l	on veut simuler ! dans notre cas une structure

anatomique ! on construit une structure de donn�es contenant les notions de sommets
 d	ar�tes et

de t�tra�dres� Pour chaque sommet
 nous stockons la liste de ses t�tra�dres voisins ainsi que celle

de ses ar�tes adjacentes
 sa position au repos P�
p
 sa position courante Pp et son tenseur de rigidit�

Bpp ��quation ������ Chaque ar�te conna t ses deux sommets voisins ainsi que la liste des t�tra�dres

qui lui sont adjacents
 et contient son tenseur de rigidit� Bpj� En�n pour chaque t�tra�dre
 nous

stockons ses quatre sommets
 ses six ar�tes
 les constantes l	�lasticit� � et � et les quatre vecteurs

de forme �k� Il est aussi int�ressant d	avoir une notion de triangle pour repr�senter la surface du

maillage� Dans ce cas
 chaque face externe conna tra le t�tra�dre auquel elle appartient et ses trois

sommets� Cette notion de triangulation de surface permet en particulier de calculer de mani�re plus

e�cace les normales � la surface qui seront utiles pour a�cher l	objet� Elles serviront aussi lors de

la mod�lisation des contacts avec les outils chirurgicaux �chapitre ���

Le principe de fonctionnement du mod�le masse
tenseur est relativement simple� & chaque ins


tant t
 on applique �ventuellement de nouvelles conditions au bords
 puis on calcule les forces �las


tiques exerc�es sur chacun des sommets du maillage en utilisant l	�quation ����� On int�gre alors


pour chaque sommet
 les �quations du mouvement pour trouver sa nouvelle position � l	instant t���

��	���� Les condititions aux limites

Comme pour le mod�le pr�c�dent
 il faut pr�voir un ensemble de conditions aux bords qui

permettront de �xer ce mod�le ou d	interagir avec lui �

� On peut �xer un sommet� Il su�t pour cela de ne pas tenir compte des forces externes et

internes qu	il subit et de ne jamais calculer sa nouvelle position�

� Pour pr�
contraindre le mod�le
 on peut aussi d�placer un sommet avant de le �xer�

� On peut appliquer un d�placement sur un ou plusieurs sommets�

� On peut aussi appliquer des forces que l	on ajoute simplement aux forces internes avant d	in


t�grer les �quations du mouvement� On distingue alors plusieurs types de forces � les forces
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instantan�es qui ne durent que le temps d	une it�ration
 les forces permanentes qui sont r�


appliqu�es � chaque it�ration
 et les champs de forces qui correspondent � des forces perma


nentes s	appliquant sur l	ensemble du maillage�

��	���� Le calcul des forces

A�n de minimiser le nombre d	op�rations
 on n	applique pas directement la formule ����� On

commence par parcourir les ar�tes du maillage� Pour chaque ar�te �Pp	Pj�
 on calcule la force

qu	elle exerce sur ses deux sommets � �Bpj� �Uj pour le sommet Pp et �Bpj�t �Up pour le sommet

Pj � Ensuite
 on parcourt l	ensemble des sommets� Pour chaque sommet Pp
 on calcule la force due

� son d�placement � �Bpp� � Up� On peut alors int�grer l	�quation du mouvement pour trouver la

nouvelle position du sommet�

On remarque que ce sch�ma de fonctionnement est tr�s proche de celui d	un r�seau masse
ressort�

En e�et
 lorsque l	on utilise un mod�le masse
ressort
 on parcourt d	abord chaque ar�te �Pp	Pj� du

maillage �qui mod�lise un ressort� pour calculer les forces qu	elle exerce sur ses deux sommets �

Fspring
p � �Fspring

j � k

�
l � l�
l

�
����
PpPj o$

�


�


�
l� est la longueur du ressort au repos

l est la longueur du ressort d�form�

k est la raideur du ressort

� ������

Ensuite
 il n	y a plus qu	� parcourir les sommets pour int�grer le mouvement et obtenir les nouvelles

positions des sommets�

��	���� L�int�gration du mouvement

Nous consid�rons que l	�quation qui gouverne le mouvement de notre mod�le �lastique lin�aire

est une �quation di��rentielle Newtonienne de la forme �

mi

d�Pi

dt�
� �i

dPi

dt
� Fi ������

Cette �quation est reli�e aux �quations di��rentielles rencontr�es en m�canique des milieux continus

�Bathe
 ����� �

M �U�C �U�KU � R ������

D	apr�s la th�orie des �l�ments �nis
 la matrice de masse M et la matrice d	amortissement C sont

creuses et d�pendent des propri�t�s de chaque t�tra�dre� Dans notre cas
 nous consid�rons que

M et C sont des matrices diagonales
 c	est
�
dire que la masse et les e�ets d	amortissement sont

concentr�s sur les sommets du maillage� Cette simpli�cation
 appel�e masse�lumping
 d�couple les

mouvements de chacun des n%uds et permet donc d	�crire l	�quation ���� comme un ensemble

d	�quations di��rentielles ind�pendantes du type ����
 une pour chaque sommet�

De plus
 nous avons choisi un sch�ma d	int�gration explicite
 dans lequel les forces �lastiques

sont estim�es � l	instant t pour calculer la nouvelle position du sommet � l	instant t� � �� mi

�t�
�

�i
	�t

�
Pt��
i � Fi �

	mi

�t�
Pt
i �
� mi

�t�
�

�i
	�t

�
Pt��
i ������
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Les sch�mas explicites sont seulement conditionnellement stables
 ils convergent donc moins vite

que les sch�mas implicites� Pour que le sch�ma soit stable
 le pas de temps utilis� pour l	int�gration

num�rique doit �tre su�samment petit� Le pas de temps critique d�pend de la plus grande valeur

propre de la matrice de rigidit� et des valeurs locales de la masse et de l	amortissement �Bathe


������ Pour optimiser le pas de temps
 nous prenons la matrice de masse �gale � l	identit�
 et nous

cherchons � optimiser les valeurs locales de l	amortissement a�n de limiter les risques d	oscillations�

Ces op�rations ont pour e�et d	am�liorer le conditionnement du syst�me lin�aire
 et donc d	en

stabiliser la r�solution�

Voici les di��rentes valeurs de l	amortissement que nous avons essay�es �

❶ Le plus simple est de prendre la matrice C �gale � une constante fois l	identit�� Cela revient

� consid�rer une m�me valeur pour tous les sommets du maillage� On a alors a�aire � un

amortissement isotrope et homog�ne�

❷ On peut faire un peu mieux en prenant C diagonale
 mais avec chaque sous bloc ��x�� repr�


sentant le sommet Pi valant ci � Id� On obtient ainsi une valeur di��rente de l	amortissement

pour chaque sommet� Il est alors int�ressant de prendre l	amortissement proportionnel � la

raideur locale �on pourra prendre par exemple ci proportionnel � la norme du tenseur de rigi


dit� du sommet�� L	amortissement devient dans ce cas non homog�ne
 ce qui revient � amortir

plus fortement les zones o$ la rigidit� est plus importante�

❸ Dans les deux cas pr�c�dents
 on ne consid�rait qu	une valeur scalaire par sommet
 ce qui

implique un amortissement isotrope� On peut am�liorer les r�sultats en prenant un tenseur

d	amortissement pour chaque sommet
 ce qui revient � prendre C bloc
diagonale
 c	est
�


dire dont les seuls �l�ments non nuls sont des blocs ��x�� dispos�s sur la diagonale� Il est

alors classique de prendre ces tenseurs d	amortissement proportionnels au tenseur de rigidit�

ou � sa diagonale �pr�
conditionnement de Jacobi physique�� L	amortissement se fera alors

prioritairement dans la direction de plus forte rigidit�� Si un tel amortissement apporte une

am�lioration dans le cas d	un mat�riau isotrope �il tient parfaitement compte du comportement

local du mat�riau�
 son int�r�t est d�cupl� lorsque l	on consid�re un mat�riau anisotrope


comme ce sera le cas dans la seconde partie de ce chapitre �paragraphe �����

❹ Jusque l�
 nous n	avons consid�r� que des e�ets d	amortissement concentr�s sur les sommets�

C	est d	ailleurs ce qui nous a permis d	�crire l	�quation ���� en dissociant le mouvement de

chaque sommet� On peut interpr�ter ce comportement en imaginant que chaque sommet est

plong� dans un liquide visqueux qui dissipe une partie de l	�nergie sous forme de frottements�

Mais en fait dans un mat�riau structur� comme les mat�riaux �lastiques
 le principal amortis


sement est du aux cisaillements cr��s par les di��rences de vitesses des sommets voisins� Or

on ne tient pas du tout compte de cette e�et
 qui devrait agir comme un lissage spatial du

champ de vitesses� Mais le calcul de cet amortissement fait intervenir les sommets voisins au

sommet consid�r�
 ce qui ne permet plus de dissocier les �quations du mouvement�

On peut contourner ce probl�me en int�grant le calcul de l	amortissement � celui de la force par

l	interm�diaire du strain rate tensor �tenseur du taux de d�formation� �O	Brien et Hodgins




���� Les m
thodes de r
solution ��

����� Bro
Nielsen
 ������

D �
�

	

�
rVt �rV

�
	 o$ V est le champ de vitesse� ������

En utilisant ce nouveau tenseur � la place de E dans la loi de Hooke et en discr�tisant ces

forces d	amortissement exactement de la m�me mani�re que les forces �lastiques
 on obtient

une nouvelle expression de la force �lastique amortie exerc�e sur un sommet du maillage �

Fl
p �

�
Bpp
��
Up � � Vp

�
�

X
A � ��Pp	

�
Bpj
��
Uj � � Vj

�
	 ������

o$ � est le c%�cient de proportionnalit� entre la rigidit� et l	amortissement� On peut remar


quer que la modi�cation qui intervient sur le premier terme
 qui ne concerne que le sommet


correspond exactement � l	amortissement d�crit au point ❸�

Trucs et astuces 
 Lors de tous ces essais pour am�liorer la stabilit� et la vitesse de convergence

du mod�le
 nous avons �t� amen�s � essayer quelques �bricolages�� Un de ceux qui ont donn� des

r�sultats int�ressants
 et que nous continuons � utiliser
 est de placer un seuil sur le d�placement

des sommets� En e�et
 nous sommes partis de la constatation que les instabilit�s du mod�le �taient

souvent provoqu�es par une contrainte trop forte mais tr�s localis�e �utilisateur ayant �la main

lourde� lors de la manipulation
 ou bien lors de la d�coupe du mod�le lorsqu	il est sous tension� qui

entra nait une vitesse tr�s importante de certains sommets� Une simple borne sur le d�placement des

sommets su�t alors � �viter la propagation de l	instabilit�� Cette astuce pr�sente en outre l	avantage

d	�viter �l	explosion� du maillage qui peut arriver lorsque l	amortissement est insu�sant par rapport

� la rigidit� du mat�riau et au pas de temps� Au lieu d	exploser
 le mod�le se met alors � osciller

autour de sa position de repos� M�me si cette oscillation n	est pas du tout r�aliste
 elle donne le

temps � l	utilisateur de mieux r�gler les param�tres au lieu de devoir tout r�initialiser� En pratique


nous utilisons un seuil qui correspond � une vitesse instantan�e de 
�� ms�� sans constater la

moindre di��rence visuelle de comportement du mod�le �les gestes d	un chirurgien ne d�passent pas

quelques centim�tres par seconde�� M�me si cette petite modi�cation n	a aucune r�alit� physique


elle facilite tellement la vie lors de l	�laboration et du r�glage d	un mod�le d�formable que nous la

conseillons sans h�siter�

��	���	 Changements de topologie du maillage

Une des t'ches de base
 que l	on veut �tre capable de faire avec un simulateur de chirurgie


consiste � d�couper les tissus mous� D	autre part
 pour des raisons de pr�cision de calcul
 ou de

�nesse de la d�coupe
 on peut �tre amen� � modi�er localement la topologie du maillage
 par

exemple en augmentant le nombre de t�tra�dres dans une zone d	int�r�t� Sa structure de donn�es et

le caract�re local du calcul des forces
 font du mod�le masse
tenseur un outil particuli�rement bien

adapt� pour simuler ce type d	op�rations�

Prenons par exemple le cas de la d�coupe sur un organe tel que le foie� L	importance de sa vas


cularisation rend l	utilisation d	un scalpel presque impossible en raison du risque de sectionner une
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grosse veine ou une art�re
 et de provoquer une h�morragie� La d�coupe du parenchyme h�patique

se fait alors soit avec une pince qui va progressivement �craser le parenchyme qui est relativement

friable
 soit avec un bistouri � ultrason
 qui fera �clater les cellules h�patiques avec lesquelles il est

en contact� Dans les deux cas
 le chirurgien proc�de donc par retraits de mati�re successifs� Il peut

ainsi faire appara tre les vaisseaux sanguins sans risque de les endommager� Il ne lui restera alors

plus qu	� les clamper avant de les sectionner� Le bon moyen de simuler la d�coupe sur un mod�le

du foie semble donc de retirer les t�tra�dres qui seront pris dans les m'choires de la pince ou qui

seront en contact avec le bistouri � ultrason� La mod�lisation des contacts et des gestes chirurgicaux

est d�taill�e au chapitre ��

Le retrait d	un t�tra�dre du mod�le masse
tenseur est une op�ration extr�mement simple� Lors

du calcul des tenseurs de rigidit�
 chaque t�tra�dre apporte sa contribution aux tenseurs de rigidit�

de ses sommets et de ses ar�tes ��quation ������ Il su�t donc
 pour annuler le comportement

biom�canique du morceau de tissu que repr�sente le t�tra�dre
 de retirer ses contributions sur ses

sommets et ses ar�tes ��gure ������ Cette op�ration a un co#t relativement r�duit puisque cela

��
��
��

��
��
��

��
��
��

��
��
��

��
��
��

��
��
��

Fig� ���� ! Pour retirer le t�tra�dre dont la face externe est s�lectionn�e �en bleu fonc��� il su�t de

mettre � jours les tenseurs de rigidit� sur les sommets et les ar
tes adjacents au t�tra�dre�

repr�sente �� soustractions de matrices �x� �����Bjj� � �Bjj�� �Bjj
T � pour les � sommets Pj du t�tra�dre T 


�Bjk� � �Bjk�� �Bjk
T � pour les � ar�tes �Pj 	Pk� du t�tra�dre T �

������

Il faut ensuite modi�er la structure du maillage g�om�trique
 en mettant � jour les voisinages des

sommets et des ar�tes concern�s
 et le cas �ch�ant
 supprimer aussi certains sommets ou certaines

ar�tes qui se retrouveraient isol�s�

En mettant � jour les tenseurs de mani�re locale
 on garantit que le tissu conserve exactement

le m�me comportement que si on avait retir� le t�tra�dre sur le maillage au repos� De plus
 gr'ce

� la continuit� volumique de la mod�lisation par la m�thode des �l�ments �nis
 la d�formation du

tissu reste naturelle et exacte tout au long de la d�coupe�

De mani�re tout � fait comparable
 il est possible de ra�ner localement le maillage� Cela peut

permettre d	augmenter le nombre de t�tra�dres dans une zone d	int�r�t
 dans le but d	am�liorer la

pr�cision des calculs
 ou de permettre une d�coupe plus �ne
 les t�tra�dres supprim�s �tant alors

plus petits� Nous avons par exemple d��ni sur notre structure de donn�es de maillage une op�ration

de d�coupe d	une ar�te en deux en y ajoutant un sommet� Cela revient � couper en deux chaque
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t�tra�dre contenant cette ar�te comme indiqu� sur la �gure ����� En dehors de la remise � jour du

maillage g�om�trique
 il faut modi�er les tenseurs de rigidit� des sommets et des ar�tes qui existaient

d�j� �en bleu sur la �gure �����
 et calculer ceux du nouveau sommet et des nouvelles ar�tes �en

jaune sur la �gure ������ Nous pr�senterons des r�sultats de cette m�thode de ra�nement dans le

��
��
��
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��
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Fig� ���� ! Ra�nement local du maillage� On coupe une ar
te en deux en rajoutant un sommet� il

faut alors mettre � jour les tenseurs de rigidit� des sommets et des ar
tes qui existaient d�j� �en

bleu�� et calculer ceux du nouveau sommet et des nouvelles ar
tes �en jaune��

chapitre �
 qui traite de la mod�lisation des interactions entre les instruments chirurgicaux et les

mod�les d�formables�

��	���� Performances et exemples

Bien �videment le mod�le masse
tenseur est plus long � converger vers une solution que le

mod�le pr�
calcul�
 pour la simple raison que tous les calculs sont e�ectu�s pendant la simulation�

Par contre
 on atteint assez vite �au bout de quelques it�rations seulement�
 une solution rapproch�e�

Cette solution sera relativement exacte dans la zone o$ les contraintes sont appliqu�es� Par contre la

d�formation globale du mod�le sera plus lente
 car les contraintes doivent se propager de proche en

proche dans tout le mod�le� On �value donc les performances de ce mod�le par le nombre d	it�rations

que l	on peut faire entre deux a�chages
 le minimum �tant d	en faire une
 et donc d	avoir un mod�le

dont la fr�quence de calcul est de ��Hz� Cette limite est atteinte sur un pentium II ���MHz pour

un maillage comportant environ ����� t�tra�dres�

Les �gures ���� et ���� pr�sentent les r�sultats obtenus lors de la suppression de t�tra�dres sur

des mod�les synth�tiques pr�contraints� Pour le cylindre
 nous avons �x� les sommets de la face

inf�rieure et avons appliqu� des d�placements aux sommets de l	autre face� Nous avons alors sup


prim� certains t�tra�dres
 provoquant ainsi un d�s�quilibre du mod�le
 qui �volue alors de mani�re

naturelle vers sa nouvelle forme� Nous avons proc�d� de mani�re identique sur le deuxi�me mod�le�

Les sommets situ�s sur le bord droit sont �x�s et certains sommets du bord gauche ont subi un

d�placement� On observe
 sur ces deux exemples le comportement r�aliste du mod�le masse
tenseur

lors de changements importants de topologie�
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Fig� ���� ! D�formation et d�coupe d	un mod�le masse�tenseur repr�sentant un cylindre�

Fig� ���� ! Deux exemples de d�coupe sur un mod�le pr�contraint� La d�formation reste r�aliste lors

de la suppression des t�tra�dres�
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��	 Mod�lisation de mat�riaux anisotropes

La loi d	�lasticit� lin�aire que nous avons utilis�e jusqu	ici �loi de Hooke
 �quation ���� d�crit un

comportement isotrope� Or la plupart des tissus biologiques pr�sentent de fortes anisotropies� Donc


d�s lors que l	on d�sire mod�liser les organes du corps humain
 l	utilisation de cette loi isotrope est

beaucoup trop restrictive�

Nous pr�sentons dans ce paragraphe les modi�cations que nous avons apport�es � notre mod�le

d	�lasticit� lin�aire a�n d	�tendre son comportement biom�canique � celui des mat�riaux anisotropes�

Nous nous sommes particuli�rement attach�s � mod�liser deux comportements anisotropes tr�s

r�pandus dans les structures anatomiques � l	anisotropie provoqu�e par la pr�sence de �bres et celle

due � la pr�sence d	une peau autour des organes�

�	�	� Mat�riaux �lastiques lin�aires �transversalement isotropes�

Beaucoup de structures anatomiques comme les muscles
 les tendons
 les ligaments ou les vais


seaux sanguins sont fortement anisotropes� Ces tissus
 ainsi que de nombreux autres
 doivent leur

anisotropie � la pr�sence de �bres� Les mat�riaux qui les composent poss�dent alors une direction

privil�gi�e
 ou direction de �bre
 le long de laquelle la rigidit� est plus grande� Dans ce cas
 on peut

consid�rer que le comportement du tissu est isotrope dans le plan perpendiculaire � la direction de

la �bre� On dit que ces mat�riaux sont �transversalement isotropes��

Plusieurs ouvrages traitent des d�veloppements th�oriques li�s aux mat�riaux �lastiques trans


versalement isotropes �Spencer
 ����� Spencer
 ����� Fung
 ������ De plus G� A� Hat�eld propose

une �tude int�ressante des lois de conservations qui s	appliquent pour de tels mat�riaux �Hat�eld


����� Hat�eld
 ������

On trouve
 dans la litt�rature
 plusieurs exemples d	utilisation de ce type d	�lasticit� pour mo


d�liser des organes du corps humain� M� Kaiss utilise un mat�riau de St Venant
Kirchho� transver


salement isotrope pour calculer les d�formations de l	%il lors d	interventions chirurgicales �Kaiss et

Tallec
 ������ J� D� Humphrey et al proposent un mod�le assez complexe du c%ur tenant compte

de la pr�sence de �bres
 qu	ils valident et dont ils r�glent les param�tres en l	identi�ant � des

donn�es mesur�es sur de vrais c%urs �Humphrey et Yin
 ����� Humphrey et al�
 ������ Un autre

mod�le du c%ur
 lin�aire transversalement isotrope
 est utilis� par X� Papademetris pour segmenter

des s�quences temporelles d	images m�dicales de di��rents types �IRM
 �chographie et scanner�

�Papademetris et al�
 ����� Papademetris
 ������ De nombreux travaux ont aussi �t� men�s sur

la mod�lisation des tendons �en particulier du genou�� Le plus souvent l	approche choisie est de

compl�ter un mod�le �lastique isotrope d	un terme d	�nergie p�nalisant l	�tirement le long de la

direction de la �bre� J� A� Weiss et al enrichissent ainsi un mod�le de Mooney
Rivlin avec un terme

d	�tirement de �bre et un terme d	interaction entre la �bre et la composante isotrope du mat�riau�

Ils l	utilisent a�n de mod�liser la d�formation d	un ligament collat�ral du genou �Weiss et al�
 �����

Weiss
 ����� Weiss et al�
 ����� Puso et Weiss
 ������ Le m�me principe peut �tre appliqu� avec

un mod�le d	�lasticit� lin�aire compl�t� d	une �bre �Martelli et al�
 ������ Cependant
 aucun de ces
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mod�les n	a pour vocation de respecter des contraintes temps r�els�

Par contre
 certains auteurs utilisent des mod�les masse
ressort pour simuler ce type de com


portement en temps
r�el� Les r�seaux masse
ressort ne pouvant pas garantir l	isotropie du mat�riau

simul� � cause des directions privil�gi�es que repr�sentent les ressorts
 il semble di�cile de r�elle


ment parler de mod�le poss�dant une direction privil�gi�e� On peut tout de m�me approximer ce

comportement soit en privil�giant une direction dans la g�om�trie du maillage �Radetzky et al�


����� Radetzky et al�
 �����
 soit en ajoutant des ressorts repr�sentant les �bres �Bourguignon et

Cani
 ������

Nous proposons
 dans ce paragraphe
 de g�n�raliser le mod�le �lastique lin�aire aux mat�riaux

transversalement isotropes� Pour cela
 nous d��nissons des termes d	�nergie venant corriger le com


portement a�n qu	il prenne en compte la pr�sence d	une direction privil�gi�e de d�formation� De

plus
 nous s�parons les termes repr�sentant l	�tirement dans la direction d	anisotropie et ceux mo


d�lisant le cisaillement entre la direction de la �bre et le plan orthogonal� On pourra ainsi choisir

les termes correspondant au comportement recherch��

������� Formulation continue

Nous avons d��nis
 au paragraphe ���
 les composantes de d
formation ��quations ��� et ����


qui expriment l	�tirement et le cisaillement au sein d	un �l�ment de volume� Si on exprime l	�ner


gie de d�formation dans le cas de l	�lasticit� lin�aire isotrope
 en fonction de ces composantes de

d�formation �

W l �
��
	
� �

��
�lx

�
� �ly

�
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�
�
� �
�
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on v�ri�e bien qu	elle est isotrope dans la mesure o$ les termes d	�tirement et de cisaillement se

voient attribu�s les m�mes coe�cients quelque soit la direction consid�r�e� Imaginons maintenant

que l	on veuille augmenter la raideur du mat�riau dans une direction donn�e mod�lis�e par le

vecteur unitaire a�� Il faut alors p�naliser toute d�formation dans cette direction
 en attribuant �

cette direction des coe�cients d	�lasticit� plus grands a�n d	augmenter l	�nergie de d�formation�

Pour cela
 on d��nit deux ensembles de coe�cients de Lam� �

�
�
�L	�L

�
sont les constantes de Lam� dans la

direction privil�gi�e a��

�
�
�	�
�

sont maintenant les constantes de Lam�

dans le plan perpendiculaire � a��

� En�n
 pour plus de clart� dans les notations
 on

pose � �� � �L � � et �� � �L � ��

a0

��������������������
��������������������
��������������������
��������������������

��������������������
��������������������
��������������������
��������������������
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Fig� ���� � D
�nition de

coe�cients de Lam
 dans la

direction privil
gi
e et dans le plan

transverse
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Consid�rons que z soit la direction privil�gi�e
 c	est
�
dire prenons a� � �
 
 ��� On doit

alors modi�er tous les termes de l	�nergie faisant intervenir la direction z� On peut d�s maintenant

s�parer ces termes en deux groupes
 d	une part les termes li�s � l	�tirement et d	autre part ceux

li�s au cisaillement� On verra un peu plus loin que ces deux types d	anisotropie interviennent bien

sp�ci�quement dans la modi�cation du comportement biom�canique�

Nous allons donc commencer par les termes li�s � l	�tirement anisotrope � �lz
�

et
�
�lx�

l
z��ly�

l
z

�
�

Pour modi�er leurs contributions � l	�nergie de d�formation
 on d��nit deux termes correctifs �

�W l
�tir
aniso� �

���

	
���

�
�lz
�

������

�W l
�tir
aniso� � ��

�
�lx�

l
z � �ly�

l
z

�
������

Il est maintenant int�ressant de relier ces termes d	�nergie au tenseur de d�formation El et � la

direction privil�gi�e a�� Pour cela
 on d��nit un nouveau terme que l	on consid�rera comme un

nouvel invariant �

I� � at� El a� ������

On montre alors que les termes d	�nergie pr�c�dents s	expriment en fonction de I� et d	un autre

terme intervenant dans l	�nergie �lastique isotrope
 I� � trEl �

�W l
�tir
aniso� �

���

	
���

��
at� El a�

��
�
���

	
���

�
I�

� ������

�W l
�tir
aniso� � ��

h
trEl

�
at� El a�

�
�
�
at� El a�

��i
� ��

�
I� I� � I�

�
�

������

De la m�me mani�re
 on doit corriger la pond�ration des termes li�s au cisaillement aniso�

trope� Pour cela on d��nit un autre terme d	�nergie qui est �gal � �

�W l
cisail
aniso �

��

	

�
�lxz

�
� �lyz

�
�

������

Comme dans le cas de l	�tirement
 on est amen� � introduire un dernier invariant
 qui va nous

permettre d	exprimer de fa�on g�n�rale le terme de cisaillement anisotrope en fonction du tenseur

de d�formation et de la direction d	anisotropie �

I� � at� El
� a� ������

�W l
cisail
aniso �

��

	

h
at� El

� a� � �
�
at� El a�

��i
�

��

	

�
I� � �I�

�
�

������

Nous venons donc de d��nir de nouveaux termes qui
 ajout�s � la loi de Hooke
 permettent

de prendre en compte la pr�sence d	une direction privil�gi�e dans le mat�riau� Cette contribution

anisotrope � l	�nergie de d�formation �lastique se d�compose en deux termes d	�tirement et un

terme de cisaillement� On peut donc choisir d	utiliser les termes que l	on veut
 �ventuellement en

les pond�rant les uns par rapport aux autres
 suivant le comportement que l	on veut mod�liser�
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Si l	on veut tenir compte � la fois de l	�tirement et du cisaillement anisotrope
 on utilise le terme

correctif suivant �

�W l
Aniso � �� I�I� � 	�� I� �

���

	
���

�
I�

�	 ������

ce qui permet d	obtenir l	�nergie de d�formation pour un mat�riau �lastique lin�aire transversale


ment isotrope
 qui s	�crit sous la forme �

W l
Trans
iso ��W l ��W l

Aniso

�
�

	
I�

� � � I� � �� I�I� � 	�� I� �
���

	
���

�
I�
� ������

�
�

	

�
trEl

��
� � tr El

�

� ��
�
trEl

��
at� El a�

�
� 	��

�
at� El

� a�
�
�
���

	
���

��
at� El a�

��
Finalement
 on peut d�river cette �nergie par rapport � E pour obtenir le second tenseur de

contraintes de Piola
Kirchho�
 qui est donn� dans le cas isotrope lin�aire par l	�quation �����

�l
Trans
iso �

�W l
Trans
iso

�El

�� �trEl� I � 	� El ���
h�
a� � a�

�
trEl �

�
at� El a�

�
I
i

������

�	��
h�
a� � a�

�
El �El

�
a� � a�

�i
�
�
��� 	��

� �
at� El a�

� �
a� � a�

�
������� Formulation discr
te par les �l�ments �nis

Comme dans le cas de isotrope
 on utilise la m�thode des �l�ments �nis pour discr�tiser le

probl�me� On va donc exprimer les termes li�s � l	anisotropie du mat�riau � l	int�rieur de chaque

t�tra�dre du maillage� Pour cela
 il faut attribuer � chaque t�tra�dre de nouvelles donn�es
 � savoir

une direction d	anisotropie a� et les coe�cients de Lam� correspondant � cette direction privil�gi�e

�L et �L� On rappelle que le tenseur de d�formation El s	exprime � l	int�rieur du t�tra�dre T en

fonction des d�placements de ses sommets et de ses fonctions de forme par �

El �
�

	

�X
j��

�
Uj ��j ��j �Uj

�
	 ������

ce qui nous permet de calculer les di��rents termes exprimant l	anisotropie du mat�riau
 � savoir

I�
�
 I�I� et I� �

l�
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�
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t El a�
��

�
X
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Ut
k

h
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i
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X
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i
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l� � a�
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� a� �
X
k�l
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k

h
�a� � a�� ��l ��k� � ��l ��k� �a� � a��

���l��k� �a� � a�� � �a� � a�� 
 ��l��k� I
i
Ul
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o$ �
� est le produit scalaire de deux matrices �il est d��ni dans la partie ����� Pour plus de d�tails

sur les calculs
 voir annexe B���

Ainsi
 la contribution anisotrope � l	�nergie de d�formation d��nie par l	�quation ���� s	�crit �

l	int�rieur du t�tra�dre T �

�WAniso �

�X
j�k��

Ut
j �A

jk
T �Uk	 ������

Ajk
T � ����j ��k��a� � a���

���

	
���

�
�a� � a����j ��k��a� � a��

�
��

	

h
�a� � a����k ��j� � ��k ��j��a� � a�� � ��j � �k��a� � a�� ������

��a� � a�� 
 ��j ��k�I
i

De la m�me mani�re que dans le cas isotrope
 Ajk
T est le tenseur de rigidit� anisotrope de l	ar�te

�Pj 	Pk� �ou du sommet Pj si j � k�� Cette �nergie vient s	ajouter � la partie isotrope ��quation ����

simplement en sommant les tenseurs de rigidit� correspondants� La d�rivation des forces exerc�es

par le t�tra�dre sur chacun de ses sommets ��quation �����
 ainsi que l	accumulation des tenseurs

sur les sommets et les ar�tes du maillage ��quation �����
 se font de mani�re parfaitement similaire�

On calcule �nalement la force �lastique exerc�e sur le sommet Pp
 pour un mat�riau lin�aire

transversalement isotrope
 par la formule �

F
Trans
iso
p �

�
Gpp
�
Up �

X
A � ��Pp	

�
Gpj
�
Uj o$ Gpj � Bpj �Apj ������

������� R�sultats

La g�n�ralisation de l	�lasticit� lin�aire aux mat�riaux transversalement isotropes se traduit

donc simplement par une modi�cation des tenseurs de contraintes
 qui int�grent � pr�sent une

contribution anisotrope� M�me si cette contribution entra ne un surco#t de calculs
 cela n	aura

aucune in"uence sur l	e�cacit� des mod�les d�formables qui en d�coulent� En e�et
 que ce soit

avec le mod�le pr�
calcul� �paragraphe ������ ou le mod�le masse
tenseur �paragraphe ������
 les

tenseurs de rigidit�s sont calcul�s une fois pour toutes lors de la cr�ation du maillage� Par contre


l	utilisation de l	�lasticit� transversalement isotrope pourra entra ner certains probl�mes de stabilit�


dus aux di��rences de raideurs en fonction de la direction dans laquelle se fait la d�formation� Dans

le cas du mod�le pr�
calcul�
 cela se traduit par une matrice de rigidit� globale encore plus mal

conditionn�e
 ce qui entra ne une augmentation du nombre d	it�rations de l	algorithme de gradient

conjugu� pour parvenir � une solution d	�quilibre� Mais cela n	a�ectera que les pr�
calculs� Pour

le mod�le masse
tenseur
 cette instabilit� se traduit par une diminution du pas temps
 et donc

par un temps de convergence plus long� Mais on peut limiter cette perte d	e�cacit� en utilisant

un amortissement qui tienne compte de la rigidit� locale du mat�riau dans les trois directions de

l	espace �cf� paragraphe ���������
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En ce qui concerne l	utilisation des deux mod�les d�formables
 il n	y a aucune di��rence avec le

mod�le isotrope� Tout ce qui a �t� dit aux paragraphes ����� et ����� reste donc vrai�

Nous pr�sentons dans les paragraphes suivants des exemples mettant en %uvre l	�lasticit� trans


versalement isotrope� Le premier exemple concerne la mod�lisation de structures de type tubulaire


qui peuvent repr�senter des vaisseaux sanguins
 des tendons ou des muscles� Il permettra de mettre

en �vidence le caract�re anisotrope des d�formations obtenues
 et de comparer ces d�formations

suivant que l	on utilise ou pas le terme de cisaillement anisotrope� Dans le second exemple
 nous

pr�sentons la mod�lisation de mat�riaux hybrides poss�dant des parties isotropes et des parties ani


sotropes� De telles mat�riaux se rencontrent dans les tissus travers�s par des �bres
 ou dans certains

organes dans lesquels l	arborescence vasculaire est si importante qu	elle intervient dans la fa�on dont

l	organe se d�forme� C	est notamment le cas du foie�

������	 Mod�lisation de structures tubulaires

Dans ce premier exemple
 nous consid�rons deux cylindres identiques� Le premier est isotrope

�� gauche sur les �gures �����a� et �����b��
 alors que l	autre utilise l	�lasticit� transversalement

isotrope
 ce qui le rend � fois plus raide le long de sa hauteur �� droite sur les �gures �����a� et

�����b��� Nous utilisons ici un mod�le anisotrope � la fois en �tirement et en cisaillement�

Dans un premier temps
 nous pin�ons les deux cylindres en leur appliquant des forces perpen


diculaires � la direction d	anisotropie ��gure �����a��� On peut voir que
 m�me si l	on n	obtient pas

exactement le m�me r�sultat
 l	amplitude de la d�formation est identique dans les deux cas� De plus


la d�formation semble plus r�aliste sur le cylindre transversalement isotrope� On verra d	ailleurs que

c	est le terme de cisaillement anisotrope qui lisse la d�formation le long de la direction privil�gi�e�

On applique ensuite sur la face sup�rieure des deux cylindres de la �gure �����b� la m�me force

dirig�e le long de la direction d	anisotropie �leurs faces inf�rieures �tant �x�es�� Comme on l	esp�rait


le cylindre de droite
 qui est plus raide dans cette direction
 se d�forme nettement moins�

Pour mettre en �vidence le r�le que joue le terme de cisaillement anisotrope
 nous avons renouvel�

l	exp�rience
 mais cette fois en n	utilisant que le terme d	�tirement anisotrope� Si cette op�ration ne

change strictement rien lorsque l	on �tire le cylindre le long de sa direction d	anisotropie
 elle apporte

par contre un changement lorsque l	on pince le mod�le dans le plan d	isotropie� Alors qu	avec le

terme de cisaillement on obtenait une d�formation sensiblement di��rente du mod�le isotrope
 cette

fois les deux d�formations sont quasiment parfaitement superposables ��gure �����a�
 �b� et �c���

C	est donc le terme de cisaillement anisotrope qui conduit au lissage de la d�formation le long

de la direction privil�gi�e
 comme on peut le voir sur la �gure �����d�� Pour mieux comprendre

ce ph�nom�ne
 raisonons sur l	exemple en deux dimensions de la �gure ����� Sans le terme p�na


lisant le cisaillement
 on peut obtenir de fortes variations d	angles entre les ar�tes des �l�ments

��gure �����b��� Par contre
 si on rajoute le terme d	anisotropie en cisaillement
 les �l�ments de

volumes n	admettront que peu de variation des angles entre leurs ar�tes
 et donc pour arriver �

la m�me d�formation
 il faudra que le cisaillement soit r�parti sur plusieurs �l�ments le long de la

direction d	anisotropie ��gure �����b���
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F1 −F1

�a� Comparaison lorsque la d�formation a

lieu dans le plan d	isotropie � pincement

des cylindres�

F2

F2

�b� Comparaison lorsque la d�for�

mation a lieu dans la direction

d	anisotropie � �tirement des cy�

lindres�

Fig� ���� ! Comparaison entre un cylindre isotrope �cylindres de gauche des �gures �a� et �b�� et un

cylindre transversalement isotrope dont la direction privil�gi�e correspond � sa hauteur �cylindres de

droite des �gures �a� et �b���
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�a� Comparaison du mod�le

isotrope �� gauche� et du mo�

d�le anisotrope en �tirement ��

droite� lorsqu	on leur applique

les m�mes forces de pincement�

�b� Superposi�

tion des deux

mod�les de la

�gure �a��

�c� Gros plan de la �gure �b��

L	�cart entre les deux d�for�

mations est vraiment minime�

�d� Mod�le ani�

sotrope en �ti�

rement et ci�

saillement�

Fig� ���� ! Comparaison entre des cylindres isotropes �gauche de la �gure �a��� anisotropes en

�tirement �droite de la �gure �a��� et compl�tement anisotropes �en �tirement et en cisaillement��

sur la �gure �d��

(a) (b) (c)

cisaillement
Fort

Pas de
cisaillement

a0

Fig� ���� ! �tude du cisaillement � variation d	angle entre les faces� �a� forme au repos� �b� sans le

terme p�nalisant le cisaillement� il peut 
tre localement important� �c� avec le terme de cisaillement�

les �l�ments de volume n	admettant que peu de cisaillement� il est r�parti le long de la direction

d	anisotropie�
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Ce premier exemple met donc bien en �vidence l	int�r�t que repr�sente l	utilisation de l	�lasti


cit� transversalement isotrope pour mod�liser des mat�riaux poss�dant une direction de d�formation

privil�gi�e� De plus
 nous avons propos� une formulation dans laquelle nous s�parons le terme d	�ti


rement anisotrope du terme de cisaillement� Le premier donne au mat�riau une plus grande rigidit�

dans la direction d	anisotropie
 et nous venons de montrer que le second a pour e�et de lisser la

d�formation le long de la direction privil�gi�e� On a ainsi la possibilit� de choisir les termes que l	on

veut en fonction de comportement biom�canique recherch�� D	apr�s ce premier exemple
 la mod�li


sation de structures tubulaires de type vaisseaux ou tendons sera plus r�aliste en utilisant le terme

de cisaillement� Par contre lorsque c	est uniquement la plus grande raideur du mat�riau dans une

direction donn�e qui est importante
 le terme d	anisotropie en �tirement sera g�n�ralement su�sant�

C	est le cas notamment dans le second exemple d	application que nous proposons maintenant�

������� Introduction de �bres anisotropes dans un mat�riau isotrope

En plus de la mod�lisation de structures anatomiques anisotropes
 nos mod�les pr�
calcul� et

masse
tenseur transversalement isotrope nous permettent d	inclure de telles structures dans des

mat�riaux isotropes
 cr�ant ainsi une sorte de mat�riau hybride
 dans lequel vont cohabiter des

parties isotropes et des parties anisotropes� Ce genre de con�guration se retrouve assez souvent

dans les tissus vivants
 en g�n�ral � cause de la pr�sence de �bres ou de vaisseaux sanguins au

milieu d	un tissu isotrope�

Pour obtenir de tels mod�les hybrides
 il su�t de d��nir une zone du maillage sur laquelle on

va ajouter la contribution anisotrope
 le reste demeurant parfaitement isotrope� Dans l	exemple

pr�sent� sur la �gure ����
 nous avons d��ni une bande anisotrope repr�sent�e en fonc� dans un

mat�riau �lastique isotrope� Nous avons choisi un mod�le g�om�trique assez simple
 a�n d	avoir une

meilleure compr�hension de l	e�et que va avoir cette partie anisotrope sur la d�formation globale

du mod�le� La direction d	anisotropie correspond avec la plus grande dimension de la bande� Dans

un premier temps nous avons �tir� le mod�le dans la direction d	anisotropie ��gure �����a��� On

observe que la partie isotrope s	�tire nettement plus que la bande anisotrope� La �gure �����b�

montre l	important cisaillement local que subissent les �l�ments situ�s � la fronti�re entre la partie

isotrope et la �bre� On a ensuite �tir� le mod�le dans la direction perpendiculaire � la direction de

la �bre ��gure �����c��� On voit alors que
 dans cette direction
 la partie anisotrope ne perturbe pas

la d�formation
 mais qu	elle se refuse � toute contraction le long de la direction d	anisotropie�

Finalement
 nous avons utilis� ce mod�le hybride a�n de prendre en compte la pr�sence de

gros vaisseaux sanguins dans le foie� En e�et le foie contient une grande quantit� de vaisseaux

sanguins
 mais seulement les plus gros ont une r�elle in"uence sur son comportement biom�canique�

Nous avons donc construit un mod�le synth�tique d	arbre vasculaire � l	int�rieur de notre mod�le

g�om�trique de foie� Cette arbre est compos� de sept branches repr�sent�es par des segments� Pour

chacune de ces lignes
 nous d�terminons les t�tra�dres qu	elle traverse ��gures �����a�� et nous leur

attribuons un comportement transversalement isotrope en prenant la direction de la ligne comme

direction d	anisotropie ��gure �����c��� Nous obtenons ainsi un mod�le d�formable de foie qui tient
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�a� �tirement dans la direction de la �bre� Le

mod�le contenant la �bre �en bleu� est com�

par� � un mod�le isotrope �en jaune��

�b� Gros plan sur la fronti�re entre le mat�riau

isotrope et la partie anisotrope� Cette zone

est soumise � de fortes contraintes de cisaille�

ment�

�c� �tirement du mod�le hybride dans la direction orthogonale � la direction de la �bre� Il est

ensuite compar� au m�me �tirement sur le mod�le isotrope�

Fig� ���� ! E�ets de l	introduction d	une �bre anisotrope dans un mat�riau isotrope� Le mat�riau

bleu est isotrope et la partie fonc�e repr�sente une �bre dont la direction d	anisotropie correspond �

sa plus grande dimension�
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compte des propri�t�s anisotropes des vaisseaux sanguins qu	il contient ��gures �����d�
 �����e� et

�����f���

�	�	� Anisotropie de surface

L	autre grande cause d	anisotropie parmi les structures anatomiques est la pr�sence d	une mem


brane ou d	une peau � la surface des organes
 venant renforcer leur structure� On a alors ce que

nous appellerons une anisotropie de surface� C	est le cas en particulier pour le foie
 qui poss�de �

sa surface une peau �lastique
 la capsule de Glisson
 qui est relativement rigide� A�n d	am�liorer

le r�alisme biom�canique de notre mod�le de foie
 il semblait donc int�ressant de tenir compte de

cette propri�t��

Il est possible
 gr'ce � la th�orie des membranes �lastiques
 de mod�liser cette raideur surfacique

en continuant dans la voie de l	�lasticit� et des �l�ments �nis� C	est le cas du mod�le de foie propos�

par M� Vidrascu �Vidrascu
 �����
 compos� d	un mat�riau de Mooney
Rivlin incompressible com


pl�t� d	une coque� Mais cette approche est tr�s co#teuse en temps de calcul� Par contre
 les r�seaux

masse
ressort se pr�tent parfaitement � ce genre de comportement� Il su�ra en e�et d	augmenter la

raideur des ressorts situ�s sur la surface de l	organe
 voire m�me de d��nir un nouveau comporte


ment �non
lin�aire par exemple� pour ces ressorts� C	est l	approche choisie par D� d	Aulignac pour

la cuisse �d	Aulignac et al�
 ����a� et F� Boux de Casson pour le foie �Boux de Casson et Laugier


������

Notre but �tant
 dans un premier temps
 de ne pas p�naliser la fr�quence de simulation
 nous

nous sommes tourn�s vers la solution d	un r�seau masse
ressort
 dont le fonctionnement est tr�s

proche de celui de notre mod�le masse
tenseur� Nous mod�lisons ainsi la capsule de Glisson en

rajoutant sur chaque ar�te de la surface du maillage un ressort de raideur k et de longueur au

repos l�� A chaque pas de temps
 il faudra donc
 en plus du calcul des forces dues au mod�le

masse
tenseur
 parcourir les ar�tes de la surface et calculer les forces que chaque ressort va exercer

sur les deux sommets Pj et Pk auxquels il est reli�� Cette force d�rive de l	�nergie �lastique d	un

ressort
 et d�pend de la raideur du ressort et de la variation de sa longueur �
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�a� Les t�tra�dres repr�sent�s en plein contiennent les vaisseaux et ont un comportement �lastique transversa�

lement isotrope�

�b� Visualisation de la direction d	anisotropie dans

les t�tra�dres repr�sentant les vaisseaux�

�c�

�d� �e�

Fig� ���� ! Mod�le d�formable de foie hybride� Le parenchyme isotrope est travers� par des vaisseaux

au comportement anisotrope�
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W ressort �
�

	
k�l � l��

�	 ������

Fressort
j � �Fressort

k

� k

�
l � l�
l

�
����
PjPk� ������

Fj Fk

0l

l

j kP P

Fig� ���� � Calcul des forces que chaque

ressort exerce sur ces deux sommets�

Le but de ce r�seau masse
ressort surfacique �tant de mod�liser la pr�sence de la capsule de

Glisson
 qui est relativement raide �voir paragraphe ������
 nous devons choisir une raideur �lev�e

des ressorts� Mais cela risque de provoquer des oscillations� C	est pourquoi nous consid�rons en

fait un syst�me masse
ressort amorti � chaque ressort est mont� en parall�le avec un amortisseur

visqueux qui p�nalise la vitesse � laquelle varie la longueur du ressort� La force appliqu�e sur

chaque extr�mit� du ressort vaut alors �

Fressort
j � �Fressort

k � k
h
�l � l��� �

�l

�t

i ����PjPk

l
������

o$ � est le c%�cient de pond�ration entre la raideur et

l	amortissement�

P P

Ressort

Amortisseur

j k

Fig� ���� � Ressort coupl
 avec un

amortisseur

Un des points d�licats lors de la mise en %uvre d	un mod�le masse
ressort est le choix des

raideurs des ressorts
 car elles vont d�terminer le caract�re homog�ne de la d�formation� La solution

la plus simple consiste � prendre la m�me valeur partout� Mais on obtient alors un mat�riau qui

sera plus rigide dans les zones o$ le maillage est plus �n �c	est
�
dire l� o$ il y a plus de ressorts��

A�n de contourner ce probl�me
 Gelder et Wilhelms ont cherch� � optimiser les valeurs des raideurs

des ressorts de mani�re � ce que le comportement du mat�riau obtenu se rapproche le plus possible

de celui d	une membrane �lastique exprim�e au travers de la m�thode des �l�ments �nis �Gelder et

Wilhelms
 ����� Gelder
 ������ Pour cela
 ils ont identi�� les d�formations obtenues en mod�lisant

un triangle � l	aide de ressorts � celles obtenues en le consid�rant comme une membrane �lastique�
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Ils ont alors abouti � une raideur de chaque ressort du triangle valant �

kc �

�
E

� � 


�
	A

c�
�

�
E 


�� 
�

�
a� � b� � c�

�A
������

o$ a
 b et c sont les longueurs des ar�tes
 A est l	aire du triangle et E et 
 sont le module de

Young et le rapport de Poisson du mat�riau simul�� Cette formule donne la contribution d	un

triangle� Or
 dans un maillage surfacique
 chaque ar�te �et donc chaque ressort� appartient � deux

triangles� On obtient donc la raideur de chaque ressort en sommant les contributions de ses deux

triangles� Les auteurs ont appliqu� ce principe pour repr�senter la peau d	un mod�le de singe

anim� relativement �labor� �Wilhelms et VanGelder
 ����� Wilhelms et Gelder
 ������ Ils ont

d	autre part montr� que le fait de prendre 
 � 
 ne changait pratiquement rien � la d�formation�

Nous avons donc utilis� le m�me principe pour calculer les raideurs des ressorts de notre membrane �

k � E
	�A� �A��

l�

A� �
�

	
h� l et A� �

�

	
h� l

Fressort
j � k �l �Tjk � E

h

l
�l �Tjk ������

o$ �Tjk est le vecteur unitaire tangent au ressort

dans sa position d�form�e�

h
h

h A

A 1

2
2

1

Fig� ���� � Calcul de la raideur du

ressort en fonction des aires des deux

triangles adjacents�

Nous avons rajout� cette membrane externe masse
ressort sur la surface de notre mod�le masse


tenseur� Les calculs suppl�mentaires �tant tr�s simples et ne concernant que les ar�tes de la surface

du maillage
 le temps de calcul est presque inchang� �on ne constate qu	une diminution de la

fr�quence de simulation d	environ � -�� La �gure ���� compare les comportements d	un mod�le

masse
tenseur et du m�me mod�le sur la surface duquel nous avons rajout� un r�seau masse
ressort

a�n de simuler la raideur surfacique provoqu�e par la capsule de Glisson� Les deux �gures �����a�

et �b� montrent l	in"uence de la raideur de cette membrane sur les d�formations globales et locales

de notre mod�le de foie� Entre le mod�le de gauche et celui de droite la raideur des ressorts de la

surface a �t� multipli�e par ��� La �gure �����c� compare les d�formations globales sans et avec

la Capsule de Glisson� Ces exp�riences montrent que la pr�sence d	une membrane �lastique sur la

surface du mod�le modi�e son comportement
 en particulier au niveau du point de contact avec les

instruments� L	introduction de cette anisotropie de surface sur notre mod�le masse
tenseur am�liore

son r�alisme biom�canique puisque les d�formations tiennent maintenant compte de la pr�sence de

la capsule de Glisson sur la surface du foie�



���� Mod
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�a� Le mod�le repr�sent� en  �l de fer poss�de une membrane externe masse�ressort! alors que l	autre est

isotrope� Entre la �gure de gauche et celle de droite! la raideur des ressorts de la membrane a �t� multipli�e

par ���

�b� Gros plans sur les exp�riences pr�sent�es ci�dessus�

�c� Comparaison entre les d�formations globales des deux mod�les! � gauche le mod�le masse�tenseur isotrope

et � droite le m�me mod�le avec la membrane externe�

Fig� ���� ! Comparaison des d�formations d	un mod�le isotrope et du m
me mod�le avec une mem�

brane externe �lastique repr�sentant la capsule de Glisson�
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��� Conclusion

Nous avons pr�sent�
 dans ce chapitre
 deux mod�les d�formables construits sur les bases de

l	�lasticit� lin�aire et la m�thode des �l�ments �nis� Ces deux mod�les permettent de simuler en

temps
r�el les d�formations d	organes tels que le foie
 chacun avec ses avantages et ses inconv�nients�

Le premier tire sa grande e�cacit� de pr�
calculs qui lui interdisent tout changement de topologie�

De son cot�
 le mod�le masse
tenseur permet de simuler d�coupes et d�chirements
 mais est plus

co#teux en temps de calcul�

Nous nous sommes ensuite attach�s � am�liorer le r�alisme biom�canique de ces mod�les en les

enrichissant d	un comportement anisotrope� Nous avons tout d	abord g�n�ralis� l	�lasticit� lin�aire

aux mat�riaux transversalement isotropes
 c	est
�
dire poss�dant une direction privil�gi�e de d�for


mation
 et nous avons montr� comment appliquer ce mod�le pour repr�senter des tissus contenant

des �bres� Nous avons ensuite ajout� � notre mod�le dynamique masse
tenseur
 une membrane

externe de type masse
ressort permettant de mod�liser la peau relativement raide qui compose la

surface du foie �Capsule de Glisson��

Toutes ces contributions nous permettent de simuler les d�formations d	une grande vari�t� de

structures anatomiques en temps
r�el
 avec un bon r�alisme � la fois biom�canique et visuel�



Chapitre �

L��lasticit� en grands d�placements

N
ous proposons� dans ce chapitre� un nou�

veau mod�le d�formable� bas� sur l
�lasticit�

de St Venant�Kirchho� et la m�thode des �l�ments


nis� Ce mod�le reste valable pour les grands d��

placements� ce qui veut dire en particulier qu
il est

invariant par rotation� Cette propri�t� am�liore le

r�alisme de la d�formation et r�sout les probl�mes

li�s aux limitations de l
�lasticit� lin�aire� qui n
est

valable que pour les petits d�placements� Nous pro�

posons deux versions de ce mod�le� La premi�re est

une g�n�ralisation du mod�le masse�tenseur pr��

sent� dans le chapitre pr�c�dent et la seconde met

en �uvre une formulation plus originale int�grant

implicitement la propri�t� d
invariance par rota�

tion�
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��� Introduction

Dans les chapitres pr�c�dents
 nous avons utilis� une loi de d�formation �lastique lin�aire� Nous

avons d��ni deux mod�les d�formables inspir�s des travaux de St�phane Cotin
 le mod�le pr�
calcul�

et le mod�le masse
tenseur� Nous nous sommes ensuite attach�s � am�liorer leur comportement

biom�canique en y ajoutant la possibilit� de mod�liser des mat�riaux anisotropes� Cependant
 m�me

si ces mod�les d�formables nous permettent de simuler les d�formations des structures anatomiques

dont nous avons besoin pour notre prototype de simulateur de chirurgie
 leur point faible s	av�re �tre

leur comportement �lastique lin�aire� Du fait de l	utilisation d	une relation lin�aire entre le tenseur

de d�formation El et le gradient du champ de d�placements
 les mod�les ne sont plus invariants par

rotation� Il en r�sulte des distortions tr�s peu r�alistes d�s que l	hypoth�se des petits d
placements

n	est plus v�ri��e� C	est pourquoi nous allons nous int�resser
 dans ce paragraphe
 � l	�quivalent en

grands d
placements du mod�le d	�lasticit� lin�aire
 � savoir le mod�le de St Venant
Kirchho��

L	�lasticit� non
lin�aire est en g�n�ral utilis�e lorsque les principaux objectifs sont la pr�cision

et le r�alisme biom�canique de la d�formation
 et non pas l	e�cacit� et le fonctionnement en temps

r�el� Par exemple M� Vidrascu utilise un mod�le de Mooney
Rivlin incompressible pour simuler

les d�formations du foie �Vidrascu
 ������ Malgr� l	utilisation d	une m�thode de d�composition

de domaine
 les calculs prennent plusieurs minutes� Vuskovic et Kauer utilisent eux aussi des mo


d�les non
lin�aires du foie �loi n�o
Hook�enne et mod�le de Veronda
Westmann� pour calculer les

constantes d	�lasticit� en identi�ant les d�formations simul�es et des donn�es mesur�es in�vivo �Vus


kovic et al�
 ����b� Vuskovic et al�
 ����a� Vuskovic et al�
 ����� Kauer et al�
 ������ Cette fois encore

le temps r�el n	est pas n�cessaire� Des mod�les d	�lasticit� non
lin�aire sont utilis�s pour simuler

les d�formations d	autres organes
 comme par exemple le cerveau a�n de pr�dire les d�formations

engendr�es par le brain shift ou par l	apparition �ou l	ablation� d	une tumeur �Kyriacou et al�
 �����

Kyriacou et al�
 �����
 ou encore la peau dans le but d	en �tudier l	�lasticit� �Tsap et al�
 ������

On trouve aussi des applications de l	�lasticit� de St Venant
Kirchho� en animation �Hirota et al�


������

Les exemples d	utilisation de mod�les non
lin�aires dans des applications temps
r�el sont rares�

Pour la simulation de chirurgie gyn�cologique
 Szekely et al� utilisent un mod�le de Mooney
Rivlin

�Sz�kely et al�
 ����� Sz�kely et al�
 ����b� Sz�kely et al�
 ����a� qui fonctionne en temps r�el par

le biais d	une parall�lisation massive �Rhomberg et al�
 ������ D	autre part
 Zhuang utilise un mo


d�le d	�lasticit� en grands d�placements �apparemment relativement proche de ce que nous allons

pr�senter� pour simuler la manipulation d	objets dans un environnement virtuel �Zhuang et Canny


����� Zhuang et Canny
 ����� Zhuang
 ������ & notre connaissance
 aucun de ces mod�les ne se

pr�te aux changements de topologie�

Dans ce chapitre
 nous proposons un nouveau mod�le d�formable dynamique temps
r�el qui s	ap


puie sur l	exp�rience acquise avec le mod�le masse
tenseur
 mais qui reste valable pour les grands

d�placements�

Nous allons tout d	abord mettre en �vidence les limitations du mod�le d	�lasticit� lin�aire et en

particulier les probl�mes que pose l	absence d	invariance par rotation� Le chapitre se d�compo
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sera ensuite en deux parties principales� La premi�re �paragraphe ���� traite de la g�n�ralisation

du mod�le masse
tenseur � l	�lasticit� non
lin�aire de St Venant
Kirchho�� Apr�s en avoir d�taill�

la formulation
 nous nous int�resserons aux probl�mes de conservation de volume en y ajoutant

des contraintes d	incompressibilit�� L	�lasticit� non
lin�aire entra nant un surcro t de calcul
 nous

proposerons ensuite un mod�le adaptatif permettant d	optimiser les performances� En�n
 nous g�


n�raliserons son comportement aux mat�riaux transversalement isotropes�

La deuxi�me grande partie �paragraphe ���� introduit une formulation originale du m�me mod�le

qui int�gre naturellement la notion d	invariance par rotation
 et dont nous d�taillerons la mise en

%uvre dans les cas �D et �D�

��� Les limites de l��lasticit� lin�aire

Si l	�lasticit� lin�aire poss�de de nombreux avantages en terme de simplicit� des �quations et

de possibilit�s d	optimisation
 elle pr�sente n�anmoins une forte restriction
 puisqu	elle est limit�e

aux petits d�placements� On admet en g�n�ral que cette loi d	�lasticit� n	est valable que pour des

d�placements inf�rieurs � �� - de la taille totale du domaine consid�r� �Fung
 ����� Maurel et al�


������ En r�alit�
 cela signi�e simplement qu	il faut se restreindre � des d�placements su�samment

petits pour que les rotations engendr�es par ces d�placements puissent �tre approxim�es par des

translations� En e�et
 du fait de l	utilisation de la version lin�aris�e du tenseur de d�formation


le mod�le n	est plus invariant par rotation� Lorsqu	un �l�ment de volume subit une rotation
 il

l	interpr�te comme une augmentation de l	�nergie �lastique
 qui se traduit par une distortion� La

�gure ��� montre la d�formation que subit un mod�le �lastique lin�aire lorsqu	il est soumis � une

rotation�

��
��
��

��
��
��

Fig� ��� ! Dilatation d	un mat�riau �lastique lin�aire ��l de fer� sous l	e�et d	une rotation globale�

Lorsqu	il s	agit d	une rotation globale
 on pourrait imaginer r�soudre le probl�me par un chan


gement de rep�re appropri�� Mais dans la plupart des cas
 il n	y a qu	une partie de l	objet simul� qui

subit une rotation par rapport au reste du domaine� C	est en particulier le cas d�s lors qu	une partie

de l	objet est �x�e
 et que le reste est soumis � un ensemble de contraintes entra nant une rotation

locale� La �gure ��� montre un cylindre dont la face inf�rieure a �t� �x�e� La face sup�rieure est

soumise � une force dirig�e vers la droite� Nous avons repr�sent� en �a� les d�formations entra n�es

pour plusieurs valeurs successives de l	intensit� de la force� On observe
 comme sur la �gure ���
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une dilatation du mod�le aux endroits o$ il subit une rotation� Sur la �gure ����b�
 nous avons

repr�sent� � l	aide de "�ches les trajectoires de certains points sur la face sup�rieure du cylindre�

Nous constatons que ces points suivent
 au cours de la d�formation
 une trajectoire lin�aire qui

est responsable de la dilatation observ�e� Cette dilatation est d	autant plus irr�aliste qu	elle n	est

pas isotrope
 puisqu	elle ne se produit que dans le plan de rotation� On le constate en observant la

d�formation subie par la face sup�rieure du cylindre �����c���

�a� Vue de cot�� �b� Vue de cot� en rendu �l de

fer! avec une repr�sentation des

trajectoires suivies par certains

points�

�c� Vues du dessus�

Fig� ��� ! Plusieurs d�formations successives d	un cylindre �lastique lin�aire� entra�nant des rota�

tions de plus en plus importantes de la partie sup�rieure du mod�le�

Les limites que montre le mod�le d	�lasticit� lin�aire lorsqu	il subit des grands d�placements

nous ont amen�s � consid�rer un mod�le d	�lasticit� tr�s proche du mod�le lin�aire mais qui reste

valable pour les grandes d�formations
 le mod�le d	�lasticit� de St Venant
Kirchho��

��� Le mod
le d��lasticit� de St Venant�Kirchho�

Nous avons introduit le mod�le d	�lasticit� de St Venant
Kirchho� au paragraphe �����
 avant

de nous limiter dans le chapitre � au cas particulier de l	�lasticit� lin�aire� Nous rappelons ici que

ce mod�le d	�lasticit� repose sur le tenseur de d�formation de Green
St Venant E �

E �
�

	

�
rUt �rU�rUtrU

�
	 �����

qui sert de base � l	expression de l	�nergie de d�formation �

W �
�

	

�
trE

��
� � trE�� �����
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L	�nergie de d�formation
 qui est une fonction quadratique du gradient du champ de d�placements

dans le cas lin�aire
 est maintenant un polyn�me de degr� quatre par rapport � rU �les d�tails des

calculs se trouvent en annexe A��� �

W �
�

	

�
�div U� �

�

	
krUk�

��
� �krUk� �

�

	
krot Uk�

� ��rU 
 rUtrU� �
�

�
krUtrUk�	 �����

Ce mod�le n	�tant plus lin�aire par rapport au champ de d�placements
 nous ne pouvons plus

utiliser la m�thode des pr�
calculs� Nous allons donc appliquer � ce mod�le de St Venant
Kirchho�

un sch�ma de r�solution de type masse
tenseur� Le paragraphe suivant s	attache � exprimer les

�quations que nous venons de pr�senter en termes d	�l�ments �nis
 pour en d�duire un mod�le

d�formable masse
tenseur non
lin�aire�


	
	� Le mod
le masse�tenseur non�lin�aire

Comme dans le cas de l	�lasticit� lin�aire
 nous allons maintenant exprimer le tenseur de d�for


mation
 l	�nergie et la force �lastique au travers de la m�thode des �l�ments �nis� A�n de ne pas

trop alourdir le document
 nous ne donnerons ici que les r�sultats n�cessaires � la bonne compr�hen


sion des nouveaux d�veloppements� Les lecteurs int�ress�s par les �tapes de calcul
 ou bien voulant

mettre en %uvre la m�thode
 se reporteront � l	annexe B���

En conservant les conventions de notations utilis�es pour l	�lasticit� lin�aire
 nous exprimons

l	�nergie de d�formation d	un t�tra�dre T pour le mod�le d	�lasticit� de St Venant
Kirchho� sous

la forme �

W �T � �
X
j�k

Ut
j

h
Bjk
T

i
Uk �

X
j�k�l

�
Uj � C

jkl
T

�
�Uk � Ul� �����

�
X

j�k�l�m

Djklm
T �Uj � Uk� �Ul � Um� �

Comme on pouvait s	y attendre
 cette �nergie comporte maintenant
 en plus du terme quadratique

de l	�lasticit� lin�aire
 des termes d	ordre trois et quatre mettant en %uvre respectivement les d�pla


cements de trois et quatre sommets du t�tra�dre� Ces termes font appara tre les nouvelles grandeurs

CjklT et Djklm
T 
 qui sont respectivement des vecteurs et des scalaires de rigidit�� Ils viennent com


pl�ter les tenseurs de rigidit� Bjk
T ��quation ���� et d�pendent des fonctions de forme du t�tra�dre

��quation ����� et des coe�cients de Lam� du mat�riau ��
�
�
CjklT �

�

	
�j ��k � �l� �

�

	
��l ��j � �k� � �k ��j � �l�� 	 j	k	l � 
���

Djklm
T �

�

�
��j � �k� ��l � �m� �

�

�
��j � �m���k � �l�	 j	k	l	m � 
���

�����

A�n de simpli�er la formulation des �quations
 on peut montrer quelques propri�t�s de sym�trie des
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di��rentes informations de rigidit� �

Bjk
T �

�
Bkj
T

�t
CjklT � CjlkT �����

Djklm
T � Dkjml

T � Dlmjk
T

La force exerc�e par le t�tra�dre sur chacun de ses sommets Pp est alors d�riv�e de l	�nergie

�lastique W �T � pour donner une �quation polynomiale de degr� trois �

Fp�T � � 	
X
j

h
Bpj
T

i
Uj� �z �

F
p
��T �

�
X
j�k

	 �Uk �Uj� C
jkp
T � �Uj �Uk� C

pjk
T� �z �

F
p
��T �

�����

� �
X
j�k�l

Djklp
T Ul U

t
k Uj� �z �

F
p
��T �

�

On remarque que le premier terme de la force �lastique
 Fp
��T �
 correspond exactement � la force

rencontr�e dans le cas de l	�lasticit� lin�aire�

Cette expression de la force est valable pour l	�l�ment de volume que repr�sente le t�tra�dre T �

Il faut maintenant accumuler les contributions de chaque t�tra�dre
 a�n d	obtenir la force globale

exerc�e sur un sommet du maillage� Dans le cas du mod�le masse
tenseur lin�aire
 nous avions

d�compos� la force Fp
��T � en deux
 une partie �tant reli�e au d�placement du sommet lui
m�me et

une seconde partie aux d�placements de ses voisins ��quation ����� �

F
p
��T � � F

p
sommet p�Up� �

X
j ��p

F
p

ar�te �p�j��Uj� �����

Nous avions alors additionn� les tenseurs de rigidit� correspondants sur les sommets et les ar�tes

du maillage ��quation ������

Le m�me principe peut �tre appliqu� au terme quadratique Fp
��T � et au terme cubique Fp

��T �

de l	�quation ���� Le premier se d�compose en une force li�e au d�placement du sommet concern�


une force li�e aux d�placements des ar�tes partant du sommet
 et une force li�e aux d�placements

des triangles adjacents au sommet �

F
p
��T � � F

p
sommet p�Up� �

X
j ��p

F
p

ar�te �p�j��Up	Uj� �
X
j�k ��p
j�k

F
p

face �p�j�k��Uj 	Uk� �����

Il apporte donc des vecteurs de rigidit� sur les sommets
 les ar�tes et les faces du maillage�

Le second se d�compose en quatre parties
 respectivement li�es aux d�placements du sommet
 des

ar�tes adjacentes au sommet
 des faces partageant ce sommet
 et en�n du t�tra�dre lui
m�me �

F
p
��T � � F

p
sommet p�Up� �

X
j ��p

F
p

ar�te �p�j��Up	Uj� �
X
j�k ��p
j�k

F
p

face �p�j�k��Up	Uj 	Uk� ������

� Fp

t�tra�dre �p�j�k�l��Uj 	Uk	Ul�
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Ce dernier terme apporte donc ses contributions sous la forme de scalaires de rigidit� sur les sommets


les ar�tes
 les faces et le t�tra�dre� Une fois ces trois termes de forces additionn�s et les contributions

de chaque t�tra�dre accumul�es
 on obtient l	expression de la force �lastique exerc�e sur chaque

sommet du maillage �

Fp �

Contribution du sommet

	 �Bpp�Up

� �	 �Up �Up� � �Up�Up� Id�� C
ppp

� �Dpppp Up U
t
p Up

�
X

ar�tes�p�j	

Contribution d	une ar�te

	
�
Bpj
�
Uj

� 	 ��Uj �Up� � �Uj�Up� Id�� C
ppj � 	 �Up �Uj� C

jpp

�	 �Uj �Uj� C
jjp � �Uj�Uj� C

pjj

� �
h
Djppp

�
	Up U

t
p Uj �Uj U

t
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�
�Djjpp Up U

t
j Uj

�
�
Djpjp �Dpjjp

�
Uj U

t
j Up �Djjjp Uj U

t
j Uj

i

�
X

faces�p�j�k	

Contribution d	une face

	
�
�Uk �Uj� C

jkp � �Uj �Uk� C
kjp � �Uj �Uk� C

pjk
�

� �
h�
Dpjkp �Djpkp

� �
Uj U

t
k Up �Uk U

t
j Up

�
� 	Djkpp Up U

t
j Uk

�
�
Dkjjp�Djkjp

�
Uj U

t
j Uk �Djjkp Uk U

t
j Uj

�
�
Djkkp �Dkjkp

�
Uk U

t
k Uj �Dkkjp Uj U

t
k Uk

�

�
X

t�tra�dres�p�j�k�l	

Contribution d	un t�tra�dre

�
h�
Djklp �Dkjlp

�
Ul U

t
j Uk �

�
Djlkp �Dljkp

�
Uk U

t
j Ul

�
�
Dkljp �Dlkjp

�
Uj U

t
k Ul

� ������

o$ les sommes se font sur les ensembles des ar�tes
 faces et t�tra�dres adjacents au sommet concern��
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Une structure de donn�es ad�quate r�partit les informations de rigidit� sur les primitives g�om�


triques du maillage
 comme indiqu� dans le tableau ����

R�partition des

informations de rigidit�
Tenseurs Vecteurs Scalaires

Sommet Vp Bpp Cppp Dpppp

Ar�te Epj Bpj
Cppj Cjpp

Cjjp Cpjj
Djppp Djjjp Djpjp

Dpjjp Djjpp

Face Fpjk

Cjkp

Ckjp

Cpjk

Djkpp Djpkp Dpjkp

Djjkp Djkjp Dkjjp

Dkkjp Dkjkp Djkkp

T�tra�dre Tpjkl

Djklp Djlkp Dkjlp

Dkljp Dljkp Dlkjp

Tab� ��� ! Stockage des informations de rigidit� sur les composantes g�om�triques du maillage�

Le sch�ma de r�solution de ce nouveau mod�le d�formable est presque identique � celui d�crit

dans le cas lin�aire� Les seules di��rences sont dues � l	augmentation des informations de rigidit� et

� la complexit� sup�rieure des �quations permettant de calculer les forces �

� Tout d	abord le stockage des informations de rigidit� n�cessite l	ajout d	une structure de face

�ou de triangle� � l	int�rieur du maillage�

� Ensuite
 le calcul des forces imposera de parcourir
 en plus des sommets et des ar�tes
 les faces

et les t�tra�dres du maillage�

� En�n
 lors des �ventuels changements de topologie du maillage
 plus d	informations de rigidit�

devront �tre mises � jour� Par exemple si l	on retire un t�tra�dre
 il faudra modi�er les donn�es

de � sommets
 � ar�tes et � faces
 ce qui repr�sente �cf� tableau ���� �

� � �� tenseur � � vecteur � � scalaire�

�� � �� tenseur � � vecteurs � � scalaires�

�� � �� vecteurs � � scalaires�

� 	�
 r�els
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A�n de mettre en �vidence l	apport du mod�le masse
tenseur �grands d�placements�
 nous

avons renouvel� l	exp�rience propos�e au paragraphe ��� sur le cylindre ��gure ����� On peut ainsi

appr�cier l	avantage du mod�le non
lin�aire
 qui se d�forme de mani�re beaucoup plus r�aliste� En

e�et
 on constate sur la �gure ����a� que les points peuvent maintenant suivre des trajectoires non

rectilignes
 permettant au cylindre de se courber naturellement� Si on compare ce r�sultat avec le

mod�le lin�aire ��gures ����b� et ����c��
 on se rend compte de l	erreur commise par ce dernier d�s

que l	on sort de l	hypoth�se des petits d�placements� Le mod�le non
lin�aire permet au cylindre de

se plier sans que sa longueur n	augmente ou que sa section ne se d�forme� On peut aussi appr�cier

l	avantage qu	il pr�sente en terme de conservation du volume�

�a� D�formations successives du

cylindre utilisant le mod�le masse�

tenseur  grands d�placements �

Les ��ches indiquent les trajec�

toires de certains points�

�b� Comparaison des d�formations du

mod�le lin�aire �rendu en �l de fer� et

du mod�le  grands d�placements �en

rendu plein��

�c� M�me exp�rience

que �b�! mais vu de

dessus�

Fig� ��� ! Application d	une force sur la face sup�rieure du cylindre �la face inf�rieure �tant �x�e��

Comparaison entre le mod�le lin�aire �rendu en �l de fer� et le mod�le �grands d�placements �en

rendu plein��

Par contre
 ce mod�le en grands d�placements pr�sente un inconv�nient� En plus d	�tre invariant

par translation et par rotation
 le tenseur de d�formation de Green
St Venant E s	av�re �tre invariant

par sym�trie�

En e�et
 consid�rons un plan P d��ni par un point O et un vecteur normal �N� Alors la sym�trie

SP par rapport au plan P�O	 �N� peut s	�crire �

SP�X� � X� 	��N� �N��X�O� ������

On peut alors exprimer le gradient du champ de d�placements
 et v�ri�er qu	il engendre un tenseur

de d�formation E nul �
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U � SP�X��X � �	��N� �N��X�O�

rU � �	��N� �N�

E �
�

	

�
����N� �N� � ���N� �N���N� �N�

�
�

�

	

�
����N� �N� � ��N��Nt �N��Nt

�
�

�

	

�
����N� �N� � ���N� �N�

�
� 


X

PS  (X)

O

NP

Fig� ��� � Sym
trie par rapport �

un plan�

Cela signi�e qu	un t�tra�dre pourrait se retourner et se retrouver dans une nouvelle position

d	�quilibre� En fait
 il y a tr�s peu de chance de rencontrer ce cas dans un maillage
 car les t�tra�dres

adjacents s	emp�chent mutuellement de se retourner� Mais nous avons observ� ce ph�nom�ne sur la

surface des maillages lorsque certains t�tra�dres sont soumis � de fortes contraintes
 par exemple lors

d	un contact lorsque l	on impose des d�placements � certains triangles de la surface �la mod�lisation

des contacts est trait�e au chapitre suivant
 paragraphe ����� Dans ces conditions extr�mes
 on peut

di�cilement garantir que le t�tra�dre ne va pas se retourner
 mais on peut faire en sorte qu	il n	y

trouve pas une position d	�quilibre stable en p�nalisant sa variation de volume�

Nous avons vu dans ce paragraphe que l	utilisation de l	�lasticit� de St Venant
Kirchho� am�


liore �norm�ment la conservation du volume de l	objet simul�
 en �vitant les dilatation irr�alistes

entra n�es par les rotations locales� Motiv� par le probl�me du retournement des t�tra�dres que

nous venons d	�voquer
 nous avons voulu aller plus loin en int�grant � notre mod�le des contraintes

d	incompressibilit��


	
	� Contraintes d�incompressibilit�

Les tissus vivants
 qui sont compos�s essentiellement d	eau
 peuvent �tre consid�r�s comme

quasiment incompressibles� Cette propri�t� est particuli�rement di�cile � mod�liser et conduit la

plupart du temps � des probl�mes d	instabilit�� C	est le cas avec le mod�le de St Venant
Kirchho�


car le mat�riau simul� atteint un comportement incompressible lorsque la constante de Lam� �

tend vers l	in�ni� Mais prendre une valeur trop grande pour � nous forcerait � diminuer le pas de

temps et donc augmenter le temps de convergence� Nous avons donc d�cid� d	ajouter une contrainte

d	incompressibilit� externe au mod�le d	�lasticit�� Comme nous sommes oblig�s
 lors du calcul des

forces �lastiques
 de parcourir tous les t�tra�dres du maillage
 il nous a sembl� que le plus simple


mais aussi le plus e�cace
 serait d	appliquer une contrainte g�om�trique sur chaque t�tra�dre�
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Nous avons donc choisi de p�naliser la variation

de volume de chaque t�tra�dre en appliquant sur

chacun de ses sommets
 une force dirig�e selon

la normale � la face oppos�e� La norme de cette

force �tant proportionnelle au carr� de la varia


tion relative de volume et le sens �tant donn�

par le signe de cette variation �

F
p
incomp � � sign�V � V��

�
V � V�
V�

��
�Np

Ces forces agissent comme une augmentation

de la pression � l	int�rieur du t�tra�dre� Cette

m�thode est relativement proche des multiplica


teurs de Lagrange
 qui sont souvent utilis�s pour

r�soudre les probl�mes de minimisation d	�nergie

sous contraintes�

Fincomp
p

Fig� ��� � P
nalisation de la varia�

tion de volume� La position au repos

est repr
sent
e en pointill
s�

En e�et
 pour formuler le probl�me de minimisation de l	�nergie �lastique en incluant la

contrainte d	incompressibilit�
 nous devons ajouter un terme de la forme � f�V � V��
 p�nali


sant la variation de volume de chaque t�tra�dre� Lors de la minimisation de cette �nergie
 nous

sommes donc amen�s � d�river le volume du t�tra�dre par rapport � la position de ses sommets� Ce

volume s	exprime
 en utilisant le produit mixte
 sous la forme �

� V � �P� �P�� � �P� �P�� 
 �P� �P��

� P� � P� 
P� �P� � P� 
P� �P� � P� 
P� �P� � P� 
P� ������

Si on d�rive ce volume par rapport � la position du sommet P�
 on obtient �

�V

�P�
�

�

�
�P� 
P� �P� 
P� �P� 
P��

�
A�

�
�N� ������

o$ A� est l	aire de la face �P�	P�	P��� On retrouve bien que la p�nalisation de la variation de volume

entra ne une force en chaque sommet du t�tra�dre
 dont la direction est perpendiculaire � la face

oppos�e�


	
	
 R�sultats

La �gure ��� pr�sente la comparaison du mod�le masse
tenseur non
lin�aire avec son homologue

lin�aire� Les mod�les d�formables ont �t� �x�s au centre de leur face ant�rieure � cette zone corres


pond au hile h�patique
 c	est
�
dire l	endroit ou les di��rents arbres vasculaires �art�riel
 veineux

et biliaire� p�n�trent dans le parenchyme h�patique� Nous utilisons un coe�cient � de l	ordre de

�
� � �
� kg�cm� �voir paragraphe ����� sur les propri�t�s biom�caniques du foie�
 alors que les



�� L�
lasticit
 en grands d
placements Chap� �

valeurs de � sont issues du compromis entre un comportement le plus incompressible possible ��

tr�s grand� et un temps de calcul correct� En g�n�ral
 cela nous m�ne � des valeurs de � comprises

entre 	� et �
�� Nous avons alors appliqu� des forces sur le lobe droit du foie� Si on utilise le mod�le

lin�aire
 la partie droite du foie subit une importante �et irr�aliste� augmentation de volume
 alors

qu	avec le mod�le non
lin�aire
 le lobe droit est capable de subir une rotation partielle
 ce qui donne

une impression de d�formation beaucoup plus proche de la r�alit��

Lorsque l	on ajoute la contrainte d	incompressibilit� d�crite au paragraphe pr�c�dent
 on obtient

des variations de volume encore plus faibles �voir table ����� L	ajout de cette contrainte a aussi pour

e�et de stabiliser le comportement dans les zones de plus forte d�formation�

Variations de volume ��� Lin�aire Non
lin�aire Non
lin�aire incomp�

Cylindre gauche milieu droit � �� �� ��� � � ��� ��� �

Foie � ��� ���

Tab� ��� ! R�sultats de variations de volume� Pour le cylindre� les appellations gauche� milieu et

droit font r�f�rences aux di��rents stades de d�formation des �gures ��� et ����a��

En�n
 nous pr�sentons un exemple de simulation d	un geste classique de chirurgie laparoscopique

sur le foie� Le chirurgien op�re � l	aide de deux instruments� Celui de droite est une pince avec laquelle

il va saisir une zone du lobe droit du foie a�n de le mettre sous tension
 pendant qu	il va d�couper le

parenchyme h�patique avec l	instrument de gauche� Au fur et � mesure de la d�coupe
 le chirurgien

�carte la partie du foie qu	il veut supprimer a�n de faciliter la suite de la d�coupe� Cette partie

peut alors subir un important mouvement de rotation qui sera �d�lement simul� par notre mod�le

non
lin�aire ��gure �����

�videmment
 le temps de calcul des forces pour ce mod�le non
lin�aire est nettement plus long

que dans le cas lin�aire� D	abord parce qu	il nous faut parcourir
 en plus des sommets et des ar�tes


tous les triangles et tous les t�tra�dres du maillage� Ensuite parce que les expressions des forces

sont nettement plus compliqu�es �voir �quation ������ Apr�s avoir factoris� au maximum les calculs


nous avons obtenu une fr�quence de simulation � fois inf�rieure � celle du mod�le lin�aire
 soit

environ � Hz sur un pentium PIII ��� MHz pour un mod�le de foie comportant ���� t�tra�dres �ce

qui correspond � ���� sommets�
 alors qu	avec le mod�le lin�aire nous atteignons la fr�quence de

�� Hz� Ce temps de calcul permet n�anmoins d	obtenir une fr�quence de �� Hz avec un maillage

comportant environ ���� t�tra�dres� C	est le cas en particulier pour l	exemple de la �gure ���
 o$

seulement le tiers droit du foie est d�formable� Nous avons essay� d	am�liorer le temps de calcul par
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�a� Comparaison des d�formations du mod�le lin�aire �en rendu �l de fer� et du mod�le

non�lin�aire �en rendu de surface�� La position au repos est repr�sent�e par maillage �l

de fer du bas �jaune��

�b� Gros plan sur la zone de plus forte d�formation� La forme au repos est repr�sent�e par le mod�le du bas

�jaune�� On constate une forte di��rence vis � vis de la conservation du volume entre le mod�le lin�aire ��

gauche� et le mod�le grands d�placements �� droite��

Fig� ��� ! Comparaison entre le mod�le lin�aire et le mod�le non�lin�aire pour simuler les d�forma�

tion d	un foie�
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Fig� ��� ! Simulation de chirurgie laparoscopique du foie en utilisant le mod�le masse�tenseur

�grands d�placements�� Sur les deux derni�res images� la forme au repos est repr�sent�e en rendu

�l de fer�
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quelques �bricolages� plus ou moins justi�ables� Ainsi
 nous avons augment� la fr�quence jusqu	�

�� Hz en ne recalculant les termes les plus co#teux �notamment les contributions des t�tra�dres
 cf�

�quation ����� que si les positions ont su�samment chang�s d	un pas de temps � l	autre� Mais ce

genre de m�thode d	optimisation n	�tant pas tr�s satisfaisante sur le plan th�orique
 nous avons mis

en %uvre une autre solution
 que nous allons exposer maintenant�


	
	� Optimisation � non�lin�aire adaptatif

Le premier terme de la force �lastique exerc�e sur un sommet du maillage correspond exactement

avec celle du mod�le lin�aire� On peut donc consid�rer que le mod�le de St Venant
Kirchho� est

un mod�le lin�aire auquel on a ajout� des termes correctifs de degr�s deux et trois lui permettant

de garantir une invariance par rotation� Lorsque le d�placement du sommet est �petit�
 ces termes

d	ordres �lev�s deviennent n�gligeables
 et comme ils sont co#teux � calculer
 il semble alors �vident

que nous aurions tout int�r�t � ne pas en tenir compte�

Nous introduisons donc ici ce que nous appelons un mod�le non
lin�aire adaptatif� L	id�e de base

est de se contenter d	utiliser de l	�lasticit� lin�aire pour tous les n%uds dont les d�placements sont

inf�rieurs � une valeur seuil
 et de ne calculer les termes non
lin�aires que pour les sommets soumis

� de grands d�placements� Le mod�le devient donc adaptatif dans la mesure o$ son comportement

biom�canique s	adapte � la d�formation locale�

Nous avons donc modi�� le fonctionnement de notre boucle de simulation pour rendre le mod�le

adaptatif� Pour calculer la force �lastique exerc�e sur chaque sommet
 nous parcourons successive


ment les sommets
 les ar�tes
 les triangles et les t�tra�dres du maillage
 et chaque primitive g�om�


trique apporte sa contribution � la force� Pour le mod�le non
lin�aire adaptatif
 nous commen�ons

par parcourir les sommets du maillage� Pour chaque sommet
 nous calculons la partie lin�aire de

la force� Ensuite
 nous testons si le d�placement du sommet est sup�rieur au seuil� Si il l	est
 on

calcule la partie non
lin�aire� Par contre si le d�placement est inf�rieur au seuil
 on ne calcule pas la

partie non
lin�aire et on place sur le sommet un drapeau indiquant qu	il doit �tre trait� comme un

�sommet lin�aire�� On parcourt ensuite chaque ar�te
 qui commence par apporter sa contribution

lin�aire� Elle v�ri�e ensuite que ses sommets ne portent pas de drapeau avant de calculer et de leur

ajouter la partie non
lin�aire de la force� Les triangles et les t�tra�dres ne contribuant que pour la

partie non
lin�aire de la force
 ils ne la calculeront que pour les sommets ne portant pas de drapeau�

En�n
 tous les drapeaux sont retir�s apr�s le calcul des forces�

Lorsqu	il n	est soumis � aucune d�formation
 le mod�le adaptatif se comporte comme le mod�le

lin�aire� Mais en raison de sa structure plus complexe
 du parcours d	un plus grand nombre de

primitives g�om�triques et de la pr�sence de nombreux tests �pour voir si les sommets portent un

drapeau�
 il est moins performant � on obtient une fr�quence de �� Hz
 alors que le mod�le lin�aire

atteint �� Hz et que le non
lin�aire est limit� � � Hz� Cette fr�quence de �� Hz va bien entendu

diminuer au fur et � mesure que le nombre de sommets non
lin�aires va augmenter�

La �gure ��� pr�sente un mod�le de foie non
lin�aire adaptatif� La m�me d�formation �d�place


ment de trois sommets d	environ � cm� a �t� appliqu�e dans les quatre cas
 mais avec des valeurs
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di��rentes du seuil� On observe des variations de forme entre les di��rents cas
 et si le seuil de � cm

de la �gure ����a� s	av�re un peu trop grand �on observe une dilatation du mod�le � la fronti�re des

points bleus�
 il semble que les valeurs comprises entre � et � centim�tres donnent une bonne ap


proximation de la d�formation� Par contre
 il appara t
 dans ce cas
 inutile de prendre un seuil aussi

bas que ��� centim�tres
 le gain visuel en pr�cision �tant in�me� On pr�f�rera gagner en fr�quence

de simulation�

�a� Seuil " � cm� Fr�quence " �
 Hz� �b� Seuil " � cm� Fr�quence " �� Hz�

�c� Seuil " � cm� Fr�quence " �
 Hz� �d� Seuil " ��
 cm� Fr�quence " �� Hz�

Fig� ��� ! D�formation du mod�le non�lin�aire adaptatif pour di��rentes valeurs du seuil� Les som�

mets portant un carr� bleu sont non�lin�aires� les autres sont lin�aires�

Il est �vident que pour une valeur donn�e du seuil
 le nombre de sommets non
lin�aires va aug


menter avec l	intensit� de la d�formation� Donc
 plus la d�formation sera grande
 plus la fr�quence

de simulation diminuera� Mais un grand nombre de gestes chirurgicaux
 surtout e�ectu�s en laparo


scopie
 ne provoquent que de petits d�placements des organes
 ou bien des d�placements importants

sur une partie limit�e d	un organe� C	est le cas par exemple lorsque le chirurgien d�coupe un mor


ceau du foie �voir �gure ����� La �gure ��� montre la m�me s�quence de simulation mais en utilisant

cette fois le mod�le adaptatif� On s	aper�oit que les sommets non
lin�aires sont concentr�s sur la

partie du foie que l	on est en train de d�couper
 ce qui lui permet de suivre
 sans se dilater
 le
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mouvement de rotation que lui impose l	instrument de droite� Par contre
 tout le reste du foie
 qui

est tr�s peu d�form�
 reste lin�aire� Par rapport au mod�le enti�rement non
lin�aire
 la fr�quence

de simulation est pass�e de �� Hz � une valeur comprise entre �� et �� Hz suivant le nombre de

sommets consid�r�s comme non
lin�aires �la fr�quence minimale de �� Hz correspond � la �n de

l	op�ration
 lorsque tous les sommets appartenant au morceau d�coup� sont non
lin�aires��

Fig� ��� ! Simulation de d�coupe du foie avec le mod�le adaptatif� Le mod�le d�formable comporte

environ ���� t�tra�dres� Pour un seuil de � cm� la fr�quence de simulation varie entre �� et �� Hz�

Ce mod�le adaptatif permet donc de pro�ter des avantages de l	�lasticit� en grands d�placements

avec une augmentation du temps de calcul qui reste raisonnable dans la plupart des applications�

On peut r�gler la valeur du seuil entre petits et grands d�placements en fonction du r�alisme et

de la fr�quence de simulation que l	on d�sire atteindre� On pourrait m�me aller encore plus loin

en rendant cette adaptation automatique� En e�et
 il serait relativement simple de mettre en place

un processus de correction du seuil qui en adapterait la valeur a�n de maintenir une fr�quence de

simulation donn�e�
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	� L�anisotropie en grands d�placements

Le mod�le d�formable masse
tenseur non
lin�aire que nous avons d�velopp� sur la base de l	�lasti


cit� en grands d�placements de St Venant
Kirchho� apporte une am�lioration en r�alisme ind�niable

par rapport au mod�le lin�aire� De plus
 cette am�lioration se fait au prix d	un surcro t de calcul

raisonnable gr'ce � l	utilisation du mod�le adaptatif que nous venons de pr�senter� Nous avons

donc voulu transmettre � ce nouveau mod�le toutes les am�liorations que nous avions d�velopp�es

dans le cas lin�aire
 en particulier la possibilit� de mod�liser des mat�riaux anisotropes� En ce qui

concerne l	anisotropie de surface
 le mod�le de membrane masse
ressort s	applique ici sans aucune

modi�cation� Par contre
 l	isotropie transverse demande un peu plus de travail�

Lors de la pr�sentation de l	�lasticit� transversalement isotrope au paragraphe �����
 nous avions

distingu� des termes d	�nergie correspondant au cisaillement et � l	�tirement anisotrope� Ce der


nier �tant � nos yeux le plus important
 nous allons maintenant g�n�raliser la notion d	�tirement

anisotrope au mod�le d	�lasticit� de St Venant
Kirchho�� Nous rappelons que la contribution de

l	�tirement anisotrope � l	�nergie �lastique s	exprime en fonction des coe�cients de Lam� et de la

direction d	anisotropie a� par l	�quation �

�W�tir
aniso� �
���

	
���

��
at� E a�

��
������

Lorsque l	on traduit cette �nergie pour chaque t�tra�dre du maillage
 on obtient une �quation

similaire � celle de l	�nergie isotrope �voir annexe B�� pour plus de d�tails� �

�W�tir
aniso� �
X
j�k

Ut
j

h
Bjk
a�

i
Uk �

X
j�k�l

�
Uj � C

jkl
a�

�
�Uk � Ul� ������

�
X

j�k�l�m

Djklm
a�

�Uj � Uk� �Ul � Um� �

o$

�


�


�
Bjk
a� �

�

�
� ���

��
a� � a�

� �
�j ��k

� �
a� � a�

�
Cjkla� �

�

�
� ���

��
a� � a�

� �
�j ��k

� �
a� � a�

�
�l

Djklm
a� �

�

�
� ���

��
a� � �j

� �
a� � �k

� �
a� � �l

� �
a� � �m

� ������

Il faut ajouter cette contribution anisotrope � l	�nergie isotrope pour obtenir l	�nergie de d�for


mation d	un mat�riau non
lin�aire transversalement isotrope� Pour cela il su�t donc d	additionner

les tenseurs
 vecteurs et scalaires de rigidit� isotropes et anisotropes� La d�rivation des forces
 l	accu


mulation des informations de rigidit� sur le maillage
 ainsi que le calcul des forces �lastiques exerc�es

sur chaque sommet sont parfaitement identiques au cas isotrope�

Toutes les propri�t�s mises en �vidence lorsque nous avons �tudi� l	anisotropie sur le mod�le

d	�lasticit� lin�aire restent les m�mes� Ainsi
 comme nous ne prenons ici en compte que le terme

d	�tirement anisotrope
 le mat�riau simul� se comporte exactement comme s	il �tait isotrope lorsque

les d�formations se produisent dans le plan perpendiculaire � la direction d	anisotropie� Par contre

le long de cette direction
 le mat�riau est beaucoup plus raide�

Nous pr�sentons n�anmoins un nouvel exemple sur la �gure ����
 car cette exp�rience ne serait

pas concluante en utilisant de l	�lasticit� lin�aire� En e�et
 les rotations importantes subies par
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les mod�les entra neraient des dilatations qui viendraient masquer le r�sultat� Les trois cylindres

sont �x�s � leurs deux extr�mit�s
 au repos� On leur applique le m�me ensemble de forces� Le

mod�le de gauche est isotrope
 il se d�forme de la m�me mani�re dans toutes les directions� Ses

conditions d	attachement aux extr�mit�s lui donnent cette aspect courbe� Le mod�le du milieu est

anisotrope dans la direction de la longueur du cylindre� Son �tirement �tant beaucoup plus contraint


le mat�riau a tendance � se tendre a�n de minimiser sa longueur le long de la direction d	anisotropie�

C	est ce qui se produit lorsque l	on appuie sur une corde un peu �lastique� Le mod�le de droite est

encore plus raide dans la direction privil�gi�e� On constate deux ph�nom�nes int�ressants� Tout

d	abord
 comme on s	y attendait
 l	�tirement du mat�riau est moins important� Mais on constate

aussi que le cylindre a tendance � s	�craser � l	endroit o$ les forces ont �t� appliqu�es� En e�et


sa grande anisotropie l	emp�che de s	allonger
 mais par contre sa rigidit� relativement faible dans

le plan orthogonal � la �bre provoque son �crasement� Ce comportement est assez int�ressant car

il correspond � ce que l	on obtiendrait avec un vaisseau sanguin � ses parois �breuses lui apportent

une bonne raideur longitudinale
 mais sa structure creuse remplie de sang le pr�dispose � s	aplatir

sous l	e�et d	un pincement ou d	un contact�
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Fig� ���� ! Mod�lisation d	une structure tubulaire � l	aide de l	�lasticit� non�lin�aire transversale�

ment isotrope� Le mod�le de gauche est isotrope� et les deux autres sont anisotropes� celui de droite

�tant deux fois plus raide dans la direction d	anisotropie �c	est���dire le long du cylindre��
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��� Les simplexes hyper�lastiques

Dans le paragraphe pr�c�dant
 nous avons d�velopp� un nouveau mod�le d�formable bas� sur

l	�lasticit� en grands d�placements de St Venant
Kirchho� et la m�thode des �l�ments �nis� Nous

l	avons pr�sent� sous la forme d	une g�n�ralisation du mod�le masse
tenseur d��ni au chapitre �


dont la lin�arit� limitait la validit� aux petits d�placements� Le principal apport du mod�le en

grands d�placements est sa propri�t� d	invariance par rotation qui permet d	�viter l	apparition de

distorsions irr�alistes lorsqu	une partie du mod�le subit une rotation trop importante� Ce mod�le

est donc invariant par transformation rigide
 c	est
�
dire translation et rotation� Cela signi�e qu	il

peut subir n	importe quel mouvement global de translation et de rotation tout en conservant une

�nergie et des contraintes internes nulles� Or nous avons suivi
 jusqu	� pr�sent
 un raisonnement

en d�placements
 ce qui signi�e que les forces internes sont calcul�es en fonction des d�placements

des sommets du maillage� Dans le cas d	un mouvement rigide
 les d�placements des sommets sont

non nuls
 et pourtant la force calcul�e en chaque sommet vaut bien z�ro
 ce qui n	est pas �vident si

on observe l	�quation ����� Pourtant cette �quation cache bien des termes qui vont s	annuler pour

la composante rigide de la d�formation� En cons�quence
 on ne peut s	emp�cher de penser que ces

termes sont calcul�s pour rien�

Cela donne donc envie d	int�grer implicitement la notion d	invariance par transformation rigide

dans l	�quation de l	�nergie �lastique
 c	est
�
dire trouver une formulation de l	�nergie qui ne d�pende

que du changement de forme du mod�le� Or nous discr�tisons notre probl�me par la m�thode des

�l�ments �nis
 ce qui veut dire que nous approximons l	�nergie �lastique sur un ensemble de sous


domaines d��nis par des formes g�om�triques simples� Nous sommes donc ramen�s � chercher
 sur

chaque sous
domaine
 une formulation de l	�nergie qui ne d�pende que du changement de forme

de ce domaine� Consid�rons des sous
domaines de forme triangulaire �dans le cas d	un probl�me

en dimension deux� et t�tra�drique �en dimension trois�� Nous savons que les formes de ces deux

primitives g�om�triques sont parfaitement d��nies par les longueurs de leurs ar�tes� Il semble alors

possible d	exprimer l	�nergie �lastique sur chaque triangle �ou t�tra�dre� uniquement en fonction

des variations de longueur de ses ar�tes�

Cette possibilit� pr�sente plusieurs avantages� Tout d	abord on ne raisonne plus par rapport �

une position de repos �raisonnement en d�placements�
 mais par rapport � une forme de repos
 ce

qui semble plus naturel
 et qui �vitera les probl�mes de pr�cision qui apparaissent lorsque le mod�le

s	�loigne de sa position de repos� De plus les calculs seront simpli��s du fait qu	il n	est plus n�cessaire

de compenser les transformations rigides
 l	invariance par transformation rigide �tant intrins�que �

la formulation du mod�le d�formable�

Nous allons
 dans ce paragraphe
 appliquer ce raisonnement aux cas de l	�lasticit� en deux

dimensions
 puis en trois dimensions�
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	�	� �lasticit� �D � triangle hyper�lastique

Nous commen�ons par l	�tude de l	�lasticit� en deux dimensions
 et ceci pour plusieurs raisons�

D	une part parce que les calculs sont plus simples dans ce cas et qu	il sera donc plus facile de

pr�senter le raisonnement complet� De plus
 ces calculs se g�n�ralisent presque directement au cas

de l	�lasticit� en trois dimensions� D	autre part
 utiliser l	�lasticit� �D ne veut pas dire se restreindre

aux probl�mes �D� On peut tr�s bien mod�liser une surface dans un espace � trois dimensions sous

la forme d	une juxtaposition d	�l�ments plans �Zienkiewicz
 ������ On obtient ainsi un mod�le de

membrane qui peut s	av�rer n�cessaire pour la mod�lisation de certains organes du corps humain�

Notre but est donc d	exprimer l	�nergie �lastique de St Venant
Kirchho� sur un �l�ment �ni

lin�aire triangulaire
 uniquement en fonction des variations de longueur de ses ar�tes�

��	���� Le tenseur de d�formation

On consid�re un triangle T � � �P�	 P�	 P�� du plan IR�
 caract�ris� par les longueurs de ses

ar�tes �l�	 l�	 l�� et ses angles aux sommets ���	 ��	 ���� Ce triangle subit une d�formation � pour

donner le triangle T � �Q�	Q�	Q�� �voir �gure ������

Contrairement aux chapitres pr�c�dents
 nous allons exprimer l	�nergie potentielle �lastique de cette

Q

L

L

P

P P

l l
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θ

θ

θ

0

0

1

1

1

2

2

2

1

2

2

l0 n0
Q1

Q0

L0

r

Fig� ���� ! Notations dans le triangle�

d�formation non plus � partir du tenseur de d�formation E
 mais � partir du tenseur de d�formation

de Cauchy
Green C �

C � r�tr�� ������

De mani�re similaire � ce qui a �t� fait dans le chapitre ��� avec des t�tra�dres
 on consid�re l	�l�ment

�ni obtenu en associant � ce triangle un ensemble de fonctions d	interpolation lin�aires� On va ainsi

pouvoir exprimer la d�formation ��X�
 puis son gradient
 en tout point X du triangle par �

��X� �

�X
j��

�j�X�Qj �� r� �

�X
j��

�j �Qj o$ �j �
lj
	A
nj � ������
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A est l	aire du triangle T�
 nj est le vecteur unitaire perpendiculaire au segment �Pj��	Pj���
�
 et

les �j sont les vecteurs de forme du triangle�

Le tenseur de d�formation C devient alors �

C �
X
j�k

�Qj � Qk� ��j ��k� � ������

& ce stade
 on peut remarquer que ce tenseur de d�formation est invariant par translation et donc

qu	il ne d�pend pas du choix de l	origine du rep�re� Pour s	en convaincre
 il su�t d	e�ectuer un

changement d	origine en posant Qj � Q�
j �T et de se souvenir que

P
i�i � �
 �

C �
X
j�k

�
Q�

j � Q
�
k

�
��j ��k�

�
�X

j

�j

�
� �z �

� �


�
�X

k

�k�T � Q�
k�
�
�
�X

j

�T � Q�
k��k

�
�
�X

k

�k

�
� �z �

� �


� kTk�
�X

j

�j

�
� �z �

� �


�
�X

k

�k

�
� �z �

� �


On peut donc placer l	origine du rep�re au centre du cercle circonscrit au triangle T 
 dont le rayon

vaut r �voir �gure �����
 de mani�re � exprimer le produit scalaire
�
Q�

j � Q
�
k

�
sous la forme �

�
Q�

j � Q
�
k

�
�

�
�
� r� �
L�p
	

si j 
� k et p � comp�j	k�

r� si j � k

������

o$ Lp est la longueur de l	ar�te d�form�e joignant les sommets Qj et Qk�

Par cons�quent
 C peut s	�crire �

C �
X
j

r� ��j ��j� �
X
j�k
j ��k

 
r� �

L�p
	

!
��j ��k�

� r�
X
j�k

��j ��k��
�

	

X
j�k
j ��k

L�p ��j ��k�

� �
�

	

X
j�k
j ��k

L�p ��j ��k� ������

�� Dans le cas des triangles! les indices ont pour valeurs �! � et �! ce qui signi�e que toutes les op�rations sur ces

indices se font modulo �� A�n d	all�ger les notations! on consid�rera la notation �j � �� � �j � �� modulo���
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��	���� L��nergie potentielle de d�formation

L	expression de l	�nergie potentielle de d�formation repose sur les calculs de la trace de C et de

la trace de C� �

W �
�

	
�tr E�� � �tr E� ������

tr E �
�

	
tr C � � ������

tr E� �
�

�
tr C� � tr E �

�

	
������

En utilisant les propri�t�s du produit tensoriel �voir section ����
 on peut exprimer la trace de C de

la mani�re suivante �

tr C � �
�

	

X
j�k
j ��k

L�p ��j � �k� � ������

& partir des relations classiques dans le triangle T � �loi des cosinus�
 on peut montrer que �

����
PpPq �

����
PpPr �

�


�


�
lj lk cos��p� �

�

	

�
l�j � l�k � l�p

�
� Kp si q 
� r
 j � comp�p	q�

et k � comp�p	r�

l�j si q � r
 j � comp�p	q�

������

On obtient des relations �quivalentes avec les normales aux cot�s du triangles �

��j � �k� �

�

�

�
�
lj lk
�A�

cos��p� � �
�

�A�
Kp si j 
� k et p � comp�j	k�	

l�j
�A�

si j � k

������

D	o$ l	on d�duit naturellement que �

tr C �
�

�A�

X
p

L�p Kp � ������

On peut v�ri�er assez facilement � partir de la formule de H�ron que lorsque le triangle n	est pas

d�form� �Lp � lp	 p � 
��	�
 la trace de C vaut bien � �X
p

l�p Kp � �A� �� tr C �
�A�

�A�
� 	 � ������

Ce qui permet de d�duire l	expression de tr E ��quation ����� �

tr E �
�

�A�

X
p

�
L�p � l�p

�
Kp �

�

�A�

��
L�� � l��

�
K� �

�
L�� � l��

�
K� �

�
L�� � l��

�
K�

�
������

On obtient donc la premi�re partie de l	�nergie �lastique en �levant ce terme au carr�� Nous n	allons

pas d�velopper ce carr� puisqu	il est destin� � �tre d�riv� pour calculer la force �lastique� On v�ri�e
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bien que ce terme ne d�pend que des variations de longueur des ar�tes du triangle et de sa forme

au repos �repr�sent�e par les grandeurs Ki	 i � 
��	��

En �levant l	�quation ���� au carr� et en prenant la trace du r�sultat
 on trouve l	expression de

la trace de C� �

tr C� �
�

�

X
j�k
j ��k

X
m�n
m��n

L�p L
�
q ��j � �n� ��k � �m� ������

& ce stade
 il faut remarquer que les quatre indices �j	k	m	n� ne peuvent prendre que les valeurs

�
	�		�
 et que par cons�quent il y aura toujours au moins deux de ces indices qui seront �gaux� Nous

utilisons cette propri�t� pour scinder l	expression de tr C� en deux parties distinctes correspondant

aux cas o$ �j � m ou k � n� et �j � n ou k � m� �n�b� � le �ou� est non exclusif� �

tr C� �
�

�

X
j�k
j ��k

L�jk ��j � �k�
� �

�

	

X
j�k
j ��k

X
m

m��j
m��k

L�jk L
�
jm ��j � �k� ��j � �m� ������

�
�

�

X
j�k
j ��k

L�jk �
�
j �

�
k �

�

	

X
j�k�m
j ��k

X
m

m ��j
m��k

L�jk L
�
jm �

�
j ��k � �m� ������

Consid�rons tout d	abord la premi�re ligne de cette �quation ������� Le premier terme parcourt

deux fois chaque ar�te �j	k� � p du triangle
 tandis que le second terme parcourt deux fois chaque

couple d	ar�tes ��j	k��j	m�� � �p	q�� & l	aide de l	�quation ����
 on peut alors mettre cette premi�re

partie de l	�quation sous la forme �

�

�	A�

X
p

L�p K
�
p �

�

��A�

X
p�q
p�q

L�p L
�
qKp Kq �

�

	
�tr C��

On peut raisonner de la m�me mani�re pour les termes de la seconde ligne ������
 et en se rappelant

que ��
i � l�i 
 on arrive � la forme suivante �

tr C� �
�

	
�tr C�� �

�

�	A�

�
L�� l

�
�l
�
� � L�� l

�
�l
�
� � L�� l

�
�l
�
�

�
������

�
�

��A�

�
L��L

�
� l

�
�K� � L��L

�
� l

�
�K� � L��L

�
� l

�
�K�

�
������

& partir des �quations ���� et ����
 on peut �nalement d�duire que �

tr E� �
�

	
�tr E��

�
�

�	�A�

h�
L�� � l��

��
l��l

�
� �

�
L�� � l��

��
l��l

�
� �

�
L�� � l��

��
l��l

�
�

i
������

�
�

��A�

h�
L�� � l��

��
L�� � l��

�
l��K� �

�
L�� � l��

��
L�� � l��

�
l��K� �

�
L�� � l��

��
L�� � l��

�
l��K�

i
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Finalement
 l	�nergie potentielle �lastique de d�formation du triangle est donn�e par la formule

suivante �

W �
�

�	�A�

�
��� ��

�X
p

�
L�p � l�p

�
Kp

��

� �

�X
p

�
L�p � l�p

��
l�j l

�
k � 	

X
j�k
j ��k

�
L�j � l�j

� �
L�k � l�k

�
l�pKp

��
������

p � comp�j	k�

��	���� Expression des forces �lastiques

On trouve la force �lastique appliqu�e par le triangle sur un de ses sommets en d�rivant l	�nergie

�lastique par rapport � la position de ce sommet� Prenons par exemple le sommet P�
 qui a pour

position d�form�e Q�� Il faut alors d�river l	�quation ���� par rapport � Q�� Or les termes d�pendant

de Q� sont les carr�s des longueurs des ar�tes partant de ce sommet� On commence donc par d�river

les termes L�p �

�L�p
�Q�

�
�k
����
QjQkk

�

�Q�
�

�


�


�

 si j 
� 
 et k 
� 


	
����
QjQ� si k � 


	
����
QkQ� si j � 


������

Ceci permet de d�river l	�quation ���� et ainsi d	obtenir l	expression suivante �

FT
� �

�W

�Q�
�

�

�	A�

�
��� ��

�X
p

�
L�p � l�p

�
Kp

��
����
Q�Q� K� �

����
Q�Q� K�

�
������

� �

��
L�� � l��

�
l��
�
l��
����
Q�Q� �K�

����
Q�Q�

�
�
�
L�� � l��

�
l��
�
l��
����
Q�Q� �K�

����
Q�Q�

�
�
�
L�� � l��

��
l�� K�

����
Q�Q� � l�� K�

����
Q�Q�

���

Nous avons donc obtenu l	�quation de la force �lastique exerc�e par le triangle sur chacun de ses

sommets� Cette force s	exprime bien uniquement en fonction des variations de longueur des ar�tes du

triangle �L�i � l�i �
 des caract�ristiques biom�caniques du mat�riau ��	 �� et de la forme du triangle

au repos �Ki	 i � 
��	�� Cette force contient implicitement la propri�t� d	invariance par rotation

puisque tous ses termes restent nuls tant que les longueurs des ar�tes du triangle de changent pas


c	est
�
dire tant que le triangle ne se d�forme pas�

��	���	 Interpr�tation des forces

Essayons maintenant de trouver une interpr�tation aux di��rents termes de cette force� Com


men�ons par le terme en �� � ��� La premi�re partie est une valeur scalaire
 qui peut s	�crire sous
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la forme � X
p

�
L�p � l�p

�
Kp �

�X
p

L�p Kp

�
�A�

Elle s	apparente donc � une variation de l	aire du triangle� La seconde partie donne la direction de

la force� On peut tout d	abord remarquer que lorsque le triangle a sa forme de repos
 cette force est

perpendiculaire � l	ar�te oppos�e �

��n � �
����
P�P� � �K�

����
P�P� �

����
P�P� �K�

����
P�P� �

����
P�P� � �K� K� �K� K� � 
�

On introduit donc h�
 le pied de la hauteur issue de P�
 et on exprime sa position sur la droite

�P�	P�� par �

����
P�h� �

K�

l��

����
P�P� et

����
P�h� �

K�

l��

����
P�P� ������

Une fois le triangle d�form�
 ce point devient H� et on a �voir �gure ����� �

����
Q�H� �

K�

l��

����
Q�Q� et

����
Q�H� �

K�

l��

����
Q�Q� ������

On peut alors montrer que la force est dirig�e le long de la droite �Q�	H��
 puisque �

Q

P

P P

φ
0

1 2

2

Q1
h0

0H

Q 0

F S
0
Δ

Fig� ���� ! Orientation du premier terme de la force �lastique ��quation ������

����
Q�Q� K� �

����
Q�Q� K� � �K� �K��

����
H�Q� �

�����
Q�H�K� �

����
Q�H�K�

�
� l��

����
H�Q� �

�K�K�

l��
�
K�K�

l��

�����
Q�Q�

� l��
����
H�Q�

On appelle donc cette force qui est reli�e � la variation d	aire du triangle F
S
� et on l	exprime sous

la forme �

F
S
� �

h�X
p

L�p Kp

�
�A�

i
l��
����
H�Q� ������
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Le terme en � est constitu� de trois forces
 chacune �tant reli�e � la variation de longueur d	une

des ar�tes du triangle� On les nommera donc logiquement ��


�


�
F
l�
� � �

�
L�� � l��

��
l�� K�

����
Q�Q� � l�� K�

����
Q�Q�

�
F
l�
� �

�
L�� � l��

�
l��
�
l��
����
Q�Q� �K�

����
Q�Q�

�
F
l�
� �

�
L�� � l��

�
l��
�
l��
����
Q�Q� �K�

����
Q�Q�

�
Commen�ons par les deux derni�res
 qui sont parfaitement sym�triques� De la m�me mani�re que

pr�c�demment
 on remarque que lorsque le triangle est au repos
 la direction de la force F
l�
� est

perpendiculaire au cot� �P�	P��� On construit alors h�
 le pied de la hauteur issue de P�
 et on

exprime sa position sur la droite �P�	P�� par des formules �quivalentes aux �quations ���� et �����

On montre alors que lorsque le triangle se d�forme
 la force F
l�
� a pour direction la droite �Q�	H��


o$ H� est la position d�form�e du point h� �voir �gure ����� �

l��
����
Q�Q� �K�

����
Q�Q� � l��

����
Q�H� � l��

����
H�Q� �K�

����
Q�Q�

� l��
����
Q�H� �

�
l��
K�

l��
�K�

�����
Q�Q�

� l��
����
Q�H�

On peut donc exprimer les deux forces F
l�
� et F
l�

� de la mani�re suivante �

Q

P

P P

φ
0

1 2

2

Q1

h1

H 10QF0
Δl1

Fig� ���� ! Orientation de la force F
l�
� �

F
l�
� �

�
L�� � l��

�
l�� l

�
�

����
Q�H� ������

F
l�
� �

�
L�� � l��

�
l�� l

�
�

����
Q�H� ������

Pour la force li�e � la variation de l�
 on suit le m�me genre de raisonnement � trouver un point g

du triangle au repos tel que la force F
l�
� ait pour direction la droite �P�	g�� On introduit donc le

point g dans l	expression de la force �

l�� K�
����
P�P� � l�� K�

����
P�P� �

�
l�� K� � l�� K�

� ���
gP� �

�
l�� K�

���
P�g� l�� K�

���
P�g

�
������
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Le dernier terme de l	�quation pr�c�dente incite � d��nir g comme le barycentre des sommets du

triangle a�ect�s des c%�cients
�
�P�	 l

�
� K��	�P�	 l

�
� K��	�P�	 l

�
� K��

�
�

Consid�rons le centre c du cercle circonscrit� Les coordonn�es barycentriques de ce point dans le

triangle sont les rapports Ai�A
 o$ Ai est l	aire du sous
triangle �c	 Pi��	 Pi��� et A est l	aire du

triangle �

�







�







�

dP� c I� � dP�P�P� � �� �th�or�me de l	angle au centre�

A� �
�

	
l� d�

d� �
�

	
l� cot����

cot���� �
�l�� � l�� � l��

�A
�
K�

	A

�
A�

A
�

l� d�
	A

�
l�� cot����

�A
�

l�� K�

�A�

et on v�ri�e bien que �

l�� K�

�A�
�
l�� K�

�A�
�
l�� K�

�A�
� �

��������������
��������������
��������������
��������������

��������������
��������������
��������������
��������������

�
�
�
�

�
�
�
�

θ0

θ0

P

P P

0

1 2I0

d0

c

A0

Fig� ���� � Calcul des coordonn
es

barycentriques du centre du cercle

circonscrit�

Le point g que l	on cherchait est donc bien le centre du cercle circonscrit� Dans le triangle

d�form�
 C est l	image de c par � et v�ri�e donc l	�quation �

l�� K�
����
Q�C� l�� K�

����
Q�C� l�� K�

����
Q�C �

��



En reportant cette �quation dans la formule ���� appliqu�e au triangle d�form�
 on obtient �

l�� K�
����
Q�Q� � l�� K�

����
Q�Q� �

�
l�� K� � l�� K� � l�� K�

� ����
CQ�

Ce qui permet de donner l	expression de la force F
l�
� ��gure ����� �

Q

P

P P

φ
0

1 2

2

Q1

Q 0

F0
Δ

c
C

lo

Fig� ���� ! Orientation de la force F
l�
� �

F
l�
� � �

�
L�� � l��

�
A� ����Q�C ������
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Finalement
 en regroupant toutes ces �quations
 on peut �crire la force �lastique exerc�e par le

triangle sur le sommet Q� sous la forme �

FT
� �

�

�	A�

�
��� ��

h�X
p

L�p Kp

�
�A�

i
l��
����
H�Q� ������

��
h
�
�
L�� � l��

�
A� ����Q�C�

�
L�� � l��

�
l�� l

�
�

����
Q�H� �

�
L�� � l��

�
l�� l

�
�

����
Q�H�

i�
Cette expression de la force �lastique n	est pas vraiment plus simple que l	autre
 mais elle permet de

comprendre comment le comportement �lastique du triangle se traduit du point de vue g�om�trique�

��	���� Mise en �uvre et applications

La formulation que nous venons de d�tailler permet d	exprimer l	�nergie de d�formation et les

forces �lastiques pour un �l�ment de surface triangulaire ayant le comportement d	un mat�riau de

St Venant
Kirchho�� Nous sommes donc en mesure de construire un mod�le d�formable surfacique

� partir de la triangulation de la fronti�re externe d	un objet� La mise en %uvre de ce nouveau

mod�le d�formable est assez proche de ce que nous avons fait avec le mod�le masse
tenseur� Lors

de la cr�ation du maillage triangulaire
 certaines informations g�om�triques sont stock�es sur les

ar�tes et les sommets du maillage� Ces informations caract�risent la forme du mod�le au repos�

Ensuite
 lors du calcul de la d�formation
 chaque triangle du maillage est parcouru a�n d	�valuer

les forces qu	il exerce sur ses trois sommets� Une fois les forces accumul�es sur les sommets
 leurs

nouvelles positions sont d�duites de l	int�gration des �quations du mouvement �

Initialisation 


➥ Pour chaque ar�te
 calculer le carr� de sa

longueur au repos�

➥ Pour chaque triangle
 calculer les � termes

Kj ��quation �����
 et son aire au repos�

Calcul de la d�formation 


➥ Pour chaque triangle Ti du maillage
 cal


culer la force �lastique exerc�e sur chacun

des sommets ��quation ������

➥ Pour chaque sommet
 calculer la nouvelle

position par int�gration du mouvement

��quation ���� du paragraphe ���������

P0

l2 l1

l0P1 P2

L 2

L1

L0

Q1

Q 2

Q0

iT

Nous avons tout d	abord v�ri�� que les forces que nous calculons minimisent bien l	�nergie

�lastique du mod�le� Pour cela
 nous avons d�form� un mod�le
 que nous avons ensuite laiss� �voluer

en calculant
 � chaque pas de temps
 l	�nergie globale ��quation ������ La �gure ���� montre que les

forces �lastiques d�duites de la d�formation font e�ectivement d�cro tre l	�nergie du mod�le�
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Iterations

Fig� ���� ! Minimisation de l	�nergie de d�formation�

La �gure ���� donne un exemple du comportement obtenu avec ce mod�le d�formable surfacique�

Pour avoir un ordre d	id�e des performances de ce mod�le
 nous l	avons compar� avec un mod�le

masse
ressort� Avec notre mise en %uvre actuelle
 le mod�le �lastique non
lin�aire s	av�re �tre ���

fois moins rapide que le masse
ressort
 ce qui nous semble �tre un bon r�sultat si l	on consid�re le

r�alisme biom�canique que ce nouveau mod�le apporte�

Nous envisageons d	utiliser ce nouveau mod�le d�formable surfacique pour deux applications� La

premi�re est la mod�lisation d	organes creux
 comme par exemple la v�sicule biliaire ou l	estomac�

Dans ce cas nous voulons lui adjoindre une pression interne qui p�nalisera la variation globale de

volume de l	organe� Nous pensons ainsi simuler le comportement d	un organe creux rempli de liquide�

La deuxi�me application possible est la mod�lisation de la capsule de Glisson
 ou de toute autre

peau qui rend la surface de certains organes plus rigide� Ce mod�le surfacique peut
 dans ce cas


�tre coupl� avec n	importe quel mod�le d�formable volumique comportant une surface triangul�e�


	�	� �lasticit� 
D � t�tra
dre hyper�lastique

Dans cette partie
 nous �tendons au cas volumique la formulation �simplexe hyper�lastique� de

l	�lasticit� de St Venant
Kirchho�� M�me si les raisonnements se font maintenant sur des t�tra�dres

�au lieu de triangles�
 la plupart des �quations demeurent tr�s proches du cas �D�
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Fig� ���� ! D�formation d	un mod�le surfacique sous l	in�uence de contraintes externes�

��	���� Le tenseur de d�formation

On consid�re un t�tra�dre T � � �P�	P�	P�	P�� de l	espace IR�
 sur lequel on d��nit les longueurs

des ar�tes �l��	 l��	 l��	 l��	 l��	 l��� et les angles di�dres entre les faces ����	���	���	���	���	����� On ap


plique � ce t�tra�dre T � une d�formation �
 pour obtenir le t�tra�dre d�form� T � �Q�	Q�	Q�	Q��

dont les longueurs d	ar�tes sont �L��	 L��	 L��	 L��	 L��	 L����

En consid�rant le t�tra�dre T � comme un �l�ment �ni de type P�
 on peut exprimer le gradient de

la d�form�e
 ainsi que le tenseur de d�formation de Cauchy
Green C
 de la mani�re suivante �

r� �

�X
j��

�j �Qj �j �
Aj

�V
nj ������

C �
X
j�k

�Qj � Qk� ��j ��k� ������

o$ Aj est l	aire de la face oppos�e au sommet Pj 
 nj est la normale � cette face et V est le volume

du t�tra�dre �voir paragraphe ��� pour plus de d�tails��

En pla�ant le centre du rep�re au centre de la sph�re circonscrite au t�tra�dre T 
 on peut

exprimer le produit scalaire des vecteurs position de deux sommets du t�tra�dre en fonction de la

longueur de l	ar�te qui les joint et du rayon r de la sph�re
 ce qui permet d	�crire le tenseur de
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d�formation sous la forme �

�Qj � Qk� �

�
�
� r� �
L�jk
	

si j 
� k

r� si j � k

�� C � �
�

	

X
j�k
j ��k

L�p ��j ��k� ������

��	���� L��nergie potentielle de d�formation

L	�nergie �lastique de d�formation s	exprime de la m�me mani�re que dans le cas �D en fontion

du tenseur de d�formation de Green
St Venant E� Par contre les relations entre trE et trC sont

l�g�rement di��rentes �

W �
�

	
�tr E�� � �tr E�

tr E �
�

	
tr C �

�

	
������

tr E� �
�

�
tr C� � tr E �

�

�

Consid�rons tout d	abord la trace de C� Son expression fait appara tre le terme ��j � �k�� &

partir de la loi des cosinus pour les angles di�dres
 on exprime ce terme en fonction des longueurs

des ar�tes du t�tra�dre �

��j � �k� �

�
�
�
�

�

�V�
Kjk si j 
� k

�

�V�
A�
j si j � k

������

avec Kjk �
l�lm
�
l�jl � l�kl � l�jm � l�km � 	 l�jk � l�lm

�
�
�
l�jl � l�jm

��
l�kl � l�km

�
��

On peut alors exprimer la trace de C
 puis la trace de E
 de mani�re �quivalente au cas �D �

tr C �
�

�V�

X
Ar�tes�j�k�

L�jk Kjk ������

tr E �
�

��V�

X
Ar�tes�j�k�

�
L�jk � l�jk

�
Kjk ������

La trace de C� reprend
 elle aussi
 exactement la m�me forme que pour le cas �D �

tr C� �
�

�

X
j�k
j ��k

X
m�n
m��n

L�jk L
�
mn ��j � �n� ��k � �m� ������

Par contre
 les indices j
 k
 m et n prennent cette fois leurs valeurs entre � et �
 ce qui signi�e

qu	il faut aussi envisager le cas o$ tous les indices sont di��rents� En d�composant cette somme
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en fonction des �ventuelles �galit�s entre les indices et en utilisant l	�quation ����
 on arrive � la

formule �

tr C� �
�

�� V�

�
�

	

X
ar�tes�j�k	

L�jk
�
K�
jk �A�

j A
�
k

�
� termes

�
X

couples d�ar�tes
��j�k	��j�m		

L�jk L
�
jm

�
Kjk Kjm �A�

j Kkm

�
�� termes ������

�
X

couples d�ar�tes
��j�k	��m�n		

L�jk L
�
mn

�
Kjn Kkm �Kjm Kkn

��
� termes

Les termes soulign�s dans cette �quation ������ interviennent dans le d�veloppement de �
� �tr C���

On peut donc isoler cette partie de l	�quation
 en prenant soin de retrancher les termes manquant

dans la derni�re partie du d�veloppement
 qui sont encadr�s dans l	�quation ci
dessous �

tr C� �
�

	

�
tr C

��
�

�

�� V�

�
�

	

X
ar�tes�j�k	

L�jk A
�
j A

�
k

�
X

couples d�ar�tes
��j�k	��j�m		

L�jk L
�
jm A�

j Kkm ������

�
X

couples d�ar�tes
��j�k	��m�n		

L�jk L
�
mn

�
Kjn Kkm �Kjm Kkn �Kjk Kmn

��

Si l	on nomme � le terme entre crochets
 la trace de E� se d�duit alors des �quations ���� et ����


et s	exprime sous la forme �

tr E� �
�

	

�
tr E

��
�

�

	
tr E �

�

�
�

�

�	� V�
������

La suite du raisonnement consiste � faire appara tre
 dans �
 la variation des carr�s des longueurs

des ar�tes du t�tra�dre� Pour cela
 on remplace L�jk par �L�jk� l�jk�� l�jk� En d�veloppant
 on obtient

l	expression suivante de � �

� �
�

	

X
ar�tes�j�k	

h�
L�jk � l�jk

��
� 	

�
L�jk � l�jk

�
l�jk � l�jk

i
A�
j A

�
k ������

�
X

couples d�ar�tes
��j�k	��j�m		

h�
L�jk � l�jk

��
L�jm � l�jm

�
�
�
L�jk � l�jk

�
l�jm �

�
L�jm � l�jm

�
l�jk � l�jk l

�
jm

i
A�
j Kkm

�
X

couples d�ar�tes
��j�k	��m�n		

�� �L�jk � l�jk
��
L�mn � l�mn

�
�
�
L�jk � l�jk

�
l�mn

�
�
L�mn � l�mn

�
l�jk � l�jk l

�
mn

	��Kjn Kkm �Kjm Kkn �Kjk Kmn

�

Les termes soulign�s correspondent � la valeur de � lorsque le t�tra�dre est au repos �Ljk � ljk�� On

montre que cette partie de �
 divis�e par �	� V�
 est �gale � ��
� � D	autre part
 on peut v�ri�er que
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la somme des termes encadr�s
 une fois divis�e par �	� V�
 est �gale � � tr E
� � Ces d�veloppements

permettent de simpli�er l	�quation ����
 pour obtenir �

tr E� �
�

	

�
tr E

��
�

��

�	� V�
������

o$ �� prend la forme suivante �

�� �
�

	

X
ar�tes�j�k	

�
L�jk � l�jk

��
A�
j A

�
k

�
X

couples d�ar�tes
��j�k	��j�m		

�
L�jk � l�jk

��
L�jm � l�jm

�
A�
j Kkm ������

�
X

couples d�ar�tes
��j�k	��m�n		

�
L�jk � l�jk

��
L�mn � l�mn

� �
Kjn Kkm �Kjm Kkn �Kjk Kmn

�

Finalement
 l	�nergie �lastique de d�formation s	exprime en fonction de la trace de E ��quation �����

et de �� �

W �
�

�	� V�

���
�
�� �

	

��� X
Ar�tes�j�k�

�
L�jk � l�jk

�
Kjk

	�� � � ��

"#$ ������

��	���� La force �lastique

On obtient l	expression de la force �lastique exerc�e par le t�tra�dre sur un de ses sommets en

d�rivant l	�nergie �lastique par rapport � la position de ce sommet �

Fp �
�W

�Qp

�
�

��	 V�

�
��� ��

�� X
Ar�tes�j�k�

�
L�jk � l�jk

�
Kjk

	��� X
Ar�tes�j�p�

����
QjQp Kjp

�A ������

� �

� X
Ar�tes�j�p�

�
L�jp � l�jp

� ����
QjQp A

�
j A

�
p

�
X

couples d�ar�tes
��j�p	��k�p		

��
L�jp � l�jp

� ����
QkQp �

�
L�kp � l�kp

� ����
QjQp

�
A�
p Kjk

�
X

couples d�ar�tes
��j�p	��j�k		

�
L�jk � l�jk

� ����
QjQp A

�
j Kkp

�
X

couples d�ar�tes
��j�k	��m�p		

�
L�jk � l�jk

� �����
QmQp

�
Kjp Kkm �Kjm Kkp �Kjk Kmp

��%

Cette formulation n	est pas tr�s facile � utiliser
 en particulier � cause des sommes sur les couples

d	ar�tes
 qui doivent �tre interpr�t�es comme indiqu� sur la �gure �����
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Pp

�a� Somme sur

les ar�tes �j!p� � �

termes�

Pp

�b� Somme sur les

couples d	ar�tes

��j!p�!�k!p�� � �

termes�

Pp

�c� Somme sur les

couples d	ar�tes

��j!p�!�j!k�� � 


termes�

Pp

�d� Somme sur les

couples d	ar�tes

��j!k�!�m!p�� � �

termes�

Fig� ���� ! Sommes sur les ar
tes et les couples d	ar
tes d	un t�tra�dre�

En d�veloppant ces sommes et en mettant en facteur les variations de longueur de chaque ar�te

du t�tra�dre
 on obtient une nouvelle expression pr�sent�e ci
dessous� Dans cette formulation
 la

somme sur les ar�tes �j	p� signi�e qu	il faut parcourir les � ar�tes adjacentes au sommet Pp �sur

lequel s	exerce la force�
 et la somme sur les ar�tes �j	k�	 j	k 
� p fait intervenir les � ar�tes situ�es

sur la face oppos�e au sommet Pp�

Fp �
�

��	 V�

�
��� ��

�� X
Ar�tes�j�k�

�
L�jk � l�jk

�
Kjk

	��� X
Ar�tes�j�p�

����
QjQp Kjp

�A ������

� �

� X
Ar�tes�j�p�

�
L�jp � l�jp

�
A�
p

�
����
QjQp A

�
j �

����
QkQp Kjk �

�����
QmQp Kjm

�

�
X

Ar�tes�j�k�
j�k ��p

�
L�jk � l�jk

�������
QmQp Kjkmp �

����
QjQp A

�
jKkp �

����
QkQp A

�
kKjp

��%

avec �

� dans la deuxi�me ligne
 k et m sont les indices compl�mentaires de j et p


� dans la derni�re ligne
 m est l	indice compl�mentaire de j
 k et p
 et

Kjkmp � Kjp Kkm �Kjm Kkp �Kjk Kmp

On obtient
 au �nal
 une formulation de la force �lastique exerc�e sur chaque sommet du t�


tra�dre
 qui ne d�pend que de la variation de longueur des ar�tes du t�tra�dre
 de scalaires qui

repr�sentent la forme au repos du t�tra�dre
 et des vecteurs d	ar�tes� Cette expression est donc tr�s

proche de ce qui est obtenu avec un mod�le masse
ressort� Dans notre mise en %uvre actuelle
 les

performances de ce nouveau mod�le sont �quivalentes � celles du masse
tenseur non
lin�aire pr�


sent� dans la premi�re partie de ce chapitre� Cependant
 nous pensons am�liorer ses performances
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en optimisant la structure de donn�es
 en particulier au niveau de la fa�on dont nous e�ectuons les

boucles sur les couples d	ar�tes d	un t�tra�dre�

��	 Conclusion

Nous avons consacr� ce chapitre � l	�tude de mod�les d�formables bas�s sur l	�lasticit� de St

Venant
Kirchho�
 qui est la g�n�ralisation en grands d�placements de l	�lasticit� lin�aire� Ces mo


d�les d�formables ont la particularit� d	�tre invariants par rotation
 ce qui am�liore nettement le

r�alisme des d�formations d�s que le seuil des petits d�placements est franchi�

Nous avons propos� deux formulations di��rentes du m�me mod�le� La premi�re est une ex


tension du mod�le masse
tenseur lin�aire du chapitre �
 que nous avons ensuite compl�t� avec des

contraintes d	incompressibilit�� Nous avons montr� l	int�r�t que pr�sente ce mod�le non
lin�aire en

le comparant au mod�le lin�aire dans le cas de d�formations faisant intervenir de grands d�place


ments� Mais le r�alisme sup�rieur de ce nouveau mod�le se paye en terme de performance
 ce qui

nous a conduit � introduire un mod�le adaptatif
 dont les zones sont trait�es de mani�re lin�aire

ou non
lin�aire suivant que le d�placement qu	elles subissent est consid�r� comme petit ou grand�

Finalement
 a�n de transf�rer toutes nos am�liorations du lin�aire vers le non lin�aire
 nous avons

�tendu le comportement transversalement isotrope � l	�lasticit� de St Venant Kirchho��

Dans la seconde moiti� du chapitre
 nous avons introduit une nouvelle formulation du m�me

mod�le
 en partant de l	id�e qu	il devait �tre possible d	int�grer la propri�t� d	invariance par trans


formation rigide dans la formulation de l	�nergie �lastique� Nous obtenons ainsi un mod�le d�for


mable dont l	�nergie et les forces �lastiques d�pendent uniquement des variations de longueur des

ar�tes des t�tra�dres �ou des triangles dans le cas �D� qui composent le maillage
 de leur formes au

repos et des c%�cients d	�lasticit� du mat�riau�
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Chapitre �

Interactions avec les mod�les

d�formables

D
ans les deux chapitres pr�c�dents� nous avons

d�velopp� des mod�les d�formables qui nous

permettent de simuler la d�formation et la d��

coupe d
organes du corps humain� Mais cela ne suf�


t pas pour simuler une op�ration chirurgicale� Il

faut aussi 	tre capable d
interagir avec ces mod�les

d�formables � l
aide d
instruments virtuels� Nous

allons donc expliquer� dans ce chapitre� comment

nous mod�lisons les contacts entre des instruments

chirurgicaux et les organes virtuels� Nous verrons

ensuite par quels moyens nous avons coupl� notre

simulateur avec un dispositif � retour d
e�ort�
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��� Introduction

Un simulateur de chirurgie est compos� de deux parties principales� La premi�re partie est la

boucle de simulation de l	organe virtuel� Cette boucle comprend l	application de contraintes sur

le mod�le d�formable et le calcul des d�formations qui en r�sultent� Nous avons pr�sent�
 dans les

trois premiers chapitres de cette th�se
 les mod�les d�formables qui vont nous permettre de simuler


en temps r�el
 les d�formations et la d�coupe d	organes mous� La seconde partie du simulateur est

l	interface gr'ce � laquelle l	utilisateur va pouvoir d	interagir avec l	organe virtuel� Dans le cadre

de la simulation de chirurgie laparoscopique sur le foie
 cette interaction se fait par l	interm�diaire

de longs outils qui ont la particularit� de passer par un point �xe correspondant � l	endroit o$

l	instrument passe au travers de l	abdomen du patient �voir paragraphe � de l	introduction�� Nous

utilisons pour cela des �Laparoscopic Impulse Engines� �LIE�
 d�velopp�s par la soci�t� am�ricaine

Immersion Corporation �
 qui ont l	avantage d	avoir une ergonomie tr�s proche de celle des v�ritables

outils utilis�s par les chirurgiens� De plus
 ces instruments sont �quip�s d	un syst�me � retour d	e�ort

permettant de donner � l	utilisateur la sensation de toucher l	organe virtuel�

Le d�veloppement de l	interface permettant � un utilisateur d	e�ectuer certains gestes chirur


gicaux sur l	organe virtuel peut se d�composer en deux �tapes� La premi�re consiste � mod�liser

les interactions entre l	outil et le mod�le d�formable� On commence alors par d�terminer si l	outil

manipul� par l	utilisateur est en contact avec l	organe virtuel� Si c	est le cas
 il faut alors mod�liser

pr�cis�ment le contact et les interactions �ventuelles �glisser
 agripper
 d�couper
 ����� De plus
 il faut

calculer la force exerc�e par le mod�le d�formable sur l	outil�

La seconde partie est le couplage avec un syst�me � retour d	e�ort
 qui permettra � l	utilisateur

de diriger l	instrument de chirurgie virtuel et de �toucher� le mod�le d�formable� Pour cela
 il faut

d��nir un protocole de communication entre la boucle de simulation et le syst�me � retour d	e�ort�

En e�et
 le mod�le d�formable et le syst�me � retour d	e�ort ont des fr�quences de fonctionnement

di��rentes
 ce qui n�cessite l	utilisation de deux boucles asynchrones� Comme c	est le cas dans la

plupart des simulateurs utilisant un syst�me � retour d	e�ort
 nous avons s�par� ces deux boucles

sur deux ordinateurs di��rents� Une communication bidirectionnelle va alors permettre d	envoyer la

position de l	outil � la boucle de simulation qui enverra en �change la force qui doit �tre appliqu�e

sur l	instrument� La gestion de ce retour d	e�ort pose
 en g�n�ral
 quelques probl�mes
 principa


lement dus aux fr�quences de simulation mises en jeu et � la synchronisation entre les processus

de rendu visuels et haptiques� On peut trouver un grand nombre de travaux sur ce sujet dans les

actes des �Phantom Users Group Workshop�
 une s�rie de conf�rences regroupant chaque ann�e les

utilisateurs du plus utilis� des syst�mes � retour d	e�ort
 le Phantom
 dont nous parlerons plus en

d�tail au paragraphe ��� �Salisbury et Srinivasan
 ����� Salisbury et Srinivasan
 ����a� Salisbury et

Srinivasan
 ����� Salisbury et Srinivasan
 ����� Salisbury et Srinivasan
 ������ Le site internet de

l	Haptics Community � regroupe aussi un grand nombres de publications et tient � jour des bases

�� http���www�immerse�com�lapimpulseengine�html

�� http���haptic�mech�northwestern�edu�
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de donn�es de laboratoires et de chercheurs impliqu�s dans les di��rentes domaines d	applications

du retour d	e�ort� C	est une v�ritable mine d	informations�

Dans ce chapitre
 nous pr�senterons dans un premier temps la fa�on dont nous d�tectons et

traitons les contacts entre le mod�le d�formable et les instruments chirurgicaux� Nous d�taillerons

ensuite la mod�lisation de quelques gestes et nous nous attarderons un peu sur le probl�me de

la d�coupe� Nous d�crirons ensuite le protocole de communication que nous avons �tabli entre

l	ordinateur utilis� pour le mod�le d�formable et celui qui g�re le syst�me � retour d	e�ort� En�n


nous proposerons notre solution au probl�me du retour d	e�ort�

��� D�tection et gestion des collisions

Dans un simulateur de chirurgie
 les d�formations subies par l	organe virtuel sont le plus souvent

engendr�es par le contact avec les instruments chirurgicaux� Le r�alisme de la simulation d�pend donc

directement de la qualit� de la mod�lisation des contacts� Nous allons d�composer cette mod�lisation

en trois parties� Tout d	abord
 il faut d�tecter une �ventuelle collision entre la surface de l	organe

virtuel et les outils chirurgicaux� En cas de collision
 on doit conna tre la zone concern�e de la

surface
 c	est
�
dire un ensemble de sommets
 d	ar�tes et de faces� La seconde �tape consiste alors

� appliquer des contraintes sur cette partie de la surface de mani�re � d�former l	organe virtuel� De

ces contraintes d�pendra l	aspect du contact� Nous verrons en�n comment enrichir le traitement des

collisions a�n de mod�liser quelques gestes de base qui sont utilis�s couramment par les chirurgiens�

La �gure ��� montre la repr�sentation des instruments de chirurgie laparoscopique au sein de

notre simulateur� Ils consistent en un long et �n cylindre
 termin� par une pince ou un crochet� Ces

instruments ont la particularit� de passer par un point �xe qui correspond � son point introduction

au travers de l	abdomen du patient�

Fig� ��� ! Mod�lisation des instruments de chirurgie laparoscopique�
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�	�	� D�tection de collision � la m�thode LCN

La d�tection de collision est un probl�me bien connu en animation par ordinateur� Lin et Gott


schalk proposent dans �Lin et Gottschalk
 �����
 un r�capitulatif assez complet des di��rentes

m�thodes d�velopp�es ces derni�res ann�es
 et les classent en fonction du type de repr�sentation des

objets �poly�dres
 surfaces implicites ou param�triques
 etc����� Les mod�les d�formables que nous

avons d�velopp�s poss�dent tous une surface triangul�e
 qui sert notamment pour leur a�chage �

l	�cran� D	autre part
 il est possible de repr�senter les instruments de chirurgie que nous utilisons

par quelques polygones� Nous nous int�ressons donc aux m�thodes permettant de d�tecter l	inter


p�n�tration de deux mod�les polygonaux� Des m�thodes tr�s e�caces ont �t� d�velopp�es pour la

d�tection de collision entre des poly�dres convexes �Lin et Canny
 ����� Bara�
 �����
 mais elles

s	appliquent malheureusement � un nombre restreint d	objets� Pour les poly�dres de formes plus

g�n�rales
 les optimisations reposent le plus souvent sur le pr�
calcul d	une hi�rarchie de volumes

englobants �Gottschalk et al�
 �����
 mais ces m�thodes perdent leurs avantages lorsque les objets

bougent ou se d�forment� De plus
 nous avons besoin d	une d�tection de collision qui soit dynamique


dans la mesure o$ les instruments peuvent avoir des mouvements relativement rapides� Il faut donc

pouvoir consid�rer le volume �D d��ni par le d�placement de l	instrument entre deux instants� C	est

pourquoi nous utilisons la m�thode LCN �Lombardo et al�
 ������

Cette m�thode a �t� d�velopp�e durant l	action incitative AISIM �
 par J�
C� Lombardo �projet

Epidaure
 INRIA Sophia Antipolis�
 M�
P� Cani et F� Neyret �projet iMAGIS
 INRIA Rh�ne
Alpes��

L	id�e principale est d	utiliser la librairie graphique OpenGL pour d�tecter l	intersection entre une

sc�ne complexe �le ou les mod�les d�formables� et un objet poly�drique compos� d	un nombre

limit� de faces �l	outil de laparoscopie�� L	objet poly�drique est alors consid�r� comme une cam�ra

OpenGL � laquelle on ajoute un ensemble de plans de coupes �c	est le nombre de plans de coupes

disponibles pour une cam�ra qui limite la complexit� de l	objet�� La collision est d�tect�e simplement

en appelant la premi�re partie du processus de rendu de la cam�ra
 qui consiste � s�lectionner les

primitives g�om�triques qui sont dans son champ de vue� On obtient ainsi les triangles de la surface

qui sont intersect�s par l	outil� On peut
 de cette mani�re
 d�tecter la collision avec un outil consid�r�

comme statique en utilisant une cam�ra orthographique
 dont le champ de vue est un parall�l�pip�de�

Mais on peut aussi utiliser une cam�ra en g�om�trie perspective dont le champ de vue de forme

pyramidale permettra
 � l	aide de quelques plans de coupe
 de repr�senter le volume d�crit par l	outil

entre deux pas de temps �pour plus de d�tails se reporter � l	article �Lombardo et al�
 �������

Cette m�thode est tr�s bien adapt�e � notre probl�me puisque l	instrument de laparoscopie peut

�tre approxim� par un simple parall�l�pip�de� De plus
 elle pr�sente deux avantages� Premi�rement


elle est relativement simple � programmer
 puisque environ une vingtaine de lignes de code OpenGL

su�t� Deuxi�mement
 cette m�thode est tr�s e�cace
 en particulier lorsque l	on utilise des cartes

graphiques acc�l�ratrices� Par exemple
 sur une SGI Onyx� IR
 la collision entre l	outil et le mod�le

de foie �dont la surface poss�de ���� faces� prend moins de ��� ms� M�me sur un PC Pentium II

�� Action Incitative SIMulation de chirurgie � http���www�sop�inria�fr�epidaure�AISIM�
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���MHz sous linux
 sans carte acc�l�ratrice �D
 et en utilisant la librairie software Mesa �D �
 la

d�tection de collision dure moins de ��� ms�

La �gure ��� montre le r�sultat de la d�tection de collision entre l	outil chirurgical en mouve


ment �il est repr�sent� � deux instants successifs� et la surface du maillage repr�sentant le foie�

L	algorithme retourne l	ensemble des faces intersect�es�

Fig� ��� ! D�tection de collision entre l	outil chirurgical en mouvement et un mod�le de foie�

�	�	� Mod�lisation des contacts

Une fois que l	on conna t la liste des triangles de la surface du foie qui sont en collision avec

l	instrument de chirurgie
 il faut appliquer � ces faces des contraintes a�n de les repousser en

dehors de l	instrument et de mod�liser le contact� Une technique souvent utilis�e est la m�thode des

p�nalit�s� Elle consiste � appliquer sur la zone en collision des contraintes sous la forme de forces

proportionnelles � la profondeur d	interp�n�tration� Cette partie du mod�le d�formable va alors se

d�former pour �ressortir� de l	objet avec lequel elle est en collision�

Le probl�me de cette m�thode est qu	elle ne respecte pas vraiment la g�om�trie du contact� En

e�et
 rien ne garantit que les faces en collision vont suivre exactement les d�placements de l	outil�

Suivant le r�glage des forces de p�nalit�
 certaines faces peuvent rester � l	int�rieur de l	instrument

durant plusieurs pas de temps
 ou bien au contraire risquent d	�tre repouss�es trop fort
 ce qui ne

manquera pas de cr�er des discontinuit�s et des probl�mes de stabilit�� En fait
 cette m�thode ne

fonctionnera bien que si la fr�quence de simulation est su�samment �lev�e� Or nous avons pris le

parti de d�velopper des mod�les d�formables dont le comportement biom�canique est relativement

�labor�
 et que nous ne pouvons pas nous permettre de faire fonctionner � des fr�quences trop

importantes�

Nous avons donc choisi une approche plus directe
 fond�e sur des contraintes g�om�triques �

nous appliquons des d�placements pr�cis � l	ensemble des faces intersect�es� L	id�e principale de

�� http���www�mesa�d�org�
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notre approche est de calculer ces d�placements de telle mani�re que tous les triangles restent
 �

chaque pas de temps
 parfaitement en contact avec l	instrument� Ceci permet d	�viter que le mod�le

d�formable ne se mette � osciller entre l	int�rieur et l	ext�rieur de l	instrument� En�n
 nous gardons

� l	esprit que les calculs de ces d�placements doivent �tre les plus simples possibles a�n de ne pas

p�naliser la fr�quence globale de simulation�

Dans de nombreux travaux
 le contact entre un instrument rigide et un objet mou est souvent

limit� � un point situ� au bout de l	instrument ou � un nombre restreint de points d	�chantillonnage

r�partis le long de l	instrument� La raison principale de telles simpli�cations �tant que le temps de

calcul de l	algorithme de d�tection de collision est directement proportionnel au nombre de points

consid�r�s� & l	inverse
 la m�thode de d�tection de collision que nous utilisons est tr�s e�cace


et surtout permet de tenir compte du volume total de l	outil� Nous allons donc mettre � pro�t ces

avantages pour mod�liser le plus pr�cis�ment possible le contact entre l	outil tout entier et la surface

de l	organe�

Nous voulons en particulier que le contact entre le manche de l	outil et la surface de l	organe

soit pris en compte de mani�re tr�s r�aliste� Le probl�me se ram�ne alors � d�placer un ensemble

de triangles adjacents a�n qu	ils viennent tous s	appuyer sur la m�me droite qui repr�sente le

bord de l	instrument� Ces triangles ayant tous des ar�tes en commun deux � deux
 il est facile de

montrer qu	ils appartiendront alors � un m�me plan� La solution est donc de les projeter sur un

plan s	appuyant sur le manche de l	outil� Pour cela
 on proc�de de la mani�re suivante �

� On consid�re une droite �F	B� repr�sentant le bord du manche de l	instrument �F correspond

au point �xe de l	outil et B � son extr�mit��
 et l	ensemble des faces en collision avec le manche

de l	instrument ��gure ��� en haut � gauche��

� & partir de la moyenne �N des normales aux faces intersect�es et de �TFB
 le vecteur directeur

de la droite �F	B�
 on calcule la normale au plan de projection par �

�NProj �
�
�TFB 
 �N

�

 �TFB� �����

� Le plan de projection est alors d��ni par la droite �F	B� et le vecteur normal �NProj� Le

d�placement de chaque sommet intersect� correspond alors � sa projection orthogonale sur ce

plan ��gure ��� en bas et en haut � droite
 �gure ����a�� �

�dP �
�
�PB � �NProj

�
�NProj� �����

Mais il y a deux probl�mes avec cette m�thode� D	abord
 elle ne s	applique pas bien quand

la direction de l	instrument n	est plus tangente � la surface du foie� En e�et
 dans ce cas
 seule

l	extr�mit� de l	instrument est en collision avec la surface� L	application de la m�thode d�crite ci


dessus provoque alors une d�formation peu r�aliste �voir �gure ����� Le second probl�me vient du

fait que
 quand l	outil est perpendiculaire � la surface
 le plan de projection est mal d��ni �produit

vectoriel de deux vecteurs parall�les�� En fait
 ces deux probl�mes n	en sont qu	un � la m�thode ne

fonctionne plus d�s qu	il s	agit de mod�liser le contact avec l	extr�mit� de l	instrument� En e�et
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Fig� ��� ! D��nition du plan de projection� et projection des faces intersect�es sur celui�ci�

Fig� ��� ! Probl�me rencontr� lorsque le extr�mit� de l	instrument est en contact avec la surface�

�a� Contact avec le manche de l	instrument� �b� Contact avec le bout de l	instrument�

Fig� ��� ! Mod�lisation du contact entre un instrument chirurgical et un mod�le d�formable repr��

sentant le foie�
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les faces intersect�es par l	extr�mit� de l	instrument doivent simplement �tre projet�es sur le plan

d��ni par le point B et la moyenne des normales aux faces intersect�es ��gure ����b���

Malheureusement
 il arrive souvent que le manche et l	extr�mit� de l	instrument soient simulta


n�ment en contact avec la surface de l	organe� Il est alors di�cile de s�parer l	ensemble des faces

intersect�es en deux
 un pour le bout et un pour le manche� La solution est de mettre une fois de

plus � pro�t l	e�cacit� de l	algorithme de d�tection de collision � au lieu de faire une d�tection de

collision avec l	ensemble de l	outil
 nous s�parons le manche de l	instrument de son extr�mit� et nous

faisons une d�tection de collision pour chaque partie de l	outil� La premi�re d�tection de collision

donne l	ensemble des faces qui sont en collision avec le bout de l	instrument �environ � cm�
 et la

deuxi�me fournit les faces en contact avec le manche �et qui ne font pas partie du premier ensemble��

On peut alors appliquer un traitement sp�ci�que � chaque ensemble de triangles ��gures ��� et �����

Fig� ��� ! La double d�tection de collision permet de traiter di��remment les faces en collision avec

l	extr�mit� de l	instrument �en rouge� et celles en contact avec le manche �en bleu��

Fig� ��� ! Mod�lisation d	un contact entre le foie et l	instrument du chirurgien obtenue en traitant

s�par�ment les contacts avec le manche et avec l	extr�mit��

La capsule de Glisson qui constitue la surface du foie est particuli�rement glissante� Nous

voulons que le comportement de base de l	instrument de chirurgie sur cette surface soit le glissement
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parfait� C	est pour cette raison que les projections que nous venons de d�crire se font selon une

direction orthogonale � la surface
 ind�pendante du d�placement et de la vitesse de l	instrument�

Pour cette m�me raison
 nous ne voulons pas appliquer de contraintes de position sur les sommets

que nous projetons� En e�et
 apr�s l	application des d�placements permettant de mod�liser le

contact avec l	instrument
 les sommets de la surface du foie demeurent libres� Ils vont donc se

d�placer lors du calcul de la d�formation
 mais le contact sera conserv� en les reprojetant sur leurs

plans respectifs� On obtient alors le sch�ma de simulation suivant �

Projection des sommets
(modélisation du contact)

Reprojection des sommets
(conservation du contact)

Nouvelle position
de l’instrument

Détection de collision

Calcul de la déformation

Cette technique permet non seulement � l	instrument de glisser sur la surface
 mais aussi aux

sommets de la surface de glisser sous l	instrument si les contraintes m�caniques subis par le mat�riau

les y obligent�

�	�	
 Mod�lisation de quelques gestes �l�mentaires

Les interactions entre un outil de chirurgie laparoscopique et un organe comme le foie sont dans

la r�alit� tr�s complexes
 et donc relativement di�ciles � simuler de mani�re r�aliste� Pourtant
 dans

un simulateur de chirurgie
 la qualit� de ces interactions va fortement in"uencer le r�alisme global

de la simulation� C	est pourquoi nous nous sommes attach�s � mod�liser quelques
uns des gestes les

plus souvent utilis�s dans ce type de chirurgie �

� Glisser sur la surface 
 c	est le comportement de base de nos outils� Les chirurgiens utilisent

cette propri�t� a�n de glisser des instruments entre les di��rents organes
 ou encore
 dans le

cas du foie
 pour en soulever une partie a�n d	acc�der � une zone cach�e de l	anatomie du

patient� Dans notre simulateur
 le manche de l	outil aura toujours cette propri�t� de glisser

sur la surface des organes� Par contre
 nous avons pr�vu d	autres possibilit�s pour l	extr�mit�

de l	instrument�

� Agripper une partie du foie 
 Un des outils souvent utilis�s est termin� par une pince

munie de dents� M�me si la surface du foie est particuli�rement glissante
 quelques parties



��� Interactions avec les mod�les d
formables Chap� �

peuvent tout de m�me �tre agripp�es par un tel instrument� Durant une op�ration
 il arrive

souvent que le chirurgien saisisse le bord du foie avec cette pince a�n de le soulever ou pour

�carter un morceau qu	il est en train de d�couper� Nous avons mod�lis� ce geste de la mani�re

suivante �voir �gure ���� � lorsque l	extr�mit� de la pince entre en contact avec le foie
 avec ses

m'choires grandes ouvertes
 et que l	utilisateur les ferme alors � moiti�
 nous consid�rons que

les triangles en collision avec le bout de l	instrument y sont accroch�s� Ces triangles subiront

alors les m�mes d�placements que l	extr�mit� de l	instrument jusqu	� ce que les m'choires de

la pince soient reouvertes a�n de l'cher prise�

�a� La pince grande ou�

verte���

�b� ���entre en collision

avec le foie���

�c� ���et se referme �

moiti��

�d� La partie du foie

en contact avec l	extr��

mit� de la pince est

alors agripp�e�

Fig� ��� ! Mod�lisation de la m�choire d	une pince saisissant le bord du foie�

� D�couper le foie par retrait de mati
re 
 un des avantages importants de nos mod�les d�


formables masse
tenseurs �lin�aires
 anisotropes ou en grands d�placements�
 est de se pr�ter

parfaitement � la simulation de d�coupe� Lors d	op�rations chirurgicales sur le foie
 le chirur


gien n	e�ectue pas les incisions avec un scalpel� En e�et
 le foie �tant fortement vascularis�


il risquerait alors de sectionner des vaisseaux importants et de provoquer une h�morragie� La

d�coupe du parenchyme h�patique se fait plut�t par �retrait de mati�re�� Nous avons visualis�

des enregistrements d	interventions chirurgicales sur le foie
 durant lesquelles les chirurgiens

utilisaient deux techniques principales pour e�ectuer des d�coupes� La premi�re consiste sim


plement � �craser le parenchyme h�patique entre les m'choires d	une pince� Le parenchyme

�tant relativement friable
 cela permet de voir appara tre les vaisseaux sans risquer de les

endommager� Nous simulons ce geste de mani�re presque identique au cas o$ les m'choires de

la pince agrippent le foie� Si au lieu de fermer � moiti� la m'choire de la pince
 l	utilisateur

la ferme totalement
 les t�tra�dres correspondant aux faces en collision avec l	extr�mit� de

l	instrument sont supprim�s �voir �gure �����

La seconde m�thode utilis�e par les chirurgiens pour d�couper le parenchyme h�patique met

en %uvre un autre instrument � le cavitron
 ou bistouri � ultrasons� L	extr�mit� de l	instrument

�met des ultrasons qui font exploser les cellules du foie� Le principal avantage de cet instru


ment
 outre sa simplicit� d	utilisation
 est que si la sonde � ultrasons est r�gl�e � la bonne

fr�quence
 ils n	endommageront pas les parois des vaisseaux sanguins� Nous simulons l	e�et de
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�a� La pince grande ou�

verte���

�b� ���entre en collision

avec le foie���

�c� ���et se referme com�

pl�tement�

�d� Les t�tra�dres en

contact avec la pince

sont alors supprim�s�

Fig� ��� ! Simulation de d�coupe par retrait des t�tra�dres �cras�s par les m�choires de la pince�

cet instrument simplement en supprimant tous les t�tra�dres en contact avec son extr�mit��

La s�quence d	images de la �gure ����
 montre l	utilisation des gestes que nous venons de d�crire�

Deux instruments sont utilis�s� Le premier vient agripper la partie droite du foie et exerce une force

vers la droite
 tandis que le second
 qui simule un bistouri � ultrasons vient d�couper le parenchyme

h�patique�

�	�	� Am�lioration de la d�coupe

La m�thode de d�coupe par �retrait de mati�re� que nous venons de d��nir donne de tr�s bons

r�sultats si les t�tra�dres de la zone concern�e sont su�samment petits� C	est par exemple le cas

sur la �gure ����
 pour laquelle nous avons au pr�alable ra�n� la partie de foie dans laquelle nous

d�coupons� On obtient alors un aspect granuleux de la surface d�coup�e qui est relativement r�aliste�

Par contre
 si les t�tra�dres sont trop gros
 on voit appara tre
 au fur et � mesure de la d�coupe
 les

ar�tes vives des t�tra�dres situ�s � l	int�rieur du foie� Comme il n	est pas envisageable de travailler

avec des maillages trop �ns qui rendraient les calculs trop lents
 il nous a fallu am�liorer notre

m�thode de d�coupe�

Des travaux int�ressants sont men�s sur la d�coupe de maillage� Le principe en est toujours le

m�me � la trajectoire d	un outil d��nit un plan �ou une surface� qui intersecte une partie du maillage�

Il s	agit alors de remailler la zone en d�coupant toutes les primitives g�om�triques travers�es par le

plan de coupe� Dans le cas de la d�coupe d	un mod�le d�formable
 il faut ensuite remettre � jour

les propri�t�s locales du mat�riau� Si on utilise un mod�le masse
ressort
 il faut calculer les raideurs

des nouveaux ressorts et mettre � jour la r�partition des masses �Ganovelli et al�
 ����b� Ganovelli

et al�
 ����a� Bielser et al�
 ������ Pour un mod�le �l�ments �nis �Mor et Kanade
 �����
 il faut

recalculer les matrices de rigidit� locales comme nous l	avons expliqu� au paragraphe �������� La

principale di�cult� de ces techniques est de cr�er un minimum de nouveaux �l�ments a�n de ne pas

trop complexi�er le mod�le
 mais aussi de suivre
 de mani�re continue
 l	�volution de la d�coupe

�Mor et Kanade
 ������

Mais ces m�thodes permettent de d�couper un maillage � la mani�re d	un scalpel et non pas

en supprimant une partie du volume� Pour cela
 il faudrait donner une �paisseur plan de coupe
 ce
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Fig� ���� ! Simulation d	une h�patectomie�
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qui compliquerait encore le probl�me� Il serait plus simple
 dans notre cas
 de ra�ner localement le

maillage a�n d	obtenir des t�tra�dres plus petits qui donneraient un meilleur aspect � la d�coupe� On

se rapproche alors du probl�me du maillage adaptatif� Le principe consiste � d��nir un maillage avec

plusieurs r�solutions et de pouvoir choisir � tout moment et sur n	importe quelle zone
 la r�solution

la plus adapt�e� Par exemple pour calculer la d�formation d	un objet mou
 il est int�ressant de

pouvoir choisir un maillage �n dans la zone o$ on applique des contraintes
 a�n d	augmenter la

pr�cision
 et un maillage plus �grossier� dans les zones o$ il ne se passe presque rien a�n de gagner

du temps� Ce type de m�thodes est particuli�rement bien adapt� aux maillages cubiques r�guliers

�Ganovelli et al�
 ����� Debunne et al�
 ����� �ou carr�s en dimension � �Hutchinson et al�
 ������


mais peut aussi �tre utiliser sur des maillages t�tra�driques �Astley et Hayward
 ����� Debunne

et al�
 ������ Par contre
 les structures de donn�es complexes qui sont n�cessaires � la gestion des

di��rents niveaux de r�solution rendent les modi�cations topologiques d�licates et co#teuses�

Notre probl�me est un peu plus simple� On voudrait e�ectivement �tre capable de rendre le

maillage plus �n dans la zone o$ l	on est en train de d�couper� Par contre
 par rapport � un maillage

adaptatif
 nous n	avons pas besoin de garder une trace de l	ancienne con�guration du maillage� Nous

ne ferons en e�et jamais le cheminement inverse pour revenir � un maillage plus grossier� Nous avons

donc juste besoin d	une op�ration topologique peu co#teuse permettant de diminuer localement la

taille des t�tra�dres du maillage� Nous avons choisi une op�ration qui consiste � couper une ar�te

en deux� Cela revient � diviser en deux tous les t�tra�dres qui contiennent cette ar�te ��gure ������

Nous avons aussi men� des travaux pour optimiser la position du nouveau sommet sur l	ar�te en

fonction de la qualit� � des t�tra�dres qui vont �tre cr��s �P�quignot
 ������

Fig� ���� ! Division d	un t�tra�dre en deux en introduisant un nouveau point sur une de ses ar
tes�

La �gure ���� montre le r�sultat obtenu en subdivisant successivement les ar�tes sur une zone de la

surface du maillage�

Notre but �tant de ra�ner le maillage dans la zone o$ on va le d�couper
 nous devons coupler

le m�canisme de division d	ar�te avec l	outil manipul� par l	utilisateur� Pour cela
 nous ajoutons

une �tape juste avant la d�tection et la gestion des collisions� Cette �tape consiste � e�ectuer une

premi�re d�tection de collision entre l	outil et la surface du maillage a�n de d�terminer les faces


� On entend par  qualit� d	un t�tra�dre la r�gularit� de sa forme! le t�tra�dre parfait �tant �quilat�ral�
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Fig� ���� ! Ra�nement d	une zone du maillage par divisions successives des ar
tes�

qui seront concern�es par le contact� Nous en d�duisons l	ensemble des ar�tes que nous devons

subdiviser� A�n d	�viter la formation d	ar�tes trop petites qui pourraient entra ner des instabilit�s

de calcul
 nous avons mis en place deux m�canismes de contr�le� Tout d	abord on �xe un seuil sur

la taille des ar�tes
 en dessous duquel on s	interdit toute subdivision� Ensuite
 on contr�le le nombre

de subdivisions que peut subir une ar�te� Pour cela
 on lui attribue un 'ge� Les ar�tes du maillage

initial ont toutes l	'ge �� D�s qu	on divise une ar�te d	'ge n
 les deux ar�tes r�sultantes ont l	'ge

n� �� Lors de la simulation
 on pourra alors �xer l	'ge maximum que peuvent atteindre les ar�tes

du maillage�

La �gure ���� montre le r�sultat de notre algorithme de ra�nement lorsque l	outil entre en

contact avec le maillage� Sur la premi�re ligne
 l	'ge maximum des ar�tes est �x� � �� Lorsque

l	instrument touche la surface
 toutes les ar�tes qui sont dans la zone de contact sont divis�es en

deux� On a ensuite renouvel� l	exp�rience en augmentant l	'ge � �
 ce qui permet d	obtenir un

maillage encore plus �n dans la zone d	int�r�t �deuxi�me ligne de la �gure ������ On remarque sur

le gros plan en bas � droite que seulement deux divisions successives de chaque ar�te aboutissent

d�j� � un maillage tr�s �n� Il est
 en g�n�ral
 inutile d	aller plus loin�

Nous avons donc coupl� cette m�thode de ra�nement local du maillage avec le processus de

d�coupe� & chaque pas de temps
 nous commen�ons donc par e�ectuer une premi�re d�tection de

collision entre l	outil et la surface du maillage� Toutes les ar�tes qui se trouvent dans la zone de

contact sont alors subdivis�es �pour de meilleurs r�sultats
 on peut consid�rer un outil un peu plus

large
 a�n de ra�ner une zone un peu plus grande�� Nous e�ectuons ensuite la v�ritable d�tection de

collision
 ainsi que le traitement du contact et des interactions sur le maillage ra�n�� Sur l	exemple

de la �gure ����
 l	outil a le comportement d	un bistouri � ultrasons
 puisqu	il d�truit tous les

t�tra�dres qu	il touche� Sur le premi�re ligne
 l	algorithme de ra�nement est d�sactiv�� L	outil

supprime alors des t�tra�dres de grosse taille
 ce qui rend le r�sultat de la d�coupe peu r�aliste� On

se rend compte que l	on a supprim� beaucoup trop de mati�re par rapport � la taille de l	instrument�

Sur la seconde ligne
 nous autorisons que chaque ar�te soit subdivis�e une fois� L	outil d�truit alors

des t�tra�dres plus petits
 ce qui rend le plan de coupe plus r�gulier et le r�sultat plus r�aliste� On

obtient un r�sultat encore meilleur en autorisant deux subdivisions des ar�tes
 mais le grand nombre

de t�tra�dres cr��s commence � p�naliser la fr�quence de simulation�

Cette m�thode de ra�nement local du maillage par subdivision des ar�tes donne donc des

r�sultats int�ressants� De plus
 on peut envisager des am�liorations� En e�et
 le r�sultat �nal du
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Fig� ���� ! Ra�nement automatique de la zone du maillage qui est en contact avec l	instrument�
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Fig� ���� ! Exemple de d�coupe du foie� La premi�re ligne montre la d�coupe sur le maillage de

d�part� Sur la deuxi�me et la troisi�me lignes la d�coupe est coupl�e avec l	algorithme de ra�nement

automatique de la zone en contact avec l	outil � chaque ar
te est subdivis�e une fois pour la deuxi�me

ligne et deux fois pour la troisi�me�
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ra�nement d�pend de l	ordre dans lequel se fait la subdivision d	un ensemble d	ar�tes� Il semble

donc possible d	optimiser la qualit� du maillage obtenu en triant les ar�tes
 par exemple en fonction

de leur taille� Cependant cette op�ration ne doit pas �tre trop co#teuse en temps de calcul�

��� Couplage avec un syst
me � retour d�e�ort

L	utilisation de syst�mes � retour d	e�ort est aujourd	hui largement r�pandue dans de nombreux

domaines� Une grosse partie de la production est bien entendu orient�e vers les manettes pour jeux

vid�o �microsoft �
 immersion ��� On peut classer les di��rents syst�mes selon qu	ils sont g�n�riques

ou bien orient�s vers une application bien pr�cise� Par exemple un �gant haptique� permet de

simuler les e�orts ressentis sur les doigts et la main lorsqu	on saisit un objet �Dinsmore et al�
 �����

Popescu et al�
 ������ Il peut �tre utilis� pour la r��ducation de la main et du poignet �Burdea et al�


����� Popescu et al�
 ������ D	autres dispositifs ont un champ d	applications plus important dans la

mesure o$ ils permettent simplement de ressentir une force en un point de l	espace� Le plus connu


et le plus utilis�
 est le Phantom � �Massie et Salisbury
 ����� Salisbury et Srinivasan
 ����b�� La

gamme se compose de plusieurs mod�les de tailles di��rentes �voir �gure ������ Ils poss�dent tous

� degr�s de libert� en mouvement �� translations et � rotations� et � degr�s de libert� en retour

d	e�ort �translations�� La gamme s	est r�cemment enrichie de plusieurs mod�les �quip�s de retour

d	e�ort selon les � degr�s de libert� �Chen
 ����� Cohen et Chen
 ������

Fig� ���� ! Les di��rents mod�les de �Phantom��

De nombreux laboratoires travaillant sur la simulation de chirurgie utilisent le Phantom� Suivant

les applications
 il est utilis� tel quel �Basdogan et al�
 ����� Gibson et al�
 ����� Burdea et al�
 �����


ou bien modi�� a�n d	adapter ou d	augmenter le nombre de degr�s de libert� �Sz�kely et al�
 ����b�


� http���www�microsoft�com�products�hardware�sidewinder�force�feedback�default�htm

�� http���www�immersion�com�entertainment�html

�� http���www�sensable�com�products�phantom�htm
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Sz�kely et al�
 ����a� Mor
 ������ En�n
 d	autres �quipes pr�f�rent d�velopper leurs propres syst�mes

� retour d	e�ort de mani�re � en ma triser toutes les caract�ristiques et pouvoir les faire �voluer en

fonction de leurs besoins �K(hnapfel et al�
 ����� )akmak et K(hnapfel
 ����� Lamy et Chaillou


����� Suzuki et al�
 ������

�	
	� Le �Laparoscopic Impulse Engine�

Pour notre simulateur
 nous avons choisi d	utiliser le �Laparoscopic Impulse Engine� d�velopp�

par la soci�t� am�ricaine Immersion Coorporation� Ce syst�me � retour d	e�ort a pour avantage

d	avoir �t� d�velopp� sp�cialement pour la simulation de chirurgie en laparoscopie� Ainsi
 il poss�de

une ergonomie parfaite pour cette application � on voit sur la �gure ���� que la poign�e de la pince est

la r�plique parfaite de celle des v�ritables instruments de chirurgie �voir �gure � de l	introduction��

De plus on retrouve les � degr�s de libert� dont dispose le chirurgien � le d�placement dans les

trois directions de l	espace �on retrouve le mouvement contraint par le passage par un point �xe�


la rotation autour de l	axe de l	instrument et l	ouverture+fermeture de la pince� Les � degr�s de

libert� correspondant aux d�placements sont �quip�s en retour d	e�ort via un syst�me de moteurs

�lectriques et de c'bles� L	utilisateur dispose d	une translation de ��� mm pour ins�rer et retirer

l	instrument et d	un d�battement de �� degr�s par rapport � la verticale� La force maximale qui peut

�tre appliqu�e sur l	instrument est d	environ � N
 pour des frottements m�caniques qui n	exc�dent

pas ���� N�

Fig� ���� ! Le �Laparoscopic Impulse Engine��

On observe sur la droite des photos de la �gure ���� un petit co�ret noir� Il contient toute

l	�lectronique n�cessaire au fonctionnement de l	instrument
 c	est
�
dire en particulier les ampli�


cateurs permettant de commander les trois moteurs du retour d	e�ort� Ce bo tier est reli� � un

PC par l	interm�diaire d	une carte contenant les convertisseurs analogique+num�rique et num�


rique+analogique� Ces convertisseurs permettent
 dans un sens
 de communiquer les informations

de position de l	instrument �position
 angle et ouverture de la pince� � l	ordinateur et
 dans l	autre

sens
 de recevoir et d	appliquer des forces�
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�	
	� L�interface de communication

Comme c	est souvent le cas lorsqu	on utilise un syst�me � retour d	e�ort
 nos instruments sont

g�r�s par un second ordinateur reli� � l	ordinateur principal par un r�seau ethernet� Il y a plusieurs

raisons � ce choix� La premi�re est historique� L	ordinateur principal doit avoir une puissance gra


phique cons�quente puisqu	il doit �tre capable d	a�cher des sc�nes complexes
 compos�es d	objets

d�formables
 � une fr�quence correspondant au temps r�el visuel
 c	est
�
dire ��
�� Hz� Pour cela


la premi�re version du simulateur d�velopp� au sein du projet Epidaure par St�phane Cotin �Cotin


����� utilisait une station graphique SGI Onyx� IR� Or
 � l	�poque
 un LIE ne pouvait se raccorder

sur un ordinateur que par l	interm�diaire d	une carte au format ISA 	
 disponible uniquement sur les

PC� Le simulateur �tait alors constitu� de l	Onyx�
 reli� � un PC g�rant le syst�me � retour d	e�ort�

Or l	Onyx�
 ainsi que la majorit� des stations graphiques performantes
 sont extr�mement on�reuses

et un simulateur ne fonctionnant que sur ce type de machine semble di�cile � implanter en milieu

hospitalier en vue d	une �valuation� C	est donc dans un souci de �d�mocratisation� et de facilit�

d	installation de notre simulateur
 que nous nous sommes dirig�s
 il y a environ deux ans
 vers une

solution tout PC� L	id�e �tait alors de n	utiliser qu	un seul PC pour le calcul des d�formations et la

gestion du syst�me � retour d	e�ort� Mais un autre probl�me se pose alors� Le sch�ma de fonction


nement du simulateur met en %uvre deux boucles asynchrones
 une pour l	a�chage et l	autre pour

le retour d	e�ort
 dont les fr�quences de remise � jour sont tr�s di��rentes �voir paragraphe �������

On ne peut donc pas les faire fonctionner sur un seul processeur� Or des tests nous ont montr�s

que m�me sur un PC bi
processeur fonctionnant sous linux
 il �tait aujourd	hui impossible de faire

tourner en parall�le deux boucles dont les fr�quences peuvent atteindre ��� Hz �sur un pentium III

��� MHz bi
processeur
 on ne peut pas garantir le fonctionnement simultan� de deux processus �

une fr�quence sup�rieure � �� Hz�� Nous avons donc conserv� l	architecture partag�e
 mais cette fois

avec deux PC
 un pour la boucle de calcul des d�formations et l	a�chage
 et l	autre pour g�rer la

boucle de retour d	e�ort� Ces deux ordinateurs �tant reli�s par un r�seau ethernet
 nous avons mis

en place un protocole de communication que nous allons d�crire maintenant�

	������ Description du protocole de communication

Le but de cette interface de communication est de permettre � deux boucles asynchrones d	�chan


ger des informations� Si on suit le cheminement logique de l	information
 on obtient le sch�ma de

fonctionnement suivant �voir �gure ����� �

� Une premi�re boucle lit les informations g�om�triques du LIE �position
 angle
 ouverture de

la pince� et les envoie en direction de la boucle de simulation� Cet envoi des positions se fait

� une fr�quence de l	ordre de ��� Hz�

� Sur l	ordinateur supportant la simulation
 une boucle re�oit les informations g�om�triques du

LIE et les stocke dans une zone de m�moire partag�e
 � la m�me fr�quence de ��� Hz�

� La boucle principale de simulation lit la position de l	instrument dans la zone de m�moire

�� Integrated Systems Architecture
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partag�e et
 apr�s calcul
 renvoie la force exerc�e sur l	instrument vers l	ordinateur qui g�re

le retour d	e�ort� La fr�quence de fonctionnement de cette boucle d�pend du comportement

biom�canique et de la complexit� du mod�le d�formable�

� En�n
 une boucle de lecture r�cup�re alors cette force et la stocke dans une seconde zone de

m�moire partag�e contenant l	historique des forces appliqu�es
 qui servira � estimer la force

qui doit �tre appliqu�e sur le syst�me � retour d	e�ort�

� Le fonctionnement de la boucle d	extrapolation sera d�taill� au paragraphe ������

R
s
e
a
u

Position

Force

Modèle déformableRetour d’effort

éBoucle
d’extrapola−

tion des
forces

Position

de lecture et
d’envoi des

Boucle

positions

Boucle

d’actualisation
des forces

des forces
Historique

Sémaphore

de réception et

Sémaphore

des positions
d’actualisation

Boucle de

Boucle
de

simulation

réception et

Laparoscopic
Impulse Engine

Fig� ���� ! Protocole de communication entre la boucle du retour d	e�ort et la boucle de simulation�

via le r�seau�

Certaines caract�ristiques de cette interface de communication m�ritent d	�tre un peu plus d�


taill�es �

� L�initialisation 
 Les deux parties du simulateur fonctionnant sur deux ordinateurs di��rents


il est n�cessaire de pr�voir une phase d	initialisation et de synchronisation des boucles d	envoi

et de r�ception des informations� Lorsque les programmes sont lanc�s sur chaque ordinateur


ils cr�ent chacun de leur cot� les sockets de communication et envoient en direction de l	autre

un message d	amor�age ��wake up��� Le premier qui re�oit ce message passe en mode actif

et renvoie � l	autre l	ordre de faire de m�me� L	�change d	information peut alors commencer�

Ce genre de proc�dure d	initialisation permet de ne pas se soucier de l	ordre dans lequel les

programmes sont lanc�s�

� Les autres informations �chang�es 
 En plus des messages d	initialisations et les �changes

de positions et de forces
 d	autres �changes de messages sont n�cessaires au bon fonctionnement

du simulateur� Tout d	abord
 il y a la possibilit� d	interrompre un des deux programmes�

Le programme qui s	arr�te envoie alors � l	autre un message soit pour qu	il se mette en

attente d	une nouvelle initialisation
 soit pour qu	il s	arr�te lui aussi� D	autre part
 la boucle

de simulation a la possibilit� de r�gler la fr�quence d	envoi des positions� Il y a alors un nouvel
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�change de messages a�n que toutes les boucles se synchronisent � la m�me fr�quence� En�n


la boucle de simulation avertit le syst�me � retour d	e�ort au d�but et � la �n de chaque phase

o$ un outil est e�ectivement en collision avec le mod�le d�formable� Ces informations sont

n�cessaires � la bonne estimation de la force � appliquer sur le LIE�

� Les zones de m�moire partag�es 
 Ce sont des espaces de m�moire qui vont �tre partag�s

par deux processus ind�pendants et asynchrones� Les donn�es pr�sentes dans cette zone sont

alors surveill�es par un s
maphore� Ainsi
 d�s qu	un des processus acc�de � ces donn�es


simplement pour les lire ou pour les modi�er
 le s�maphore emp�che tout autre acc�s
 et ce


tant que le processus n	a pas �lib�r�� l	acc�s� Cela permet en particulier de ne pas lire une

information qui est en train d	�tre modi��e�

	������ Performances et perspectives

Malgr� l	utilisation du r�seau commun � tout le laboratoire
 les performances de cette boucle de

communication sont satisfaisantes
 sauf lorsque qu	un gros transfert de donn�es intervient durant

la simulation� Pour pallier ce probl�me
 nous testons le temps mis par les boucles pour lire les

messages sur les sockets
 et lorsque la lecture est trop longue
 la boucle a�che un message � l	�cran

et supprime le retour d	e�ort a�n de ne pas endommager les LIE�

Un des param�tres importants pour la performance de cette communication est le contr�le de la

latence� Par latence
 nous entendons le temps �coul� entre l	envoi d	une position de l	instrument et le

retour de la force associ�e � cette position de l	instrument� Cette latence comprend bien �videmment

le temps de calcul de la d�formation
 qui peut aller jusqu	� ����s ��� Hz�
 mais elle doit rester le plus

pr�s possible de cette valeur� Dans la pratique
 la latence due au transit par le r�seau est presque

n�gligeable
 puisque pour une fr�quence de communication de ��� Hz
 elle est comprise entre ������

et ���� sec
 avec une valeur moyenne autour de ����� sec�

Les am�liorations futures ne porteront donc pas sur la latence
 mais plut�t sur la stabilit� de

fonctionnement� A�n de ne plus �tre tributaire du tra�c du r�seau g�n�ral du laboratoire
 une pre


mi�re solution sera d	installer une seconde liaison ethernet directe entre les deux ordinateurs� Une

solution encore plus pratique serait d	avoir un noyau linux �temps r�el� install� sur un PC multipro


cesseurs
 ce qui permettrait de faire fonctionner toutes les boucles au sein d	un m�me programme


en s	a�ranchissant du passage au travers du r�seau� En�n
 il existe une derni�re possibilit�
 puisque

les LIE sont aujourd	hui fournis avec une carte au format PCI �
� Il est donc possible de les bran


cher directement sur notre Onyx� bi
processeur
 qui est pr�vue pour faire fonctionner des boucles

asynchrones en temps r�el� Mais on revient alors au probl�me de d�part pos� par le prix d	une telle

machine���

��� Peripheral Component Interconnect
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�	
	
 Le probl
me du retour d�e�ort

La mod�lisation du toucher et de la sensation de force apportent beaucoup de r�alisme dans

des applications telles que la simulation de chirurgie� Mais ces sujets comportent encore beaucoup

de probl�mes non r�solus mais dont les d�bouch�s semblent prometteurs �Srinivasan et Basdogan


������

Dans ce paragraphe
 nous abordons le probl�me de la fr�quence de simulation n�cessaire pour

obtenir une bonne sensation de retour d	e�ort�

	������ Description du probl
me

Nous avons vu que les dispositifs � retour d	e�ort sont nombreux sur le march�
 et qu	ils poss�dent

des qualit�s techniques permettant leur utilisation dans de nombreuses applications de simulation�

Parall�lement
 nous avons pr�sent� des mod�les d�formables permettant de simuler
 en temps r�el


des d�formations et des d�coupes r�alistes d	objets aux formes g�om�triques complexes� Mais ces

mod�les d�formables fonctionnent � ce que nous appelons le �temps r�el visuel�
 c	est
�
dire environ

�� Hz� En e�et
 � cette fr�quence d	a�chage
 la r�manence r�tinienne donne une impression de

continuit� du mouvement et des d�formations� Par contre
 ces mod�les d�formables restent trop lents

pour �tre coupl�s directement � un syst�me � retour d	e�ort� En e�et
 le �temps r�el haptique�
 c	est


�
dire la fr�quence � partir de laquelle une variation de force nous semble continue
 est beaucoup

plus �lev�e
 puisque le sens du toucher est beaucoup plus pr�cis que celui de la vue� Les fr�quences

� atteindre sont comprises entre ��� Hz pour une interaction avec un objet mou et �� kHz pour

mod�liser un contact rigide�

Dans la litt�rature
 on trouve deux approches principales permettant d	atteindre le temps r�el

haptique �

� La premi�re consiste � calculer les forces de mani�re empirique �Basdogan et al�
 �����
 par

exemple en utilisant une force proportionnelle � la profondeur de p�n�tration de l	instrument

dans l	objet� Le principal probl�me de cette technique est que la force n	a aucune r�alit�

physique
 puisqu	elle n	est pas d�duite du calcul de la d�formation�

� L	autre possibilit� est d	utiliser un mod�le physique simpli��� Cette simpli�cation peut se

faire dans deux directions
 soit en diminuant la taille du maillage repr�sentant l	objet �Burdea

et al�
 �����
 soit en faisant le plus de pr�
calculs possible �voir le mod�le pr�
calcul� au

paragraphe �������

Nous proposons une solution di��rente
 bas�e sur les caract�ristiques du mouvement humain�

Il a �t� montr� �Brooks
 ����� que si le sens du toucher est pr�cis �on peut sentir des vibrations

jusqu	� �� kHz
 et les variations d	une force entre �� et ��� Hz�
 les gestes
 en revanche
 sont

assez lents puisqu	il est possible de les �chantillonner de mani�re convenable autour de �� Hz� Les

forces appliqu�es sur un syst�me � retour d	e�ort doivent donc �tre remises � jour � une cadence

�lev�e� Mais
 puisqu	elles sont directement reli�es aux mouvements de l	utilisateur
 on sait que ces

forces vont �voluer lentement� L	id�e est donc de se contenter de calculer des forces � une fr�quence
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relativement basse �autour de �� Hz� et d	estimer la force que l	on va appliquer au syst�me � retour

d	e�ort entre deux calculs successifs de la force�

	������ L�extrapolation des forces

Comme nous l	avons d�crit au paragraphe �����
 l	architecture de notre prototype de simulateur

comprend deux boucles principales �la boucle de calcul de la d�formation et la boucle de retour

d	e�ort� qui �changent des informations� Ainsi
 la boucle de simulation envoie � la boucle de retour

d	e�ort la force qui doit �tre exerc�e sur l	outil� & partir de ces forces fournies � une fr�quence de

l	ordre de �� Hz jusqu	� l	instant tn
 nous voulons estimer la force entre l	instant tn et l	instant

tn�� a�n de l	appliquer sur l	instrument � une fr�quence comprise entre ��� et ��� Hz� Une solution

aurait �t� d	introduire un d�lai suppl�mentaire a�n d	attendre la valeur de la force � l	instant tn��
 et

ensuite d	interpoler les valeurs de la force entre ces deux valeurs �Zhuang et Canny
 ����� Zhuang et

Canny
 ������ Mais deux probl�mes importants nous ont dissuad�s d	utiliser cette m�thode� D	abord


le d�lai entre le mouvement de l	instrument et l	application de la force devient trop important et

entra ne une d�synchronisation qui pr�sente une g�ne pour l	utilisateur� Ensuite
 rien de garantit

que le pas de temps de simulation
 et donc l	intervalle entre deux valeurs de la force
 soit constant


ce qui complique l	interpolation et n�cessite d	augmenter encore le d�lai� C	est pourquoi nous avons

d�cid� d	estimer la force � tout instant en extrapolant les forces qui viennent d	�tre calcul�es par la

boucle de simulation�

La boucle de simulation nous fournit donc une s�rie triplets �tn	 Pn	 Fn�
 repr�sentant la force

Fn appliqu�e sur l	instrument � l	instant tn
 lorsqu	il se trouve � la position Pn� L	intervalle de

temps s�parant deux triplets est de l	ordre de ���� s �temps r�el visuel� et n	est pas n�cessairement

constant� Nous devons donc choisir une fonction d	extrapolation F�t� qui fournira une estimation

de la force appliqu�e sur l	instrument � tout instant t �tn � t � tn���
 � partir des donn�es connues

jusqu	� l	instant tn � f�ti	 Pi	 Fi�	 i � 
��ng�

Une m�thode tr�s populaire pour ce genre d	estimation est le �ltrage de Kalman� En e�et
 cette

m�thode est d��nie dans la pr�face de �Chui et Chen
 �����
 comme un processus d	estimation d	un

�tat optimal
 qui donne un algorithme lin�aire
 non biais� et robuste pour estimer un �tat inconnu

d	un syst�me dynamique � partir de donn�es discr�tes bruit�es acquises en temps r�el� Mais dans

notre cas
 l	absence de perturbations al�atoires nous a conduit vers des mod�les d	extrapolation

relativement simples�

A�n de valider notre approche
 nous avons test� plusieurs m�thodes d	extrapolation
 que nous

allons d�crire maintenant�

Extrapolation constante

La mani�re la plus simple d	estimer la valeur d	une donn�e est de la consid�rer �gale � sa

derni�re valeur connue �
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Fcte�t� � Fn

tn � t � tn�

Fn−1

Fn

t t tnn−1

Fcte (t)

Temps

Force

Fig� ���	 � Extrapolation constante�

Cette m�thode d	extrapolation a plusieurs avantages� Tout d	abord
 elle ne n�cessite aucun

calcul� De plus
 comme toutes les forces appliqu�es r�sultent du calcul de la d�formation
 on est

s#r d	appliquer uniquement des forces valides� Il n	y a aucun risque d	appliquer une force erron�e

qui
 si elle est trop grande
 risquerait d	endommager le LIE� En�n
 cette m�thode correspond au

fonctionnement de base du LIE� Par contre
 elle donne une estimation qui est fausse d�s que la force

varie d	un instant � l	autre� Son principal d�faut est l	aspect discontinu �en marches d	escalier� des

forces estim�es
 qui donne la sensation de toucher une surface rugueuse�

Extrapolation lin�aire en fonction du temps

Une autre fa�on d	estimer la valeur courante d	un signal qui varie en fonction du temps est

de l	extrapoler lin�airement en fonction du temps� Cela consiste � consid�rer que le signal va

continuer � varier dans les m�mes proportions qu	entre les deux instants pr�c�dents �

Ftps�t� � Fn �
t� tn

tn � tn��
�Fn � Fn���

tn � t � tn�

Fn−1

Fn

t t tnn−1

F
tps(t)

Temps

Force

Fig� ���
 � Extrapolation lin
aire en fonction

du temps�

Cette m�thode donne des r�sultats bien meilleurs que la premi�re� En particulier
 on ressent

nettement moins de discontinuit�s� Par contre
 on doit faire face � un nouveau probl�me� Comme

les forces appliqu�es n	ont pas �t� directement calcul�es par la boucle de simulation
 elle peuvent
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�tre arbitrairement grandes� Ces pics de forces
 qui sont des erreurs
 se produisent notamment

lorsque le pas de temps augmente de mani�re signi�cative�

Nous avons donc essay� de trouver une m�thode plus robuste�

Extrapolation lin�aire en fonction de la position

L	id�e est d	utiliser une information plus pertinente que le temps pour estimer la force� Dans la

boucle de simulation
 le d�formation du mod�le est due � son contact avec l	outil de chirurgie� Et

donc la force qu	exerce en retour le mod�le d�formable sur l	instrument est directement reli�e � la

position de l	instrument� Or on peut conna tre la position de l	outil aussi souvent qu	on le d�sire �la

bande passante du LIE en lecture est sup�rieure � ���� Hz�� Nous allons donc estimer la force non

pas en fonction du temps qui s	est �coul� depuis la donn�e de la derni�re force
 mais en fonction du

d�placement subi par l	instrument�

Le raisonnement est le suivant �

� & partir des positions Pn�� et Pn de l	instrument aux instants tn�� et tn
 on construit une

droite qui approxime localement le mouvement de l	instrument�

� On projette alors la position courante P de l	instrument sur cette droite pour obtenir le point

P�
 qui est une estimation de la position qu	aurait eu l	instrument s	il avait continu� selon la

trajectoire d��nie par les deux instants pr�c�dents�

� On utilise alors les rapports des longueurs s�parant les points Pn��
 Pn et P� pour estimer la

force qu	il faut appliquer au syst�me � retour d	e�ort�

Fpos�t� � Fn �
kP� �Pnk

kPn �Pn��k
�Fn � Fn���

tn � t � tn�

Pn

Pn−1

Fn

Fn−1

posF

P’

(t)P

Fig� ���� � Extrapolation lin
aire en fonction

de la position�

Nous avons int�gr� ces trois m�thodes d	extrapolation � notre simulateur de chirurgie� A�n de

les �valuer et de les comparer
 nous avons r�alis� plusieurs exp�riences
 dont nous allons maintenant
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donner les r�sultats�

	������ R�sultats

La premi�re exp�rience que nous avons r�alis�e a �t� de se placer dans les conditions de simula


tion
 et d	activer tour � tour les di��rentes m�thodes d	extrapolation
 a�n d	e�ectuer une �valuation

qualitative bas�e sur le r�alisme du retour d	e�ort obtenu� Comme on peut s	y attendre
 l	extrapo


lation constante donne une sensation de granularit� de la force qui diminue nettement le confort

d	utilisation� L	extrapolation lin�aire en fonction du temps apporte une nette am�lioration en don


nant une sensation de continuit� tr�s r�aliste� Cependant
 quelques pics de force interviennent de

temps en temps
 en particulier si le pas de temps varie de mani�re importante� L	extrapolation li


n�aire en fonction de la position am�liore encore la sensation de continuit� de la force en diminuant

notablement les pics de force dus aux erreurs d	estimation� On peut expliquer cette am�lioration

de la mani�re suivante� Pour l	extrapolation en fonction du temps
 on fait l	hypoth�se que la force

varie lin�airement en fonction du temps� Si l	on admet que la force est reli�e au mouvement de

l	instrument
 cela veut dire que l	on fait l	hypoth�se d	un mouvement de l	instrument lin�aire et

surtout uniforme� Par contre dans le cas de l	extrapolation en fonction de la position
 on se limite �

un mouvement qui est certes lin�aire
 mais plus uniforme puisque le temps n	entre plus en jeu� La

di��rence entre les deux m�thodes lin�aires est donc que l	une permet une variation de la vitesse de

l	instrument
 alors que l	autre fait l	hypoth�se d	une vitesse constante en fonction du temps� L	hy


poth�se de base de l	extrapolation lin�aire en fonction de la position �tant moins contraignante
 il

est normal qu	elle engendre moins d	erreurs�

Cependant
 cette �valuation bas�e sur la sensation n	est pas parfaitement objective� Aussi
 nous

avons mis en place une s�rie d	exp�riences permettant une comparaison plus quantitative des dif


f�rentes m�thodes
 ainsi qu	un calcul des erreurs d	extrapolation commises� Pour cela nous avons

enregistr�
 durant des sessions de simulation
 la position de l	instrument
 la force appliqu�e et le

temps en sortie de la boucle de simulation� Nous obtenons ainsi un �chantillon de simulation que

nous allons pouvoir soumettre � nos m�thodes d	extrapolation� Nous avons utilis� un mod�le d�


formable relativement simple
 a�n de faire une acquisition des donn�es � une fr�quence de �� Hz�

Nous avons pu ainsi sous
�chantillonner ces donn�es a�n d	en choisir la fr�quence� Ces donn�es ont

�t� interpol�es � posteriori� Cette interpolation servira de r�f�rence pour le calcul des erreurs� La

�gure ���� pr�sente un exemple d	�chantillons de simulation sous
�chantillonn�s � fois �pour obtenir

la fr�quence de �� Hz�� A�n de faciliter la repr�sentation
 nous ne consid�rons les forces que dans

le plan �y	z� en fonction du temps� Les lignes repr�sentent les �chantillons enregistr�s et le trait

gras l	interpolation de ces �chantillons� Sur la gauche de la �gure
 nous proposons une d�composi


tion polaire de la force �norme et angle par rapport � l	axe des z� qui sera utilis� dans le reste du

paragraphe�

Nous avons donc soumis l	enregistrement sous
�chantillonn� � �� Hz � nos trois m�thodes d	ex


trapolation� Les r�sultats obtenus sont pr�sent�s
 sous forme polaire
 sur la colonne de gauche de

la �gure ����� L	erreur
 c	est
�
dire la di��rence entre la force extrapol�e et la force interpol�e est
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Fig� ���� ! Repr�sentation des donn�es enregistr�es en sortie de la boucle de simulation ��� Hz�� et

de leur interpolation a posteriori ���� Hz��

repr�sent�e
 elle aussi en polaire sur la colonne de droite� Ces r�sultats montrent assez nettement la

sup�riorit� de l	extrapolation lin�aire en fonction de la position�

Nous avons r�alis� de nombreuses exp�riences comparables
 en faisant varier la fr�quence de

simulation et la vitesse de l	instrument� C	est toujours l	extrapolation en fonction de la position

qui a donn� les meilleurs r�sultats� Mais nous avons pu en plus faire ressortir l	importance du rap


port entre la vitesse de l	instrument et la fr�quence de simulation� En e�et
 ce rapport conditionne

l	�chantillonnage spatial du mouvement de l	instrument
 c	est
�
dire la distance parcourue par l	ins


trument entre deux �chantillons� Si cette distance est trop grande
 l	hypoth�se d	un mouvement

lin�aire entre chaque �chantillon ne sera pas v�ri��e
 et la m�thode fonctionnera mal� En observant

des enregistrements d	op�rations en laparoscopie et en reproduisant des gestes similaires sur notre

simulateur
 nous obtenons des vitesses du bout de l	instrument de l	ordre du centim�tre par seconde�

Or nos tests nous ont montr� qu	un �chantillonnage spatial du mouvement de l	instrument de l	ordre

de ��� mm garantit une bonne qualit� de l	extrapolation� Or un tel �chantillonnage correspond dans

l	exemple d�crit par le tableau ���
 � une fr�quence de simulation de �� Hz pour une vitesse moyenne

de l	instrument de ���cm�s�

De plus
 nous avons v�ri��
 sur di��rents exemples
 que les erreurs maximales de l	extrapolation

lin�aire en fonction de la position intervenaient syst�matiquement � des moments o$ la vitesse de

l	instrument �tait �lev�e c	est
�
dire
 pour une fr�quence donn�e
 � un moment o$ l	�chantillonnage

du mouvement devenait insu�sant�

A�n de comprendre parfaitement d	o$ venaient les erreurs les plus importantes
 nous avons

fait des enregistrements avec des mouvements de l	instrument rapides et saccad�s� L	exemple de la

�gure ���� regroupe les di��rentes causes d	erreurs que nous avons identi��s�

En ①
 on observe une forte variation de l	angle de la force� En fait
 cet instant correspond �

une inversion du sens de la force
 puisque la norme passe presque par z�ro� L	erreur induite par
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Fig� ���� ! Comparaison des trois m�thodes d	extrapolation et de leurs erreurs respectives�
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Vitesse moyenne ����� ms��

Vitesse max� ����� ms��

Fr�quence �� Hz

�chantillonnage spatial ��� mm

m�thode erreur moyenne erreur maximale force maximale

constante ��� - �� - ��� -

lin�aire en temps ��� - � - ��� -

lin�aire en position ��� - � - ��� -

Tab� ��� ! Calcul des erreurs li�es � l	extrapolation lors d	une session de simulation

0

2

4

6

8

10

12

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

1 2

3

Angle

Norme

Erreur sur l’angle

Erreur sur la norme

Temps

Erreurs

Fig� ���� ! Interpr�tation des di��rentes sources d	erreurs importantes�
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cette forte variation de la direction de la force n	est pas importante
 puisqu	elle intervient � un

instant de la simulation o$ la norme est tr�s faible� On ne la ressentira absolument pas� L	erreur ②


en revanche
 est nettement perceptible� Entre les deux instants pr�c�dant cette erreur
 la force et

surtout la position n	ont pas chang�es� L	extrapolation ne poss�de alors plus d	informations pour

estimer les forces � venir� Ce probl�me se pose d�s que l	instrument s	immobilise
 ce qui est quand

m�me relativement rare car l	instrument est dirig� par l	utilisateur qui peut di�cilement le maintenir

parfaitement immobile� Nous traitons ce cas particulier simplement en ne tenant pas compte des

�chantillons pour lesquels la position n	a pas chang� par rapport � l	instant pr�c�dent�

Par contre
 l	erreur ③ n	est pas contr�lable
 car elle correspond simplement � une vitesse trop

�lev�e de l	instrument� C	est donc bien le point cl� pour contr�ler les erreurs de la m�thode d	ex


trapolation lin�aire en fonction de la position� Pour une fr�quence de simulation donn�e
 on ne doit

pas d�passer une certaine vitesse de l	instrument
 a�n de pr�server un �chantillonnage spatial du

mouvement su�sant �c	est
�
dire
 d	apr�s nos exp�riences
 inf�rieur � ��� mm��

��� Conclusions

Dans ce chapitre
 nous avons pr�sent� di��rents �l�ments qu	il faut d�velopper autour d	un

mod�le d�formable pour construire un v�ritable simulateur de chirurgie laparoscopique sur le foie�

Nous avons commenc� par d��nir les outils virtuels avec lesquels l	utilisateur va e�ectuer des gestes

chirurgicaux sur le mod�le de foie� Nous avons choisi ensuite une m�thode de d�tection de collision

particuli�rement e�cace que nous avons mis � pro�t a�n de mod�liser tr�s pr�cis�ment le contact

entre un instrument et la surface du foie� Nous avons propos� un algorithme de traitement de la

collision tenant compte des comportements di��rents que peuvent avoir le manche et l	extr�mit�

de l	instrument� De plus
 nous avons mod�lis� plusieurs gestes de base et nous nous sommes par


ticuli�rement int�ress�s au probl�me de la d�coupe
 pour lequel nous apportons une m�thode de

ra�nement local du maillage qui am�liore nettement le r�alisme�

Nous avons ensuite abord� le probl�me de l	utilisation d	un syst�me � retour d	e�ort� L	archi


tecture de notre prototype de simulateur �tant distribu�e sur deux ordinateurs
 un pour le calcul de

la d�formation et l	a�chage
 l	autre pour la gestion de l	instrument � retour d	e�ort
 nous avons �t�

amen�s � d�velopper une interface de communication� Un protocole adapt� permet aux programmes

fonctionnant sur chacun des ordinateurs de se synchroniser et d	�changer des informations de force

et de position avec un minimum de latence et un contr�le des performances�

En�n
 nous proposons une m�thode permettant de r�concilier les temps de calcul des mod�les

d�formables physiques r�alistes avec les fr�quences �lev�es de remise � jour des forces n�cessaires

pour l	utilisation de syst�mes � retour d	e�ort� Cette m�thode tient compte de la sensibilit� du sens

du toucher
 ainsi que des caract�ristiques des mouvements humains� Elle est fond�e sur une boucle

fonctionnant � haute fr�quence �,��� Hz� qui extrapole les forces calcul�es par la boucle de simu


lation qui fonctionne � une fr�quence de �� Hz� Nous avons test� trois fonctions d	extrapolation �

l	extrapolation constante
 l	extrapolation lin�aire en fonction du temps
 et une fonction plus origi
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nale d	extrapolation lin�aire en fonction de la position
 qui met � pro�t la possibilit� de conna tre la

position de l	instrument � n	importe quel instant� De nombreux tests ont montr� que cette derni�re

m�thode donne de tr�s bons r�sultats d�s lors que l	�chantillonnage spatial du mouvement de l	ins


trument est su�samment �n
 c	est
�
dire pour une fr�quence de simulation donn�e
 que la vitesse

de l	instrument n	est pas trop grande� Cela nous a permis de conclure que pour la vitesse des gestes

des chirurgiens
 qui est de l	ordre de quelques centim�tres par secondes
 une boucle de simulation

fonctionnant en temps r�el visuel �environ �� Hz� permet de produire un retour de bonne qualit�

gr'ce � l	extrapolation lin�aire en fonction de la position�
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Chapitre 	

Simulation de chirurgie h�patique avec

retour d�e
ort � sch�ma d��laboration

A
pr�s avoir pr�sent�� dans les chapitres pr�c��

dents� les di��rents travaux que nous avons

e�ectu�s autour du th�me de la simulation de chi�

rurgie� nous nous attardons un peu sur le processus

global d
�laboration� qui va de la construction du

maillage jusqu
� la simulation de quelques gestes

chirurgicaux�
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	�� Introduction

En dehors des di��rents d�veloppements que nous avons expos�s tout au long de ce manuscrit


la mise au point d	un sc�nario de simulation comprend un certain nombre d	�tapes que nous avons

jusque
l� laiss�es dans l	ombre� A�n de r�parer cette injustice
 nous consacrons la premi�re partie

de ce chapitre aux aspects pratiques et techniques n�cessaires � la construction d	un maillage de

l	organe qui nous int�resse
 et au choix des coe�cients d	�lasticit� et des conditions aux bords� La

seconde moiti� de ce chapitre propose une description un peu plus d�taill�e de quelques �modules

de simulation��

	�� Fabrication du maillage

Le projet Epidaure poss�de une grosse exp�rience du traitement des images m�dicales� En par


ticulier
 de nombreux travaux ont �t� men�s sur la segmentation des images
 c	est
�
dire la d�li


mitation des structures anatomiques d	int�r�t� Ainsi J� Montagnat � a d�velopp� durant sa th�se

�Montagnat
 ����� un mod�le de surface d�formable utilisant des informations extraites de l	image


des contraintes de r�gularit� et une notion de forme a priori
 pour venir d�limiter les contours

de l	organe choisi� Cette m�thode permet
 entre autres
 de reconstruire la surface du foie � partir

d	images scanner X ��gure �����

�a� Trace de la surface d�formable dans une

des coupes du scanner�

�b� Surface segment�e du foie�

Fig� ��� ! Extraction de l	enveloppe externe du foie � partir d	un scanner �Montagnat� ������

Il est ensuite possible de reconstruire d	autres structures int�ressantes � l	int�rieur du foie� C	est

par exemple la cas des vaisseaux sanguins et des �ventuelles tumeurs ou l�sions� Les vaisseaux

�� J� Montagnat � http���www�sop�inria�fr�epidaure�personnel�Johan�Montagnat�montagnat�html
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sanguins
 et en particulier le r�seau porte
 ont une grande importance anatomique
 puisqu	ils vont

conditionner la subdivision du foie en plusieurs segments� Un segment repr�sente une zone du foie

qui est irrigu�e par la m�me branche du r�seau h�patique� Cela signi�e qu	en cas d	op�ration chi


rurgicale visant � supprimer une partie du foie
 il faut imp�rativement supprimer le ou les segments

concern�s dans leur int�gralit�� L� Soler � a travaill�
 durant sa th�se �Soler
 �����
 sur la d�com


position automatique du foie en segments � partir de la reconstruction de l	arbre portal �r�seau

de rami�cations de la veine porte � l	int�rieur du foie�� Sa m�thode permet aussi de d�tecter les

structures pathologiques et ainsi de proposer au chirurgien un outil de plani�cation pr�op�ratoire

qui lui indique quels sont les segments qui doivent �tres retir�s �voir �gure �����

�a� Segmentation de la veine porte et de ses

rami�cations�

�b� D�composition du foie en segments ana�

tomiques�

�c� Segmentation d	une l�sion qui peut alors �tre positionn�e par rapport aux segments et aux

vaisseaux du foie�

Fig� ��� ! Segmentation des vaisseaux et des �ventuelles l�sions en vue d	une aide � la plani�cation

chirurgicale �Soler� ������

�� L� Soler � http���www�virtual�surg�com�equipe�soler�htm
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Cette segmentation nous fournit donc la surface du foie ou les segments sous la forme d	une

triangulation� Mais ces maillages tr�s pr�cis comportent souvent un grand nombre de triangle� Nous

devons donc commencer par les d�cimer� Nous utilisons pour cela un mailleur d�velopp� par le projet

Gamma � de l	INRIA Rocquencourt� Ce mailleur surfacique
 qui se nomme YAMS �Borouchaki

et Frey
 �����
 permet de modi�er le nombre de triangles utilis�s pour mod�liser une surface et

d	optimiser la position des sommets a�n de rendre la triangulation la plus homog�ne possible�

L	�tape suivante consiste � construire une t�tra�drisation � partir de cette surface� Pour cela
 nous

utilisons les mailleurs volumiques d�velopp�s eux aussi dans le projet GAMMA
 GHS�D �George


����� George
 ����b� et GAMHIC�D �George et Borouchahi
 ����� George
 ����a� �GHS�D est

distribu� par la soci�t� SIMULOG � sous le nom TetMesh ��� Ces mailleurs permettent de remplir

avec des t�tra�dres l	int�rieur d	une surface ferm�e� Lors de cette �tape
 il est aussi possible de

ma triser la r�solution du maillage �nal�

	�� D��nition du comportement biom�canique

En plus du maillage g�om�trique qui repr�sente le foie
 nous avons besoin de deux informations

suppl�mentaires pour faire fonctionner correctement nos mod�les d�formables� La premi�re est une

information rh�ologique
 puisqu	il faut donner aux coe�cients de Lam� des valeurs r�alistes� La

seconde est anatomique
 car nous devons conna tre les zones du foie qui peuvent �tre consid�r�es

comme �x�es�

�	
	� Coe�cients d��lasticit� � rh�ologie

Les coe�cients de Lam� s	expriment en fonction du module de Young et du rapport de Poisson

��quation ������ Le rapport de Poisson caract�rise l	incompressibilit� de mat�riau� Il faudra donc le

choisir le plus proche possible de 
��
 tout en prenant garde de ne pas rendre le sch�ma de r�solu


tion trop instable� Par contre
 le module de Young caract�rise r�ellement l	�lasticit� du mat�riau�

Malheureusement
 il est tr�s di�cile � mesurer sur un organe tel que le foie
 car il faut le faire in

vivo� En e�et
 le foie �tant rempli de sang
 il n	aura plus le m�me comportement ex�vivo
 une partie

du sang s	�tant �coul�e ou bien ayant coagul��

De nombreux travaux sont men�s sur la mesure des caract�ristiques biom�caniques d	organes


sur des humains ou sur des animaux �Davies et al�
 ����� Maa* et K(hnapfel
 ������

Une m�thode int�ressante est propos�e par Vuskovic et al� pour d�terminer de mani�re non in


vasive les valeurs des coe�cients �lastiques utilis�s dans les lois de comportement �Vuskovic et al�


����b� Vuskovic et al�
 ����a� Vuskovic et al�
 ����� Kauer et al�
 ������ Ils ont mis au point un

instrument
 qui se pr�sente sous la forme d	un tube prolong� d	une poign�e
 qui peut �tre utilis�

aussi bien en chirurgie ouverte
 en laparoscopie
 ou lors d	exp�riences ex�vivo� Le principe est de

�� Gamma � http���www�rocq�inria�fr�gamma�fra�htm

�� SIMULOG � http���www�simulog�fr�


� TetMesh � http���www�simulog�net�tetmesh�
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placer l	extr�mit� du tube sur la surface de l	organe
 et d	y exercer un force de succion� Une partie

de l	organe est alors aspir�e vers l	int�rieur du tube et une cam�ra enregistre le pro�l de la d�for


mation� Ce pro�l est par la suite reconstruit� Des mod�les d�formables
 bas�s sur les lois �lastiques

Neo
Hook�enne et de Veronda
Westmann �Veronda et Westmann
 ����� Fung
 �����
 sont ensuite

utilisis�s pour simuler la m�me exp�rience� Les coe�cients de ces mod�les sont alors ajust�s de ma


ni�re � retrouver exactement la m�me d�formation� Malheureusement
 les derni�res publications ne

font �tat que d	exp�riences pr�liminaires r�alis�es sur le rein� Ils obtiennent cependant des valeurs

du module de Young entre �

 et �

 Pa
 ce qui correspond assez bien aux valeurs propos�es par

d	autres �quipes�

Dans le cadre des projets AISIM et CAESARE que nous avons pr�sent�s dans le chapitre d	in


troduction
 M� Thiriet a regroup�
 sur un tr�s int�ressant cite internet consacr� � la rh�ologie du

foie �
 les r�sultats de travaux men�s par trois �quipes di��rentes� D� Dan a �tudi�
 durant sa th�se


le comportement du foie dans des conditions de chocs �Dan et Flaud
 ����� Dan
 ����� Dan et al�


������ Ses exp�riences ont �t� r�alis�es in vitro
 sur des �chantillons transfus�s� Elle a ainsi pu

d�terminer des valeurs du module de Young allant de �

 � �

 Pa pour une plage de d�forma


tions comprises entre � et �� - de la taille des �chantillons� Mais ces exp�riences furent men�es

en s�parant le parenchyme de la capsule de Glisson� Il est donc di�cile d	en d�duire une valeur

pour le foie complet� Une autre �tude a �t� men�e par F� Carter
 cette fois in vivo
 � l	aide d	un

instrument �quip� de capteurs de position et de force �Carter et Davies
 ����� Carter
 ������ Le foie

est alors consid�r� dans sa globalit�� Elle obtient alors un module d	�lasticit� de l	ordre de �
� Pa�

Une derni�re �tude men�e par K� Miller � �Miller
 �����
 � partir d	exp�riences r�alis�es par Melvin

et al� sur des foies de macaques isol�s mais perfus�s �vascularisation intacte� �Melvin et al�
 �����


donne des valeurs de l	ordre de � � �
� Pa�

On se rend bien compte de la variabilit� des r�sultats
 suivant les conditions de l	�tude et les

dispositifs exp�rimentaux� Il est donc tr�s di�cile de choisir une valeur en �tant s#r qu	elle soit

r�aliste� Pour nos simulations
 nous consid�rons que la valeur du module de Young est de l	ordre de

�
� � �
� Pa�

�	
	� Contraintes aux bords � anatomie

A�n de donner un aspect r�aliste aux d�formations de nos organes
 nous devons respecter les

conditions d	attachement
 c	est
�
dire les zones par lesquelles le mod�le est �x�� Comme la plupart

des organes abdominaux
 le foie n	est pas �x� � une partie du squelette� Il est simplement tenu en

place par les organes qui l	entourent
 � savoir la paroi abdominale
 les poumons
 l	estomac et les

intestins �voir �gure ����� Par contre
 lors d	une op�ration en laparoscopie
 l	abdomen du patient

est gon"� avec du gaz
 a�n de laisser de la place aux chirurgiens pour op�rer
 et le foie est un

peu d�gag� des organes qui l	entourent� Dans ces conditions
 la seule zone qui peut �tre consid�r�e


� http���www�rocq�inria�fr�Marc�Thiriet�Glosr�Bio�Foie�RheoFoie�html

�� K� Miller � http���www�mech�uwa�edu�au�kmiller�
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comme �xe se trouve sur la face ant�rieure
 et correspond au hile h�patique
 c	est
�
dire l	endroit o$

la veine cave et l	art�re h�patique entrent dans le foie et o$ les veines sus
h�patiques en repartent

�voir partie droite de la �gure �����

Foie

Poumons

Estomac

Intestin
Artère hépatique Veine porte

Veines sus−hépatiquesHile hépatique

Fig� ��� ! Quelques �l�ments d	anatomie� Positionnement du foie par rapport aux autres organes

de l	abdomen �� gauche� et d�tails du point d	attachement du foie au niveau du hile h�patique ��

droite��

C	est donc � cet endroit que nous avons �x� les sommets de notre maillage de foie
 comme on

peut le voir sur la �gure ���
 o$ les sommets marqu�s sont contraints � un d�placement nul�

Fig� ��� ! Sommets �x�s sur la partie ant�rieure du foie correspondant au hile h�patique�

Remarque 
 La plupart de ces informations proviennent du site internet d�velopp� par M� Thiriet


consacr� au foie �� Nous encourageons vivement toute personne s	int�ressant � cet organe d	aller le

visiter�

�� http���www�rocq�inria�fr�Marc�Thiriet�Glosr�Bio�Foie�index�html
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�	
	
 Probl
mes de validation

Un des probl�mes inh�rents aux outils informatiques appliqu�s au milieu m�dical
 est celui de la

validation� C	est encore plus vrai dans le cas de la simulation de chirurgie� Il n	existe
 en e�et
 aucun

moyen simple de v�ri�er que la d�formation que l	on va simuler est proche de ce qui se passerait

dans la r�alit�� Il faudrait
 pour cela
 �tre en mesure de reconstruire la d�formation subie par un

organe � l	int�rieur de l	abdomen du patient
 pour ensuite la comparer � ce qui est obtenu avec le

mod�le d�formable�

Cette limitation n	est
 en fait
 pas tr�s grave� Le but de notre simulateur n	est pas tant de

simuler la r�alit� � tout prix
 que de donner � l	utilisateur des sensations proches de celles qu	il

rencontrerait dans la r�alit�� L	�valuation du r�alisme d	un simulateur de chirurgie se fait donc

essentiellement sur des crit�res visuels
 et haptiques le cas �ch�ant� Nous sommes nous m�mes

nos premiers juges
 puisque chacun de nos d�veloppements est test� pour voir s	il apporte une

am�lioration signi�cative� La principale source de validation de nos travaux est ensuite le retour

que nous avons des autres utilisateurs et en particulier des chirurgiens
 dont les impressions et les

suggestions sont imm�diatement prises en compte a�n orienter nos futures recherches�

	�� Quelques scenarii

La grande "exibilit� d	utilisation de ce simulateur est due en grande partie � l	utilisation
 pour la

partie interface graphique
 d	un puissant outil de visualisation d�velopp� au sein du projet Epidaure�

Ce logiciel 
qui se nomme YAV
 est de conception modulaire� Les modules de base permettent la

visualisation de sc�nes �D
 �D et m�me �D� Sur cette base
 nous avons d�velopp� un module de

simulation
 qui contient tous les travaux que avons pr�sent�s dans ce manuscrit� La grande force

de YAV est l	utilisation du langage de script Tcl
 qui permet d	appeler
 par de simples commandes

en lignes
 les m�thodes C�� qui g�rent le processus de simulation� La �gure ��� montre la fen�tre

principale de l	interface utilisateur
 sur laquelle on peut voir
 notamment
 la ligne permettant de

taper le texte des commandes qui vont contr�ler la simulation� On voit
 sur la �gure ���
 le cam�ra qui

permet de visualiser la sc�ne dans laquelle sont repr�sent�s le mod�le d�formable et un instrument

de chirurgie�

Nous allons maintenant pr�senter deux applications de notre prototype de simulateur de chirurgie

avec retour d	e�orts� La premi�re met en %uvre le mod�le pr�
calcul�
 dont l	e�cacit� est mise �

pro�t pour simuler un processus de palpation de la surface d	un organe� La deuxi�me pr�sente la

r�section d	une partie du foie � partir du mod�le masse tenseur�

�	�	� Palpation

Le premier sc�nario de simulation que nous avons choisi met en sc�ne le mod�le pr�
calcul��

Si ce mod�le ne permet pas de prendre en compte les d�coupes
 son e�cacit�
 par contre
 le rend

particuli�rement bien adapt� pour une application bas�e sur le retour d	e�ort� Nous avons donc
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Menus

Historique des
commandes

Commandes Tcl

Messages
d’exécution

Temps de
calcul

Fig� ��� ! Fen
tre principale de l	interface utilisateur�

Scène 3D

Menu contextuel
des objets de la scène

Menu général
de la caméra

Fig� ��� ! Cam�ra permettant de visualiser la sc�ne �D�
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mis en place un exercice visant � identi�er une zone plus rigide d	un mod�le
 simplement en faisant

glisser un instrument sur sa surface� Ce processus de palpation est souvent utilis� par les m�decins


mais aussi par les chirurgiens
 pour d�celer une anomalie� Dans le cas du foie
 cela correspond � la

recherche de tumeurs internes dont les tissus sont nettement plus rigides que le parenchyme sain�

Nous avons construit des mod�les d�formables non
homog�nes
 c	est
�
dire poss�dant des zones dans

lesquelles les coe�cients de Lam� sont plus grands� Une telle zone est d��nie par un ensemble de

couches de t�tra�dres construites � partir d	un sommet du maillage� On peut voir
 sur la �gure ���


la simulation de tumeurs de trois tailles di��rentes � partir du m�me sommet situ� � l	int�rieur du

maillage�

Fig� ��� ! Simulation de la pr�sence d	une tumeur � les t�tra�dres en verts sont � fois plus rigides

que le reste du parenchyme�

Nous avons pr�
calcul� un mod�le de foie poss�dant la tumeur pr�sent�e au milieu de la �gure

���� La �gure ��� montre plusieurs �tapes du processus de palpation sur ce foie
 la ligne bleue

repr�sentant la force exerc�e � chaque instant sur l	instrument� Une certaine dext�rit� est n�cessaire

pour r�ussir � faire glisser l	instrument le long de la surface en appliquant une pression constante�

On arrive alors � percevoir assez nettement la rigidit� sup�rieure de la zone repr�sentant la tumeur�

Il est aussi possible de d�tecter la tumeur sans faire glisser l	instrument
 simplement en venant

exercer des pressions en di��rents points de la surface�

Comme il n	est pas facile de rendre de mani�re convaincante la sensation de force ressentie sur

le foie
 nous proposons un autre exemple� Le mod�le est beaucoup plus simple
 puisqu	il s	agit d	un

parall�l�pip�de
 contenant lui aussi une zone plus rigide� On �limine ainsi les variations de forces

qui sont dues � la forme complexe de l	objet� On utilise ici un outil virtuel
 c	est
�
dire pilot� par un

�chier� On peut ainsi ma triser la profondeur d	enfoncement de l	outil dans le mod�le
 et visualiser

�voir �gure ���� les variations de la force qui est repr�sent�e par le trait bleu�

�	�	� H�patectomie

La seconde s�ance de simulation que nous proposons met en %uvre le mod�le masse
tenseur�

L	exercice consiste ici � d�couper une partie du foie� L	utilisateur dispose de deux instruments�

L	un va venir exercer une traction sur la partie du foie qui doit �tre supprim�e� Nous avons d��ni

deux positions possibles pour l	autre instrument
 mod�lisant ainsi la pr�sence de deux troquarts

qui permettent d	acc�der � des zones di��rentes du foie� Ce second outil a le comportement d	un
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Fig� ��� ! Processus de palpation permettant de mettre en �vidence la pr�sence d	une tumeur�
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Fig� ��� ! Processus de palpation sur un mod�le simpli���
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bistouri � ultrasons
 c	est
�
dire qu	il fait exploser toutes les cellules du parenchyme avec lesquelles

il entre en contact� Le processus de simulation est alors le suivant�

❶ Le premier instrument vient saisir le bord droit du foie et applique une force de tension qui

d�forme l	organe�

❷ Une fois que l	organe est sous tension
 l	utilisateur commence � pratiquer une incision � l	aide

du bistouri� Nous utilisons ici la m�thode de ra�nement local du maillage qui permet de

donner un aspect plus r�aliste � la d�coupe �paragraphe �������

❸ Au fur et � mesure que l	incision progresse
 les deux parties du foie s	�cartent sous l	in"uence

du premier instrument� L	utilisateur a ainsi un meilleur acc�s pour la suite de la d�coupe�

❹ Lorsque l	utilisateur juge que la d�coupe est assez profonde
 il change la position de l	ins


trument� Ceci permet de simuler les changements d	emplacement des outils que pratiquent

couramment les chirurgiens lors des op�rations�

❺ L	utilisateur peut alors pratiquer une nouvelle incision qui va rejoindre la premi�re a�n de

totalement s�parer le morceau qu	il doit supprimer�

❻ En�n
 la derni�re �tape consiste � retirer le morceau d�coup� � l	aide du premier instrument�

	�	 Conclusion

Nous avons d�taill�
 dans ce dernier chapitre
 les di��rentes �tapes n�cessaires au r�glage d	un

simulateur de chirurgie� Nous avons tout d	abord expliqu� comment nous reconstruisons les maillages

de certains organes � partir d	images m�dicales� Nous avons ensuite abord� les th�mes de la rh�ologie

et de l	anatomie
 a�n de d�terminer les caract�ristiques qui donnent � nos mod�les d�formables un

aspect r�aliste� La second partie du chapitre a �t� consacr�e � la pr�sentation de deux applications


montrant de quelle mani�re les di��rents outils que nous avons �labor�s durant cette th�se peuvent

�tre assembl�s pour simuler certaines proc�dures chirurgicales�
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Fig� ���� ! Simulation d	une h�patectomie�



��� Simulation de chirurgie h
patique avec retour d�e�ort � sch
ma d�
laboration Chap� �

Fig� ���� ! Suite de la simulation d	h�patectomie�



Conclusions et perspectives

C
e dernier chapitre conclut les travaux e�ec�

tu�s durant cette th�se� Nous dressons� dans

un premier temps� le bilan des recherches r�ali�

s�es en insistant particuli�rement sur les contri�

butions originales que nous avons propos�es� Nous

d�taillons ensuite les points sensibles qui m�ritent

quelques am�liorations � court terme� En
n� nous

nous tournerons vers l
avenir en proposant un en�

semble de perspectives et de directions de recherche

qui nous semblent prometteuses�


 Science is always wrong� It never solves a problem

without creating ten more �

George Bernard Shaw �����
�����


Irish dramatist and critic�
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� Rappel des contributions

L	�laboration d	un simulateur de chirurgie est un projet de grande ampleur
 pour lequel il est

n�cessaire de combiner des recherches sur plusieurs sujets� On se retrouve
 en e�et
 � la fronti�re

entre les mondes de l	animation
 du graphique
 du traitement des images
 de la biom�canique
 du

calcul num�rique et
 bien entendu
 de la m�decine� La qualit� d	un simulateur se jugera � son

aptitude � recr�er un environnement cr�dible
 qui permettra � l	utilisateur de s	immerger dans

l	application qu	on lui propose� La premi�re composante qui conditionnera cette cr�dibilit� sera le

r�alisme visuel de la sc�ne
 ce qui comprend non seulement la qualit� de la repr�sentation des objets

�organes et instruments de chirurgie�
 mais aussi l	aspect naturel des mouvements
 des d�placements


des d�formations et des r�actions de ces objets� La seconde composante est le r�alisme haptique


c	est
�
dire la qualit� de l	information de force qui sera envoy�e � l	utilisateur par l	interm�diaire

d	une interface sp�cialis�e� Cet aspect prend une dimension particuli�re lorsque l	on s	adresse �

des chirurgiens qui sont particuli�rement attentifs aux sensations de toucher� En�n la derni�re

composante regroupera la qualit� de l	ergonomie g�n�rale du simulateur et l	�tendue des possibilit�s

o�ertes� C	est en grande partie ce dernier point qui conditionnera l	int�r�t global du simulateur


mais c	est aussi celui qui posera les plus grandes di�cult�s techniques�

Les travaux que nous avons pr�sent�s dans ce manuscrit de th�se portent sur plusieurs aspects

qui interviennent dans la construction d	un simulateur de chirurgie� Nous avons ainsi propos� un

ensemble d	outils qui permettent
 une fois assembl�s de construire un prototype de simulateur de

chirurgie laparoscopique que nous avons appliqu� au foie�

Nous avons consacr� une grande partie de nos travaux � l	�laboration et au d�veloppement de

mod�les d�formables permettant de repr�senter les organes du corps humain sur lesquels seront

e�ectu�s les gestes chirurgicaux� Nous avons tout d	abord pr�sent� en d�tails deux mod�les d�for


mables d�riv�s des travaux de St�phane Cotin �Cotin
 �����
 qui a initi� le sujet de la simulation de

chirurgie au sein de notre laboratoire en ����� Ces mod�les sont bas�s sur la th�orie de l	�lasticit�

lin�aire et la m�thode des �l�ments �nis� Le premier met en %uvre un algorithme de pr�
calcul de

d�formations �l�mentaires� La lin�arit� des �quations en jeu permet ensuite d	utiliser ces pr�
calculs

pour exprimer tr�s e�cacement n	importe quelle d�formation� La contrepartie de cette e�cacit� est

que les pr�
calculs ne sont valables que pour une con�guration topologique donn�e
 ce qui inter


dit de simuler des d�coupes� C	est pour cette raison que fut d�velopp� le mod�le masse
tenseur� Il

utilise exactement les m�mes �quations au sein d	un sch�ma de r�solution explicite dynamique� La

r�solution du syst�me d	�quations lin�aires n	�tant pas faite � l	avance
 ce mod�le est moins e�cace


mais cela lui permet en revanche
 gr'ce � une structure de donn�es sp�cialement adapt�e
 de se

pr�ter de fa�on naturelle � la simulation des d�coupes�

Nos e�orts se sont alors port�s sur l	am�lioration du r�alisme biom�canique de ces mod�les�

S	il est relativement ais� de construire un mod�le non
homog�ne
 la loi d	�lasticit� lin�aire que

nous utilisons se limite aux mat�riaux isotropes� Les tissus biologiques �tant souvent fortement

anisotropes
 nous avons g�n�ralis� nos mod�les d�formables au cas de l	�lasticit� transversalement

isotrope
 qui permet de repr�senter des mat�riaux poss�dant une direction privil�gi�e de d�formation�
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Nous avons
 de plus
 isol� les termes correspondant � l	�tirement et au cisaillement provoqu�s par

l	anisotropie� Cela nous permet de choisir le comportement en fonction de la structure que l	on

veut mod�liser� Cette prise en compte des comportements anisotropes nous a permis de simuler les

d�formations de structures tubulaires �vaisseaux
 tendons�
 mais aussi de mod�liser la pr�sence des

gros vaisseaux qui sillonnent le parenchyme h�patique et en modi�ent le comportement� A�n de se

rapprocher encore plus de la r�alit� anatomique du foie
 nous avons voulu tenir compte de la grande

rigidit� super�cielle provoqu�e par la peau qui entoure l	organe � la capsule de Glisson� Pour cela


nous avons ajout�
 � la surface de notre mod�le masse
tenseur
 des ressorts de fortes raideurs� Nous

obtenons ainsi un aspect plus r�aliste des d�formations
 en particulier sur les zones de contact avec

les instruments�

Malgr� toutes les am�liorations que nous leur avons apport�es
 le r�alisme de nos mod�les d�for


mables reste limit� par l	utilisation de l	�lasticit� lin�aire� En e�et
 un mod�le �lastique lin�aire n	est

pas invariant par rotation
 ce qui induit qu	il n	est valable que dans l	hypoth�se des petits d�place


ments� Si les d�placements deviennent trop grands
 les rotations que peut subir une partie du mod�le

engendreront des distortions totalement irr�alistes� Pour pallier ce probl�me
 nous avons d�velopp�

un nouveau mod�le d�formable de type masse
tenseur non
lin�aire
 utilisant la loi d	�lasticit� de St

Venant
Kirchho�
 qui est la g�n�ralisation de l	�lasticit� lin�aire pour les grands d�placements� Ce

mod�le est donc invariant par rotation
 ce qui am�liore grandement le r�alisme des d�formations d�s

lors que l	hypoth�se des petits d�placements n	est plus v�ri��e� Nous nous sommes aussi int�ress�s

au probl�me de variations de volume en ajoutant � notre mod�le des contraintes d	incompressibilit��

A�n de b�n��cier du m�me choix dans le comportement des mat�riaux
 nous avons r�percut� les

am�liorations d�velopp�es sur le mod�le lin�aire vers ce nouveau mod�le� Nous avons
 pour cela


�tendu l	�lasticit� de St Venant
Kirchho� aux mat�riaux transversalement isotropes
 puis nous avons

ajout� le mod�le masse
ressort surfacique qui repr�sente la capsule de Glisson� La contrepartie de

l	am�lioration du r�alisme �tant un surco#t de calcul signi�catif
 nous avons ensuite propos� un

mod�le dont le comportement s	adapte � l	amplitude des d�placements subis par chaque partie du

maillage� Seuls les sommets dont les d�placements sont sup�rieurs � un seuil utilisent l	�lasticit� non


lin�aire
 les autres se contentant d	un comportement lin�aire� Nous pouvons donc ainsi b�n��cier des

qualit�s du mod�le en grands d�placements sans trop p�naliser le fr�quence de calcul� En�n
 nous

proposons un dernier mod�le d�formable
 issu d	une formulation originale de l	�lasticit� en grands

d�placements au travers de la m�thode des �l�ments �nis� Le principal avantage de cette formulation

est d	int�grer implicitement l	invariance par rotation
 puisque l	�nergie �lastique ne d�pend que de

la variation des longueurs des ar�tes du maillage� Nous avons d�velopp� ce mod�le dans le cas des

surfaces d�formables
 puis pour les mod�les volumiques�

La seconde partie de nos travaux s	est centr�e sur l	interaction entre les mod�les d�formables

et les outils chirurgicaux virtuels manipul�s par l	utilisateur� Pour cela
 nous avons commenc� par

d�velopper un mod�le de contact� En mettant � pro�t l	e�cacit� de l	algorithme de d�tection de

collision que nous utilisons
 nous avons d��ni un sch�ma de traitement des collisions qui prend en

compte la totalit� de l	instrument chirurgical et permet d	attribuer des comportements di��rents au
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manche et � l	extr�mit� de l	instrument� & partir de l	interaction de base qui consiste � faire glisser

l	outil sur la surface de l	organe
 nous avons d��ni un certain nombre d	actions
 comme la possibilit�

de saisir une zone de la surface � l	aide des m'choires d	une pince
 ou de d�couper le mod�le� Nous

proposons d	ailleurs une m�thode
 bas�e sur le ra�nement local du maillage
 pour am�liorer le

r�alisme de la d�coupe� Nous avons ensuite abord� le probl�me du couplage du simulateur avec un

syst�me � retour d	e�ort� Ce syst�me m�canique �tant reli�
 pour des raisons mat�rielles
 � un second

ordinateur
 nous avons d# mettre en place un protocole de communication a�n que les boucles

asynchrones g�rant le mod�le d�formable d	un cot�
 et l	instrument � retour d	e�ort de l	autre


puissent s	�changer les informations de position et de force� En�n
 nous nous sommes int�ress�s au

probl�me du retour d	e�ort proprement dit� Si les mod�les d�formables que nous avons d�velopp�s

sont capables de simuler les d�formations et la d�coupe d	organes en temps
r�el visuel ��� Hz�


cela ne su�t pas pour obtenir une sensation de retour d	e�ort r�aliste� Le sens du toucher est
 en

e�et
 beaucoup plus sensible que celui de la vue
 et il faut au moins une fr�quence de ��� Hz pour

simuler les e�orts ressentis lorsque l	on touche un objet mou� Plut�t que de simpli�er nos mod�les

d�formables a�n qu	il atteignent cette fr�quence
 nous proposons une m�thode d	extrapolation qui

permet d	estimer les forces � une fr�quence su�sante
 � partir des forces calcul�es par le mod�le

d�formable �� fois par seconde�

Le dernier chapitre de ce manuscrit propose un petit sc�nario r�capitulant toutes les �tapes

n�cessaires � la mise en %uvre d	une s�ance de simulation� On peut ainsi se rendre de compte de la

fa�on dont les di��rentes �briques� que nous avons d�velopp�es
 et que nous venons de r�capituler


se r�unissent pour former un prototype de simulateur de chirurgie laparoscopique sur le foie
 capable

mod�liser un certain nombre de gestes et de proc�dures chirurgicales�

� Perspectives

Si les recherches que nous avons men�es nous permettent aujourd	hui de disposer d	un ensemble

d	outils performants et bien adapt�s � la simulation de chirurgie
 il reste encore un travail relative


ment important d	int�gration des di��rentes composantes� Cette int�gration est un travail de tous

les instants
 qu	il ne faut � aucun moment n�gliger sous peine de se retrouver dans des impasses

techniques
 technologiques ou logicielles� Il est de plus n�cessaire de se remettre r�guli�rement en

question et de ne pas h�siter � op�rer des modi�cations profondes dans la conception logicielle� Nous

sommes d	ailleurs actuellement en train de transf�rer la majeure partie des travaux que nous avons

pr�sent�s au sein d	une nouvelle structure de donn�es
 mieux adapt�e aux d�veloppements futurs� Il

est �galement important de porter une attention particuli�re � l	aspect convivial des logiciels et des

interfaces utilisateur� Il est
 d	autre part
 n�cessaire d	adopter des solutions mat�rielles parfaitement

adapt�es
 pour ne pas r�duire � n�ant tous les e�orts de recherche et de d�veloppement
 mais aussi

les plus simples possible� Dans le cas d	un projet comme la simulation de chirurgie
 le cahier des

charges est assez lourd� Il faut une importante puissance de calcul
 la possibilit� de faire fonctionner

plusieurs processus asynchrones en parall�le
 et une puissance graphique su�sante pour ne pas limi
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ter le reste de la simulation� Si on �limine les grosses stations graphiques de type SGI Onyx II
 qui

sont de prix tr�s �lev�
 il n	y a aujourd	hui que peu de solutions� Nous venons de recevoir la nouvelle

Visual Workstations ��� 	 d�velopp�e par SGI
 dont le prix est plus raisonnable �dans le cadre d	un

�quipement hospitalier�� Cette machine int�gre deux processeurs pentium III et une puissante carte

acc�l�ratrice �D d�velopp�e en collaboration avec la soci�t� nVIDIA �
� Nous esp�rons pouvoir ainsi

proposer une solution int�gr�e sur une seule machine de prix raisonnable� Pour continuer sur l	aspect

mat�riel
 nous avons aussi entam� l	int�gration d	un syst�me � retour d	e�ort Phantom
 que nous

comptons utiliser pour de nouvelles applications comme la chirurgie ouverte ou la neurochirurgie�

La seconde partie des am�liorations envisageables � court terme concerne plus sp�ci�quement

les mod�les d�formables que nous avons propos�s� Tout d	abord
 le mod�le de �simplexe hyper�las


tique�
 qui a �t� d�velopp� dans la derni�re partie de la th�se
 demande une �tude plus approfondie


a�n d	en cerner les caract�ristiques et d	en tirer le meilleur� Il sera en particulier int�ressant de

le g�n�raliser aux mat�riaux anisotropes� Nous envisageons aussi d	autres techniques de d�coupe

de maillage� Dans le cas de la d�coupe par retrait de mati�re nous voulons exp�rimenter d	autres

algorithmes de ra�nement local du maillage a�n de garantir une meilleure qualit� des t�tra�dres

cr��s� A�n de s	adapter � d	autres types de chirurgie
 il serait aussi int�ressant de mod�liser les

d�coupes e�ectu�es � l	aide d	un scalpel� En compl�ment de la d�coupe
 un geste qu	il faudra intro


duire dans le simulateur est celui de la suture� Cela pose deux probl�mes principaux� Il faut d	abord

�tre capable d	�tablir un lien physique entre deux mod�les d�formables �ou entre deux parties du

m�me mod�le�� Se pose ensuite le probl�me de la mod�lisation du �l ou des agrafes�

En�n
 une derni�re composante
 qui s	inscrit peut �tre � un peu plus long terme
 sera de d��nir

un ensemble de possibilit�s de couplage entre plusieurs mod�les d�formables� Si aujourd	hui rien

ne nous emp�che de placer plusieurs mod�les dans la m�me sc�ne et d	agir avec chacun d	eux avec

les m�mes outils
 ces mod�les se comporteront comme s	ils se trouvaient seuls� On peut envisager

alors deux modes d	interaction possibles� Le premier cas
 qui est le plus simple
 serait de d��nir une

relation topologique entre deux mod�les� Il faut alors simplement �tre capable d	�changer entre les

deux maillages des informations de force et de position� On pourrait ainsi imaginer attacher le foie

� un mod�le des vaisseaux qui y arrivent et en repartent� Cette solution serait
 anatomiquement

parlant
 beaucoup plus r�aliste que de �xer le foie dans l	espace� En�n
 la deuxi�me am�lioration

int�ressante serait de mod�liser la collision et le contact entre deux mod�les d�formables
 ce qui est

un projet beaucoup plus ambitieux�

Si l	on consid�re maintenant de mani�re plus globale quels sont les d�veloppements qui sont

n�cessaires � l	am�lioration du r�alisme de notre simulateur
 on peut placer en haut de la liste

la d��nition d	un environnement anatomique� Ce point comprend l	int�gration des organes et des

structures anatomiques qui entourent la zone d	int�r�t� Il est �galement important travailler le

r�alisme visuel de la sc�ne � l	aide de textures� L	�tape suivante consiste � introduire une composante

�� SGI ��� � http���www�sgi�com�workstations�����index�html

��� nVIDIA� http���www�nvidia�com�
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physiologique � la simulation� Des e�ets sp�ciaux permettront
 par exemple
 de simuler l	�coulement

du sang
 ou la fum�e qui accompagne la coagulation� Il faudra aussi tenir compte de la respiration

du patient
 qui fait se d�placer un certain nombre d	organes
 ou encore les battements cardiaques

qui se propagent dans les art�res� Tous ces aspects suppl�mentaires augmenteront �norm�ment la

puissance de calcul n�cessaire
 ce qui am�nera immanquablement � envisager la parall�lisation des

logiciels�

Si l	on reste dans le cadre de l	am�lioration du r�alisme de la simulation
 on ne peut pas ignorer la

prise en compte de l	environnement op�ratoire� Sans aller jusqu	� recr�er une salle d	op�ration
 il faut

apporter un soin tout particulier � l	ergonomie
 a�n de replonger l	utilisateur dans des conditions

proche de la r�alit��

Un bon simulateur de chirurgie doit permettre � l	utilisateur de progresser et d	am�liorer sa

technique� Il est donc n�cessaire pour cela d	�valuer les prestations
 sur la base de crit�res d��nis �

l	avance� Apr�s chaque entra nement
 le simulateur pourra alors fournir � l	utilisateur un bilan des

points forts et des points faibles des gestes qu	il vient d	ex�cuter� & l	inverse
 il est aussi possible

de demander au simulateur de surveiller un point particulier
 ce qui permettrait par exemple de

v�ri�er qu	un nouveau geste ne va pas entra ner des contraintes trop importantes sur une zone bien

pr�cise d	un organe�

En�n
 la derni�re �tape dans l	�volution d	un simulateur de chirurgie sera son �valuation en

milieu hospitalier� Il sera alors important de bien d��nir le protocole d	�valuation
 a�n de cerner

le mieux possible les points critiques qui limitent la qualit� globale
 et donc l	int�r�t pratique
 du

simulateur�
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Annexe A

Quelques calculs th�oriques

A�� Formulation variationnelle du probl
me �lastique lin�aire

Le calcul de la premi�re variation de l	�nergie �lastique de d�formation
 dans le cas lin�aire
 se

fait de la mani�re suivante �

�Wl � div

��
�W l

�rU

�t
�

avec W l �
�

	
�div U�� � �krUk� �

�

	
krotUk� �A���

On va donc appliquer ce calcul successivement aux di��rents termes de l	�nergie �

� Premier terme �

�divU

�rU
�

��ux � vy �wz�

�

��� ux uy uz

vx vy vz

wx wy wz

	
�
�

��� � 
 



 � 



 
 �

	
� 	 �A���

div�kM� � k div M �M rk	 �A���

donc
�

	
�div U��

� �
�rU �

t

�������� � divU I
div

����� � r �divU� � �A���

� Second terme �

�krUk�
� �
�rU�

t

�������� 	� rUt div
����� 	� �U � �A���
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� Troisi�me terme �

�krotUk�

�rU
�

�
�
u�y � u�z � v�x � v�z � w�

x � w�
y � 	uyvx � 	uzwx � 	vzwy

�
�

��� ux uy uz

vx vy vz

wx wy wz

	
�

�

��� 
 	�uy � vx� 	�uz � wx�

	�vx � uy� 
 	�vz � wy�

	�wx � uz� 	�wy � vz� 


	
� � 	
�
rU�rUt

�
�A���

donc ��krotUk�
� �
�rU�

t

�������� ��
�
rUt �rU

� div
����� �� �U� � r �divU� � �A���

A�� L��nergie de d�formation de St Venant�Kirchho�

Dans ce paragraphe
 nous d�taillons les calculs permettant d	exprimer l	�nergie de d�formation

de St Venant
Kirchho� en fonction du gradient du champ de d�placement rU� Pour cela il est plus

simple de commencer par exprimer l	�nergie de d�formation en fonction du tenseur de d�formation

de Cauchy
Green C
 pour ensuite revenir � E�

Nous rappelons tout d	abord que �

E �
�

	

�
C � I

�
�

�

	

�
r�tr�� I

�
	 �A���

o$ r� est le gradient de la d�form�e� Alors l	�nergie de d�formation W s	exprime par �

W �
�

	

�
trE

��
� � trE�

�
�

�

�
tr�C � I�

��
�
�

�
tr
�
C � I

��
�

�

�

�
tr�r�tr��� �

��
�
�

�
tr
�
r�tr�r�tr�� 	r�tr�� I

�
�

�

�

�
kr�k� � �

��
�
�

�

�
kr�tr�k� � 	kr�k� � �

�
�A���
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On utilise ensuite les �quations suivantes pour passer de r� � rU �

kr�k� � krU� Ik�

� krUk� � 	divU � � �A����

kr�tr�k� � krUtrU�rUt �rU� Ik�

� krUtrUk� � 	krUk� � kIk� � 	�rUtrU 
 rUt� � 	�rUtrU 
 rU�� �z �
��rU 
 rUtrU�

� 	�rUtrU 
 I�� �z �
	krUk�

� 	�rUt 
 rU�� �z �
	krUk�

�	krot Uk�

� 	�rUt 
 I� � 	�rU 
 I�� �z �
�div U

� krUtrUk� � ��rU 
 rUtrU� � �krUk� � 	krot Uk� � �div U� � �A����

Ce qui permet d	exprimer les deux termes de l	�quation A�� sous la forme �

�

�

�
kr�k� � �

��
�

�

�

�
	divU � krUk�
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Annexe B

Calculs sur les �l�ments �nis

B�� L��lasticit� lin�aire transversalement isotrope

L	application de la m�thode des �l�ments �nis � l	�lasticit� lin�aire transversalement isotrope

impose d	exprimer les nouveaux termes I�� 
 I�I� et I� en fonction de la direction privil�gi�e a� et des

vecteurs de forme f�j	 j � 
���g du t�tra�dre� On rappelle tout d	abord les expressions du tenseur

de d�formation
 El
 et de sa trace �
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B�� L��lasticit� non�lin�aire de St Venant�Kirchho�

On rappelle tout d	abord que le gradient du champ de d�placement s	exprime
 en fonction des

vecteurs de forme du t�tra�dre
 de la mani�re suivante �

rU �
X
j

Uj � �j

Ce qui permet d	obtenir l	expression du tenseur de d�formation de Green
St Venant E �
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Donc
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O$ chacun des termes vaut �
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A�n de faciliter les calculs de d�rivation de cette �nergie
 on peut remarquer les propri�t�s suivantes

des matrices Bjk
 des vecteurs Cjkl et des r�els Djklm �
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On retrouve bien l	expression de la force �lastique pour un mod�le lin�aire �
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Cette force peut se d�composer de la mani�re suivante �
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B�� Le mod
le de St Venant Kirchho� transversalement isotrope

Nous avons trait�
 dans l	annexe B��
 le cas de l	�lasticit� lin�aire transversalement isotrope�

Nous g�n�ralisons ici ce concept � l	�lasticit� en grands d�placements de St Venant
Kirchho�� On

ne traitera que le terme li� � l	�tirement
 car c	est celui que nous utilisons le plus couramment
 et

aussi parce que le terme de cisaillement entra ne des calculs lourds et fastidieux�

Nous allons donc exprimer l	�nergie �lastique suppl�mentaire due � l	�tirement dans la direction
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Dans le cas de l	�lasticit� en grands d�placements
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On v�ri�e que l	on retrouve bien la composante lin�aire de l	�nergie transversalement isotrope d	�ti


rement �annexe B����
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Mod�les g�om�triques et physiques pour la simulation

d�interventions chirurgicales

Dans cette th�se� nous proposons un ensemble d�outils n�cessaires � l��laboration d�un simulateur de chirurgie�

Dans un premier temps� nous d��nissons plusieurs mod�les d�formables physiques temps r�els permettant

de simuler les d�formations et la d�coupe d�organes du corps humain� Ces mod�les s�appuient sur la th�orie

de l��lasticit� et la m�thode des �l�ments �nis� Nous avons tout d�abord travaill� sur l�enrichissement du

mod�le �lastique lin�aire en le g�n�ralisant au cas des mat�riaux dont le comportement est anisotrope� soit

en raison de la pr�sence de �bres 	muscles� tendons
� soit parce qu�ils sont entour�s d�une peau 	capsule de

Glisson pour le foie
� Cependant� la principale limitation de l��lasticit� lin�aire est de n��tre valable que dans

l�hypoth�se de petits d�placements� Nous proposons donc un nouveau mod�le d�formable mettant en �uvre

l��lasticit� non
lin�aire de St Venant
Kirchho�� qui reste valable pour les grands d�placements� Apr�s avoir

�tendu ce mod�le aux mat�riaux anisotropes� nous proposons plusieurs m�thodes d�optimisation des calculs�

soit en utilisant un algorithme adaptatif qui combine les mod�les lin�aires et non
lin�aires� soit � partir

d�une nouvelle formulation� La seconde partie de ces travaux porte sur la simulation des interactions entre

les instruments chirurgicaux et les organes virtuels� Pour cela� nous avons mod�lis� les contacts� ainsi que

certaines actions sp�ci�ques comme le glissement� la pr�hension et la d�coupe� De plus� nous nous sommes

int�ress�s aux probl�mes li�s � l�utilisation d�interfaces � retour d�e�ort�

Mots cl�s 
 Simulation de chirurgie� mod�le d�formable� �lasticit�� anisotropie� m�thode des �l�ments

�nis� d�coupe� retour d�e�ort� temps r�el�

Geometrical and physical models for surgery simulation

In this thesis� we propose a set of tools necessary for the development of a surgery simulator� First� we

de�ne several real
time physically based deformable models allowing us to simulate the deformations and

the cutting of human organs� These models are based on the theory of elasticity and the �nite element

method� We began with the improvement of the linear elastic model by generalizing it to materials having

an anisotropic behavior� either because they contain �bers 	muscles� tendons
� or because they are surrounded

by a skin 	liver capsule
� Nevertheless� the main shortcoming of linear elasticity is that it is only valid under

the hypothesis of small displacements� Thus� we propose a new deformable model implementing the St

Venant
Kirchho� non
linear elasticity� which is also valid for large displacements� After having extended this

model to anisotropic materials� we propose two optimization methods� either using an adaptive algorithm

which combines linear and non
linear models� or implementing a new formulation� The second part of this

work is dedicated to the simulation of the interactions between the surgical tools and the virtual organs� For

this� we have modelized contacts and some special gestures like sliding� gripping� or cutting� Furthermore�

we have addressed the problems related to the use of force feedback devices�

Keywords
 Surgery simulation� deformable model� elasticity� anisotropy� �nite element method� cutting�

force feedback� real	time�


