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✹✳✸✳✷ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s r♦❜♦ts ❑❤é♣ér❛s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✹✳✸✳✷✳✶ ❈♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✹✳✸✳✷✳✷ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✹✳✸✳✷✳✸ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ❧❡❛❞❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✹✳✸✳✷✳✹ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✹✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

❈❤❛♣✐tr❡ ✺

◆❖❈ ❡t ❆❜str❛❝t ◆❖❈ ✿ ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ q✉✐ s✬❛♣♣✉✐❡♥t

s✉r ❧❛ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❡t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡

✺✳✶ ❈❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ ❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✺✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✺✳✷✳✶ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ Γi ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✺✳✷✳✷ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ Γ+

i ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✺✳✷✳✸ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✺✳✷✳✹ ❘❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✺✳✸ ❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡t ❧❛tér❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✺✳✹ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ◆❖❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✺✳✹✳✶ ❈❛s ❞✬✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✺✳✹✳✷ ❈❛s ❞✬✉♥ ❝❡r❝❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✺✳✺ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆❖❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✺✳✺✳✶ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ▼❡♠♦✲▲❆❚ ❡t

◆❖❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✺✳✺✳✷ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s r♦❜♦ts s✉r ◆❖❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✺✳✻ ❆❜str❛❝t ◆❖❈ ✿ ❆❜str❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆❖❈ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠♦❞è❧❡

❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✺✳✻✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✺✳✻✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✺✳✻✳✷✳✶ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ Γi ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✺✳✻✳✷✳✷ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ Γ+

i ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✺✳✻✳✷✳✸ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✺✳✼ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❆❜str❛❝t ◆❖❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✈✐✐



❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

✺✳✼✳✶ ❆❜str❛❝t ◆❖❈ ❛♣♣❧✐q✉é s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s r♦❜♦ts

à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✺✳✼✳✷ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✺✳✼✳✸ ❱✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❡t ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ s♦♥ s✉✐✈❡✉r✶✵✻

✺✳✼✳✹ ❱✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❡t ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ s♦♥ s✉✐✈❡✉r ✳ ✶✵✽

✺✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

❈❤❛♣✐tr❡ ✻

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

✻✳✶ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

✻✳✷ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

❆♣♣❡♥❞✐❝❡s

❆♥♥❡①❡ ❆

❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ r♦❜♦t ❛②❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t à ✈❛r✐❛✲

t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡

❆✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ θ(t) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

❆✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ v(t) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

❆✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ x(t) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

❆✳✸✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡
∫

at. cos(ωt+ θ0) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

❆✳✸✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡
∫

v0. cos(ωt+ θ0) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

❆✳✸✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ x(t) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

❆✳✹ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ y(t) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

❆✳✹✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡
∫

at. sin(ωt+ θ0) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

❆✳✹✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡
∫

v0. sin(ωt+ θ0) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷
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❆♥♥❡①❡ ❇

❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ r♦❜♦t ❛②❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t à ✈❛r✐❛✲

t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡

❇✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ v(t) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸

❇✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ω(t) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

❇✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ θ(t) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

❇✳✹ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ x(t) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

✈✐✐✐



❇✳✹✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡
∫

a.t. cos(1
2
.η.t2 + ω0.t+ θ0).dt ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

❇✳✹✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ x(t) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

❇✳✺ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ y(t) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

❇✳✺✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡
∫

a.t. sin(1
2
.η.t2 + ω0.t+ θ0).dt ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

❇✳✺✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ y(t) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✷✼

✐①



❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

①



❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✶✳✶ à ❞r♦✐t❡ ✿ P❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❞❡ q✉❛tr❡ ❝❛♠✐♦♥s✱ à ❣❛✉❝❤❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❞❡ tr♦✐s
✈é❤✐❝✉❧❡s é❧❡❝tr✐q✉❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹

✶✳✷ ❘♦❜✉✲t❛✐♥❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺
✶✳✸ ▲❡ s②stè♠❡ ❘♦❜✉✲t❛✐♥❡r ✲ ❈❛ss❡tt❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

✷✳✶ Pr♦❥❡t P❆❚❍ ✿ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❞❡ ❤✉✐t ✈é❤✐❝✉❧❡s s✉r ✉♥❡ ❛✉t♦r♦✉t❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷
✷✳✷ Pr♦❥❡t ❈r✐st❛❧ ✿ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❞❡ tr♦✐s ✈é❤✐❝✉❧❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸
✷✳✸ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ❈r✐st❛❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹
✷✳✹ Pr♦❥❡t ❙❛rtr❡ ✿ ❝♦♥✈♦✐ ❞❡ q✉❛tr❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹
✷✳✺ ❱■❆❈ ✿ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛✉t♦♥♦♠❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❡♥ ❛❜s❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺
✷✳✻ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬♦❜st❛❝❧❡ ❢❛♥tô♠❡ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❡s ♠✐♥✐♠✉♠s ❧♦❝❛✉① ✭✜❣✉r❡ t✐ré❡

❞❡ ❬❱❡❞♦✈❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶
✷✳✼ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s ♣❛r ✉♥ s②stè♠❡

❞❡ r❡ss♦rt✲❛♠♦rt✐ss❡✉r ✭✜❣✉r❡ t✐ré❡ ❞❡ ❬❨✐ ❛♥❞ ❈❤♦♥❣✱ ✷✵✵✺❪✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷
✷✳✽ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s ♣❛r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡

❞❡✉① r❡ss♦rts ❡t ✉♥ ❛♠♦rt✐ss❡✉r ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ✭✜❣✉r❡ t✐ré❡ ❞❡ ❬❊❧✲❩❛❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪✮✳ ✷✷
✷✳✾ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛rré❡ ❞❡ r♦❜♦ts s❡❧♦♥ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡

✭✜❣✉r❡ t✐ré❡ ❞❡ ❬❇❛r❢♦♦t ❛♥❞ ❈❧❛r❦✱ ✷✵✵✹❪✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
✷✳✶✵ ❙❝❤é♠❛ ❜❧♦❝ ❞✬✉♥ ré❣✉❧❛t❡✉r P■❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
✷✳✶✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡ s❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❆❝❦❡r♠❛♥♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶
✷✳✶✷ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❤②❜r✐❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡s ❡♥tr❡

✉♥ s✉✐✈❡✉r ❡t ❧❡ ❧❡❛❞❡r ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❡t ✉♥ s✉✐✈❡✉r ❡t s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r
❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ✭✜❣✉r❡ t✐ré❡ ❞❡ ❬❇♦♠✱ ✷✵✵✻❪✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✷✳✶✸ Pr♦✜❧ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❞❡ têt❡ ✭✜❣✉r❡ t✐ré❡ ❞❡ ❬❙❝❤❡✉❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✮✳ ✸✸
✷✳✶✹ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥✈♦✐ ❞❡ r♦❜♦ts ❡♥ ♠♦❞❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡

❧✐❣♥❡ ❞r♦✐t❡ ✭✜❣✉r❡ t✐ré❡ ❞❡ ❬❙❝❤❡✉❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸
✷✳✶✺ ❈❤❡♠✐♥s ❞❡ ❉✉❜✐♥s r❡❧✐❛♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ✭❡♥ ❜❧❡✉✮ ❡t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬❛r✲

r✐✈é❡ ✭❡♥ ✈❡rt✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾
✷✳✶✻ ❈❤❡♠✐♥ à ❝♦✉r❜✉r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ r❡❧✐❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❛rt qa à ✉♥❡

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✬❛rr✐✈é❡ qb ✭✜❣✉r❡ t✐ré❡ ❞❡ ❬❙❝❤❡✉❡r ❛♥❞ ❋r❛✐❝❤❛r❞✱ ✶✾✾✼❪✮✳ ✳ ✹✵
✷✳✶✼ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ à ❝♦✉r❜✉r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❢♦r♠é

❞✬✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ à ❣❛✉❝❤❡ s✉✐✈✐❡ ❞✬✉♥ s❡❣♠❡♥t ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❡t ❡♥✜♥ ❞✬✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥
à ❞r♦✐t❡ ✭✜❣✉r❡ t✐ré❡ ❞❡ ❬❙❝❤❡✉❡r ❛♥❞ ❋r❛✐❝❤❛r❞✱ ✶✾✾✼❪✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✷✳✶✽ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ r♦❜♦t ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧✬♦❜st❛❝❧❡ ✭✜❣✉r❡ t✐ré❡
❞❡ ❬❍✇❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

①✐



❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✷✳✶✾ ●é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❇é③✐❡r ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❡s ❝♦✐♥s ❞✬✉♥
❝❤❡♠✐♥ ❞♦♥♥é ✭✜❣✉r❡ t✐ré❡ ❞❡ ❬❍✇❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✷✳✷✵ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❤②❜r✐❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡s ❡♥tr❡
✉♥ s✉✐✈❡✉r ❡t ❧❡ ❧❡❛❞❡r ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❡t ✉♥ s✉✐✈❡✉r ❡t s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r
❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ✭✜❣✉r❡ t✐ré❡ ❞❡ ❬❆✈❛♥③✐♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✸✳✶ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ r♦❜♦t ❞❛♥s ✉♥ r❡♣èr❡ ❣❧♦❜❛❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵
✸✳✷ Pr♦✜❧ tr❛♣é③♦ï❞❛❧ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s r♦✉❡s ❞r♦✐t❡ ✭vr✮

❡t ❣❛✉❝❤❡ ✭vl✮ ✿ vr/l,0 ✈❛❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t vr/l,d ✈❛❧❡✉r ❞és✐ré❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✹✳✶ ❆❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡t ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ r♦❜♦t ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵
✹✳✷ ❈❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ à ✈✐s❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷
✹✳✸ ❊rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❡ s✉✐✈❡✉r ❡t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐❜❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸
✹✳✹ ❈♦✉r❜❡s ❞✬❡rr❡✉r ❧❛tér❛❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡s s✉✐✈❡✉rs ❡t ❞✉ ❧❡❛❞❡r ❧♦rs

❞✬✉♥ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ à ❢❛✐❜❧❡ ❝♦✉r❜✉r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹
✹✳✺ P❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❞❡ ✸ r♦❜♦ts ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ à ❢♦rt❡ ❝♦✉r❜✉r❡✱ dl = 20 ♠♠✳ ✳ ✻✺
✹✳✻ P❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❞❡ ✸ r♦❜♦ts ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ à ❢♦rt❡ ❝♦✉r❜✉r❡✱ dl = 40 ♠♠✳ ✳ ✻✺
✹✳✼ P❡rt❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❛✈❡❝ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r♦❜♦ts✱ dl = 20 ♠♠✳ ✳ ✻✻
✹✳✽ ❙t❛❜✐❧✐té ❛♠é❧✐♦ré❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ dl✱ dl = 20 ♠♠ ✭✷ ✜❣✉r❡s ❡♥

❤❛✉t✮ ❡t dl = 40 ♠♠ ✭✷ ✜❣✉r❡s ❡♥ ❜❛s✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼
✹✳✾ ▲❡ r♦❜♦t ❑❤é♣ér❛ ✸ ❝♦♥ç✉ ♣❛r ❑✲❚❡❛♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽
✹✳✶✵ ❊rr❡✉r ❞✉❡ à ❧❛ ❞ér✐✈❡ ❞❡ ❧✬♦❞♦♠étr✐❡ ✿ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡ s✉✐✈✐ ♠❛✐s ✐♠♣♦rt❛♥t❡

♣♦✉r ❧❛ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾
✹✳✶✶ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞❡s r♦❜♦ts ❞✉ ❝♦♥✈♦✐✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵
✹✳✶✷ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s s✉✐✈✐❡s ♣❛r ❧❡s r♦❜♦ts ❞✉r❛♥t ✉♥ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ à v = 0, 1 ♠✴s✳ ✳ ✳ ✼✵
✹✳✶✸ ❉é✈✐❛t✐♦♥s ❧❛tér❛❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡s s✉✐✈❡✉rs ❡t ❧❡✉r ❧❡❛❞❡r ✭✈❡rt ✿

❧❡❛❞❡r✲s✉✐✈❡✉r ✶✱ r♦✉❣❡ ✿ ❧❡❛❞❡r✲s✉✐✈❡✉r ✷✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵
✹✳✶✹ ❈❤❡♠✐♥s ❞❡s r♦❜♦ts ❞✉r❛♥t ✉♥ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❛✈❡❝ vleader = 0, 1 ♠✴s ✭❧❡❛❞❡r ❡♥

r♦✉❣❡✱ ♣r❡♠✐❡r s✉✐✈❡✉r ❡♥ ✈❡rt ❡t s❡❝♦♥❞ s✉✐✈❡✉r ❡♥ ❜❧❡✉✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶
✹✳✶✺ ❈❤❡♠✐♥s ❞❡s r♦❜♦ts ❞✉r❛♥t ✉♥ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❛✈❡❝ vleader = 0, 15 ♠✴s ✭❧❡❛❞❡r

❡♥ r♦✉❣❡✱ ♣r❡♠✐❡r s✉✐✈❡✉r ❡♥ ✈❡rt ❡t s❡❝♦♥❞ s✉✐✈❡✉r ❡♥ ❜❧❡✉✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶
✹✳✶✻ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ♦s❝✐❧❧❛t♦✐r❡ ❞✉ r♦❜♦t ❛✉t♦✉r ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳ ✳ ✳ ✼✷
✹✳✶✼ ■♥t❡r✲❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s r♦❜♦ts ❛✈❡❝ vleader = 0, 1 ♠✴s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸
✹✳✶✽ ■♥t❡r✲❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s r♦❜♦ts ❛✈❡❝ vleader = 0, 15 ♠✴s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸
✹✳✶✾ P❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❝❡r❝❧❡ ❛✈❡❝ dl = 15 ♠♠ ✭❧❡❛❞❡r ❡♥ r♦✉❣❡✱ ♣r❡♠✐❡r

s✉✐✈❡✉r ❡♥ ✈❡rt ❡t s❡❝♦♥❞ s✉✐✈❡✉r ❡♥ ❜❧❡✉✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹
✹✳✷✵ P❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❝❡r❝❧❡ ♦ù ❝❤❛q✉❡ r♦❜♦t ✈✐s❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ✭❧❡❛❞❡r

❡♥ r♦✉❣❡✱ ♣r❡♠✐❡r s✉✐✈❡✉r ❡♥ ✈❡rt ❡t s❡❝♦♥❞ s✉✐✈❡✉r ❡♥ ❜❧❡✉✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹
✹✳✷✶ P❧❛t♦♦♥✐♥❣ s✉r ✉♥ ❝❡r❝❧❡ ✿ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❧❛tér❛❧❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ dl✳ ✳ ✳ ✼✹

✺✳✶ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❧❡❛❞❡r ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐❜❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾
✺✳✷ ❈❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐❜❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵
✺✳✸ ❚❡st ❞❡ Γi ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❡t ❞✬✉♥ ❝❡r❝❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸
✺✳✹ ❚❡st ❞❡ Γ+

i ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❡t ❞✬✉♥ ❝❡r❝❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸
✺✳✺ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

①✐✐



✺✳✻ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ E ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻
✺✳✼ ❘❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♣♦✉r ♣❧✉s ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r✳ ✽✼
✺✳✽ ▲✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ s✉✐✈❡✉r ♣❛r ❞❡✉① ❝❡r❝❧❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽
✺✳✾ ❈❛s ✷ ✿ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥ ✈ér✐✜é❡ ✭❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❡t ❞✬✉♥ ❝❡r❝❧❡✮✳ ✽✾
✺✳✶✵ ❈❛s ✶ ✿ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ r❡❝t✐❧✐❣♥❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵
✺✳✶✶ ❈❛s ✷ ✿ ♣r❡♠✐èr❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ r❡❝t✐❧✐❣♥❡✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷
✺✳✶✷ ❈❛s ✷ ✿ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ r❡❝t✐❧✐❣♥❡✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷
✺✳✶✸ ❈❛s ✶ ✿ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸
✺✳✶✹ ❈❛s ✷ ✿ ♣r❡♠✐èr❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹
✺✳✶✺ ❈❛s ✷ ✿ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹
✺✳✶✻ ➚ ❣❛✉❝❤❡ ✿ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❞❡ ✾ r♦❜♦ts s♦✉s ▼❡♠♦✲▲❆❚ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥

s♣✐r❛❧✱ à ❞r♦✐t❡ ✿ ❝♦✉r❜❡s ❞✬❡rr❡✉r ❧❛tér❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞✉ ❧❡❛❞❡r ❡t
❝❤❛❝✉♥ ❞❡s s✉✐✈❡✉rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✺✳✶✼ ➚ ❣❛✉❝❤❡ ✿ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ s♦✉s ◆❖❈ ❞❡ ✾ r♦❜♦ts ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ s♣✐r❛❧✱ à
❞r♦✐t❡ ✿ ❝♦✉r❜❡s ❞✬❡rr❡✉r ❧❛tér❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞✉ ❧❡❛❞❡r ❡t ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s
s✉✐✈❡✉rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✺✳✶✽ ➚ ❣❛✉❝❤❡ ✿ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ s♦✉s ◆❖❈ ❞❡ ✾ r♦❜♦ts s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t s❡❧♦♥ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à
✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ s♣✐r❛❧✱ à ❞r♦✐t❡ ✿ ❝♦✉r❜❡s ❞✬❡rr❡✉r
❧❛tér❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞✉ ❧❡❛❞❡r ❡t ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s s✉✐✈❡✉rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✺✳✶✾ ❈❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝✐❜❧❡ s❡❧♦♥ ◆❖❈ é✈♦❧✉é✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵
✺✳✷✵ ❚❡st ❞❡ Γi ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❡t ❞✬✉♥ ❝❡r❝❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶
✺✳✷✶ ❚❡st ❞❡ Γ+

i ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❡t ❞✬✉♥ ❝❡r❝❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷
✺✳✷✷ ❚❡st ❞❡ Γ+

i ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❡t ❞✬✉♥ ❝❡r❝❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸
✺✳✷✸ ❊rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♥✉❧❧❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❛r❝ ❞❡ ❝❧♦t❤♦ï❞❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸
✺✳✷✹ ❊rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♥✉❧❧❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❛r❝ ❞❡ ❝❡r❝❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹
✺✳✷✺ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ◆❖❈ ✭✷ ✜❣✉r❡s ❡♥ ❤❛✉t✮ ❡t ❆❜str❛❝t

◆❖❈ ✭✷ ✜❣✉r❡s ❡♥ ❜❛s✮ ✐♠♣❧é♠❡♥tés s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t à ✈❛r✐✲
❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✺✳✷✻ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥ r♦❜♦t ✈❡rs ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ r❡❝t✐❧✐❣♥❡ ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ✭②❂✵✮✳
➚ ❞r♦✐t❡ ✿ ❝❤❡♠✐♥s ❞❡s ✷ r♦❜♦ts✱ à ❣❛✉❝❤❡ ✿ ❝♦✉r❜❡ ❞✬❡rr❡✉r ❧❛tér❛❧❡ ❡♥tr❡
❧❡s ✷ r♦❜♦ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✺✳✷✼ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥ r♦❜♦t ✈❡rs ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻
✺✳✷✽ à ❣❛✉❝❤❡ ✿ s✉✐✈✐ ❡♥ ❝♦♥✈♦✐ ❞❡ ✷ r♦❜♦ts✱ à ❞r♦✐t❡ ✿ ❝♦✉r❜❡ ❞✬❡rr❡✉r ❧❛tér❛❧❡

❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡s ✷ r♦❜♦ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼
✺✳✷✾ à ❣❛✉❝❤❡ ✿ s✉✐✈✐ ❡♥ ❝♦♥✈♦✐ ❞❡ ✷ r♦❜♦ts✱ à ❞r♦✐t❡ ✿ ❝♦✉r❜❡ ❞✬❡rr❡✉r ❧❛tér❛❧❡

❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡s ✷ r♦❜♦ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

①✐✐✐



❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

①✐✈



◆♦t❛t✐♦♥s ❡t ❞é✜♥✐t✐♦♥s

✶✳ ❯♥ ❝♦♥✈♦✐ ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ r♦❜♦ts q✉✐ s❡ ❞é♣❧❛❝❡♥t ❡♥s❡♠❜❧❡ ✈❡rs ❧❛ ♠ê♠❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥
s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣ré❝✐s❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s ❝♦♥✈♦✐s ❡♥ ✜❧❡✳

✷✳ ▲❡ ❧❡❛❞❡r ❞✬✉♥ ❝♦♥✈♦✐ ❡st ❧❡ r♦❜♦t ❞❡ têt❡ q✉✐ ❡st s✉✐✈✐ ♣❛r ❧❡ r❡st❡ ❞❡s r♦❜♦ts
❞✉ ❝♦♥✈♦✐✳ ▲❡ ❧❡❛❞❡r ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥trô❧é ♣❛r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❤✉♠❛✐♥ ♦✉ êtr❡ ❞♦té ❞❡
❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛✉t♦♥♦♠❡✳

✸✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r ❝❤❡♠✐♥ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♣❛r ❧❡sq✉❡❧s ✉♥ r♦❜♦t
❡st ♣❛ssé✳

✹✳ ▲❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♥✈♦✐ ✭♦✉ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣✮ ❡st ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ r♦❜♦ts ❞❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❡♥ ✜❧❡ s❛♥s ❛❝❝r♦❝❤❛❣❡ ♠❛tér✐❡❧✳ ▲❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❞❡ têt❡ ♣❡✉t
êtr❡ ❛✉t♦♥♦♠❡ ♦✉ ❝♦♥❞✉✐t ♣❛r ✉♥ ♣✐❧♦t❡✳

✺✳ ▲✬é❝❛rt ❧❛tér❛❧ ey ❞✬✉♥ r♦❜♦t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❝❤❡♠✐♥✱ ❞és✐❣♥é ❛✉ss✐ ♣❛r ❧❡ t❡r♠❡
✧❡rr❡✉r ❧❛tér❛❧❡✧✱ ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ❞✉ r♦❜♦t à ❝❡ ❝❤❡♠✐♥✳ ❊♥
❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❝✬❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ s❡❣♠❡♥t r❡❧✐❛♥t ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ❞✉ r♦❜♦t ❛✉
♣♦✐♥t ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥✳

✻✳ ▲✬❡rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡ eθ ❡st ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞✬❛♥❣❧❡ ❡♥tr❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ r♦❜♦t ❡t ❧❛ ❞✐✲
r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛♥❣❡♥t❡ ❛✉ ❝❤❡♠✐♥ ❛✉ ♣♦✐♥t ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞✉ r♦❜♦t✳

✼✳ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ✭❛❝❝é❧ér❛✲
t✐♦♥ ❛ ♦✉ ✈✐t❡ss❡ ✈✮ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ré❞✉✐r❡ ❧✬✐♥t❡r✲❞✐st❛♥❝❡ ❞ sé♣❛r❛♥t ❞❡✉① r♦❜♦ts ❝♦♥✲
sé❝✉t✐❢s✳ ❞ ❞♦✐t t♦✉❥♦✉rs r❡st❡r s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ sé❝✉r✐té ds✳

✽✳ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧❛tér❛❧ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡ ✭❛♥❣❧❡ ❞❡ ❜r❛q✉❛❣❡ δ✱
✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ω ♦✉ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐r❡✮ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ré❞✉✐r❡ ❧✬é❝❛rt ❧❛tér❛❧ ey
❡♥tr❡ ✉♥ r♦❜♦t ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ❡t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ à s✉✐✈r❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬é✈✐t❡r ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱
❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ✈✐s❡ à ré❞✉✐r❡ ❧✬❡rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡ eθ ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s
q✉❡ ey ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t ❝♦♥✈❡r❣❡ t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✈❡rs ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞és✐ré✳

✾✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉✬✉♥ s✉✐✈✐ ❡♥ ❝♦♥✈♦✐ ✭♦✉ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣✮ ❡st st❛❜❧❡
q✉❛♥❞ ❧❡s r♦❜♦ts s❡ ❞é♣❧❛❝❡♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❣é♥éré ♣❛r ❧❡ ❧❡❛❞❡r s❛♥s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✳

✶✵✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉✬✉♥ s✉✐✈✐ ❡♥ ❝♦♥✈♦✐ ✭♦✉ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣✮ ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s
♣ré❝✐s q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❧❛tér❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞✉ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r ❡t ❞✉ ❧❡❛❞❡r ❡st ❢❛✐❜❧❡✳

✶✶✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❞✬✉♥ r♦❜♦t ♣❡r♠❡t ❞✬ét✉❞✐❡r s♦♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t s❛♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r
❧❡s ❝❛✉s❡s à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✭❧❡s ❢♦r❝❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❛✉ r♦❜♦t✮✳

✶



◆♦t❛t✐♦♥s ❡t ❞é✜♥✐t✐♦♥s

✶✷✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥ r♦❜♦t ét✉❞✐❡ s♦♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s
❢♦r❝❡s ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳

✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡ ♠♦❜✐❧❡ s✬❡st ✐♥tér❡ssé❡ ❛✉① s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲
r♦❜♦ts ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ P❧✉s✐❡✉rs ❞♦♠❛✐♥❡s✱ ❞♦♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉
tr❛♥s♣♦rt✱ ♣♦✉rr❛✐❡♥t ❜é♥é✜❝✐❡r ❞❡ ❝❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s✳ ▲❡ tr❛♥s♣♦rt ❞❡ ❜✐❡♥s ❡t ❞❡ ♣❡rs♦♥♥❡s
♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❛♠é❧✐♦ré ♣❛r ❞❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲r♦❜♦ts✳ ❉❡s ❝♦♥✈♦✐s ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t
❞é♣❧❛❝❡r ❝❡s ❜✐❡♥s ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t t♦✉t ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ♠❛✐♥ ❞✬÷✉✈r❡✳ P❛r ❡①✲
❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ❢r❡t r♦✉t✐❡r✱ ✉♥ ❝❤❛✉✛❡✉r ♣♦✉rr❛✐t ❞✐r✐❣❡r ✉♥ ❝♦♥✈♦✐ ❞❡ ❝❛♠✐♦♥s✱
❞é♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠❛r❝❤❛♥❞✐s❡s tr❛♥s♣♦rté❡s ♣❛r ❝❤❛✉✛❡✉r ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s
❞♦♥♥é✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ✐♠❛❣✐♥❡r q✉✬❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ tr♦✐s ❝❤❛✉✛❡✉rs ♣✉✐ss❡♥t ❝♦♥❞✉✐r❡
✉♥❡ ❞♦✉③❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛♠✐♦♥s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳

▲❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ r♦❜♦ts ❡♥ ❝♦♥✈♦✐ ❡st ❛♣♣❡❧é ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣✳ ▲❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❡st ✉♥❡ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡ ❞✬❛❝❝r♦❝❤❛❣❡ ✐♠♠❛tér✐❡❧ ✈✐s❛♥t à ❞✐r✐❣❡r✱ ❡♥ ♣❧❡✐♥❡ sé❝✉r✐té✱ ✉♥ ❝♦♥✈♦✐ ❞❡ r♦❜♦ts ❧❡
❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♣ré❞é✜♥✐ ♦✉ ♥♦♥✳ ▲❡ ❝♦♥✈♦✐ ❡st ❣✉✐❞é ♣❛r ✉♥ r♦❜♦t ❧❡❛❞❡r✱ q✉✐ ❡st ❡♥
❣é♥ér❛❧ ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❞❡ têt❡ ❡t q✉✐ ♣❡✉t s♦✐t s❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛✉t♦♥♦♠❡ s♦✐t êtr❡ ❞✐r✐❣é
♣❛r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❤✉♠❛✐♥✳

P♦✉r ré❛❧✐s❡r ✉♥ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣✱ ❧❡ ❝♦♥✈♦✐ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❞❡✉① ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ✿ s♦✐t ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝✲
t✉r❡ ❣❧♦❜❛❧❡✱ s♦✐t ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❧♦❝❛❧❡ ✭❛✉ss✐ ❞✐t❡ ❞❡ ♣r♦❝❤❡ ❡♥ ♣r♦❝❤❡✮✳ ◗✉❛♥❞ ❧❡ ❝♦♥✈♦✐
r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❣❧♦❜❛❧❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s à ❧❛ t♦t❛❧✐té ♦✉ à ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ✭❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s
✈♦✐s✐♥s ❡t ❧❡ ❧❡❛❞❡r✮ ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❞✉ ❝♦♥✈♦✐✱ ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧❡✉rs ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❡t ✈✐t❡ss❡s✳ ▲❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ♣♦✉r
❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❧♦❝❛❧❡✱
❝❤❛q✉❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❝❛❧❝✉❧❡ s❡s ♣r♦♣r❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉①
✈é❤✐❝✉❧❡s ✈♦✐s✐♥s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡st ♦♣t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✿ ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ♣❡✉t s♦✐t
❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ❛✈❡❝ s❡s ✈♦✐s✐♥s ♣♦✉r ❛❝q✉ér✐r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✉t✐❧❡s✱ s♦✐t ❧❡s ❛❝q✉ér✐r ♣❛r
❧✉✐✲♠ê♠❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ s❡s ❝❛♣t❡✉rs ❡♠❜❛rq✉és✳

▲❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❞♦♠❛✐♥❡s ✭✜❣✉r❡ ✶✳✶✮ ✿ ❧❡ tr❛♥s♣♦rt
❞❡ ♠❛r❝❤❛♥❞✐s❡s✱ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ♠❛tér✐❡❧ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡s ✐♥❞✉str✐❡s✱ ❧❡s ✈✐s✐t❡s t♦✉r✐s✲
t✐q✉❡s ❣✉✐❞é❡s✱ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠✐❧✐t❛✐r❡s✱ ❡t❝✳✳✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ❝♦ût
✭❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❝♦ût❡✉s❡s✱ ❝❛♣t❡✉rs ♣ré❝✐s très ❝❤❡rs✳ ❈❡rt❛✐♥❡s s♦✉r❝❡s ❡st✐♠❡r❛✐❡♥t
❧✬éq✉✐♣❡♠❡♥t ❞❡s ●♦♦❣❧❡ ❝❛rs à ❡♥✈✐r♦♥ ✷✷✵ ❦✩✴✈é❤✐❝✉❧❡✮✱ ❧❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥❝♦r❡

✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ré❡❧❧❡s ❡t r❡st❡ ❝♦♥✜♥é à ❞❡s t❡sts ❡♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
❝♦♥trô❧é✳ P❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❥❡ts ✐♥❞✉str✐❡❧s ❡t tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✉t♦✉r ❞✉ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ♦♥t été
ré❛❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡①✐st❛♥t❡s ❡t ❞❡ ❞é♣❧♦②❡r ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✳
▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs t♦✉❝❤❡♥t à ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉
rés❡❛✉✱ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♠✉❧t✐✲❝❛♣t❡✉rs✱ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❡rt❛✐♥s
❝❤❡r❝❤❡✉rs ❬❑❛✈❛t❤❡❦❛r ❛♥❞ ❈❤❡♥✱ ✷✵✶✶❪ s✬✐♥tér❡ss❡♥t à ❧❛ sûr❡té ❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ❧❡s
♣❡rt❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❧❡ r❡t❛r❞ ❞❛♥s ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡t✴♦✉ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛q✉❡ts✱
❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡ ♣❛q✉❡ts✱ ❡t❝✳✳✳ ❙✐ ✉♥ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s❡ ♣r♦❞✉✐t✱ ❧❛ sé❝✉r✐té ❞✉ s✉✐✈✐ s❡r❛✐t ♠✐s❡
❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❡t ❧❡ ❝♦♥✈♦✐ s✬❛rrêt❡r❛✐t✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ très ❝♦ût❡✉s❡ ❡♥ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡✱ s✉rt♦✉t
♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥✈♦✐s à ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❣❧♦❜❛❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ❧✐♠✐t❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥✈♦✐s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s
s②stè♠❡s ❞❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧❡s ♣❧✉s ♣ré❝✐s s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t très ❝♦ût❡✉①
❡t ♣❡✉✈❡♥t s♦✉✛r✐r ❞✬✉♥❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❧❡✉rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❧✐♠❛t✐q✉❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✳ ➚ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ✉t✐❧✲
✐s❛♥t ❞❡s ❝❛♠ér❛s s♦♥t ❛✈❡✉❣❧és ♣❛r ❧❡s ✢❛s❤ ❧✉♠✐♥❡✉① ✭❧✉♠✐èr❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ s♦❧❡✐❧✱ ♣❤❛r❡s
❞❡ ✈♦✐t✉r❡s ❧❛ ♥✉✐t✮ ❡t r❡♥❞✉s ✐♥❡✛❡❝t✐❢s ♣❛r ❧❡ ❜r♦✉✐❧❧❛r❞✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ à ❞r♦✐t❡ ✿ P❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❞❡ q✉❛tr❡ ❝❛♠✐♦♥s✱ à ❣❛✉❝❤❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❞❡ tr♦✐s
✈é❤✐❝✉❧❡s é❧❡❝tr✐q✉❡s✳

▼❛❧❣ré ❝❡s ❞✐✣❝✉❧tés✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ♣❡r♠❡✲
ttr❛✐t ❞✬♦✛r✐r ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛✈❛♥t❛❣❡s s✉r ❧❡s ♣❧❛♥s é❝♦❧♦❣✐q✉❡✱ é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❡t ❤✉♠❛✐♥✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❞✐✛ér❡♥t❡s ét✉❞❡s ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✈♦✐s ❝♦♠♣❛❝t❡s ✭❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s
❧✬✐♥t❡r✲❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s s✉❝❝❡ss✐❢s ❡st ❢❛✐❜❧❡✮ ♠è♥❡r❛✐t à ✉♥❡ ré✲
❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❜✉r❛♥t ❣râ❝❡ ❛✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬❛s♣✐r❛t✐♦♥ ✭ré❞✉❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ tr❛î♥é❡ s✉❜✐❡ ♣❛r ✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ✉♥ ❛✉tr❡ à ❢❛✐❜❧❡ ❞✐st❛♥❝❡✮✳ ❈❡tt❡
ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❜✉r❛♥t ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✉ tr❛♥s♣♦rt
❞❡ ♠❛r❝❤❛♥❞✐s❡s s✉r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥✈♦✐s
r❡♥❢♦r❝❡r❛✐t ❧❛ sé❝✉r✐té r♦✉t✐èr❡ ✭♠♦✐♥s ❞✬❛❝❝✐❞❡♥ts ❝❛✉sés ♣❛r ❧❡ ♠❛♥q✉❡ ❞✬❛tt❡♥t✐♦♥ ❡t ❧❡s
❡rr❡✉rs ❞❡s ❝♦♥❞✉❝t❡✉rs✮✱ ❛✉❣♠❡♥t❡r❛✐t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s r♦✉t❡s ✭ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❞❡
sé❝✉r✐té✮ ❡t ✢✉✐❞✐✜❡r❛✐t ❧❛ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥✳
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✶✳✶✳ ▲❡ ♣r♦❥❡t ❊✉r♦♣é❡♥ ■♥❚r❛❉❊

✶✳✶ ▲❡ ♣r♦❥❡t ❊✉r♦♣é❡♥ ■♥❚r❛❉❊

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ✜♥❛♥❝é❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❥❡t ❡✉r♦♣é❡♥ ■♥❚r❛❉❊ ✧■◆t❡❧❧✐❣❡♥t ❚❘❆s♣♦rt❛t✐♦♥
✐♥ ❉②♥❛♠✐❝ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✧✳ ❈❡ ♣r♦❥❡t✱ q✉✐ ❛ ❞é❜✉té ❡♥ s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✶✵ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣ér✐✲
♦❞❡ ❞❡ ✸ ❛♥s ❡t ❞❡♠✐✱ r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s ♣❛rt❡♥❛✐r❡s ❡✉r♦♣é❡♥s s✉✐✈❛♥ts ✿ ❧✬■♥st✐t✉t ◆❛t✐♦♥❛❧ ❞❡
❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡t ❡♥ ❆✉t♦♠❛t✐q✉❡ ■◆❘■❆ ✭❋r✮✱ ❧❡ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞✬❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱
❣é♥✐❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡t s✐❣♥❛❧ ▲❆●■❙ ✭❋r✮✱ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ré❣✐♦♥❛❧ ❞✬✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ tr❛♥s❢❡rt
❞❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞❛♥s ❧❡s tr❛♥s♣♦rts ❡t ❧❛ ❧♦❣✐st✐q✉❡ ❈❘■❚❚ ❚r❛♥s♣♦rt ❡t ▲♦❣✐st✐q✉❡ ✭❋r✮✱
❧✬❛❣❡♥❝❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉ s✉❞✲❡st ❞❡ ❧✬❆♥❣❧❡t❡rr❡ ❙❊❊❉❆ ✭❯❑✮✱ ❧❡ ▲❖❖▼ ❞❡ ❧✬✉♥✐✲
✈❡rs✐té ❞❡ ▲✐✈❡r♣♦♦❧ ❏♦❤♥ ▼♦♦r❡s ✭❯❑✮✱ ❧✬✐♥st✐t✉t ❞❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❉✉❜❧✐♥ ❉■❚ ✭■❡✮✱ ❧❡
♣♦rt ❞✬❖♦st❡♥❞❡ ✭❇❡✮ ❡t ❧❡s s♦✉s✲tr❛✐t❛♥ts ❘♦❜♦❙♦❢t ❡t ❖❦t❛❧✳ ■♥❚r❛❉❊ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ✿

✕ ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐té ❞❡s ♣♦rts ♠❛r✐t✐♠❡s ❞❡ ♣❡t✐t❡ ❡t ♠♦②❡♥♥❡ t❛✐❧❧❡ ♣♦✉r ❛✉❣✲
♠❡♥t❡r ❧❡✉r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♠♣ét✐t✐✈✐té✱

✕ ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ sé❝✉r✐té ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ré❞✉✐r❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧ ❞❡s ♣♦rts
ré❣✐♦♥❛✉①✱

✕ ré❞✉✐r❡ ❧❡s é❝❛rts ❡♥tr❡ ❧❡s ré❣✐♦♥s ❧❡s ♠♦✐♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s é❝♦♥♦♠✐q✉❡♠❡♥t ❡t ❧❡s
ré❣✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ ❘♦❜✉✲t❛✐♥❡r✳

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❡ ♣r♦❥❡t ■♥❚r❛❉❊ ✈✐s❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt à ❛✉t♦♠❛t✐s❡r ❧❡s ♣♦rts ♠❛r✐t✐♠❡s ❡♥
✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s é❧❡❝tr✐q✉❡s ❛✉t♦♥♦♠❡s ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt à ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡✉rs ❡s♣❛❝❡s
❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❡t ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧✬❛❝t✐✈✐té ♣♦rt✉❛✐r❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t✱ ❘♦❜♦❙♦❢t ❛ ❝♦♥ç✉ ✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡ é❧❡❝tr✐q✉❡ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❛♣♣❡❧é
r♦❜✉✲t❛✐♥❡r ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✮✱ ♣♦✉r ❧❡ tr❛♥s♣♦rt ❞❡s ❝♦♥t❡♥❡✉rs ❛✉ s❡✐♥ ❞❡s ♣♦rts ♠❛r✐t✐♠❡s✳
▼✉♥✐ ❞❡ ✹ ❧❛s❡rs ♣❧❛❝és ❝❤❛❝✉♥ ❞✬✉♥ ❝ôté ❡t ❞✬✉♥ ●P❙ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r s❛ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❧❡ r♦❜✉✲
t❛✐♥❡r ❝❤❛r❣❡ ❞❡s ❝♦♥t❡♥❡✉rs ♣♦sés s✉r ❞❡s ❝❛ss❡tt❡s ❡♥ ❧❡s ✜①❛♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ s♦♥ s②stè♠❡ ❞❡
✈❡rr♦✉✐❧❧❛❣❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✮✳ P♦✉r ❞é♣❧❛❝❡r ❧❡ r♦❜✉✲t❛✐♥❡r✱ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r ❡♠❜❛rq✉é s❡ ❝❤❛r❣❡
❞✬❡♥✈♦②❡r ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❛✉① r♦✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✕ ▲❡ s②stè♠❡ ❘♦❜✉✲t❛✐♥❡r ✲ ❈❛ss❡tt❡✳

❯♥ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞✉ ♣r♦❥❡t ❡st ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♥✈♦✐ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞❡
❝❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s✱ ❞♦♥t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣✐❧♦té ♣❛r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❤✉♠❛✐♥✳ P♦✉r
❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t à ✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥
❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ q✉✐ ❧❡ ♣ré❝è❞❡✱ q✉❡ ❝❡ ❝❤❡♠✐♥ s♦✐t ❞é✜♥✐ ♦✉ ♥♦♥✳ ▲❡s r♦❜✉✲t❛✐♥❡rs ❞♦✐✈❡♥t ❛✐♥s✐
r❡s♣❡❝t❡r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥ ❝♦♥s✐❣♥❡ s❛♥s ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❧❛tér❛❧❡ ❡t ❛ss✉r❡r ✉♥❡ sé❝✉r✐té t♦t❛❧❡ ❡♥
é✈✐t❛♥t ❧❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ❝♦♥✈♦✐✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡
r♦❜✉st❡ss❡ ❡t ❞✬❛✉t♦♥♦♠✐❡✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ❧♦❝❛❧❡
♦ù ❝❤❛q✉❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❝❛❧❝✉❧❡ s❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s s❡❧♦♥ s❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳

✶✳✷ ❖❜❥❡❝t✐❢s✱ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❡t ♣❧❛♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ré❛❧✐s❡r ✉♥ s✉✐✈✐ ❞❡ r♦❜♦ts ❡♥ ❝♦♥✈♦✐ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥
❝❤❡♠✐♥ ❣é♥éré ♣❛r ❧❡ ❧❡❛❞❡r ❡t ✐♥❝♦♥♥✉ ❞❡s s✉✐✈❡✉rs✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ s✉✐✈✐ s❛♥s ❛❝❝r♦❝❤❛❣❡
♠❛tér✐❡❧ ❡st ❞és✐❣♥é ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ♣❛r ❧❡ t❡r♠❡ ✧♣❧❛t♦♦♥✐♥❣✧✳

❯♥ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ sûr ❡t ♣ré❝✐s ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❝♦♥trô❧❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡t ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧❛tér❛❧ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❞✉ ❝♦♥✈♦✐✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧
❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❛✉① ✈é❤✐❝✉❧❡s ❞❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡r
❡♥ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❡✉r ♣ré❞é❝❡ss❡✉r t♦✉t ❡♥ é✈✐t❛♥t ❧❡s
❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❡t ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞✬❛❝❝♦r❞é♦♥✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧❛tér❛❧
❝❤❡r❝❤❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡ ❛✉① ✈é❤✐❝✉❧❡s ❞❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❧❡
❧♦♥❣ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❧❡❛❞❡r s❛♥s ❞é✈✐❛t✐♦♥ ♥✐ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❙❛♠s♦♥ ❬❙❛♠s♦♥✱ ✶✾✾✺❪✱
❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧❛tér❛❧ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❝♦✉♣❧és✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❉❛✈✐❡t ❡t
P❛r❡♥t ❬❉❛✈✐❡t ❛♥❞ P❛r❡♥t✱ ✶✾✾✻❛❪ s✉❣❣èr❡♥t q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♥trô❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr❛✐tés
sé♣❛ré♠❡♥t ❞✉r❛♥t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t à ❢❛✐❜❧❡ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ❝♦♥✈♦✐✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞♦♥❝ ❞❛♥s
❝❡tt❡ t❤ès❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧❛tér❛❧ s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❞❡s r♦❜♦ts ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❝♦♥✲
trô❧❡✉r ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧✬éq✉✐♣❡ MAIA q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♥tér❡s✲
s❛♥t❡s✳ ❈❡ ❝♦♥trô❧❡✉r✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❙❙❈✱ ❛ été ♣rés❡♥té ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡

✻



✶✳✷✳ ❖❜❥❡❝t✐❢s✱ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❡t ♣❧❛♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❬❙❝❤❡✉❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❣❛r❛♥t✐t ❡♥ ❡✛❡t ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱ ♠ê♠❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❛rrêt ❞✬✉r❣❡♥❝❡ ❞✉ ❧❡❛❞❡r✱ t♦✉t ❡♥ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r✲❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡
❡♥tr❡ ❧❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❧♦rs ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞♦♥❝ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛✉ ❝♦♥trô❧❡ ❧❛tér❛❧✳ ◆♦✉s
s♦✉❤❛✐t♦♥s ❞ès ❧♦rs ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✉① r♦❜♦ts ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ❞❡ s✉✐✈r❡
❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡♠♣r✉♥té ♣❛r ❧❡ ❧❡❛❞❡r✳

❈♦♠♠❡ ❞é❥à ♠❡♥t✐♦♥♥é ♣❧✉s tôt✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ é❝❤❛♥❣❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥✱ ❝❡s
❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞♦♥♥❛♥t ❧✐❡✉ à ✉♥ s✉✐✈✐ st❛❜❧❡ ❡t ♣ré❝✐s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡t é❝❤❛♥❣❡ ❡st ❛ss❡③
❝♦ût❡✉① ❡t ❡st s✉❥❡t ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐és à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
✭r❡t❛r❞ ❞❛♥s ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛q✉❡ts✱ ♣❡rt❡ ❞❡ ♣❛q✉❡ts✱ ♣❡rt❡ ❞❡
❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✮✳ ❙✐ ✉♥ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s❡ ♣r♦❞✉✐t✱ ❧❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❡st ❛❧téré✳ P♦✉r
é✈✐t❡r ❧✬❛rrêt ❞✉ ❝♦♥✈♦✐✱ ♥♦✉s ✐♠❛❣✐♥♦♥s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❝♦♥trô❧❡
❞✉ ❝♦♥✈♦✐ à ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❣❧♦❜❛❧❡ é❝❤♦✉❡✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ❧♦❝❛❧❡ q✉✐ ♥✬✉t✐❧✐s❡ ♣❛s ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❧❡ r❡❧❛✐s ❡t ♠❡♥❡r ❧❡
s✉✐✈✐ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❥✉sq✉✬à rét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳

▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡s ❧♦❝❛❧❡s s♦♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t s✉❥❡tt❡s à ✉♥❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬❡rr❡✉r ❧❛tér❛❧❡ q✉✐ s❡ ♣r♦♣❛❣❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❝♦♥✈♦✐✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st ❞û à ❧❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥
❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❡t r❡♥❞ ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s ♠♦✐♥s ♣ré❝✐s ❡t ♠♦✐♥s st❛❜❧❡ q✉❡ ❧❡s
❛♣♣r♦❝❤❡s ❣❧♦❜❛❧❡s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡
❞❡ ♣r♦❝❤❡ ❡♥ ♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥ ❝♦♥✈♦✐ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈é❤✐❝✉❧❡s st❛❜❧❡ ❡t ♣ré❝✐s✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ❝♦♥✈♦✐ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s s✉✐✈❡✉rs ♦s❝✐❧❧❡♥t très ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❛✉t♦✉r
❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❡♠♣r✉♥té ♣❛r ❧❡✉r ❧❡❛❞❡r✳

◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❛✉ss✐ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ q✉✐ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥✲
tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡s r♦❜♦ts ✭❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❬▼✐❝❛❡❧❧✐ ❛♥❞ ❙❛♠s♦♥✱ ✶✾✾✸❪✱
❧❡ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r s♦♥ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧✮✱ ❡t q✉✐ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛s
❞❡ ré❣❧❛❣❡s ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♦✉ ❞❡ ❣❛✐♥s✱ ❞❡ ✧❜♦♥♥❡s ✈❛❧❡✉rs✧ ét❛♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t tr♦✉✈é❡s
♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♦✉ ♣❛r ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❬▲❡✈✐♥❡ ❛♥❞ ❆t❤❛♥s✱ ✶✾✻✻❪
❡t ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞✬êtr❡ r❡❝❛❧❝✉❧é❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞❡ r♦❜♦t ❬❑❤❛t✐r ❛♥❞ ❉❛✈✐s♦♥✱ ✷✵✵✹❪✳
❊♥ ♦✉tr❡✱ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❣❛✐♥s ♣❡✉✈❡♥t ♥❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡
❞♦♥♥é ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ✿ ❞❡s ❣❛✐♥s ❢❛✐❜❧❡s ❡♠♣ê❝❤❡r♦♥t ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳

❉❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ❜❛sés s✉r ❧❛ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✱
r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝❤♦✐s✐t ✉♥
♣♦✐♥t ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ s❛✉✈❡❣❛r❞é q✉✐ s♦✐t ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞✉ s✉✐✈❡✉r q✉❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞✉
♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳ ❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❝❡ ♣♦✐♥t✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❬❉❛✈✐❡t ❛♥❞ P❛r❡♥t✱ ✶✾✾✻❛❪ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ q✉✐ ❛ss❡r✈✐t ❧✬❡rr❡✉r
❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ③ér♦✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠ét❤♦❞❡ r❡❝♦♥str✉✐t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ♠é♠♦r✐sé ❡t ❝❛❧❝✉❧❡
✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧❡ s✉✐✈r❡ ❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦✐♥s ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s
♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❞✐s❝rèt❡ ❡t ❡st ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡
❝♦♠❜✐♥é❡ à ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡✳

❈❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts tr❛✈❛✉① ré❛❧✐sés ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ■❧ ❡st
♦r❣❛♥✐sé ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❤❛♣✐tr❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❧❡s ♣❧✉s s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❛✉t♦✉r ❞✉ ♣❧❛✲
t♦♦♥✐♥❣✳ ◆♦✉s ré❛❧✐s♦♥s ✉♥❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ✭❣❧♦❜❛❧❡ ❡t ❧♦❝❛❧❡✮ q✉✬✉♥
❝♦♥✈♦✐ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❡t ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✭❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡t ❧❛tér❛❧✮ ❛✜♥
❞❡ ♣♦✉✈♦✐r s✐t✉❡r ♥♦s tr❛✈❛✉① ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡✉① ❡①✐st❛♥ts✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡♥ ♣♦s❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❡♥
♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❡ s②stè♠❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡
❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ à s❛✈♦✐r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ❧♦❝❛❧❡✱ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ♣♦✉r
❝❡ ❝❤♦✐①✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ❝❡
tr❛✈❛✐❧ ❡t ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❞é✈❡❧♦♣♣és
❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡t q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡♥t s❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ Memo− LAT ✭▼❡♠♦r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ▲♦♦❦✲
❆❤❡❛❞ ❚❛r❣❡t✮ q✉✐ s❡ ❜❛s❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ r♦❜♦t
♣ré❞é❝❡ss❡✉r✱ ❧❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❡♠✐♥ ét❛♥t ❡①♣❧✐q✉é❡s ❡♥ ❞ét❛✐❧s✳
P♦✉r s✉✐✈r❡ ❧❡ r♦❜♦t ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✱ ▼❡♠♦✲▲❆❚ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ ✭❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ♠é✲
♠♦r✐sé✮ q✉✐ ❡st s✐t✉é❡ à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✉ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r✳ ❊♥s✉✐t❡✱
✐❧ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❛✉ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r ❞✬❛ss❡r✈✐r s♦♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐❜❧❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
❛♥❛❧②t✐q✉❡✱ q✉✐ ♥❡ ❣❛r❛♥t✐t ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♣❛s ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s✉✐✈✐✳ P♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ❝❡t
❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♥♦✉s ❧❡ t❡st♦♥s à ❧❛ ❢♦✐s ❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t s✉r ❞❡s r♦❜♦ts ❦❤é♣ér❛s✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s
❝♦♥❝❧✉♦♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❢♦rts ❡t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❢❛✐❜❧❡s ❞❡ ▼❡♠♦✲▲❆❚
❡t ♠❡tt♦♥s ❡♥ ❛✈❛♥t ❧❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s q✉✐ ♥♦✉s ♦♥t ♣♦✉ssés à ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣rés❡♥té
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ♣rés❡♥t❡ ◆❖❈ ✭◆♦♥ ❖s❝✐❧❧❛t♦r② ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✮✱ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ ✭❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ♠é♠♦r✐sé✮
q✉✐ ♣❡r♠❡t ❛✉ r♦❜♦t ❞❡ s✉✐✈r❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r s❛♥s ♦s❝✐❧❧❡r ❛✉t♦✉r ❞❡ s♦♥ ❝❤❡♠✐♥✳ P♦✉r
❝❤♦✐s✐r ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ à ✈✐s❡r✱ ◆❖❈ t❡st❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ♠é♠♦r✐sé à
♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✈✐sé❡✱ ❡t ❝❡❝✐ ❥✉sq✉✬à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡✳
▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r t❡❧ q✉❡✱ ❡♥ ❛♣♣r♦❝❤❛♥t ❧❡
❝❤❡♠✐♥ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ♦✉ ✉♥ ❝❡r❝❧❡✱ ❧❡ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r ♣❡✉t t♦✉r♥❡r
à ❢♦♥❞ s❛♥s ❝♦✉♣❡r ❝❡ ❝❤❡♠✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠é✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧ ❡st✐♠❡✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉
r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r✱ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❛✉t♦✉r ❞✉ ♣♦✐♥t ✈✐sé ❡t ❝❛❧❝✉❧❡✱ ❡♥
♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡tt❡ ❝♦✉r❜✉r❡✱ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❛✉ s✉✐✈❡✉r ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ❡t ❞❡
s✉✐✈r❡ ❝❡ ❝❤❡♠✐♥ ❛♣♣r♦❝❤é ❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t s❛♥s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥
❝♦♠❜✐♥❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ q✉✐ é✈✐t❡ ❛✉ s✉✐✈❡✉r ❞❡ ❝♦✉♣❡r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡st✐♠é ❛✈❡❝
✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ q✉✐ ré❞✉✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❛✐♥s✐ st❛❜❧❡
♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ré❛❧✐sé ❡st ❞✐s❝r❡t✳ P♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ◆❖❈✱ ♥♦✉s ❧❡ t❡st♦♥s s✉r ❧❡
s✐♠✉❧❛t❡✉r ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡t ♥♦✉s ❧❡ ❝♦♠♣❛r♦♥s ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡▼❡♠♦✲▲❆❚✳

❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ◆❖❈ s✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ r♦❜♦ts✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡
✈❡rs✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ◆❖❈ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❆❜str❛❝t ◆❖❈✳ ❆❜str❛❝t ◆❖❈ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥
❛❜str❛②❛♥t ◆❖❈ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡s r♦❜♦ts✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱
❆❜str❛❝t ◆❖❈ ❢❡r❛ ❛♣♣❡❧ à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡①t❡r♥❡ q✉✐ s✐♠✉❧❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
❞❡s r♦❜♦ts ❡t ✉t✐❧✐s❡ ❝❡tt❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡✳ ❆❜str❛❝t
◆❖❈ ❛ ❛✉ss✐ été t❡sté ❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♦♥t ♠♦♥tré ❞❡ ❜♦♥♥❡s

✽



✶✳✷✳ ❖❜❥❡❝t✐❢s✱ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❡t ♣❧❛♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳

P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ rés✉♠❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés
❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✳ ■❧ ♠❡ttr❛ ❧✬❛❝❝❡♥t s✉r ❧❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❛♣♣♦rté❡s ♣❛r ❧❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡t s✉r ❧❡✉rs ❧✐♠✐t❡s✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❞❡s
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s q✉✐ s✬♦✉✈r❡♥t s✉✐t❡ à ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳

✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❛✉t♦♥♦♠❡s ❛ été té♠♦✐♥ ❞✬✉♥❡ ✐♠✲
♣♦rt❛♥t❡ é✈♦❧✉t✐♦♥✳ P❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♥t été ♠❡♥és ❛✉t♦✉r ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s
t❤é♠❛t✐q✉❡s ❛❧❧❛♥t ❞❡ ❧❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ à ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♥✲
trô❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛✉t♦♥♦♠❡✱ ❧✬é✈✐t❡♠❡♥t ❞✬♦❜st❛❝❧❡s✱ ❡t❝✳✳✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① s♦♥t ré♣❛rt✐s
❡♥tr❡ ❞❡s ♣r♦❥❡ts r❡❣r♦✉♣❛♥t ❞❡s ♣❛rt❡♥❛✐r❡s ❛❝❛❞é♠✐q✉❡s ❡t ✐♥❞✉str✐❡❧s ❡t ❞❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s
✉♥✐✈❡rs✐t❛✐r❡s✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
ré❛❧✐sés ❛✉t♦✉r ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭♣❧❛t♦♦♥✐♥❣✮ ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s ❛✉t♦♥♦♠❡s ✭s❡❝✲
t✐♦♥ ✷✳✶✮✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ♠❛✐♥t❡♥✐r ✉♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥t été ♣r♦✲
♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s❡❧♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛❜♦r❞❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣❧♦❜❛❧❡✱ ❝❡♥tr❛❧✐sé❡
♦✉ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡✱ ♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧♦❝❛❧❡✳ ❈❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳
▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ♣rés❡♥t❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s✉✐✈✐ ❛♣♣❧✐q✉é❡s s✉r ❧❡s r♦❜♦ts✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt
❞❡ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s r❡♣♦s❡♥t s✉r ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡
❣é♥éré❡ ♣❛r ❧❡ ❧❡❛❞❡r ❞✉ ❝♦♥✈♦✐✳ ❈❡tt❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♥✬ét❛♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ♣ré❞é✜♥✐❡✱ ♥♦✉s
♣rés❡♥t♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳ ❉❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✉♥ ❜✐❧❛♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré✳

✷✳✶ Pr♦❥❡ts ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✉t♦✉r ❞✉ s✉✐✈✐ ❞❡ ❝♦♥✈♦✐

■♥❞✉str✐❡❧s ❡t ❛❝❛❞é♠✐q✉❡s s❡ s♦♥t ❛ss♦❝✐és ❛✉t♦✉r ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❧✬❛❝❝r♦❝❤❛❣❡ ✐♠✲
♠❛tér✐❡❧ ❡t ♦♥t ♠♦♥té ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❥❡ts ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❡s ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥s
❡♥ ❝♦♥✈♦✐✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❧❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s s❡ ❞é♣❧❛❝❡♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❣✉✐❞é ♣❛r ✉♥
✈é❤✐❝✉❧❡ ❞❡ têt❡✱ ❞és✐❣♥é ❛✉ss✐ ♣❛r ❧❡ t❡r♠❡ ❧❡❛❞❡r✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡s ♣r♦❥❡ts ❡st ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r
❧❛ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s s✉r ❧❡ rés❡❛✉ r♦✉t✐❡r ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ❧✬✐♥t❡r✲❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡
♣❛✐r❡ ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s s✉❝❝❡ss✐❢s✱ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s r♦✉t❡s ❡t ✢✉✐❞✐✜❛♥t ❧❛ ❝✐r✲
❝✉❧❛t✐♦♥ r♦✉t✐èr❡✳

✶✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

✷✳✶✳✶ ▲❡ ♣r♦❥❡t P❆❚❍

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ Pr♦❥❡t P❆❚❍ ✿ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❞❡ ❤✉✐t ✈é❤✐❝✉❧❡s s✉r ✉♥❡ ❛✉t♦r♦✉t❡✳

❉❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✾✵✱ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❈❛❧✐❢♦r♥✐❡ à ❇❡r❦❧❡② ❛ ❧❛♥❝é ❧❡ ♣r♦❥❡t P❆❚❍ ✭❈❛❧✲
✐❢♦r♥✐❛ P❛rt♥❡rs ❢♦r ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❚r❛♥s✐t ❛♥❞ ❍✐❣❤✇❛②s✮ ✈✐s❛♥t à ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s
❛✉t♦r♦✉t❡s ♣♦✉r ❛tté♥✉❡r ❧❛ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❡♥ ré❛❧✐s❛♥t ❞❡s ❝♦♥✈♦✐s ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s q✉✐ s❡ s✉✐✈✲
❡♥t à ❢❛✐❜❧❡ ✐♥t❡r✲❞✐st❛♥❝❡ ❡t s❛♥s ❛❝❝r♦❝❤❛❣❡ ♠❛tér✐❡❧✳ ❊♥ ❛♦ût ✶✾✾✼✱ ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥
✭✜❣✉r❡ ✷✳✶✮ ✶ s✉r ✉♥❡ ❛✉t♦r♦✉t❡ à ❙❛♥ ❉✐❡❣♦ ❛ ♠♦♥tré ✉♥ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❞❡ ✽ ✈♦✐t✉r❡s ❇✉✐❝❦
❞✐st❛♥t❡s ❞❡ 6, 5 ♠✳ ▲❡s ✈♦✐t✉r❡s ❝♦♠♠✉♥✐q✉❛✐❡♥t ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❛✜♥ ❞✬é❝❤❛♥❣❡r ❧❡✉rs ❞♦♥♥é❡s
❡t ❞❡ ❣ér❡r ❧❡s ♠❛♥÷✉✈r❡s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈♦✐❡s✱ ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❡t✴♦✉ ❞✬❛❜❛♥❞♦♥ ❞❡ ❝♦♥✈♦✐✳

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s P❆❚❍ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ♦ù ❝❤❛q✉❡ s✉✐✈❡✉r ré❝✉♣èr❡
❧❡s ❞♦♥♥é❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉ ❧❡❛❞❡r ❡t ❛✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳ P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r s❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡
❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❬❙❤❧❛❞♦✈❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✶❪✱ ❧❡ s✉✐✈❡✉r ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ s❡s ♣r♦♣r❡s
✈✐t❡ss❡ ❡t ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❡st✐♠é❡s ♣❛r s❡s ❝❛♣t❡✉rs ❡♠❜❛rq✉és✱ ❧✬✐♥t❡r✲❞✐st❛♥❝❡ ❧❡ sé♣❛r❛♥t ❞❡
s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r q✉✐ ❡st ♠❡s✉ré❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ r❛❞❛rs✳ ▲❡s ✈✐t❡ss❡s ❡t ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s
❛✉ ❧❡❛❞❡r ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ❡t ❛✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r s♦♥t tr❛♥s♠✐s❡s ❛✉ s✉✐✈❡✉r à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ r❛❞✐♦✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧❛tér❛❧✱ ❝❤❛q✉❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ❞ét❡❝t❡ à
❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♠❛❣♥ét♦♠ètr❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❞✬❛✐♠❛♥ts ♣❧❛❝és ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡s ✈♦✐❡s ❞❡
❧✬❛✉t♦r♦✉t❡✳ ❈❡s ❛✐♠❛♥ts ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ♣❛rt✐❡
❞✉ ❝❤❡♠✐♥ à s✉✐✈r❡ ❡t ❛✐❞❡♥t ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ à ❡st✐♠❡r s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❬❲❡✐✲❜✐♥ ❩❤❛♥❣✱ ✶✾✾✵❪✳ ▲❡
s✉✐✈❡✉r✱ ✈✐s❛♥t ❝❡s ❛✐♠❛♥ts s✉❝❝❡ss✐❢s✱ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡ ❧✬❛✉t♦r♦✉t❡✳ ❊♥ s❡ ❜❛s❛♥t
s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s✱ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡
❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ré❞✉✐r❡ ❧✬é❝❛rt ❧❛tér❛❧ ❡♥tr❡ ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❡t ❧❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥
❞❡s ❛✐♠❛♥ts ❬❙❤❧❛❞♦✈❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✶❪✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛❥❡✉r ❞❡ ❝❡ ♣r♦❥❡t ét❛✐t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❛✉
s♦❧ ✭❧❡s ❛✐♠❛♥ts✮✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ✐♥st❛❧❧❡r ❞❡s ❛✐♠❛♥ts s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉t♦r♦✉t❡s ❡st ❝♦û✲
t❡✉① ❡t ❝♦♠♣❧✐q✉é à ré❛❧✐s❡r✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ✈♦✐t✉r❡s ❡①✐st❛♥t❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r

✶✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ✜❣✉r❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧❡✉rs ❛✉t❡✉rs r❡s♣❡❝t✐❢s✳ ❊❧❧❡s ♦♥t été t✐ré❡s ❞❡s
❛rt✐❝❧❡s ❝✐tés ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

✶✷



✷✳✶✳ Pr♦❥❡ts ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✉t♦✉r ❞✉ s✉✐✈✐ ❞❡ ❝♦♥✈♦✐

❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❞❡s ❝♦♥✈♦✐s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s✳ ▲❡s ✐♥❞✉str✐❡s ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡s ♥❡ ❢❛❜✲
r✐q✉❡♥t ♣❛s ❞❡s ✈♦✐t✉r❡s éq✉✐♣é❡s ❞❡ ♠❛❣♥ét♦♠ètr❡s ✈✉ q✉❡ ❧✬✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à
❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✳

✷✳✶✳✷ ▲❡ ♣r♦❥❡t ❈r✐st❛❧

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ Pr♦❥❡t ❈r✐st❛❧ ✿ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❞❡ tr♦✐s ✈é❤✐❝✉❧❡s✳

▲❡ ♣r♦❥❡t ♥❛t✐♦♥❛❧ ❈r✐st❛❧ ✭❈❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ■♥❞✉str✐❡❧❧❡ ❡♥ ❙②stè♠❡s ❞❡ ❚r❛♥s♣♦rts
❆✉t♦♠❛t✐sés ▲é❣❡rs✮✱ ✜♥❛♥❝é ♣❛r ❧❡ ♣ô❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣ét✐t✐✈✐té ❆❧s❛❝❡ ❋r❛♥❝❤❡ ❈♦♠té ✧❵✈é❤✐❝✉❧❡
❞✉ ❢✉t✉r✧✬✱ ❛ r❛ss❡♠❜❧é ♣❧✉s✐❡✉rs ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❢r❛♥ç❛✐s ✭■♥r✐❛✱ ❯❚❇▼✱ ▲❆❙✲
▼❊❆✮ ❡t ❡♥tr❡♣r✐s❡s ✭❱✉❧♦❣✱ ❚r❛♥s✐t❡❝✱ ●❊❆ ❡t ▲❖❍❘ ■♥❞✉str✐❡✮ ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ ❜✉❞❣❡t ❞❡
✽ ♠✐❧❧✐♦♥s ❞✬❡✉r♦s ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♠♦❜✐❧✐té r♦✉t✐èr❡✳ ▲❡ ♣r♦❥❡t ❈r✐st❛❧ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥
♣r♦❥❡t ✐♥♥♦✈❛♥t q✉✐ ♥❡ ♠❡t ♣❛s ❡♥ ❛✈❛♥❝❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❛✈❛♥❝é❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡s ♠❛✐s ❞❡s
✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ▲❡ ❜✉t ❞✉ ♣r♦❥❡t r❡✈✐❡♥t à ♠❡ttr❡ ❡♥ s❡r✈✐❝❡ ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s à ❞♦✉❜❧❡
♠♦❞❡ ✿

✕ ✉♥ ♠♦❞❡ ✧❧✐❜r❡✲s❡r✈✐❝❡✧ ♣♦✉r ✉♥ ✉s❛❣❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧ ♦ù ✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ♣♦✉rr❛✐t ré❝✉♣ér❡r
✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❞✬✉♥❡ st❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✱ s✬❡♥ s❡r✈✐r ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r s♦♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t
r❡♥❞r❡ ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ à ✉♥❡ st❛t✐♦♥ ❞❡st✐♥❛t❛✐r❡ à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ✈♦②❛❣❡✳ P❧✉s✐❡✉rs st❛t✐♦♥s✱
s❡r♦♥t ❞✐s♣❡rsé❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ③♦♥❡ ❞é✜♥✐❡ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ét✉❞❡ t❡rr✐t♦r✐❛❧❡ ❡t éq✉✐♣é❡s ❞✬✉♥
❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s à t♦✉t ♠♦♠❡♥t s❛♥s rés❡r✈❛t✐♦♥✱

✕ ❡t ✉♥ ♠♦❞❡ ✧❝♦♥✈♦✐✧ ♣♦✉r ✉♥ ✉s❛❣❡ s❡♠✐✲❝♦❧❧❡❝t✐❢ ♦ù ✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s ❡♥ ❝♦♥✈♦✐ ♣❡✉t êtr❡ ♣❧❛♥✐✜é ♣♦✉r ✉♥❡ ❞❛t❡ ❡t ✉♥ tr❛❥❡t s♣é❝✐✜q✉❡s ❛✜♥ ❞❡
tr❛♥s♣♦rt❡r ❞❡s ♣❡rs♦♥♥❡s ♦✉ ❞❡s ❜✐❡♥s ✭✜❣✉r❡ ✷✳✷✮✳ ▲❡ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r ♣♦✉rr❛✐t ❝❤♦✐s✐r
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s ❢♦r♠❛♥t s♦♥ ❝♦♥✈♦✐ ❀ ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞❡ ❜♦r❞ ❞❡ ❝❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s
❛✉tr❡ q✉❡ ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❞❡ têt❡ s❡r♦♥t ✐♥❛❝❝❡ss✐❜❧❡s✳ ▲❡ ♠♦❞❡ ✧❝♦♥✈♦✐✧ ♣♦✉rr❛✐t ❛✉ss✐
êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r rééq✉✐❧✐❜r❡r ❧❡s st❛t✐♦♥s✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❧❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s s❡ ❞é♣❧❛❝❡r♦♥t
❡♥ ❝♦♥✈♦✐s ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬êtr❡ r❡❞✐str✐❜✉és ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐t❛❜❧❡ s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
st❛t✐♦♥s✳

✶✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ❈r✐st❛❧✳

▲❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❡t ét✉❞❡s ♠❡♥é❡s ♣❛r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❝t❡✉rs ❞❡ ❝❡ ♣r♦❥❡t ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡
❝♦♥❝❡✈♦✐r ✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ✻ ♣❡rs♦♥♥❡s✱ ❞✬✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ 3, 4 ♠
❡t ❞✬✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ 1, 7 ♠✳ ▲❡ ✈é❤✐❝✉❧❡✱ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✱ ❡st éq✉✐♣é ❞✬✉♥ ●P❙
❧✉✐ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡st✐♠❡r s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛❜s♦❧✉❡✱ ❞✬✉♥ ❝❛♣t❡✉r ▲✐❞❛r ✭q✉✐ ❡st ✉♥ ❝❛♣t❡✉r ❧❛s❡r✮
❡t ❞✬✉♥❡ ❝❛♠ér❛ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳

✷✳✶✳✸ ▲❡ ♣r♦❥❡t ❙❛rtr❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✕ Pr♦❥❡t ❙❛rtr❡ ✿ ❝♦♥✈♦✐ ❞❡ q✉❛tr❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s✳

▲❡ ♣r♦❥❡t ❙❛rtr❡ ✭❙❛❢❡ ❘♦❛❞ ❚r❛✐♥s ❢♦r ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t✮ ❛ été ❧❛♥❝é ❡♥ ✷✵✵✾ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠✉✲
♥❛✉té ❡✉r♦♣é❡♥♥❡✳ ❉✬✉♥❡ ❞✉ré❡ ❞❡ ✸ ❛♥s✱ s♦♥ ❜✉t ét❛✐t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❡s ❝♦♥✈♦✐s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s
❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s ❬❚♦♠ ❘♦❜✐♥s♦♥✱ ✷✵✶✵❪ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❡①✐st❛♥t❡ ✭✜❣✉r❡ ✷✳✹✮✳ ❈❡
s✉✐✈✐ ❞❡ ❝♦♥✈♦✐ ✭♦✉ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛r❜✉r❛♥t ❡t ❛❝❝r♦ît
❧❛ sé❝✉r✐té r♦✉t✐èr❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❬❆✳ ❉❛✈✐❧❛✱ ✷✵✶✵❪✳ ▲❡ ♣r♦❥❡t s✬✐♥tér❡ss❛✐t à ❧❛ ❝♦♥❞✉✐t❡
❞❡ ❝❡s ❝♦♥✈♦✐s s✉r ❛✉t♦r♦✉t❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❧❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❛❧✐❣♥és ❞✉
♣❧✉s ❧♦✉r❞ ❡♥ têt❡ ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ❛✉ ♣❧✉s ❧é❣❡r ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡s r✐sq✉❡s ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✭✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡
❧♦✉r❞ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❧✉s ❞❡ t❡♠♣s ♣♦✉r ❢r❡✐♥❡r q✉✬✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡ ♣❧✉s ❧é❣❡r✮ ❬❊r✐❝ ❈♦❡❧✐♥❣❤✱ ✷✵✶✷❪✳
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✷✳✶✳ Pr♦❥❡ts ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✉t♦✉r ❞✉ s✉✐✈✐ ❞❡ ❝♦♥✈♦✐

P♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ♠❛✐♥t❡♥✐r ✉♥❡ ✈♦✐❡ ❞♦♥♥é❡✱ ❧❡ ♣r♦❥❡t s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡ ré❣✉✲
❧❛t❡✉r ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢ ❡t ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣♦✉r ❧❡s
✈♦✐t✉r❡s ❱♦❧✈♦ ✭✈é❤✐❝✉❧❡s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❥❡t✮✳ ❈❤❛q✉❡ ✈♦✐t✉r❡ ❱♦❧✈♦ ét❛✐t éq✉✐♣é❡ ❞❡
❞✐✛ér❡♥ts ❝❛♣t❡✉rs ❛✜♥ ❞❡ ♣❡r❝❡✈♦✐r s♦♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✿

✕ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ✸ ❢❛✐s❝❡❛✉① ❧❛s❡r ❞✬✉♥❡ ♣♦rté❡ ❞❡ 8 ♠ à ❧✬❛✈❛♥t ❞❡ ❧❛ ✈♦✐t✉r❡ ❀

✕ ✉♥ r❛❞❛r à ✼✻ ●❍③ ❞✬✉♥❡ ♣♦rté❡ ❞❡ 200 ♠ à ❧✬❛✈❛♥t ❞❡ ❧❛ ✈♦✐t✉r❡ ❀

✕ ✉♥❡ ❝❛♠ér❛ ♣r♦s♣❡❝t✐✈❡ ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ♣✐ét♦♥s ❡t ❧❡s ♣❛♥♥❡❛✉① ❞❡ s✐❣♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❀

✕ ❞❡✉① r❛❞❛rs à ✼✻ ●❍③ ♣♦✉r ❛✐❞❡r à ❣ér❡r ❧❛ ♠❛♥÷✉✈r❡ ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈♦✐t✉r❡
❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥✈♦✐ ❡t ♣♦✉r ♦❜s❡r✈❡r ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s s✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ✈♦✐❡s ✿
❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ♦r✐❡♥té ✈❡rs ❧✬❛rr✐èr❡ ❡t ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡st ❞✐r✐❣é s✉r ❧❡ ❝ôté✳

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❥❡t ❞é♣❡♥❞ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡
❧❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❡t ❛ss♦❝✐❡ ❛✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❞❡ têt❡ ✭♦✉ ❧❡❛❞❡r✮ ✉♥ rô❧❡ très ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❛
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❣✉✐❞❛❣❡ ❞✉ ❝♦♥✈♦✐✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❣èr❡ ❧❛ sé❝✉r✐té ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❛♥❞
✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ s♦✉❤❛✐t❡ s✬✐♥sér❡r ♦✉ s❡ ❞ét❛❝❤❡r ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ❡t ✜①❡ ❧✬✐♥t❡r✲❞✐st❛♥❝❡
♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣❡r♠✐s❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s s✉❝❝❡ss✐❢s✳ P♦✉r é✈✐t❡r ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts
❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ✈✐r❛❣❡s ❡t ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞✬❛❝❝♦r❞é♦♥ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❝♦♥✈♦✐✱ ❧❡
❧❡❛❞❡r ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡ à s❡s s✉✐✈❡✉rs s♦♥ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❡t ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥
q✉✬✐❧ ❡st ❡♥ tr❛✐♥ ❞❡ ❣é♥ér❡r ✭❡t ♥♦♥ ♣❛s ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ❧❛ r♦✉t❡✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✉r❛♥t ❧❡s
♣❤❛s❡s ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ✭♦✉ ❞❡ ❞é❝é❧ér❛t✐♦♥✮ ❡t ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❞❡
têt❡ ❡♥✈♦✐❡ ❛✉ r❡st❡ ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s
♦ù ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ ♣r♦❞✉✐t s✉r ❧❡ ❧❡❛❞❡r✱ ❧❡ s✉✐✈✐ ❡st ♣❡rt✉r❜é ❡t ❧❡ ❝♦♥✈♦✐ s✬❛rrêt❡✳

✷✳✶✳✹ ❱■❆❈ ✿ ▲❡ ❞é✜ ✐♥t❡r❝♦♥t✐♥❡♥t❛❧ ♣♦✉r ✈é❤✐❝✉❧❡s ❛✉t♦♥♦♠❡s
❞❡ ❱✐s▲❛❜

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ✕ ❱■❆❈ ✿ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛✉t♦♥♦♠❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❡♥ ❛❜s❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r✳

✶✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

▲✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ P❛r♠❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ✈✐s✐♦♥ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡ ❡t ❞❡ s②stè♠❡s
✐♥t❡❧❧✐❣❡♥ts ❱✐s▲❛❜✱ ❛ ❧❛♥❝é ❧❡ ❞é✜t ❱■❆❈ ✭❱✐s❧❛❜ ■♥t❡r❝♦♥t✐♥❡♥t❛❧ ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❈❤❛❧✲
❧❡♥❣❡✮ ❬❇❡rt♦③③✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥ s✉✐✈✐ ❡♥ ❝♦♥✈♦✐ ♣❛rt❛♥t ❞✬■t❛❧✐❡ à
❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❈❤✐♥❡ ✭❡♥✈✐r♦♥ ✶✵✵✵✵ ❑♠ à tr❛✈❡rs❡r ❡♥ ❝♦♥❞✉✐t❡ ❛✉t♦♥♦♠❡✮✳ ▲❡✉r ❝♦♥✈♦✐
ét❛✐t ❢♦r♠é ❞❡ ✹ ✈❛♥s é❧❡❝tr✐q✉❡s ✭❞❡✉① ✈❛♥s r♦✉❧❛✐❡♥t ♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞❡✉① ❛✉tr❡s ❝❤❛r❣❡❛✐❡♥t
❧❡✉r ❜❛tt❡r✐❡s✮ éq✉✐♣és ❞✬♦r❞✐♥❛t❡✉rs✱ ❞❡ ❝❛♠ér❛s ❡t ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs✱ ❞❡✉① ❝❛♠✐♦♥♥❡tt❡s ♣♦✉r
tr❛♥s♣♦rt❡r ❞✉ ♠❛tér✐❡❧✱ ✉♥ tr❛♥s♣♦rt❡✉r ❞❡ ✈♦✐t✉r❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r é❧❡❝tr✐q✉❡ à ❜♦r❞
❡t q✉❛tr❡ ❝❛r❛✈❛♥❡s✳

❈❤❛❝✉♥ ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❡st éq✉✐♣é ❞❡ ✼ ❝❛♠ér❛s✱ ✹ ❧❛s❡rs✱ ✉♥ ●P❙ ❡t ❞✬✉♥ ❝❛♣t❡✉r ✐♥❡rt✐❡❧
♣♦✉r s❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡r ❡t ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ✈♦✐t✉r❡s ❡t ❞✬❛✉tr❡s ♦❜st❛❝❧❡s ✭✜❣✉r❡ ✷✳✺✮✳ ❉❡✉①
❝❛♠ér❛s ❛❝❝r♦❝❤é❡s à ❧✬❛✈❛♥t ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ stéré♦ ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❧❡s
✈♦✐❡s✳ ❚r♦✐s ❛✉tr❡s ❝❛♠ér❛s s②♥❝❤r♦♥✐sé❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈✉❡ ♣❛♥♦r❛♠✐q✉❡
❢r♦♥t❛❧❡ à 180◦✳ ▲❡s ❧❛s❡rs ❞ét❡❝t❡♥t ❞❡s ♦❜st❛❝❧❡s✱ ❞❡s ♣✐ét♦♥s ❡t ❞✬❛✉tr❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s✳ ❚r♦✐s
♦r❞✐♥❛t❡✉rs s❡ tr♦✉✈❡♥t à ❜♦r❞ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈é❤✐❝✉❧❡✳ ❯♥ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❡st ❞é❞✐é ❛✉①
tr❛✐t❡♠❡♥ts ❞✬✐♠❛❣❡ ❡t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s r❡❧❛t✐✈❡s à ❝❡ q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡ à ❧✬❛✈❛♥t ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡✳ ❯♥
❞❡✉①✐è♠❡ ♦r❞✐♥❛t❡✉r tr❛✐t❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① ❞❡✉① ❝ôtés ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡✳ ▲❡ tr♦✐s✐è♠❡
♦r❞✐♥❛t❡✉r ré❝✉♣èr❡ t♦✉t❡s ❝❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ♣❧❛♥✐✜❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥✱ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞✬❛❝✲
❝é❧ér❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❡s ❡♥✈♦✐❡ ❛✉① ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✳

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ s✉✐✈✐❡ ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❥❡t ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❡❛❞❡r✲s✉✐✈❡✉r ♦ù ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❞❡ têt❡
❝♦♠♠✉♥✐q✉❡ s❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ●P❙ à s♦♥ s✉✐✈❡✉r✳ P♦✉r s✉✐✈r❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❣é♥éré ♣❛r ❧❡
❧❡❛❞❡r✱ ❧❡ s✉✐✈❡✉r ❝♦♠❜✐♥❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ●P❙ ❝♦♠♠✉♥✐q✉é❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❛❝q✉✐s❡s
♣❛r s❡s ❝❛♣t❡✉rs ❡♠❜❛rq✉és ❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ✭q✉❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
●P❙ s❡✉❧❡s✮ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❧❡❛❞❡r✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧ ♣❧❛♥✐✜❡ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ s♦♥ ❝❤❡♠✐♥ ❡t
❝❛❧❝✉❧❡ s❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ s♦♥
s②stè♠❡ ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✳

✷✳✷ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❞❡ ❝♦♥✈♦✐

P♦✉r ré❛❧✐s❡r ✉♥ s✉✐✈✐ ❞❡ r♦❜♦ts s❛♥s ❛❝❝r♦❝❤❛❣❡ ♠❛tér✐❡❧✱ ❧❡ ❝♦♥✈♦✐ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❞❡✉①
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✿ s♦✐t ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ♦ù ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ t♦✉s ❧❡s r♦❜♦ts
✭♦✉ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡✮ ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥✱ s♦✐t ✉♥❡
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❧♦❝❛❧❡ ♦ù ❝❤❛q✉❡ r♦❜♦t ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ♣❡rç♦✐t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t s❡s
r♦❜♦ts ✈♦✐s✐♥s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r s❡s ♣r♦♣r❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s✳ ◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❛✉ss✐ ❞❡s ❝♦♥✈♦✐s
❛②❛♥t ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♠✐①t❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡t ❞✬✉♥❡
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ❏✳ ❇♦♠ ♣r♦♣♦s❡ ❞❛♥s s❛ t❤ès❡ ❬❇♦♠✱ ✷✵✵✻❪ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧
q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♠✐①t❡ ✿ ♣♦✉r ❣❛r❞❡r ✉♥ ❝♦♥✈♦✐ ♣r♦❝❤❡✱ ❧❡ r♦❜♦t ❝❛❧❝✉❧❡
✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ q✉✐ ❧✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡ s♦♥ ❧❡❛❞❡r ✭❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
❣❧♦❜❛❧❡✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ q✉❛♥❞ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥t très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✱ ✐❧ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡
❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ q✉✐ ❧✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r ❧❡✉r ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✭❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❧♦❝❛❧❡✮✳

▲❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ ♣♦✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥✈♦✐✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❞✉ ❝♦♥✈♦✐
❡t ❡st ❞♦té ❞✬✉♥❡ ❛✉t♦♥♦♠✐❡ q✉✐ ❧✉✐ ♣❡r♠❡t✱ à tr❛✈❡rs ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ s♦♥ ❡♥✈✐r♦♥✲

✶✻



✷✳✷✳ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❞❡ ❝♦♥✈♦✐

♥❡♠❡♥t ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s✱ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧✬❛❝❝r♦❝❤❡ ✐♠♠❛tér✐❡❧❧❡✳ ❙❡❧♦♥ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❝❡s
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❝❡tt❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❡st ❛❧♦rs ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❧♦❝❛❧❡ ♦✉ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ❙✐♠♦♥ ❍❛❧❧é
❛ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s s❛ t❤ès❡ ❞❡ ♠❛st❡r ❬❍❛❧❧é✱ ✷✵✵✺❪ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ s②stè♠❡
♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ✈é❤✐❝✉❧❡✱ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛❣❡♥t ❛✉t♦♥♦♠❡✱ ❡st s♦✉♠✐s ❛✉
❝♦♥trô❧❡ ❝♦♥ç✉ ❞❛♥s ❬❉❛✈✐❡t ❛♥❞ P❛r❡♥t✱ ✶✾✾✻❛❪✳ ▲❡s ❛❣❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ❡♥tr❡
❡✉① s♦✉s ❞❡✉① s❝é♥❛r✐♦s ❞✐✛ér❡♥ts ✿ s♦✐t ❧❡ ❧❡❛❞❡r ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡ ❛✈❡❝ s❡s s✉✐✈❡✉rs ✭❛r❝❤✐✲
t❡❝t✉r❡ ❣❧♦❜❛❧❡✮✱ s♦✐t ❝❤❛q✉❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡ ❛✈❡❝ s❡s ✈♦✐s✐♥s ✭❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❧♦❝❛❧❡✮✳
❈✬❡st ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ tr♦✉✈❡ ❛✉ss✐ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥ s✐♠✉❧❡
❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s ♣❛r ❞❡s s②stè♠❡s t②♣❡ r❡ss♦rt ♦✉ r❡ss♦rt✲❝❛♣❛❝✐té✳ ▲❡s ❛✉✲
t❡✉rs ❞❡ ❬❈♦♥t❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ❡t ❬❈♦♥t❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❡♥tr❡
❞❡✉① ✈é❤✐❝✉❧❡s s✉❝❝❡ss✐❢s ♣❛r ✉♥ r❡ss♦rt✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬❊❧✲❩❛❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪
♠♦❞é❧✐s❡♥t ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈é❤✐❝✉❧❡s ♣❛r ✉♥ ❛♠♦rt✐ss❡✉r ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡✉①
r❡ss♦rts✳

✷✳✷✳✶ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❣❧♦❜❛❧❡s

❉❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣❧♦❜❛❧❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r♦❜♦t ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ❝♦♥✲
♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❝♦♠♣❧❡t ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ✭♦✉ ❜✐❡♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝♦♥✈♦✐✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❧✬ét❛t
❞✉ ❧❡❛❞❡r ❡t ❞❡s r♦❜♦ts ✈♦✐s✐♥s✮✳ ❙❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡s ❝❛♣t❡✉rs ❡①tér♦❝❡♣t✐❢s ❡t ♣r♦♣r✐♦❝❡♣t✐❢s
♥❡ s✉✣s❡♥t ♣❛s ♣♦✉r ❛❝q✉ér✐r ❝❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✜❛❜❧❡ s✬❛✈èr❡ ❞♦♥❝ ✐♥❞✐s✲
♣❡♥s❛❜❧❡ ❞❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳ ❈❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈✐s❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❧♦✐s
❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t à ✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❞❡ ❜é♥é✜❝✐❡r ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ st❛❜✐❧✐té ❢❛❝❡ ❛✉①
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝❡♥tr❛❧✐sé ♦✉ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❝❡♥✲
tr❛❧✐sé❡✱ ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ré❝✉♣èr❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s r❡❧❛t✐✈❡s à t♦✉s ❧❡s r♦❜♦ts ❞✉ ❝♦♥✲
✈♦✐ ❡t ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥✳ P❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ♦♥t ❛❞♦♣té ❝❡tt❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ✉♥ s✉✐✈✐ ❡♥ ❝♦♥✈♦✐✳ ❉❛♥s ❬❑❛❦✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é
✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬❛r✲
t✐❝❧❡ ❬▲❡✈✐♥❡ ❛♥❞ ❆t❤❛♥s✱ ✶✾✻✻❪ ❛ ♣rés❡♥té ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡
♦♣t✐♠❛❧✳ ❉❛♥s ❬❉❛s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ré❛❧✐sé ✉♥ s✉✐✈✐ ❡♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❧❡❛❞❡r
❛✈❡❝ é✈✐t❡♠❡♥t ❞✬♦❜st❛❝❧❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❝❛♠ér❛ ♦♠♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❛
❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ✈✐s✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣ré❝✐s❡✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ✭❜❛sé s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
❧♦❝❛❧❡s✮ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡✳

❯♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ✉♥❡
✉♥✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣✉✐ss❛♥t❡✳ ❈❡❝✐ r❡♥❞ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡✉ ♣r❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❧♦♥❣s ❝♦♥✈♦✐s
à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦rté❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ❧✬♦r❞✐✲
♥❛t❡✉r ❝❡♥tr❛❧ à tr❛✐t❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❆✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✭❡♥
ré❞✉✐s❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s é❝❤❛♥❣é❡s✮✱ ❧❡ ❝♦♥✈♦✐ ♣❡✉t ❛❞♦♣t❡r ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞é✲
❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ♦ù ❝❤❛q✉❡ r♦❜♦t ré❝✉♣èr❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝♦♥✈♦✐
✭❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡ ❧❡❛❞❡r ❡t ❧❡s r♦❜♦ts ✈♦✐s✐♥s✮ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r s❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ P❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉①
❬❇❛r❢♦♦t ❛♥❞ ❈❧❛r❦✱ ✷✵✵✹✱ ●✐❧✲P✐♥t♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ♦♥t ré❛❧✐sé ✉♥ s✉✐✈✐ ❡♥ s❡ ❝♦♥t❡♥t❛♥t ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ❞❡s r♦❜♦ts ❧❡❛❞❡r ❡t ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳ ❇♦♠ ❛ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s s❛ t❤ès❡ ❬❇♦♠✱ ✷✵✵✻❪
✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❜❛sé s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦ù ❝❤❛q✉❡

✶✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

r♦❜♦t ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ❧❡❛❞❡r ❡t ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r s❡s ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡s✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❬❙❤❧❛❞♦✈❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✶❪ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t
❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡s r♦❜♦ts ❧❡❛❞❡r ❡t ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧
q✉✐ ❛ss✉r❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ ❝♦♥✈♦✐✳

❉❛♥s ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❣❧♦❜❛❧❡s✱ ❧❡ s✉✐✈✐ ré❛❧✐sé ❡st ♣ré❝✐s✳ ▲❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s s♦♥t
♦♣t✐♠❛❧❡s ❡t ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ❡t ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛♣✐❞❡ s✉rt♦✉t ❛♣rès
✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐♥❛tt❡♥❞✉❡✳ ❈❡❝✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❡s très ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s q✉❡ ❝❡ t②♣❡
❞✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❛♣♣♦rt❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❡st ❛ss❡③ ❝♦ût❡✉s❡ ❡♥ t❡r♠❡s
❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡t ♣❡✉ r♦❜✉st❡ ✿ ✉♥ r❡t❛r❞ ❞❛♥s ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦✉ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s
❞♦♥♥é❡s✱ ✉♥❡ ♣❛♥♥❡ s✉r ✉♥ r♦❜♦t ✭✈é❤✐❝✉❧❡✮ ❞✉ ❝♦♥✈♦✐✱ ♦✉ ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s ✉♥❡ ♣❡rt❡
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❡✉t ❡♥tr❛î♥❡r ❧✬❛rrêt ❝♦♠♣❧❡t ❞✉ ❝♦♥✈♦✐✳ ❉❛♥s ❧❡s
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❧♦❝❛❧❡s✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡st ♦♣t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✿ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡
❝♦♥✈♦✐ à ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❧♦❝❛❧❡ ♥❡ r❡♣♦s❡ ♣❛s s✉r ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ❧❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ♥✬❡st ♣❛s
❛✛❡❝té ♣❛r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ▲❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❧♦❝❛❧❡s s♦♥t ❛❧♦rs ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
♣ré❢ér❛❜❧❡ q✉❛♥❞ ❝❡s ❢❛❝t❡✉rs ♣❡rt✉r❜❛♥ts ✭❝✐tés ❝✐✲❞❡ss✉s✮ ❡♥tr❡♥t ❡♥ ❥❡✉✳

✷✳✷✳✷ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❧♦❝❛❧❡s

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✱ ❧❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❣❧♦❜❛❧❡s
s♦♥t ♣❧✉s ❝♦ût❡✉s❡s ❡t ♠♦✐♥s r♦❜✉st❡s q✉❡ ❧❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❧♦❝❛❧❡s✳ ❙✐ ♦♥ ❞és✐r❡ ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛
r♦❜✉st❡ss❡ ❞✉ s✉✐✈✐ ♦✉ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦ût ❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❧♦❝❛❧❡ s✬❛✈èr❡
êtr❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛❞♦♣té❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù
✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s
❧✐♠✐té❡s q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡♥t ✉♥❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❛❝q✉ér✐r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ t♦✉s ❧❡s r♦❜♦ts✮✳ ❉❛♥s
✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡✱ ❝❤❛q✉❡ r♦❜♦t ❝❛❧❝✉❧❡ s❛ ♣r♦♣r❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
q✉✬✐❧ ❛ ❛❝q✉✐s❡s s✉r s❡s ✈♦✐s✐♥s✳ ❈❡tt❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s❡ ❢❛✐t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ❡♠❜❛rq✉és✳

P❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ✈✐s✐♦♥ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ✉♥ s✉✐✈✐ ❡♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❉❛♥s ❬▼❛r✐♦tt✐♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✱ ❧❡s r♦❜♦ts s♦♥t éq✉✐♣és ❞❡ ❝❛♠ér❛s ♣❛♥♦r❛♠✐q✉❡s ♣♦✉r s❡ ❧♦✲
❝❛❧✐s❡r ❡t ❝❛❧❝✉❧❡♥t ❧❡✉r ❝♦♥trô❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ rétr♦❛❝t✐✈❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❡①✲
t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❬❇❡♥❤✐♠❛♥❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣
❜❛sé s✉r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ s✉✐✈✐ ✈✐s✉❡❧ ♦ù ❧❡ s✉✐✈❡✉r ❡st✐♠❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r
à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ✈✐s✐♦♥ ❡t ❝❛❧❝✉❧❡ s❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r ▲◗❘
✭▲✐♥❡❛r ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❘❡❣✉❧❛t♦r✮✳ ❯♥ s✉✐✈✐ ❡♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ré❛❧✐sé ❞❛♥s ❬❉❛s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❝❛♠ér❛s ❝❛t❛❞✐♦♣tr✐q✉❡s ❡♠❜❛rq✉és s✉r ❧❡s r♦❜♦ts✳ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❜❧♦❝s s✐♠♣❧❡s q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥✱ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❞❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✳ ❉✬❛✉tr❡s tr❛✈❛✉① r❡♣♦s❡♥t s✉r
❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❤②s✐q✉❡s ✭❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① r♦❜♦ts s✉❝❝❡ss✐❢s ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé❡
♣❛r ✉♥ s②stè♠❡ à r❡ss♦rt✲❛♠♦rt✐ss❡✉r ❬❈♦♥t❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✱ ❨✐ ❛♥❞ ❈❤♦♥❣✱ ✷✵✵✺❪✮ ♦✉ ❞❡s
❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✬❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❬❉❛✈✐❡t ❛♥❞ P❛r❡♥t✱ ✶✾✾✻❜✱ ❑❤❛t✐r ❛♥❞ ❉❛✈✐s♦♥✱ ✷✵✵✹❪✳

❉❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♦ù ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s❡ ❢❛✐t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs ❡♠✲
❜❛rq✉és✱ ❧❡s r♦❜♦ts ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ s♦♥t ❛✉t♦♥♦♠❡s ✿ ❝❤❛q✉❡ r♦❜♦t ♣❡✉t r❡❥♦✐♥❞r❡ ♦✉ q✉✐tt❡r ✉♥
❝♦♥✈♦✐ s❛♥s ❛✈♦✐r à ❛✈❡rt✐r ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r ❝❡♥tr❛❧✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❝♦♥✈♦✐ ♥✬❛ ♣❧✉s ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡

✶✽



✷✳✸✳ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡s

r❡✲❝♦♥✜❣✉ré✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❧✉s r♦❜✉st❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r s❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡
s❛♥s ❛✈♦✐r ❜❡s♦✐♥ ❞✬❛tt❡♥❞r❡ ❞❡ r❡❝❡✈♦✐r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡s ❛✉tr❡s r♦❜♦ts✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ❝♦♠✲
♣❛r❛♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❣❧♦❜❛❧❡✱ ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡st ♠♦✐♥s ❝♦ût❡✉s❡ ❡t ♣❡✉t
êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❞❡ ❧♦♥❣s ❝♦♥✈♦✐s✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs
❣❛r❛♥t✐❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♣rès ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡st ♠♦✐♥s r❛♣✐❞❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡s
♣❡r❝❡♣t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ♠♦✐♥s ♣ré❝✐s❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❡rr❡✉r
❧❛tér❛❧❡ q✉✐ s❡ ♣r♦♣❛❣❡ ❞✬✉♥ r♦❜♦t à ✉♥ ❛✉tr❡✳

✷✳✸ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡s

▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ s②♥t❤ét✐s❡r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡
❛♥❛❧②t✐q✉❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡✳ ❈❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝♦♥s✐✲
❞èr❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t q✉✬à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t t✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ à s✉✐✈r❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡✱
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬ét❛t ❞✉ r♦❜♦t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡tt❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✳ ▲❡ s②stè♠❡ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ êtr❡ ét✉❞✐é
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ♦♣t✐♠❛❧✳

▲❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ♣❡r♠❡tt❛♥t à ✉♥ ❝♦♥✈♦✐ ❞❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡r
❡♥ sé❝✉r✐té ❡t ❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥ r❡✈✐❡♥t à ❝♦♥trô❧❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡t ❧❡ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t ❧❛tér❛❧ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r♦❜♦t ❞✉ ❝♦♥✈♦✐✳ ▲❡ s✉✐✈✐ ❡♥ ❝♦♥✈♦✐ ♦✉ ❡♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st
❛❧♦rs ♦❜t❡♥✉ s♦✐t ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s✉✐✈✐ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✮ q✉✐ ❝♦♥trô❧❡♥t
❧❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡t ❧❛tér❛❧ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t s♦✐t ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
s✉✐✈✐ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✮ q✉✐ ❞é❝♦✉♣❧❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥trô❧❡s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡t ❧❛tér❛❧
❡t ❝❛❧❝✉❧❡♥t ❝❤❛❝✉♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ▲❡ ❞é❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♥trô❧❡s ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ q✉❛♥❞ ❧❡ ❝♦♥✈♦✐ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ à ❢❛✐❜❧❡ ✈✐t❡ss❡ ❬❉❛✈✐❡t ❛♥❞ P❛r❡♥t✱ ✶✾✾✻❛❪✳ ▲❡ ❝♦♥✲
trô❧❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✈✐s❡ à ❞é♣❧❛❝❡r ❧❡s r♦❜♦ts ❞✬✉♥ ❝♦♥✈♦✐ ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡s ✉♥s
❞❡s ❛✉tr❡s t♦✉t ❡♥ é✈✐t❛♥t ❧❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧❛tér❛❧ t❡♥❞ à ❛ss❡r✈✐r ❧❡s r♦❜♦ts ❞✉
❝♦♥✈♦✐ ❛✉t♦✉r ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ à s✉✐✈r❡✳ ▲❡s r♦❜♦ts ❞♦✐✈❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s s✉✐✈r❡ ❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❧❡
❝❤❡♠✐♥ tr❛❝é ♣❛r ❧❡✉r ❧❡❛❞❡r s❛♥s ♦s❝✐❧❧❡r ❛✉t♦✉r✳

❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡t ❧❛tér❛❧ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡✲
♠❡♥t ❞✉ r♦❜♦t✳ ❯♥ r♦❜♦t ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞♦♥t ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡st ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ❞❡s
éq✉❛t✐♦♥s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞♦♥♥❛♥t ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ré♣♦♥s❡ à ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳
❈❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡s
❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞✐✣❝✐❧❡✳

❏✳ ❇♦♠ ❛ ♣rés❡♥té ❞❛♥s s❛ t❤ès❡ ❬❇♦♠✱ ✷✵✵✻❪ ✉♥❡ ❞é♠❛r❝❤❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧❡ ❞é❝♦✉♣❧❛❣❡
❞❡s ❞❡✉① ❝♦♥trô❧❡s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡t ❧❛tér❛❧ ♣♦✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s✳ ❉✬✉♥❡
❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Ẋ = f(X) + g(X,U) ✭✷✳✶✮

♦ù X ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡✱ U ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ f ❡t g s♦♥t ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❙✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❞✬✉♥ r♦❜♦t✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r
❝♦♠♠❛♥❞❡ U ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥ ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ✿ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ uv ❡t
❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡ uδ✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❛✐♥s✐ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉①

✶✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

✈❡❝t❡✉rs ❝♦♠♠❛♥❞❡s uv ❡t uδ✱ r❛♠❡♥❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✶ à ✿

Ẋ = f(X) + gv(X, uv) + gδ(X, uv, uδ) ✭✷✳✷✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡✱ uv ❞❡✈✐❡♥t ✉♥
♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥st❛♥t ♦✉ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✷
❞❡✈✐❡♥t ✿

Ẋ = f(X) + gv,uv
(X) + gδ,uv

(X, uδ),

Ẋ = (f + gv,uv
)(X) + gδ,uv

(X, uδ)
✭✷✳✸✮

▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧❛tér❛❧ ❞✉ r♦❜♦t ♣❡✉t ❛✐♥s✐ êtr❡ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥♦♥
❧✐♥é❛✐r❡s f + gv,uv

❡t gδ,uv
✳ ▲❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ s✉✐✈✐ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠♦❞✲

é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❝♦♥trô❧❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞✉ r♦❜♦t✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐ tr❛✐t❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t
❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡✳

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s✉✐✈✐ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❡♥ ❝♦♥✈♦✐
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s✉✐✈✐ ❡♥ ❝♦♥✈♦✐ q✉✐
❞é❝♦✉♣❧❡♥t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡t ❧❛tér❛❧ ❡t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧❡♥t sé♣❛ré♠❡♥t✳ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳✶ ❡t ❝❡❧❧❡s r❡❧❛t✐✈❡s
❛✉ ❝♦♥trô❧❡ ❧❛tér❛❧ s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳✷✳

✷✳✸✳✶ ❙✉✐✈✐ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s

❉❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛❣✐t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t s✉r ❧❡s ❛s♣❡❝ts
❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡t ❧❛tér❛❧ ❞✉ r♦❜♦t✳ ◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✿ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s
♣❤②s✐q✉❡s ✭♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ✐♠♣é❞❛♥❝❡s✱ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❛rt✐✜❝✐❡❧✮✱ ❧❡s ❛♣✲
♣r♦❝❤❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r♦❜♦ts✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✭❞és✐❣♥é ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ♣❛s
❧❡ t❡r♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✮✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡✳

✷✳✸✳✶✳✶ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❤②s✐q✉❡s

P♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s r♦❜♦ts ❞✉ ❝♦♥✈♦✐✱ ❝❡rt❛✐♥s tr❛✈❛✉① s❡ s♦♥t ✐♥s♣✐ré❡s
❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡✳ ❈❤❛q✉❡ r♦❜♦t ❡st s♦✉♠✐s à ❞❡s ❢♦r❝❡s ✐ss✉❡s ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❡♥tr❡ ❧❡s r♦❜♦ts✱ ❞♦♥t ❧❛ rés✉❧t❛♥t❡ ❞ét❡r♠✐♥❡ s♦♥ ♥♦✉✈❡❧ ét❛t✳ P❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡♥tr❡♥t
❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✳

❊♥ ✶✾✽✻✱ ❑❤❛t✐❜ ❛ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬❑❤❛t✐❜✱ ✶✾✽✻❪ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é✈✐t❡♠❡♥t ❞✬♦❜st❛❝❧❡
❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❛rt✐✜❝✐❡❧✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ✉♥ ♦❜st❛❝❧❡ ❣é♥èr❡ ✉♥❡
❢♦r❝❡ ❞❡ ré♣✉❧s✐♦♥✱ ❡t ❡st ❛✐♥s✐ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ré♣✉❧s✐✈❡✳ ❉✬❛✉tr❡
♣❛rt✱ ✉♥❡ ❝✐❜❧❡ ❣é♥èr❡ ✉♥❡ ❢♦r❝❡ ❞✬❛ttr❛❝t✐♦♥ ❡t ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦t❡♥✲
t✐❡❧ ❛ttr❛❝t✐✈❡✳ ▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❞✉ r♦❜♦t✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r s❡ ❞é♣❧❛❝❡ t♦✉t ❡♥ é✈✐t❛♥t ❧❡s ♦❜st❛❝❧❡s✳ P❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ♦♥t é♠❡r❣é
❞❡ ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❛rt✐✜❝✐❡❧✳ ❬❖❧❢❛t✐✲❙❛❜❡r ❛♥❞ ▼✉rr❛②✱ ✷✵✵✷❪ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡

✷✵



✷✳✸✳ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡s

❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ✉♥ ❝♦♥✈♦✐ ❡♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❬❙❛❜❛tt✐♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❞❡s ❝♦♥✈♦✐s ❡♥
❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❤❛♠♣s ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧
❛rt✐✜❝✐❡❧✳ ▲❡ ❝♦♥✈♦✐ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ❛✐♥s✐ ❡♥ é✈✐t❛♥t ❧❡s ♦❜st❛❝❧❡s ❡t ♣❡✉t ❝❤❛♥❣❡r ❞❡ ❢♦r♠❡ ❡♥
❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❛✉① s②stè♠❡s ♥♦♥ ❤♦❧♦♥♦♠❡s ❡t ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s
❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r♦❜♦t à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡
❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞❡s ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ r❡♥❝♦♥tré ❞❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s
❡st ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ t♦♠❜❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥✲
tr❡ ❬❱❡❞♦✈❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✱ ✉♥ r♦❜♦t ♣❡✉t s❡ tr♦✉✈❡r ❝♦✐♥❝é s✉r ✉♥❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉①
♦❜st❛❝❧❡s✳ P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❱❡❞♦✈❛ ❡t ❛❧ ♣r♦♣♦s❡ ❞❛♥s ❬❱❡❞♦✈❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪
❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬♦❜st❛❝❧❡ ❢❛♥tô♠❡ ♦ù ✐❧ r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s ❞❡✉① ♦❜st❛❝❧❡s ❡♥ ✉♥ s❡✉❧ ♣♦✉r ❢♦r♠❡r
✉♥❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✮✳ ❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❛✉ s②stè♠❡ ❞✬é✈✐t❡r ❞❡
t♦♠❜❡r ❞❛♥s ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ♠❛✐s ré❞✉✐t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ r♦❜♦t✳
❉✬❛✉tr❡s tr❛✈❛✉① ❬❑✐♠ ❛♥❞ ❑❤♦s❧❛✱ ✶✾✾✷✱ ❇♦✉♠❛③❛ ❛♥❞ ❙❝❤❡rr❡r✱ ✷✵✵✼❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞✬✉✲
t✐❧✐s❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ♣♦✉r ♣❧❛♥✐✜❡r ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s q✉✐ é✈✐t❡♥t ❧❡s ♦❜st❛❝❧❡s✳
❈♦♥♥♦❧❧② ❡t ❛❧ ❬❈♦♥♥♦❧❧② ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✵❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❡♥ ✶✾✾✵ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❤❛r♠♦♥✐q✉❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❣é♥ér❡r ✉♥ ❣r❛❞✐❡♥t s❛♥s ♠✐♥✐♠✉♠s ❧♦❝❛✉①✳ ❈❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s
♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❛✉ r♦❜♦t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ s♦♥ ❜✉t s❛♥s êtr❡ ❜❧♦q✉é ♣❛r ❞❡s ♦❜st❛❝❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s
♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♣✉✐sq✉✬✐❧ s❡r❛✐t ❛❧♦rs
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❡❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s s✉r ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬♦❜st❛❝❧❡ ❢❛♥tô♠❡ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❡s ♠✐♥✐♠✉♠s ❧♦❝❛✉① ✭✜❣✉r❡ t✐ré❡
❞❡ ❬❱❡❞♦✈❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✮✳

◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❛✉ss✐ ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s q✉✐ s✬✐♥s♣✐r❡♥t ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡✳
▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬●❡❤r✐❣ ❛♥❞ ❙t❡✐♥✱ ✷✵✵✶❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s r❡ss♦rts q✉✐ s♦♥t ❞❡s ✐♠♣é✲
❞❛♥❝❡s ✷ ♥♦♥ ❛♠♦rt✐❡s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s r♦❜♦ts✳ ❈❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡st
❜✐❡♥ ❛❞❛♣té❡ à ❞❡s ❝♦♥✈♦✐s q✉✐ é✈♦❧✉❡♥t s✉r ❛✉t♦r♦✉t❡s✱ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ❛②❛♥t ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦✉r❜✉r❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ♣❡✉ ❛❞❛♣té❡ ♣♦✉r ❞❡s ③♦♥❡s ✉r❜❛✐♥❡s✳

■♥st❛❜❧❡ ♣❛r s♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ♠ê♠❡✱ ❝❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❡st ❛♠é❧✐♦ré❡ ❡♥ r❡♠✲
♣❧❛ç❛♥t ❧❡s r❡ss♦rts ♣❛r ❞❡s ✐♠♣é❞❛♥❝❡s ❛♠♦rt✐❡s✳ ❬❨✐ ❛♥❞ ❈❤♦♥❣✱ ✷✵✵✺❪ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧✬✐♥✲

✷✳ ❯♥❡ ✐♠♣é❞❛♥❝❡ ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ rés✐st❛♥❝❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ à ✉♥❡ ❢♦r❝❡ q✉✐ ❧✉✐ ❡st
❛♣♣❧✐q✉é❡✳

✷✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ ✕ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s ♣❛r ✉♥ s②stè♠❡
❞❡ r❡ss♦rt✲❛♠♦rt✐ss❡✉r ✭✜❣✉r❡ t✐ré❡ ❞❡ ❬❨✐ ❛♥❞ ❈❤♦♥❣✱ ✷✵✵✺❪✮✳

t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈é❤✐❝✉❧❡s ♣❛r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ r❡ss♦rt✲❛♠♦rt✐ss❡✉r ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✮✳
▲❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① r♦❜♦ts ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ s❡❧♦♥ ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐✲
❝❧❡ ❬❈♦♥t❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ♣❛r ❞❡s ❢♦r❝❡s ❞✬❛ttr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ◆❡✇t♦♥✱ ❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❡t ❞❡
❢r✐❝t✐♦♥✳ ❬❊❧✲❩❛❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪ ♠♦❞é❧✐s❡ ❝❡tt❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛r ❞❡✉① r❡ss♦rts ❡t ✉♥❡ ❝❛✲
♣❛❝✐té ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧❛
❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❡ ❜✐❧❛♥ ❞❡s ❢♦r❝❡s
❛❣✐ss❛♥t ❞❡ss✉s ❀ ❡t ❧❡ ♥♦✉✈❡❧ ét❛t ✭♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ✈✐t❡ss❡✮ ❡st ❞é❞✉✐t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ▲❡s ❛♣✲
♣r♦❝❤❡s ♣❛r ✐♠♣é❞❛♥❝❡ ♦♥t ❝♦♠♠❡ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❢❛✐r❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ st❛❜✐❧✐té
❞✉ s②stè♠❡ s✐♠✉❧é✳ ❈❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ st❛❜✐❧✐té à ❧✬✐♥✜♥✐ s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡
❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✐ss✐♣é❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❡♥tr❡ ❧❡s s✉✐✈❡✉rs t❡♥❞❡♥t ✈❡rs ③ér♦✱ ❡t ❧✬✐♥t❡r✲
❞✐st❛♥❝❡ sé♣❛r❛♥t ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s t❡♥❞ ✈❡rs ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ sé❝✉r✐té
r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ r❡ss♦rt ❛✉ r❡♣♦s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s
♣♦✉r ♣rés❡♥t❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❛❝❝♦r❞é♦♥ ❞ûs à ❞❡s r❡t❛r❞s ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ tr❛✐♥✱ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦✉✈❛♥t ❝❛✉s❡r ❞❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s r♦❜♦ts
❞✉ ❝♦♥✈♦✐✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽ ✕ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s ♣❛r ✉♥ s②stè♠❡
❞❡ ❞❡✉① r❡ss♦rts ❡t ✉♥ ❛♠♦rt✐ss❡✉r ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ✭✜❣✉r❡ t✐ré❡ ❞❡ ❬❊❧✲❩❛❤❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪✮✳

✷✷



✷✳✸✳ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡s

✷✳✸✳✶✳✷ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡

P❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ❝♦♥s✐❞èr❡♥t q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ r♦❜♦ts ❢♦r♠❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ q✉✐ ❡st
❡①♣❧♦✐té❡ ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧❡ ❝♦♥✈♦✐ ❞❡ r♦❜♦ts ❡♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡
♣❛r ❚❛♥ ❡t ▲❡✇✐s ❡♥ ✶✾✾✼ ❬▲❡✇✐s ❛♥❞ ❚❛♥✱ ✶✾✾✼❪✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r♦❜♦ts ❝♦♠♠❡
✉♥ s❡✉❧ r♦❜♦t r✐❣✐❞❡✱ q✉✐ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡
❞♦♥♥é❡✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r♦❜♦t ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❞é❞✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛
str✉❝t✉r❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾ ✕ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛rré❡ ❞❡ r♦❜♦ts s❡❧♦♥ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡
✭✜❣✉r❡ t✐ré❡ ❞❡ ❬❇❛r❢♦♦t ❛♥❞ ❈❧❛r❦✱ ✷✵✵✹❪✮✳

P✉✐sq✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡st r✐❣✐❞❡✱ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t ✐♥t❡r✈❡♥✐r s✐ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ♥✬❡st
♣❛s r❡❝t✐❧✐❣♥❡ ✿ ❧❡s r♦❜♦ts ❡♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t ♥❡ ♣❛s ré✉ss✐r à s❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❧❡ ❧♦♥❣
❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡ s✐ ❧❛ ✈♦✐❡ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t étr♦✐t❡ ✭❝♦♠♠❡ ❧♦rsq✉❡ q✉✬♦♥ ❡ss❛✐❡
❞❡ ❢❛✐r❡ ♣❛ss❡r ✉♥ ❣r❛♥❞ ❝❛♥❛♣é ❞❛♥s ✉♥ ❝♦✉❧♦✐r étr♦✐t ❛✈❡❝ ✉♥ ✈✐r❛❣❡ à ❛♥❣❧❡ ❞r♦✐t✮✳
P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❇❛r❢♦♦t ❡t ❛❧ ❬❇❛r❢♦♦t ❛♥❞ ❈❧❛r❦✱ ✷✵✵✹❪ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r
✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s r❡❝t✐❧✐❣♥❡s✱
❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé✳ ❈❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s②stè♠❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡
✭q✉✐ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❧❡❛❞❡r✮♣♦✉r ❞é❢♦r♠❡r ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✜♥ q✉✬❡❧❧❡ s✬❛❞❛♣t❡ à ❧❛ s✐❧❤♦✉❡tt❡ ❞❡
❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ à s✉✐✈r❡ ✭✈♦✐r ❋✐❣✳ ✷✳✾✮✳ ▲❡ s✉♣❡r✈✐s❡✉r ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡ à ❝❤❛q✉❡
r♦❜♦t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡t ✉♥❡ ❝♦♥s✐❣♥❡ ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt
à ❝❡tt❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✳ ❊♥ ❡st✐♠❛♥t s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ r❡♣èr❡ ❣❧♦❜❛❧ ✭❣râ❝❡ à ✉♥ s②stè♠❡
❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❝❛♠ér❛ ❛ér✐❡♥♥❡ ✜①❡✮✱ ❝❤❛q✉❡ r♦❜♦t ❣é♥èr❡ s❛ ♣r♦♣r❡
tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❡t ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ✭❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❧✐♥é❛✐r❡ vi ❡t ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ Ki✮ ♣♦✉r ❧❛
s✉✐✈r❡ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬❡ss❛②❡r ❞❡ ❣❛r❞❡r ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ✜①❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à s♦♥ ❧❡❛❞❡r✳
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s vi ❡t Ki s❡ ❢❛✐t à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♠✉♥✐q✉é❡s ❛✉ r♦❜♦t
❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❈ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✿

[xc(t) yc(t) θc(t)]
T [vc(t) Kc(t)]

T ✭✷✳✹✮

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ st❛t✐q✉❡ ♦ù ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✈❛r✐❡
❞②♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ❙♦♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞
❛✈❛♥t❛❣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♥❡ ♣❛s ❛✈♦✐r à ♣r♦❣r❛♠♠❡r ❝❤❛q✉❡ r♦❜♦t à ❧❛ ♠❛✐♥✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❡♥
❝♦♠♣❛r❛♥t ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ st❛t✐q✉❡ à ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡s ❛✉t❡✉rs
❡✉①✲♠ê♠❡s✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ré❞✉✐t❡ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐♥s♣✐ré❡
❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥s✐❞éré❡ ❛✈❛♥t❛❣❡✉s❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s
♠ét❤♦❞❡s✳

✷✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬❇❛r❢♦♦t ❛♥❞ ❈❧❛r❦✱ ✷✵✵✹❪ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s
❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞♦♥t ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ✜①❡ ❡♥ ♠♦❞✐✜✲
❛♥t ♦✉ ❡♥ é❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧❡s ❝♦♥s✐❣♥❡s ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❞❡s r♦❜♦ts✳ ▲❡ ❝♦♥✈♦✐ ♣♦✉rr❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
♣❛ss❡r ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❝❛rré à ✉♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦❧♦♥♥❡ ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞❛♥s ✉♥ ❝♦✉❧♦✐r
étr♦✐t✳

❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❈ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① t②♣❡s
❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ st❛t✐q✉❡ ❡t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞♦✐✈❡♥t ✈ér✐✜❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♥♦♥✲❤♦❧♦♥♦♠✐❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ✿

|Ki| ≤ Ki,max |vi| ≤ vi,max ✭✷✳✺✮

▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♥✐ ❧✬é✈✐t❡♠❡♥t ❞✬♦❜st❛❝❧❡s✱ ♥✐ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡
❢✉s✐♦♥ ❞❡s r♦❜♦ts ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥❡ ❝♦✉✈r❛♥t q✉❡
❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ st❛t✐q✉❡✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞♦✐✈❡♥t ❡♥❝♦r❡ t❡st❡r ❧❡✉r ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ s♦♥t ❧✐♠✐té❡s✳

✷✳✸✳✶✳✸ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s

P♦✉r ré❛❧✐s❡r ❞❡s ❝♦♥✈♦✐s ❡♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① s❡ s♦♥t ❜❛sés s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❬❊r❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✱ ❍❡♥❞r✐❝❦① ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥s ❡t ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts r♦❜♦ts✳ ❉❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ ✉♥ r♦❜♦t
❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ♥÷✉❞ ❡t ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① r♦❜♦ts ♣❛r ✉♥ ❛r❝✳ ▲✬✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥ ♣❡✉t s✬❡✛❡❝t✉❡r s♦✐t ♣❛r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ s♦✐t ♣❛r ✉♥❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s à
❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs✳ ❊♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❧❡s ✐♥t❡r❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t
❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❣❧♦❜❛❧❡ ♦✉ ❧♦❝❛❧❡✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ♦✉
❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s s✉r ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡s r♦❜♦ts ❡st ❞✐✣❝✐❧❡
à ♣rés❡♥t❡r ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s✱ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s✱ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡✉r st❛❜✐❧✐té ❡t ❧❡✉r ❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té
✭❬▲❛✛❡rr✐❡r❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✱ ❬❚❛♥♥❡r✱ ✷✵✵✹❪✮✳

❬▲❛✛❡rr✐❡r❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ ét✉❞✐❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ❛❞♦♣té ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ❧♦❝❛❧❡
♦ù ❧❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s é❝❤❛♥❣❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡✉rs ✈♦✐s✐♥s ❧❡✉rs ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❈❡t é❝❤❛♥❣❡ s✬❡✛❡❝t✉❡ à
❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s❡❧♦♥ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♣ré❞é✜♥✐✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❣é♥ér❛❧ ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s ❛②❛♥t ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❡t ❝❛❧❝✉❧❡♥t ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞és✐ré❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❡rr❡✉r✱ ét❛♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ♣♦s✐✲
t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à s❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ✈♦✐s✐♥s✱ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥trô❧❡
♣❛r r❡t♦✉r ❞✬ét❛t ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st st❛❜❧❡ s✐ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❝♦♥♥❡❝té ✸✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s
✈❡rs ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞és✐ré❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♠é❧✐♦ré❡ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛❧t❡r✲
♥❛t✐✈❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳

❯♥ ❛✉tr❡ ❛rt✐❝❧❡ ❬❚❛♥♥❡r✱ ✷✵✵✹❪ ét✉❞✐❡ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s ❡♥
❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❙❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts r♦❜♦ts ❞ét❡r♠✐♥❡♥t ❧❡ ❣r❛♣❤❡

✸✳ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❞✐t ❝♦♥♥❡❝té s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ r❡❧✐❛♥t ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s✳

✷✹



✷✳✸✳ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡s

❞❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té ❞✉ s②stè♠❡✱ ✉♥ ❝❤♦✐① ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❞✉ ❧❡❛❞❡r ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r
❝♦♥trô❧❡r ❝❡ s②stè♠❡✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ✿

ẋi = ui ✭✷✳✻✮

❈❡❧✉✐✲❝✐ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s ✈♦✐s✐♥s |Ni|✳ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛♣♣❧✐q✉é
s✉r ❝❤❛q✉❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st r❡♣rés❡♥té s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ui = − 1

|Ni|
.Σ(xi − xj) ✭✷✳✼✮

❈❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ t❡♥❞ à r❛♠❡♥❡r ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❜❛r②❝❡♥tr❡ ❞❡ s❡s ✈♦✐s✐♥s✳ ▲❡s
❛✉t❡✉rs ♠♦♥tr❡♥t q✉✬✉♥❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té ❛❝❝r✉❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ r❡♥❞ ❧❡ s②stè♠❡ ♠♦✐♥s
❝♦♥trô❧❛❜❧❡ ✿ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♠♣❧❡t ❡st ✐♥❝♦♥trô❧❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs q✉✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❝❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st
❝♦♥trô❧❛❜❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳

✷✳✸✳✶✳✹ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✭❜❡❤❛✈✐♦r✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛✲
❝❤❡s✮

❉és✐❣♥é❡ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ♣❛r ❇❡❤❛✈✐♦r✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r
❇r♦♦❦s ❡♥ ✶✾✽✺✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♠❜✐♥❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❀ ❝❤❛q✉❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ét❛♥t ♣♦♥❞éré ♣❛r s♦♥ ♣♦✐❞s r❡❧❛t✐❢✱ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❝♦♠♠❡ é✈✐t❡r ✉♥
♦❜st❛❝❧❡✱ s✉✐✈r❡ ✉♥❡ ❝✐❜❧❡✱ é✈✐t❡r ✉♥❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❡t ❣❛r❞❡r ✉♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡✱ ✉♥ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r♦❜♦ts s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t ❡♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥
t♦✉t ❡♥ é✈✐t❛♥t ❧❡s ♦❜st❛❝❧❡s ❡t ❧❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳

P❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ♦♥t ❞é❝♦✉❧é ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ❬❆♥t♦♥❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥
❝♦♥trô❧❡✉r ◆❙❇ ✭◆✉❧❧✲❙♣❛❝❡✲❇❛s❡❞ ❇❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❝♦♥tr♦❧✮ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ✉♥ s✉✐✈✐ ❡♥ ❝♦♥✈♦✐✳
❬▼♦♥t❡✐r♦ ❛♥❞ ❇✐❝❤♦✱ ✷✵✵✷❪ ré❛❧✐s❡ ✉♥ s✉✐✈✐ ❡♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ é✈✐t❡♠❡♥t ❞✬♦❜st❛❝❧❡s ❞❡
r♦❜♦ts ♠♦❜✐❧❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r à ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✐str✐❜✉é❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧ ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥ts é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ♦ù ❝❤❛❝✉♥ ❡st ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ✭✉♥
❛ttr❛❝t❡✉r s✐ ❧✬ét❛t ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡ ❡t ✉♥ ré♣✉❧s❡✉r s✐ ❧✬ét❛t ❡st ✐♥st❛❜❧❡✮✳
❊♥s✉✐t❡✱ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♠❜✐♥❡ ❝❡s ❛ttr❛❝t❡✉rs ❡t ré♣✉❧s❡✉rs ♣♦✉r ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r♦❜♦t✳

▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♦♥t ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ✐♥❝♦♥✲
♥✉s ❡t ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❡t ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ♣❛s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜é♥é✜❝✐❡♥t ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t ❞✐str✐❜✉é✱ ❡❧❧❡s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥✈♦✐✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱
❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ❝♦♥✈♦✐ s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t s❡❧♦♥ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥✬❡st ♣❛s ❣❛r❛♥t✐❡✳ ❙❛❝❤❛♥t
q✉❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ à ❞é❝r✐r❡✱ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✬❡st ♣❛s é✈✐❞❡♥t❡ à ré❛❧✐s❡r✳

✷✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

✷✳✸✳✶✳✺ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s

❈❡rt❛✐♥s tr❛✈❛✉① s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ✉r❜❛✐♥ ♦ù ❧❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ s❡ ❞é✲
♣❧❛❝❡♥t à ❢❛✐❜❧❡ ✈✐t❡ss❡✳ ❙♦✉s ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭✈é❤✐❝✉❧❡ ❧é❣❡r✱ ✈✐t❡ss❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡
❣❧✐ss❡♠❡♥t✮✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ s✉✣t ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡✳ ▲❡
♠♦❞è❧❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❞✬✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡ q✉✐ ♥❡ t✐❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡
❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳ ❈❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝♦♥trô❧❡s
❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡t ❧❛tér❛❧✳

❬❳✐❛♥❣ ❛♥❞ ❇rä✉♥❧✱ ✷✵✶✵❪ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s✉✐✈✐ ❡♥ ❝♦♥✈♦✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❥❡✉ ❞❡
♣♦✉rs✉✐t❡✱ ♦ù ❧❡ ♣ré❞❛t❡✉r ♥❡ ❝♦♥♥❛ît q✉❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ s❛ ♣r♦✐❡✳ ■❧ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❛❧♦rs ✉♥❡
str❛té❣✐❡ ❞❡ ♣♦✉rs✉✐t❡ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ♣❡rç♦✐t s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
♣r♦✐❡ à ❝❤❛ss❡r✳ ❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ à
s✉✐✈r❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ s✉✐✈❡✉r ✈✐s❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞❡ s♦♥
♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❡t ♥❡ ❝❤❡r❝❤❡ ♣❛s à s✬❛ss❡r✈✐r ❛✉t♦✉r ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳ ▲❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s
❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ v ❡t ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ω ❞✬✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡ ✈✐s❡♥t à ❝♦♥trô❧❡r ❧✬✐♥t❡r✲❞✐st❛♥❝❡
ρ ❡t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ γ ❛✈❡❝ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❛✐♥s✐ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡s
à ρ ❡t γ✱ ❞♦♥t ❧❡✉rs ♣♦s✐t✐♦♥s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❣❛✐♥s kρ ❡t kγ ✿

v = kρ.ρ ❡t ω = kγ.γ

❙❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡s ❣❛✐♥s ❞♦✐✈❡♥t ✈ér✐✜❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ✐♥éq✉❛t✐♦♥s✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs
♥✬❡st ♣❛s é✈✐❞❡♥t ❡t ♣❡✉t ❛✛❡❝t❡r ❧❡ s✉✐✈✐✳ ❊♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❧❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ré❛❧✐sé❡s
❞❛♥s ❬❳✐❛♥❣ ❛♥❞ ❇rä✉♥❧✱ ✷✵✶✵❪✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❧❡s ❣❛✐♥s s♦♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t
❞✉ t②♣❡ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ à s✉✐✈r❡✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ét✉❞✐é ❞❡✉① ♠♦❞❡s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
❞❛♥s ❬❳✐❛♥❣ ❛♥❞ ❇rä✉♥❧✱ ✷✵✶✵❪ ✿ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❡t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❝❡r❝❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ✉♥❡ st❛❜✐❧✐té ❧♦❝❛❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❛ été ♣r♦✉✈é❡✳
▲❛ st❛❜✐❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥✈♦✐ s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t à ✈✐t❡ss❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛ été s❡✉❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞✲
éré❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ♥✬❡st ♣❛s
ét✉❞✐é❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ à ❝♦✉r❜✉r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s à
❝♦✉r❜✉r❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳

✷✳✸✳✷ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❤❡♠✐♥✲✈✐t❡ss❡

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s✉✐✈✐ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✮✱ ♥♦✉s ❞é❝♦✉♣❧♦♥s ✐❝✐
❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥trô❧❡s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡t ❧❛tér❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ tr❛✐t❡r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥trô❧❡ sé♣❛ré♠❡♥t✳
◆♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❤❡♠✐♥✲✈✐t❡ss❡✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡
✈✐t❡ss❡ ✈✐s❡ à ❞é♣❧❛❝❡r ✉♥ ❝♦♥✈♦✐ ❞❡ r♦❜♦ts à ❢❛✐❜❧❡ ✐♥t❡r✲❞✐st❛♥❝❡ ❡♥ t♦✉t❡ sé❝✉r✐té✳ ❉✬❛✉tr❡
♣❛rt✱ s✉✐✈r❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥trô❧❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧❛tér❛❧ ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à
❝❡ q✉❡ ❧✬é❝❛rt ❧❛tér❛❧ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts r♦❜♦ts s♦✐t très ❢❛✐❜❧❡✳

P❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥t été s✉✐✈✐❡s ♣♦✉r ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛✉① ❡t
❧❛tér❛✉①✳ ❈❡rt❛✐♥s s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡
♠♦❞è❧❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s✳

✷✻



✷✳✸✳ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡s

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ✈✉ ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥
r♦❜♦t à r♦✉❡s ❡st ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ P♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❧❡ s②stè♠❡
♣❡✉t êtr❡ ❧✐♥é❛r✐sé ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛r✐sé
♥✬❡st ✈❛❧❛❜❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❡t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥ç✉❡
♥❡ ❣❛r❛♥t✐t ♥✐ ❧❡ ❜♦♥ s✉✐✈✐ ♥✐ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❝❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♣rés❡♥t❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s s②s✲
tè♠❡s ❧✐♥é❛r✐sé❡s ✭P■❉✱ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s✱ ✳✳✳✮ ♦✉ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s
✭❛♣♣r♦❝❤❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✱ ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r ✉♥❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥
❡①❛❝t❡✱ ✳✳✳✮✱ ❡t ❝❡❝✐ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡t ❧❛tér❛❧✳

✷✳✸✳✷✳✶ ❈♦♥trô❧❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧

▲❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ♦✉ ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐✲
♥❛❧❡ ✈✐s❛♥t à ❛✈♦✐r ✉♥ ❝♦♥✈♦✐ ❞♦♥t ❧❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s s♦♥t ♣r♦❝❤❡s t♦✉t ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡
❞❡ sé❝✉r✐té✳ ▲❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❞♦✐t ❣❛r❛♥t✐r s♦✐t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉
s✉✐✈✐✱ s♦✐t s❛ sé❝✉r✐té✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡
❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧✱ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♦♣t✐♠❛❧✱ s✉r ❧✬❛✉t♦♠❛t✐q✉❡
❧✐♥é❛✐r❡ ♦✉ ❜✐❡♥ s✉r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡✳

❆♣♣r♦❝❤❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ré❣✉❧❛t❡✉r P■❉

P❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① s❡ s♦♥t ❜❛sés s✉r ✉♥ ré❣✉❧❛t❡✉r P■❉ ✭Pr♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ ✲ ■♥té❣r❛❧ ✲ ❉ér✐✈é✮
♣♦✉r ❝♦♥❝❡✈♦✐r ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧✳ ▲❡ ré❣✉❧❛t❡✉r P■❉ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✉ s②stè♠❡✱
q✉✐ ❡st ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ s♦♥ ét❛t ❛❝t✉❡❧ ❡t ❧❛ ❝♦♥s✐❣♥❡ ❞és✐ré❡✱ ❡t ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡
q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❝❡tt❡ ❡rr❡✉r✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ❛❥✉st❛♥t ❧❡s tr♦✐s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞✉ ré❣✉❧❛t❡✉r ✿ P r❡❧❛t✐❢ à ❧✬❡rr❡✉r ❝♦✉r❛♥t❡✱ I r❡❧❛t✐❢ à ❧✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs ♣❛ssé❡s
❡t D r❡❧❛t✐❢ à ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡s ❢✉t✉r❡s ❡rr❡✉rs✳ ❈❡s tr♦✐s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝❤♦✐s✐s ❞❡
❢❛ç♦♥ à ré❞✉✐r❡ ❧✬❡rr❡✉r st❛t✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝♦♥s✐❣♥❡✱ ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡t ❧❡ ❞é♣❛ss❡♠❡♥t
❞❡ ❧✬❡rr❡✉r✳

◗✉❛♥❞ ❧❡ s②stè♠❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥✉✱ ❧❡ ré❣✉❧❛t❡✉r P■❉ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r ❡✣❝❛❝❡ ❬❇♦✉r❧ès ❛♥❞ ●✉✐❧❧❛r❞✱ ✷✵✶✷❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♥✬❡st ♣❛s ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡t ♥❡ ❣❛r❛♥t✐t ♣❛s ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉
s②stè♠❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t Pr❛①✐tè❧❡ ❬❉❛✈✐❡t ❛♥❞ P❛r❡♥t✱ ✶✾✾✺✱ ❉❛✈✐❡t ❛♥❞ P❛r❡♥t✱ ✶✾✾✻❛❪✱
❧❛ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✲❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈é❤✐❝✉❧❡s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❡st ré❛❧✐sé❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡
❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞ér✐✈é❡✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❧❡ s✉✐✈❡✉r
❡st ✉♥❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ af ❡①♣r✐♠é❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

af =
1

h
.(∆v + kp.(∆x− (d0 + h.vf ))) ✭✷✳✽✮

♦ù ∆x ❡t ∆v r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✬✐♥t❡r✲❞✐st❛♥❝❡ ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr❡ ❧❡
s✉✐✈❡✉r ❡t s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳ kp r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✉ ré❣✉❧❛t❡✉r PD ❡t (d0 + h.vf )

✷✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❜❧♦❝ ❞✬✉♥ ré❣✉❧❛t❡✉r P■❉✳

❧❛ ❝♦♥s✐❣♥❡ ❞✬✐♥t❡r✲❞✐st❛♥❝❡ ❞és✐ré❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈é❤✐❝✉❧❡s✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥s✐❣♥❡ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡
❞✬✉♥ é❝❛rt ❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ d0 ❡t ❞✬✉♥ é❝❛rt t❡♠♣♦r❡❧ h.vf ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ q✉❡ ❧❡
s✉✐✈❡✉r tr❛✈❡rs❡ ❞✉r❛♥t ✉♥❡ ❞✉ré❡ h✳
▲❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s s✉r ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s é❧❡❝tr✐q✉❡s éq✉✐♣és ❞✬✉♥ s②stè♠❡
❝❛♠ér❛ ❧✐♥é❛✐r❡✴✢❛s❤ ✐♥❢r❛r♦✉❣❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳▲❡s ❛✉✲
t❡✉rs ♦♥t ✜①é ❧❛ ❝♦♥s✐❣♥❡ ❞✬✐♥t❡r✲❞✐st❛♥❝❡ à 4, 5 ♠ ✭d0 = 1 ♠ ❡t h = 0, 35✮ ♣♦✉r ❞❡s
✈é❤✐❝✉❧❡s q✉✐ s❡ ❞é♣❧❛❝❡♥t à 10 ♠✴s✳ ▲✬❡rr❡✉r ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❡st ✐♥✲
❢ér✐❡✉r❡ à 30 ❝♠ ♣♦✉r ❞❡s ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥s ❞❡ ±2 ♠✴s2✱ ❡t à 50 ❝♠ ♣♦✉r ❞❡s ❛rrêts ❞✬✉r❣❡♥❝❡ à
✉♥❡ ❞é❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ 5 ♠✴s2✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s d0 ❡t h ❛✛❡❝t❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥✲
✈♦✐✱ ❡t ❧❡✉r ❝❤♦✐① ❞♦✐t s❡ ❢❛✐r❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ❡t ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡
❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ✢✉✐❞❡ ✭❢❛✐❜❧❡ ✐♥t❡r✲❞✐st❛♥❝❡✮ ❡t sûr❡
✭❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✮✳

❬❑❤❛t✐r ❛♥❞ ❉❛✈✐s♦♥✱ ✷✵✵✹❪ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧♦♥❣✐✲
t✉❞✐♥❛❧ ❞✬✉♥ ❝♦♥✈♦✐ ❞❡ r♦❜♦ts✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧✬❡rr❡✉r ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

ei = xi−1 − xi − d∗ ; ✭✷✳✾✮

♦ù d∗ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥t❡r✲❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳

P♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧✬❡rr❡✉r ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❧❡❛❞❡r ❡t ❧❡ s✉✐✈❡✉r✱ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r ❞❡ t②♣❡
P■❉ ❡st ❛❧♦rs ♣r♦♣♦sé✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❣❛✐♥s q✉✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ s✉✐✈❡✉r✳
▲❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs P■❉ ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ✐❞❡♥t✐q✉❡s ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s✳ ▲❡s ❣❛✐♥s ❞✉ P■❉
❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ i s♦♥t ❡①♣r✐♠és ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡✉① ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ i− 1 ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿











KIi ≥ KIi−1

KPi =
KIi

KIi−1
KPi−1 +

m
KDi−1

KIi−1

KDi =
KIi

KIi−1
KDi−1 +

m
KDi−1

KPi−1 − b

✭✷✳✶✵✮

✷✽



✷✳✸✳ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡s

❊♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧❡s ❣❛✐♥s ❛✉❣♠❡♥t❡♥t ❛✈❡❝ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✉
✈é❤✐❝✉❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥✈♦✐✳ ❙❛❝❤❛♥t q✉❡ ❞❡s ❣❛✐♥s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❞❡s ❝♦♠♠❛♥✲
❞❡s ♣❧✉s ❜r✉sq✉❡s✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬❑❤❛t✐r ❛♥❞ ❉❛✈✐s♦♥✱ ✷✵✵✹❪ ♣♦✉rr❛✐t ♣♦s❡r
♣r♦❜❧è♠❡ s✉r ❞❡ ❧♦♥❣s ❝♦♥✈♦✐s✳

❆♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ♦♣t✐♠❛❧ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ♦♣t✐✲
♠❛❧ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ s♦✉♠✐s à ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t
❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❬❇❡rts❡❦❛s✱ ✷✵✵✼❪✳ ❈❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡st ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ❡t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳

❉❛♥s ❬▲❡✈✐♥❡ ❛♥❞ ❆t❤❛♥s✱ ✶✾✻✻❪✱ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬✉♥❡ ✢♦tt❡ ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s ❡st ❛❜♦r❞é❡
s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❙❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡ ❝♦♥✈♦✐ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ à ❣r❛♥❞❡
✈✐t❡ss❡✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞és✐r❡♥t ❝♦♥❝❡✈♦✐r ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♦♣t✐♠❛❧ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r
❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❞✉ ❝♦♥✈♦✐✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧s ❡①♣r✐♠❡♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s
❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧❡ r♦❜♦t ❡t ❞é✜♥✐ss❡♥t
❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ✭♦✉ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡✮✳
❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r s✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡st ❢❛✐❜❧❡✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❧✐♥é❛r✐s❡♥t ❧❡ s②stè♠❡
❡t ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱
✐❧s ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût q✉❛❞r❛t✐q✉❡ J ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❞❡ ✈✐t❡ss❡
❡t ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ✭♦✉ ❞❡ ❢♦r❝❡ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❢♦r❝❡ ❂ ♠❛ss❡ ✳ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥✮✳ J ❡st ❛❧♦rs
❧❛ s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡ ❝❡s tr♦✐s ❡rr❡✉rs✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ s♦♥t ❝❤♦✐s✐s
♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ✭❞❡ ❧✬❛✈❡✉ ♠ê♠❡ ❞❡s ❛✉t❡✉rs✮ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❞♦♥♥❡r
♣❧✉s ❞❡ ♣♦✐❞s à ✉♥❡ ❡rr❡✉r q✉✬à ✉♥❡ ❛✉tr❡✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s
❡rr❡✉rs ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ J ✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❝❛❧❝✉❧❡♥t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉
❝♦♥✈♦✐ q✉✐ ❡st ❛❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦r❝❡s à ❛♣♣❧✐q✉❡r s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✈é❤✐❝✉❧❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥
à ♠✐♥✐♠✐s❡r J ✳

❉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ré❛❧✐sé❡s s✉r ✉♥ ❝♦♥✈♦✐ ❞❡ tr♦✐s ✈é❤✐❝✉❧❡s ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r s✉r ❧❛
♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r♦❜♦t ❛ été ré❞✉✐t❡ à ③ér♦ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ♠❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞é♣❛ss❡♠❡♥t ✹

✭✉♥ ♣❛ss❛❣❡r ♥✬❛♣♣ré❝✐❡ ♣❛s ✉♥ ❞é♣❛ss❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ✈✉ q✉❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❝❛❧❝✉❧é❡ ✐♥❞✉✐t ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❜r✉t❛❧ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡✮✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛❞♦♣té❡
❡st ❝❡♥tr❛❧✐sé❡✱ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❡st ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❡t ✈✐t❡ss❡s
❞❡ t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❞✉ ❝♦♥✈♦✐✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❧✉s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱
♣❧✉s ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ❡st ❝♦ût❡✉①✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs s♦✉❧✐❣♥❡♥t
✹✾✺✵ (99 ∗ 50) ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ✉♥ ❝♦♥✈♦✐ ❞❡ ✺✵ ✈é❤✐❝✉❧❡s✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧✬✐♥✲
✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ✈é❤✐❝✉❧❡ s✉r ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♥✬❡st ♣❛s r❡♠❛rq✉❛❜❧❡✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡
ré❞✉✐r❡ ❝❡ ❝♦ût ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ✈♦✐s✐♥s ✭❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡
❞❡✈❛♥t ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡rr✐èr❡✮ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ à ❛♣♣❧✐q✉❡r s✉r ✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❞♦♥♥é ❞✉
❝♦♥✈♦✐✳

❈♦♥trô❧❡ ❜❛sé s✉r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐✲
s❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬é❝r✐r❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡

✹✳ ❯♥ ❞é♣❛ss❡♠❡♥t ❞✬❡rr❡✉r s❡ ♣r♦❞✉✐t q✉❛♥❞ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡
❞és✐ré❡ ✭❝♦♥s✐❣♥❡✮✳

✷✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡
❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ■s✐❞♦r✐ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❬■s✐❞♦r✐✱ ✶✾✾✺❪
♣❧✉s✐❡✉rs t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞♦♥t ❧❛ ♣❧✉s ❝é❧è❜r❡ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣é♦♠étr✐✲
q✉❡ ♣❛r r❡t♦✉r ❞✬ét❛t✳

❬❙❤❡✐❦❤♦❧❡s❧❛♠ ❛♥❞ ❉❡s♦❡r✱ ✶✾✾✸❪ ❢♦r♠✉❧❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s✉✐✈✐ ❞❡ ❝♦♥✈♦✐ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡
❧✐❣♥❡ ❞r♦✐t❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t
✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ s❛♥s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡✳ ➱t❛♥t s✉r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡ i ❡st
r❡♣rés❡♥té ♣❛r s♦♥ ❛❜❝✐ss❡ xi✱ ❡t s♦♥ ❡rr❡✉r ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ∆i = xi−1 −
xi − L✱ L ét❛♥t ❧❛ ❝♦♥s✐❣♥❡ ❞✬✐♥t❡r✲❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈é❤✐❝✉❧❡s✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❡st ❡①♣r✐♠é s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ✿

✕ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ♠♦t❡✉r ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ✐ ❀

✕ ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ éq✉❛t✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ✐ ✿ ΣF = m.a✳
❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❧✐♥é❛r✐s❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ r♦❜♦t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❬■s✐❞♦r✐✱ ✶✾✾✺✱ ❙❛str② ❛♥❞ ■s✐❞♦r✐✱ ✶✾✽✾❪ ❡t ❢♦r♠❛❧✐s❡♥t ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s✉✐✈✐ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ■❧s ♣r♦♣♦s❡♥t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡
✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❛✈♦✐r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ✺

❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s st❛❜❧❡s✳ ❊♥ t❡st❛♥t ❧❡✉r ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ❝♦♥st❛té q✉❡
❧✬✐♥t❡r✲❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈é❤✐❝✉❧❡s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❝♦♥✈♦✐✳
❊♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥té❡ ✐❝✐✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s
❛♣♣r♦❝❤❡s q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ❜❛sé s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
❞❡ t♦✉s ❧❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ s❡ ❞é❣r❛❞❡♥t ♠❛✐s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝❛t❛str♦♣❤✐q✉❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡
❝♦♥trô❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s✉r❣✐t s✉r ❧❡ s②stè♠❡✳

▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ♣rés❡♥t❡♥t q✉❡❧q✉❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ✿ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱
❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❡t ❧✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛✲
t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ❛❜♦r❞é❡s ❀ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ t♦✉s ❧❡s s②stè♠❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s
êtr❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧✐♥é❛r✐sés ✭❡♥ s✉✐✈❛♥t ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✮ t♦✉t ❡♥ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡✉r
st❛❜✐❧✐té✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡ ♠♦❜✐❧❡✱ ❙❛♠s♦♥ ❛ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬❙❛♠s♦♥✱ ✶✾✾✺❪
q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❞✬✉♥ r♦❜♦t ♠♦❜✐❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❧✐♥é❛r✐sé ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡
❡①❛❝t❡✳ ■❧ ♣r♦♣♦s❡ ❛❧♦rs ❞❡ ❧❡ ❝♦♥✈❡rt✐r ❡♥ s②stè♠❡s ❝❤❛î♥és ♦ù ❧❡s ❝♦♥trô❧❡s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧
❡t ❧❛tér❛❧ s♦♥t ❞é❝♦✉♣❧és ❡t ❝♦♥ç✉s ❝❤❛❝✉♥ à ♣❛rt✳

❇♦♠ ❛ ♣rés❡♥té ❞❛♥s s❛ t❤ès❡ ❬❇♦♠✱ ✷✵✵✻❪ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❤❛î♥é❡✳ ❙❡ ❜❛s❛♥t s✉r ✉♥ ❘❚❑✲●P❙ ♣♦✉r ❧♦❝❛❧✐s❡r ❧❡s r♦❜♦ts✱ ❧❡ tr❛✈❛✐❧
❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❝♦♥✈♦✐ à ❢❛✐❜❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t à ❢❛✐❜❧❡ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ s❛♥s
❣❧✐ss❡♠❡♥t✳ ❈❤❛q✉❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❆❝❦❡r♠❛♥♥ ✭✈♦✐r ❋✐❣✳ ✷✳✶✶✮✱
♦ù ❧❡s r♦✉❡s ❛rr✐èr❡s s♦♥t ♠♦tr✐❝❡s ❡t ❧❡s r♦✉❡s ❛✈❛♥ts s♦♥t ❞✐r❡❝tr✐❝❡s✳ P♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r
❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ❏✳❇♦♠ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ r❡♣èr❡ ❞❡
❋r❡♥❡t✳ ▲✬ét❛t ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❡st ❛❧♦rs r❡♣rés❡♥té ♣❛r s❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡ ♣❛r❝♦✉r✉❡✱ s♦♥
é❝❛rt ❧❛tér❛❧ à ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❡t s♦♥ ❡rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ t❛♥❣❡♥t❡ à ❧❛ tr❛❥❡❝✲
t♦✐r❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ✭❬❇♦♠✱ ✷✵✵✻❪✮✳ P♦✉r ❞é❝♦✉♣❧❡r ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥trô❧❡s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧

✺✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❡st ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ q✉✐ r❡❧✐❡ s♦♥ ❡♥tré❡ ✭q✉✐
❡st ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✮ à s❛ s♦rt✐❡ ✭s♦♥ ♥♦✉✈❡❧ ét❛t✮✳

✸✵



✷✳✸✳ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶ ✕ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡ s❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❆❝❦❡r♠❛♥♥✳

❡t ❧❛tér❛❧✱ ✉♥❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ❛❧♦rs ré❛❧✐sé❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❝❤❛î♥é❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬❙❛♠s♦♥✱ ✶✾✾✺❪✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉
✈é❤✐❝✉❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ s❛ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥✲
t♦♥s ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❇♦♠✱ ❡t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❛✉ ❝♦♥trô❧❡
❧❛tér❛❧✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧❛tér❛❧✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧✱ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈é❤✐✲
❝✉❧❡s✱ ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ✭❬❇♦♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✮ ✿ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡
❡t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡✱ ❝❤❛q✉❡ r♦❜♦t t❡♥❞ à ❣❛r❞❡r ✉♥❡
✐♥t❡r✲❞✐st❛♥❝❡ ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛✈❡❝ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳ ▲❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r
❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥✈♦✐ ❝ré❡ ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♦s❝✐❧❧❛t♦✐r❡ ❡t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡
✉♥❡ ✐♥st❛❜✐❧✐té s✉r ❧❡s ❧♦♥❣s ❝♦♥✈♦✐s✳ ❈❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♦s❝✐❧❧❛t♦✐r❡✱ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥ ❡✛❡t
r❡ss♦rt✱ ✐♥❞✉✐t ✉♥ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ❝♦♥❢♦rt ❝❤❡③ ❧❡s ♣❛ss❛❣❡rs✳ P♦✉r é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❞❡
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❧♦❝❛❧❡✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ré❞✉✐s❛♥t ❧✬❡rr❡✉r
❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❡t ❧❡ ❧❡❛❞❡r ❞✉ ❝♦♥✈♦✐✳ ❯♥ r✐sq✉❡ ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛✈❡❝ s♦♥
♣ré❞é❝❡ss❡✉r ♣❡✉t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞✉r❛♥t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❡♥ ❝♦♥✈♦✐✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷ ✕ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❤②❜r✐❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡s ❡♥tr❡
✉♥ s✉✐✈❡✉r ❡t ❧❡ ❧❡❛❞❡r ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❡t ✉♥ s✉✐✈❡✉r ❡t s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt
✭✜❣✉r❡ t✐ré❡ ❞❡ ❬❇♦♠✱ ✷✵✵✻❪✮✳

P♦✉r ❞é❝✐❞❡r q✉❡❧ ❝♦♥trô❧❡ ❛❞♦♣té ❞✉r❛♥t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥✈♦✐✱ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧♦♥✲
❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❤②❜r✐❞❡ ✭✈♦✐r ❋✐❣✳ ✷✳✶✷✮ ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❡rr❡✉rs ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡s
✭♠❡♥t✐♦♥♥é❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✮ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

ci+1 = σi+1.e
1

i+1 + (1− σi+1).e
i
i+1 ✭✷✳✶✶✮

♦ù σ ❞é✜♥✐t ❧❛ ♣ré❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛✉tr❡✱ ci+1 ❡st ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡

✸✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❞✉ r♦❜♦t i+1✱ e1i+1 ❡st ❧✬❡rr❡✉r ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡ r♦❜♦t (i+1) ❡t ❧❡ ❧❡❛❞❡r
❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ❡t eii+1 ❡st ❧✬❡rr❡✉r ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡ r♦❜♦t (i+1) ❡t s♦♥ r♦❜♦t ♣ré❞é❝❡ss❡✉r
(i)✳ ➚ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❡st à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ très ♣r♦❝❤❡ ✭✈♦✐r ❞❛♥❣❡r❡✉s❡✮ ❞❡
s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✱ ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡st ❞♦♥♥é à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡✳

❆♣♣r♦❝❤❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡①❛❝t❡ ✿ ❝♦♥trô❧❡✉r ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❙❙❈ ❚♦✉s ❧❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs
❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛✉① ♣rés❡♥tés ❝✐✲❞❡ss✉s ♦♥t été ❝♦♥ç✉s ♣♦✉r ❧❡ s✉✐✈✐ ♠❛✐s✱ à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱
❛✉❝✉♥ ♥❡ ❣❛r❛♥t✐t ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ❙❙❈ ✭❙❝❤❡✉❡r✲❙✐♠♦♥✐♥✲
❈❤❛r♣✐❧❧❡t✮ ❬❙❝❤❡✉❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✳ ❈❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé
❧♦❝❛❧ ♥✬❛ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ✭♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ●P❙ ♥✐ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐✲
❝❛t✐♦♥✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❙❙❈ ❡st ❝♦♥ç✉ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❣ér❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥✳

P♦✉r ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❝❡ ❝♦♥trô❧❡✉r✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♥s✐❞éré ❡st ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✱
❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❛✉tr❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛✉① ♦ù ❧❡ ❝r✐tèr❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ❧❛ st❛❜✐❧✲
✐té✳ ▲❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥ ❝❛s ❞❛♥❣❡r❡✉① ❞❡ s✉✐✈✐ ❞❡
❞❡✉① ✈é❤✐❝✉❧❡s ♦ù ❧❡ s✉✐✈❡✉r ❛✈❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❛❞♠✐s❡ ♣❡♥❞❛♥t q✉❡ s♦♥
♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❢r❡✐♥❡ à ❢♦♥❞✳ ❙❛❝❤❛♥t q✉❡✱ ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♥♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥
❡st ♦❜t❡♥✉❡ q✉❛♥❞ ❧✬✐♥t❡r✲❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① r♦❜♦ts ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❝❡ tr❛✈❛✐❧
❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧✬✐♥t❡r✲❞✐st❛♥❝❡ ❞♦✐t êtr❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ sé❝✉r✐té dcrit
✭♣r✐s❡ ❛✉ss✐ ♣❡t✐t❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞és✐r❡✮ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♥♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳

▲❡ tr❛✈❛✐❧ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❬❙❝❤❡✉❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ❝♦♥trô❧❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❧❡
❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞r♦✐t❡ ❀ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ét❡♥❞✉s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞✉ ♣❧❛✲
t♦♦♥✐♥❣✳ ❉❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s r❡❧❛t✐❢s ❛✉① ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ▼❡♠♦✲▲❆❚ ❡t ◆❖❈✱
❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❙❙❈ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é s✉r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❝♦♥ç✉
♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥tr❛✐♥t à ✉♥ t②♣❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ r♦❜♦ts✱ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ✐❧ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❣é♥ér✐q✉❡ ❞❡ r♦❜♦ts✳ ❬❙❝❤❡✉❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✉♥ r♦❜♦t ❛ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r ❜❛s ♥✐✈❡❛✉
❧✉✐ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❣♥❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ t♦✉s ❧❡s r♦❜♦ts ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ s❡
❞é♣❧❛❝❡♥t à ✈✐t❡ss❡ v ❡t ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ a ❜♦r♥é❡s ✿

0 ≤ vmin ≤ v ≤ vmax

amin ≤ a ≤ amax ❛✈❡❝ ✿ amin < 0 < amax

❯♥ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r ❤✉♠❛✐♥ ❞✐r✐❣❡ ❧❡ ❝♦♥✈♦✐ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ti ✉♥❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥s✐❣♥❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ vi✳ ▲❡ ♣r♦✜❧ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❞❡ têt❡ ❡st ❛❧♦rs
✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s (ti, vi)✳ P♦✉r ♣❛ss❡r ❞✬✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ vi à ✉♥❡ ❛✉tr❡ vi+1✱ ❧❡ ❧❡❛❞❡r ❛♣♣❧✐q✉❡
s♦✐t ✉♥❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ amax s♦✐t ✉♥❡ ❞é❝é❧ér❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ amin s❡❧♦♥ q✉❡ vi ❡st
s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à vi+1✳ ❯♥❡ ❢♦✐s vi+1 ❛tt❡✐♥t❡✱ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❞❡✈✐❡♥t
♥✉❧❧❡ ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ vi+1 ❡st ♠❛✐♥t❡♥✉❡ ❥✉sq✉✬❛✉ ♣r♦❝❤❛✐♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳ ▲❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡
❞✉ ❧❡❛❞❡r ♣r❡♥❞ ❛❧♦rs ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❧❡ ♣r♦✜❧ s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ❝❡❧✉✐ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛
✜❣✉r❡ ✷✳✶✸✳

P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱ ❝❤❛q✉❡ s✉✐✈❡✉r ré♣èt❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡s tr♦✐s ét❛♣❡s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ♣❡r❝❡✈♦✐r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❀

✸✷



✷✳✸✳ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸ ✕ Pr♦✜❧ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❞❡ têt❡ ✭✜❣✉r❡ t✐ré❡
❞❡ ❬❙❝❤❡✉❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✮✳

✕ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❀

✕ ❡♥✈♦②❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ❜❛s ♥✐✈❡❛✉✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥✈♦✐ ❞❡ r♦❜♦ts ❡♥ ♠♦❞❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡
❧✐❣♥❡ ❞r♦✐t❡ ✭✜❣✉r❡ t✐ré❡ ❞❡ ❬❙❝❤❡✉❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✮✳

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ✐❝✐ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① ❞✉ré❡s ❞❡ t❡♠♣s ✿

✕ τ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t s❛
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ❜❛s ♥✐✈❡❛✉ ❀

✕ δt r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ q✉✐ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❧❛ ❞✉ré❡ τ ♣❧✉s ❧❡ t❡♠♣s
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳

➚ ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s iδt✱ ❧❡ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r ❡st✐♠❡ s❛ ♣r♦♣r❡ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ vin✱ ❝❡❧❧❡
❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r vin−1✱ ❡t ❧✬✐♥t❡r✲❞✐st❛♥❝❡ ❧❡s sé♣❛r❛♥t din ✭❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s r♦❜♦ts ❞❛♥s
✉♥ r❡♣èr❡ ❣❧♦❜❛❧ ♥✬❡st ♣❛s ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧✮✳

❯♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t s❛♥s ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❡①✐st❡ s✐ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✉ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r à ❢r❡✐♥❡r
♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r ❝❡tt❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧✬✐♥t❡r✲❞✐st❛♥❝❡ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

din ≥ dcrit +max

(

0,
vin

2 − vin−1

2

−2amin

)

✭✷✳✶✷✮
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

❆②❛♥t ✉♥ ❝♦♥✈♦✐ ❞❡ r♦❜♦ts ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❛✉ r❡♣♦s ❡t ❛ss❡③ é❧♦✐❣♥és ❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s✱
❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✷✳✶✷ ❡st ✈ér✐✜é❡ s✐ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❞✉ s✉✐✈❡✉r ain r❡st❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à
✉♥❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡ alim ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✷✳✶✸ ✿

alim(d
i
n, v

i
n, v

i
n−1) = min{a1, a2, a3} ✭✷✳✶✸✮

❛✈❡❝ ✿

a1 = amin + 2
d̃in − dcrit + (ṽin−1,n − ṽin)δt

3δt2
,

a2 =

√

(ṽin − amin
δt
2
)2 − (2aminδ̃d

i

n)− (ṽin − 3

2
aminδt)

δt
,

a3 =

√

(ṽin + (amax − amin

2
)δt)2 − 2aminD̃i

n

δt
− ṽin + (amax − 3

2
amin)δt

δt

❡t ♦ù ✿

δdin = din − dcrit +min{0, v
i
n
2 − vin−1

2

2amin

}

d̃in = din + (vin−1 − vin)δt+ (amin − amax)
δ2

2
ṽin = vin + amaxδt

ṽin−1,n = vin−1 + aminδt

δ̃d
i

n = d̃in − dcrit +
vin

2 − vin−1

2

2amin

D̃i
n = max{0, δ̃din − (amax − amin)(ṽ

i
n + amaxδt/2)δt/(−amin)}+ (amax − amin)δt

2

alim r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r s✉r ✉♥ r♦❜♦t ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ t♦✉t
❡♥ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ▲❡ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r ❛ ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❧♦♥❣✐t✉✲
❞✐♥❛❧❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [amin, alim]✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t alim✱ ❧❡s r♦❜♦ts ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ s❡
❞é♣❧❛❝❡♥t t♦✉t ❡♥ r❡st❛♥t ❧❡s ✉♥s ♣r♦❝❤❡s ❞❡s ❛✉tr❡s✳ P♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞✉ ❝♦♥✈♦✐✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❙❙❈ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ❝♦♠❜✐♥é à ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs
❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛✉① q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡♥t ✉♥❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ γ✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❧❡ r♦❜♦t ❡st
❞❛♥s ❝❡ ❝❛s min{alim, γ}✳

❆♣rès ❛✈♦✐r ❝❛❧❝✉❧é ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡✱ s♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ r♦❜♦t s❡ ❢❛✐t
❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ ❛✉ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s iδt ❡t ❞✉r❛♥t ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ δt✱ ❧❡ r♦❜♦t ♣❛ss❡ ✉♥❡
❞✉ré❡ τ à ♣❡r❝❡✈♦✐r s♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❝❛❧❝✉❧❡r s❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ai ❡t ❧❛ tr❛♥s♠❡ttr❡ ❛✉
❝♦♥trô❧❡✉r ❜❛s ♥✐✈❡❛✉✳ ❆✈❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❝❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥✱ ❧❡ r♦❜♦t ❝♦♥t✐♥✉❡
à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ai−1 ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✉ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ♣ré❝é❞❡♥t (i −
1)δt✳ ❊♥s✉✐t❡✱ à iδt + τ ✱ ❧❡ r♦❜♦t ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ai ❥✉sq✉✬❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡
❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ r♦❜♦t ❛②❛♥t ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ p ❡t ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ v s❡
❢❛✐t ❛❧♦rs à ❞❡✉① ✐♥st❛♥ts ✿ à ❧✬✐♥st❛♥t iδt + τ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛♥❝✐❡♥♥❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ai−1 ❡t
à ❧✬✐♥st❛♥t (i + 1)δt ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ai✳ ❙❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♣rés❡♥tés
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✷✳✸✳ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡s

❞❛♥s ❬❙❝❤❡✉❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ r♦❜♦t
❡st ♦❜t❡♥✉ s❡❧♦♥ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦✈❡ ✿ ✭♣✱ ✈✱ ❛✱ t✮ → ✭♣✱ ✈✮ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

move(p, v, a, t) =











(vmin, p+ vmint− (v − vmin)
2/a) s✐ (v + at < vmin)

(vmax, p+ vmaxt− (vmax − v)2/a) s✐ (v + at > vmax)

(v + at, p+ vt+ at2/2) s✐♥♦♥

✭✷✳✶✹✮

✷✳✸✳✷✳✷ ❈♦♥trô❧❡ ❧❛tér❛❧

▲❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧❛tér❛❧ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ✈✐s❛♥t à ♠❡♥❡r ❧❡s r♦❜♦ts à s✉✐✈r❡ ❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧❡✉r ❧❡❛❞❡r s❛♥s
♦s❝✐❧❧❡r ❛✉t♦✉r✳ ▲❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ❧❛ st❛❜✐❧✐té s♦♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡
❝♦♠♠❛♥❞❡s ❧❛tér❛❧❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡
❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❧❛tér❛❧✳

❆♣♣r♦❝❤❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ré❣✉❧❛t❡✉r P■❉ P❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ♦♥t ✉t✐❧✐sé ❞❡s ré❣✉✲
❧❛t❡✉rs ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ P ✱ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ ❞ér✐✈é PD✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ ❞ér✐✈é ✐♥té❣r❛❧
PID ❛✜♥ ❞✬❛ss❡r✈✐r ❧✬❡rr❡✉r ❞✉ s②stè♠❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ③ér♦✳ ▲❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ré❣✉❧❛t❡✉rs
P■❉ ❡st ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✸✳✷✳✶✳

❬▼✐❝❛❡❧❧✐ ❛♥❞ ❙❛♠s♦♥✱ ✶✾✾✸❪ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ❜❛sé s✉r ❧❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡
❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ré❣✉❧❛t❡✉r ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ ❞ér✐✈é✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✐ss✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❞❡s r♦❜♦ts ✉♥✐✲❝②❝❧❡s ♦✉ ❜✐❡♥ s✉r ❞❡s r♦❜♦ts à
❞❡✉① r♦✉❡s ✭❛✈❛♥t ❡t ❛rr✐èr❡✮ ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ s✉✐✈r❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡
q✉❡❧❝♦♥q✉❡ (C)✳ ❯♥ r♦❜♦t ✉♥✐✲❝②❝❧❡ ❡st ❝♦♥trô❧é ♣❛r s❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ω✱ ❛❧♦rs q✉✬✉♥
r♦❜♦t à ❞❡✉① r♦✉❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡st ❝♦♥trô❧é ♣❛r ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡ ❛❣✐t s✉r ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❜r❛q✉❛❣❡ ❞❡ ❧❛ r♦✉❡ ❛✈❛♥t α ❡t ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛❣✐t
s✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ r♦✉❡ ❛✈❛♥t ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞✉ r♦❜♦t 1

σ
✳

❯♥ r♦❜♦t ♠♦❜✐❧❡ M ❡st r❡♣rés❡♥té ❞❛♥s ✉♥ r❡♣èr❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é ♣❛r s❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
(X, Y ) ♦✉ ❧❡✉rs éq✉✐✈❛❧❡♥ts (s, y) ♦ù s r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❛❜❝✐ss❡ ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡ ❞✉ r♦❜♦t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡
(C) ❡t y ❧✬é❝❛rt ❧❛tér❛❧ ❞❡ M ♣❛r r❛♣♣♦rt à (C)✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ♠♦❞é❧✐sé ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❛✉
❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞❡ r♦❜♦ts✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ η ❝♦♠♠❡
ét❛♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡ ♣❛r❝♦✉r✉❡ ♣❛r ❧❡ r♦❜♦t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ (C) ❡t r❡♣rés❡♥t❡♥t
❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ M (s′, y′, θ′) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ η ✭θ ét❛♥t ❧✬❡rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡ M
♣❛r r❛♣♣♦rt à (C)✮✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ r♦❜♦t ✉♥✐✲❝②❝❧❡✱ ❡♥ ❞ér✐✈❛♥t ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s y′ ♣❛r r❛♣♣♦rt à η✱ ❧❛
❝♦♠♠❛♥❞❡ ω ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s y′′✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ y′′ ❡st ❧✐♥é❛r✐sé❡ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥ ❝♦♥trô❧❡
❛✉①✐❧✐❛✐r❡ u ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♦❜t❡♥✐r y′′ = u✳ ❈❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ❡st ❛❧♦rs ❝❛❧❝✉❧é ❞❡ s♦rt❡ q✉❡
❧❡ s②stè♠❡ s♦✐t st❛❜❧❡✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❝❤♦✐s✐ss❡♥t ❛❧♦rs ✉♥ ré❣✉❧❛t❡✉r PD ✿ u = −kpyy−kvyy

′✱
♦ù kpy ❡t kvy s♦♥t ❞❡✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦s✐t✐❢s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧s ❡①♣r✐♠❡♥t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ω ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ u✱ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ r♦❜♦t {v, θ, y} ❡t ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ à s✉✐✈r❡✳ ▲❛ ♠ê♠❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ❡st s✉✐✈✐❡
♣♦✉r ét❛❜❧✐r ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬✉♥ r♦❜♦t à ❞❡✉① r♦✉❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs

✸✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

❞ér✐✈❡♥t y′ ❡t θ̃′ ♣❛r r❛♣♣♦rt à η ❡t ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥trô❧❡s α̇ ❡t σ̇ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❛✉ss✐
❞❡s ré❣✉❧❛t❡✉rs PD✳

❈❡ ❝♦♥trô❧❡ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡♥ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❜❝✐ss❡ ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡✱ ét❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❞❡✉① ❜♦r♥é❡s✱ s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥✬❡st ❣❛r❛♥t✐❡ q✉❡ s✐ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s s♦♥t
s❛t✐s❢❛✐t❡s✳ P❛r♠✐ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✬✐♠♣♦s❡ s✉r ❧✬❡rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡
✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ r♦❜♦t ✉♥✐✲❝②❝❧❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ s✐ π

2
< θ(0) < 3π

2
✱ ❧✬é❝❛rt ❧❛tér❛❧

t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡ t❡♥❞ ✈❡rs π✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ θ(0) = ±π
2
✱ ❧❡ r♦❜♦t

♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣❛s ✈❡rs ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞és✐ré✳ P♦✉r q✉❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❧❛tér❛❧❡ ❡t ❛♥❣✉❧❛✐r❡ t❡♥❞❡♥t
✈❡rs ③ér♦✱ |θ(0)| ❞♦✐t êtr❡ str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à π

2
✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ r♦❜♦t à ❞❡✉① r♦✉❡s

❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❝❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ♥♦♥ ♣❛s s✉r ❧✬❛♥❣❧❡ θ ♠❛✐s ♣❧✉tôt s✉r
θ+α ♦ù α ❡st ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❜r❛q✉❛❣❡ ❞❡s r♦✉❡s ❛✈❛♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❧❛tér❛❧❡ ❡t ❛♥❣✉❧❛✐r❡
s♦♥t ❞é❝♦✉♣❧é❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉✬✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ s✉r ❧✬✉♥❡ ♥✬❛✛❡❝t❡ ♣❛s ❧✬❛✉tr❡✳

▼❛❧❣ré ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ r♦❜♦t ✈❡rs ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ (C)✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ st❛✲
❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥str✉✐t❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ r❡st❡ très ♣❡t✐t à ❝❛✉s❡
❞❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés ❝✐té❡s ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ ❬❉❛✈✐❡t ❛♥❞ P❛r❡♥t✱ ✶✾✾✻❛❪ ♣r♦♣♦s❡ ❛✉ss✐ ✉♥ ré❣✉❧❛t❡✉r P■❉ ✈✐s❛♥t à ♠✐♥✲
✐♠✐s❡r ❧✬❡rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ r♦❜♦ts s✉❝❝❡ss✐❢s ❞✉ ❝♦♥✈♦✐✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ❝❛❧❝✉❧é
❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞és✐ré❡ ❞✉ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞é❞✉✐s❡♥t ❧✬❡rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡ q✉✐ ♥✬❡st
❛✉tr❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞✉ r♦❜♦t ❡t s♦♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞és✐ré❡ ❡t
❛♣♣❧✐q✉❡♥t ✉♥ ré❣✉❧❛t❡✉r P■❉ q✉✐ ❛ss❡r✈✐t ❝❡tt❡ ❡rr❡✉r ❛✉t♦✉r ❞❡ ③ér♦✳

▲❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❬❉❛✈✐❡t ❛♥❞ P❛r❡♥t✱ ✶✾✾✻❛❪ ♥❡ ❣❛r❛♥t✐t ♣❛s ❧❛ st❛❜✐❧✐té
❞✉ s②stè♠❡ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s s✉r❣✐ss❡♥t ❞✉r❛♥t ❧❡ s✉✐✈✐✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ s✉✐✈✐
♥✬❡st ♣❛s ♣ré❝✐s s✉rt♦✉t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ✈✐r❛❣❡s ✿ ❡♥ ✈✐s❛♥t ❧✬❛rr✐èr❡ ❞✉ r♦❜♦t ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✱
❧❡ r♦❜♦t ❝♦✉♣❡ ❧❡s ✈✐r❛❣❡s ❡t ❞é✈✐❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❡♠♣r✉♥té ♣❛r s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳
P♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ s✉✐✈✐✱ ❬❉❛✈✐❡t ❛♥❞ P❛r❡♥t✱ ✶✾✾✻❛❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞✬❛✉tr❡s ❧♦✐s ❞❡
❝♦♥trô❧❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s s②♥t❤ét✐sé❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞✬♦r❞r❡ ✸ ❡t ✹✳ ■❧s ♣r♦♣♦s❡♥t
❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ♠é♠♦r✐s❡r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ♣♦✉r
ré❞✉✐r❡ ❧✬é❝❛rt ❧❛tér❛❧ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞✉ ❧❡❛❞❡r ❡t ❞❡s s✉✐✈❡✉rs✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❛✉❝✉♥
rés✉❧t❛t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✬❛ été ♣rés❡♥té✳

❆♣♣r♦❝❤❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❈❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ♣♦✉r s②♥t❤ét✐s❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ s②stè♠❡
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ Ẋ = f(X)✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ s❛ st❛❜✐❧✐té ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ Xe = 0 ♣❡✉t
êtr❡ ré❛❧✐sé❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ V (X)✳ ❈❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ✉♥
✈♦✐s✐♥❛❣❡ D ❞✉ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ Xe ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

✕ V (X) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ t❡❧ q✉❡ V (Xe) = V (0) = 0 ❡t
V (X) > 0 ∀X ∈ D − {0}✳

✕ ▲❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ V (X) ❡st ♥é❣❛t✐✈❡ ✿ V̇ (X) < 0✳ ❈❡❝✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❛s②♠♣✲
t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡ ✭❧❡ s②stè♠❡ ❡st st❛❜❧❡ ❡t t❡♥❞ ✈❡rs ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡

✸✻



✷✳✸✳ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡s

Xe✮✳

P❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ❡①♣❧♦✐t❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡
❝♦♠♠❛♥❞❡ U ❞❡ s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s Ẋ = f(X)+g(X,U)✳ P♦✉r q✉✬✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡
✈❡rs ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ Xe ✭q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♥s✐❣♥❡✮✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st s②♥t❤ét✐sé❡ ❡♥
s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✕ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ V (X) ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ Xe✳

✕ ❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ V (X) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t X ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ U ✳

✕ ✈ér✐✜❡r s✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ U(X) t❡❧ q✉❡ V̇ (X,U(X)) < 0✳

✕ s✐ U(X) ❡①✐st❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ V (X) s♦✐t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡✱ ❧❡ s②stè♠❡
t❡♥❞ ✈❡rs Xe✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✈✉ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ U(X) ❡st ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ét❛t X✱ ❧❡
s②stè♠❡ ❡st ❛✉t♦♥♦♠❡✳ V (X) ❡st ❛❧♦rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✳ ❙✐ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ U(X)✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ V (X) ❡t r❡❝♦♠♠❡♥❝❡r ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡✳

❙❡❧♦♥ ❏✳ ❇♦♠ ❬❇♦♠✱ ✷✵✵✻❪✱ ✧▲❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
▲②❛♣✉♥♦✈ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❞❡s ♦✉t✐❧s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡s✱ ré❝❧❛♠❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧
♣❡✉ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♠❛✐s ❡♥ ❝♦♥tr❡✲♣❛rt✐❡ r❡q✉✐❡rt ❞❡ ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ q✉✐ ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❡rt✐♥❡♥t❡✳✧

❉❛♥s ❬▼✐❝❛❡❧❧✐ ❛♥❞ ❙❛♠s♦♥✱ ✶✾✾✸❪✱ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st s②♥t❤ét✐sé❡ ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t
s✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ✉♥ r♦❜♦t ✈❡rs ✉♥ ❝❤❡♠✐♥
(C)✳ ❉❡✉① t②♣❡s ❞❡ r♦❜♦ts s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ♣♦✉r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ✿ ✉♥ r♦❜♦t ✉♥✐✲
❝②❝❧❡ ❝♦♥trô❧é ♣❛r s❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ω✱ ❡t ✉♥ r♦❜♦t à ❞❡✉① r♦✉❡s ✭❛✈❛♥t ❡t ❛rr✐èr❡✮
❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝♦♥trô❧é ♣❛r ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❜r❛q✉❛❣❡ ❞❡ s❛ r♦✉❡ ❛✈❛♥t α ❡t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ 1

σ
❞✉

❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ r♦✉❡ ❛✈❛♥t ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞✉ r♦❜♦t✳ P♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ✉♥ r♦❜♦t ✉♥✐✲❝②❝❧❡✱
❧❡s ❛✉t❡✉rs ❝❤♦✐s✐ss❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ V ❜❛sé❡ s✉r ❧✬é❝❛rt ❧❛tér❛❧ ❡t ❧✬❡rr❡✉r
❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡t ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ω ❡♥ ❞ér✐✈❛♥t V ✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥
r♦❜♦t à ❞❡✉① r♦✉❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s ❡t ❞ér✐✈é❡s
❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s α̇ ❡t σ̇ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❧❛tér❛❧❡ ❡t ❛♥❣✉❧❛✐r❡✳
▲❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❧❛tér❛❧❡ ❡t ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♥✬❡st ❣❛r❛♥t✐❡ q✉❡ s✐ ❝❡rt❛✐♥❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧✬é❝❛rt ❧❛tér❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✉ r♦❜♦t s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✳

❈♦♥trô❧❡ ❜❛sé s✉r ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❈♦♠♠❡ ❞é❥à ♠❡♥t✐♦♥♥é
❞❛♥s ✷✳✸✳✷✳✶✱ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥trô❧❡s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡t ❧❛tér❛❧ s♦♥t ❞é❝♦✉♣❧és✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ♣rés❡♥té
❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ✐❝✐ ❛✉ ❝♦♥trô❧❡ ❧❛tér❛❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛ss❡r✈✐r à ③ér♦ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❧❛tér❛❧❡ ❡t ❛♥❣✉❧❛✐r❡
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❧❡❛❞❡r ❞✉ ❝♦♥✈♦✐✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛r✐sé
❡①❛❝t✱ ❬❇♦♠✱ ✷✵✵✻❪ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ré❣✉❧❛t❡✉r ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ ❞ér✐✈é ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞ét❡r✲
♠✐♥❡♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❯♥ ❜♦♥ ré❣❧❛❣❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡st
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

❛❧♦rs ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♦s❝✐❧❧❛t♦✐r❡s ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s
❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❜r❛q✉❛❣❡ à ❛♣♣❧✐q✉❡r s✉r ❧❡
s✉✐✈❡✉r ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ✐♥✈❡rs❛♥t ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝❤❛î♥é❡s à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦✐❡♥t ✈ér✐✜é❡s ✿ ❧❡ r♦❜♦t s❡ ❞é♣❧❛❝❡ à ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡rr❡✉r
❛♥❣✉❧❛✐r❡ str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ à π

2
✱ s❛♥s ❥❛♠❛✐s s❡ r❡tr♦✉✈❡r ❛✉

❝❡♥tr❡ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s♦♥ ❧❡❛❞❡r✳

❈❡ tr❛✈❛✐❧ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ❝♦♥♥❛ît ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡
❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ à s✉✐✈r❡ ❛✜♥ ❞❡ ré❝✉♣ér❡r✱ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t✱ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡t ❧❛
❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡✳ ❊♥ ♣❧✉s ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ●P❙✳
❖r✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ●P❙ s❡✉❧ ♥❡ ❣❛r❛♥t✐t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥
❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ✜❛❜❧❡ ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ✉r❜❛✐♥s✱ ❧❛ ❝♦♠✲
♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s s❛t❡❧❧✐t❡s ♣❡✉t êtr❡ ♣❡r❞✉❡✳ P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❬❇♦♠✱ ✷✵✵✻❪
♣r♦♣♦s❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ●P❙ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ✐♥❡rt✐❡❧s✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ✈✐s✐♦♥✳

❈❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ✭❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ●P❙ ❡t ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ ❧❡❛❞❡r✮ s♦♥t tr❛✐tés ❞❛♥s ❬❆✈❛♥③✐♥✐✱ ✷✵✶✵❪✳ ▲❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥
❡st ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ✈✐s✐♦♥ ♦ù ❧❡ ●P❙ ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ❞❡s ❝❛♠ér❛s ♠♦✐♥s ❝❤èr❡s✳ ❙❛❝❤❛♥t
q✉❡ ❧✬❡♥❞r♦✐t ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ❡st r✐❝❤❡ ❡♥ ♦❜❥❡ts ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♠❡rs
s♦♥t r❡♣érés ♣❛r tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s ❛♣rès ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱
♣❡♥❞❛♥t s♦♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡♥ ♠♦❞❡ ❛✉t♦♥♦♠❡✱ ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ré❝✉♣èr❡ s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r ❛♣✲
♣❛r✐❡♠❡♥t ❞✬❛♠❡rs ❬❆✈❛♥③✐♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ ❧❡❛❞❡r ♥✬❡st
♣❛s ❝♦♥♥✉❡ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t s❡s ♣♦s✐t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✱ ❬❆✈❛♥③✐♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❣é♥ér❡r ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ ❧❡❛❞❡r
✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✮✳

✷✳✹ ▼ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ♦✉ ❞❡ tr❛❥❡❝✲
t♦✐r❡s

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s✉✐✈✐ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ♦✉ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t q✉❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❣é♥éré❡ ♣❛r ❧❡ ❧❡❛❞❡r ❡st ❝♦♥♥✉❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱
❝❤❛q✉❡ r♦❜♦t ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ❝♦♥♥❛ît à ❧✬❛✈❛♥❝❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ à s✉✐✈r❡ ❡t ❛♣♣❧✐q✉❡
✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ♣♦✉r s✬❛ss❡r✈✐r ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦✉r❜❡ s❛♥s r❡♥tr❡r ❡♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s
r♦❜♦ts ❞✉ ❝♦♥✈♦✐✳ ❖r✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ❝❛s✳ ➚ ♠♦✐♥s q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡
❧❛ ❝♦✉r❜❡ à s✉✐✈r❡ ♥❡ s♦✐t ❞♦♥♥é❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ❝❤❛q✉❡ r♦❜♦t ❛✈❛♥t ❧❡ ❞é❜✉t ❞✉ s✉✐✈✐✱ ❝❡
❞❡r♥✐❡r ♥✬❛✉r❛ q✉✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❛❝q✉✐s ♦✉ ❝♦♠♠✉♥✐q✉és ❞✉r❛♥t s♦♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳
❉✉ ❝♦✉♣✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❤❡r❝❤❡✉rs s❡ s♦♥t ✐♥tér❡ssés à é❧❛❜♦r❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ ❧❡❛❞❡r✳ ▲❡✉r ❞é✜ ❡st ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛✉ss✐ ✜❞è❧❡
q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ré❡❧❧❡✳

❈❤❛q✉❡ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r ❛❝q✉✐❡rt✱ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✱ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡
à s✉✐✈r❡✳ ❈❡ ♣♦✐♥t ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢❛ç♦♥s ✿ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❛♥s ✉♥ ré❢ér❡♥t✐❡❧
❝❛rtés✐❡♥ ❛②❛♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s x ❡t y✱ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❛té (x, y, t)✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ♦r✐❡♥té
(x, y, θ)✳

✸✽



✷✳✹✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ♦✉ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s

❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s tr❛✈❛✉①✱ ❧❡ r♦❜♦t ✈✐s❡ à r❡❥♦✐♥❞r❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts ♠é✲
♠♦r✐sés✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ à s✉✐✈r❡ ✐♥✉t✐❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ r♦❜♦t
♣❧❛♥✐✜❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❧✉✐ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣❛ss❡r ❞❡ s❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ à ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛✲
t✐♦♥ ❞és✐ré❡ ✭❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞és✐ré❡ ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ✈✐sé ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✉ ❧❡❛❞❡r✮✳ P♦✉r ❞é♣❧❛❝❡r
✉♥ r♦❜♦t ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ✈❡rs ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬❛rr✐✈é❡✱ ❬❆❧❜❛❣✉❧ ❛♥❞ ❲❛❤②✉❞✐✱ ✷✵✵✹❪ ♣r♦✲
♣♦s❡ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❡r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❢♦r♠é ❞❡ ❞❡✉① s❡❣♠❡♥ts ❞❡ ❞r♦✐t❡ r❡❧✐és ♣❛r ✉♥ ❛r❝ ❞❡ ❝❡r❝❧❡✳
▲❡s ❞❡✉① ❛rt✐❝❧❡s ❬●✐❧✲P✐♥t♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ❡t ❬●✐❧✲P✐♥t♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s
❝♦✉r❜❡s ❇✲s♣❧✐♥❡s ♣♦✉r ♣❧❛♥✐✜❡r ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t à ✉♥ r♦❜♦t ❞❡ ♣❛ss❡r ❞❡ s❛
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ à ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞és✐ré❡✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ❇✲s♣❧✐♥❡s s♦♥t
❞ét❡r♠✐♥é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ s♦❧✈❡✉r ❙◗P ✭s❡q✉❡♥t✐❛❧ q✉❛❞r❛t✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✮ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à
s❛t✐s❢❛✐r❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❛♥❣❧❡ ❞❡ ❜r❛q✉❛❣❡ ❜♦r♥és✮
❡t ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❛♥t à ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✉ r♦❜♦t
❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ s♦♥ ❜✉t ❧❡ ♣❧✉s ✈✐t❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳

✷✳✹✳✶ ❈❤❡♠✐♥ ❞❡ ❉✉❜✐♥s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺ ✕ ❈❤❡♠✐♥s ❞❡ ❉✉❜✐♥s r❡❧✐❛♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ✭❡♥ ❜❧❡✉✮ ❡t ✉♥ ♣♦✐♥t
❞✬❛rr✐✈é❡ ✭❡♥ ✈❡rt✮✳

P♦✉r r❡❧✐❡r ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ♦r✐❡♥tés✱ ❉✉❜✐♥s ❛ ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥❡
s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞✬❛r❝s ❞❡ ❝❡r❝❧❡ ❡t✴♦✉ ❞❡ s❡❣♠❡♥ts ❞❡ ❞r♦✐t❡✳ ■❧ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ r❡❧✐❛♥t
❞❡✉① ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❡st ❢♦r♠é✱ ❛✉ ♣❧✉s✱ ❞❡ tr♦✐s ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ✿ ❛r❝ ❞❡ ❝❡r❝❧❡ ✲
s❡❣♠❡♥t ❞❡ ❞r♦✐t❡ ✲ ❛r❝ ❞❡ ❝❡r❝❧❡✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❛r❝ ❞❡ ❝❡r❝❧❡ ✲ ❛r❝ ❞❡ ❝❡r❝❧❡ ✲ ❛r❝ ❞❡ ❝❡r❝❧❡✳
❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡t ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❛r❝ ❞❡ ❝❡r❝❧❡✱ à ❝♦✉r❜✉r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦✉ ♥é❣❛t✐✈❡✱ s♦♥t r❡❧✐és
t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥ s❡❣♠❡♥t ❞❡ ❞r♦✐t❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ♣❛r ✉♥ ❛✉tr❡ ❛r❝ ❞❡ ❝❡r❝❧❡ ✭❋✐❣✳ ✷✳✶✺✮✳
❙✐ ❧❡ r♦❜♦t ❛ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❛r❝s ❞❡ ❝❡r❝❧❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❉✉❜✐♥s
♦♥t ✉♥❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✉ r♦❜♦t à t♦✉r♥❡r✳
❈❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡st ❛❧♦rs ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ❥♦✐❣♥❛♥t ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ♦r✐❡♥tés ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r s❛ ❝♦✉r❜✉r❡✳ ▼❛❧❣ré ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❉✉❜✐♥s ❡st ♦♣t✐♠❛❧✱
✐❧ r❡♣rés❡♥t❡ ❝❡rt❛✐♥s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛✉① ♣♦✐♥ts
r❡❧✐❛♥t ❧❡s ❛r❝s ❞❡ ❝❡r❝❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s s❡❣♠❡♥ts ❞❡ ❞r♦✐t❡ ♦✉ ❧❡s ❛✉tr❡s ❛r❝s ❞❡ ❝❡r❝❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ré❡❧❧❡s ❞❡ r♦❜♦t✐q✉❡✱ ❛✉❝✉♥ r♦❜♦t ♥❡ ♣❡✉t ❝❤❛♥❣❡r ✐♥st❛♥t❛♥é♠❡♥t ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡
s❛♥s ♣❛ss❡r ♣❛r ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ♥✉❧❧❡✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❞❛♥s ❞❡
♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r❝❡ ❧❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs à tr♦✉✈❡r ❞✬❛✉tr❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥
❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s✳

✸✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

✷✳✹✳✷ ❈❤❡♠✐♥ à ❝♦✉r❜✉r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡

P♦✉r é❧✐♠✐♥❡r ❧❛ ❧✐♠✐t❡ s✉r ❧❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡✱ ❬❙❝❤❡✉❡r ❛♥❞ ❋r❛✐❝❤❛r❞✱ ✶✾✾✼❪
♣r♦♣♦s❡ ❞❡ r❡❧✐❡r ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ♦r✐❡♥tés ♣❛r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ à ❝♦✉r❜✉r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❜♦r♥é❡ ♣❛r κmax

❡t ❞♦♥t ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❡st ❧✐♠✐té❡ ♣❛r σmax✳ ❈❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞✬❛r❝s
❞❡ ❝❡r❝❧❡ ❡t ❞❡ ❝❧♦t❤♦ï❞❡✱ ❡t ❞❡ s❡❣♠❡♥ts ❞❡ ❞r♦✐t❡✳ ▲❡s ❝❧♦t❤♦ï❞❡s s♦♥t ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞♦♥t ❧❛
❝♦✉r❜✉r❡ ✈❛r✐❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t à ❧✬❛❜❝✐ss❡ ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡✳ ❬❙❝❤❡✉❡r ❛♥❞ ❋r❛✐❝❤❛r❞✱ ✶✾✾✼❪
♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ r❡❧✐❛♥t ❞❡✉① ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❝♦♠♣♦sé ❛✉ ♣❧✉s ❞❡ ❤✉✐t ♠♦r✲
❝❡❛✉①✱ ❝❤❛q✉❡ ♠♦r❝❡❛✉ ét❛♥t ✉♥ s❡❣♠❡♥t ❞❡ ❞r♦✐t❡✱ ✉♥ ❛r❝ ❞❡ ❝❡r❝❧❡ ♦✉ ✉♥ ❛r❝ ❞❡ ❝❧♦t❤♦ï❞❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻ ✕ ❈❤❡♠✐♥ à ❝♦✉r❜✉r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ r❡❧✐❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❛rt qa à ✉♥❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✬❛rr✐✈é❡ qb ✭✜❣✉r❡ t✐ré❡ ❞❡ ❬❙❝❤❡✉❡r ❛♥❞ ❋r❛✐❝❤❛r❞✱ ✶✾✾✼❪✮✳

❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ r❡❧✐❡r ❞❡✉① ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣❛r ✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞✬❛r❝s ❞❡ ❝❡r❝❧❡s ❡t ❞❡ s❡❣♠❡♥ts
❞❡ ❞r♦✐t❡s ✭❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✺✮✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✻ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡s ❞❡✉①
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡❧✐é❡s ♣❛r ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s à ❝♦✉r❜✉r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❢♦r♠és ❞✬❛r❝s ❞❡
❝❡r❝❧❡s ❡t ❞❡ ❝❧♦t❤♦ï❞❡s ❡t✴♦✉ ❞❡ s❡❣♠❡♥ts ❞❡ ❞r♦✐t❡s✳ ▲✬❛r❝ ❞❡ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ ❉✉❜✐♥s ❡st ❛❧♦rs
r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ✉♥ ❛r❝ ❛②❛♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ s②♠étr✐❡ ❡t ❢♦r♠é ❞❡ tr♦✐s ♠♦r❝❡❛✉① ✿ ✉♥ ♣r❡♠✐❡r
❛r❝ ❞❡ ❝❧♦t❤♦ï❞❡ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❝r♦ît ❞❡ ✵ ❥✉sq✉✬à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ κmax✱ ✉♥ ❛r❝ ❞❡
❝❡r❝❧❡ ❞❡ r❛②♦♥ 1

κmax
❡t ✉♥ ❛r❝ ❞❡ ❝❧♦t❤♦ï❞❡ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞é❝r♦ît ❞❡ κmax ❥✉sq✉✬à ✵✳ ▲❡

♣r❡♠✐❡r ❛r❝ ❞❡ ❝❧♦t❤♦ï❞❡ ❛ ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ é❣❛❧❡ à σmax ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛
✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ é❣❛❧❡ à −σmax ❀ ❧❡s ❞❡✉① ❛r❝s ❛②❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❧♦♥❣✉❡✉r l = κmax

σmax
✳

❊♥ s✉✐✈❛♥t ❝❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✼ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞✉ ❝❤❡♠✐♥ à ❣❛✉❝❤❡ r❡♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✻✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❧✬❛r❝ à ❝♦✉r❜✉r❡
❝♦♥t✐♥✉❡ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧✬❛r❝ ❞❡ ❉✉❜✐♥s ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❢♦r♠é ❞❡ tr♦✐s ♠♦r❝❡❛✉①✱ ♠❛✐s
s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❞❡✉① ♠♦r❝❡❛✉① ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❞❡✉① ❛r❝s ❞❡ ❝❧♦t❤♦ï❞❡s ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ±κ✱ ♦ù
κ ≤ κmax ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ σmax✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬❛r❝ à ❝♦✉r❜✉r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❣❛r❞❡ t♦✉❥♦✉rs
s❛ s②♠étr✐❡ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛r❝s ❞❡ ❝❧♦t❤♦ï❞❡s ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❧♦♥❣✉❡✉r✳

❈❡s ❝❤❡♠✐♥s à ❝♦✉r❜✉r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❞❡s ♣❧❛♥✐✜❝❛t❡✉rs ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s
❧♦❝❛✉① é✈✐t❛♥t ❧❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ t♦✉s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ♣♦ss✐❜❧❡s r❡❧✐❛♥t ❞❡✉① ❝♦♥✜❣✲

✹✵



✷✳✹✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ♦✉ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✼ ✕ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ à ❝♦✉r❜✉r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡
❢♦r♠é ❞✬✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ à ❣❛✉❝❤❡ s✉✐✈✐❡ ❞✬✉♥ s❡❣♠❡♥t ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❡t ❡♥✜♥ ❞✬✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ à
❞r♦✐t❡ ✭✜❣✉r❡ t✐ré❡ ❞❡ ❬❙❝❤❡✉❡r ❛♥❞ ❋r❛✐❝❤❛r❞✱ ✶✾✾✼❪✮✳

✉r❛t✐♦♥s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s q✉✐ é✈✐t❡♥t ❧❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s s♦♥t ❣❛r❞és✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡
❝❤❡♠✐♥ r❡t❡♥✉ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ♣❛r♠✐ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s r❡t❡♥✉s✳

P❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝✲
t♦✐r❡ à s✉✐✈r❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r♦❜♦t ❞✉ ❝♦♥✈♦✐✳ ◗✉❛♥❞ ❡❧❧❡ ❡st
✐♥❝♦♥♥✉❡✱ ❧❡ r♦❜♦t ✈✐s❡ à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ♣❛ss❡r ♣❛r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❛❝q✉✐s ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡
❞♦♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡ ✭❝♦♠♠❡ ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❇é③✐❡r✱ ❧❡s s♣❧✐♥❡s✱ ✳✳✳✮✳

✷✳✹✳✸ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ♠é♠♦r✐sés ❛✈❡❝ ❞❡s
❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❇é③✐❡r

▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❇é③✐❡r s♦♥t ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❛②❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs
♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ▲❛ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✱ ❝❡tt❡
❞❡r♥✐èr❡ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡t ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳

❉❛♥s ❬▼❆❚❑❖ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥✈♦✐
à ❞❡✉① r♦❜♦ts ♦ù ❧❡ s✉✐✈❡✉r ❛❝q✉✐❡rt✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ s❡s ❝❛♣t❡✉rs✱ ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡
s♦♥ ❧❡❛❞❡r ❡t ❧❡s ♠é♠♦r✐s❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r t❡♠♣s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❡
❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s♦♥ ❧❡❛❞❡r à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡①♣r✐♠é❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡
❞✬♦r❞r❡ ✷✱ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés✳

❬❍✇❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞♦♥t
❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❇é③✐❡r✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ❡①✲
tr❛✐t ❛❧♦rs ❞❡s ♣♦✐♥ts s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s ❞❡ ❝❡ ❝❤❡♠✐♥ ✭❝❡s ♣♦✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t à

✹✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✮ ❡t ❢❛✐t ♣❛ss❡r ♣❛r ❝❡s ♣♦✐♥ts ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❇é③✐❡r
❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❧✐ss❡✳ ❙✐ ✉♥ ♦❜st❛❝❧❡ ❛♣♣❛r❛ît ❞❡✈❛♥t ❧❡ r♦❜♦t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❇é③✐❡r
à s✉✐✈r❡✱ ❧❡ r♦❜♦t ❧❛ ♠♦❞✐✜❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❞❡ r❡♥tr❡r ❡♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬♦❜st❛❝❧❡✳
❈♦♠♠❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✽ ❧❡ ♠♦♥tr❡✱ q✉❛♥❞ ✉♥ ♦❜st❛❝❧❡ ❛♣♣❛r❛ît s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❇é③✐❡r
❣é♥éré❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱ ❧❡ r♦❜♦t ♠♦❜✐❧❡ ♠♦❞✐✜❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ à s✉✐✈r❡ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥
❛✈❡❝ ❧✬♦❜st❛❝❧❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧ r❡✲❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❡t s✉✐t s♦♥ ❝❤❡♠✐♥ ♣❧❛♥✐✜é ♣❛r ❛✈❛♥❝❡✳

(1) (2) (3) (4)

(5) (6) (7) (8)

Moving
obstacle

Mobile
robot

Previously
Planned
PCBC
trajectory

0.8m/s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽ ✕ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ r♦❜♦t ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧✬♦❜st❛❝❧❡ ✭✜❣✉r❡
t✐ré❡ ❞❡ ❬❍✇❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✾ ✕ ●é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❇é③✐❡r ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❡s ❝♦✐♥s
❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞♦♥♥é ✭✜❣✉r❡ t✐ré❡ ❞❡ ❬❍✇❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✮✳

▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❣é♥éré❡ ♣♦✉r r❡❧✐❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ ♣❛r
♠♦r❝❡❛✉① à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❇é③✐❡r ❝✉❜✐q✉❡s ✭❞✬♦r❞r❡ ✸✮✳ ❈❤❛q✉❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❇é③✐❡r
♥é❝❡ss✐t❡ ✹ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ❞♦♥t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡t ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡✉① ♣♦✐♥ts
❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ✿ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞✉ r♦❜♦t ❡t s♦♥ ♣♦✐♥t ❞✬❛rr✐✈é❡✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ❣❛r❛♥t✐t ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✉ r♦❜♦t ♣❛r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❡①tr❛✐ts ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ à s✉✐✈r❡✳

✹✷



✷✳✹✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ♦✉ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s

▲❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ♣♦✐♥ts s♦♥t ✜①és ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐❢✲
❢ér❡♥ts ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ❇é③✐❡r ✿ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❇é③✐❡r ❞♦✐t êtr❡ t❛♥❣❡♥t❡
à ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ r♦❜♦t✳

▲❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ❣é♥èr❡ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❇é③✐❡r
♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❡①tr❛✐ts ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✭❞♦♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②✲
t✐q✉❡ ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡✮✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❣é♥éré❡ ♥✬❡st ♣❛s ✜❞è❧❡ ❛✉ ❝❤❡♠✐♥
♦r✐❣✐♥❛❧ ✿ ✉♥ é❝❛rt ❧❛tér❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝♦✉r❜❡s ❡st ✈✐s✐❜❧❡ s✉r ❧❛
✜❣✉r❡ ✷✳✶✾✳

✷✳✹✳✹ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♠é♠♦r✐sés ❛✈❡❝ ❞❡s ❇✲
s♣❧✐♥❡s

P❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ❢♦♥t ♣❛ss❡r ♣❛r ✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞♦♥♥és ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❇✲s♣❧✐♥❡✱
q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❇é③✐❡r✳ ❬❑♦♠♦r✐②❛ ❛♥❞ ❚❛♥✐❡✱ ✶✾✽✾❪ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s
❇✲s♣❧✐♥❡s ❞✬♦r❞r❡ ✸ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❧✐ss❡s ❞♦♥t ❧❛ ❞ér✐✈é❡ s❡❝♦♥❞❡ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✳
▲❡ ❝❤❡♠✐♥ r❡❧✐❛♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❡st ❛❧♦rs à ❝♦✉r❜✉r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳

❬❆✈❛♥③✐♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❝♦♥✈♦✐ ❡♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦ù ❧❡ ❧❡❛❞❡r✱ ❝♦♥❞✉✐t ♠❛♥✉❡❧❧❡✲
♠❡♥t✱ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡ à s❡s s✉✐✈❡✉rs s❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳ ❈❤❛q✉❡
s✉✐✈❡✉r ❡ss❛✐❡ ❛❧♦rs ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❞✉r❛♥t s♦♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ ❧❡❛❞❡r ❡♥
❢❛✐s❛♥t ♣❛ss❡r ❞❡s ❇✲s♣❧✐♥❡s ♣❛r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ❧❡❛❞❡r st♦❝❦és ❞❛♥s s❛ ♠é♠♦✐r❡✳ ▲❛ tr❛❥❡❝✲
t♦✐r❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ❧❡❛❞❡r ❡st ❛❧♦rs ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❝♦♥❝❛té♥❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦✉r❜❡s ❇✲s♣❧✐♥❡s✱ ❞♦♥t
❝❤❛❝✉♥❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré d ❛❞♠❡tt❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦✐♥ts
❞❡ ❝♦♥trô❧❡ q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡♥t s❛ ❢♦r♠❡✳ ❈❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡t s♦♥t ❝❤♦✐s✐s ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ✿

✕ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞♦✐t ♣❛ss❡r ♣❛r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❡❛❞❡r ❡t êtr❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ✜❞è❧❡
à s❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❀

✕ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❛✉① ♣♦✐♥ts ❝♦♥♥❡❝t❛♥t
❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❇✲s♣❧✐♥❡s ❝♦♥❝❛té♥é❡s✳

❆♣rès ❝❤❛q✉❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❧❡❛❞❡r✱ ❧❡ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r ét❡♥❞ ❧❛
tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞é❥à ❝♦♥str✉✐t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ② ✐♥té❣r❡r ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭✈♦✐r ❋✐❣✳ ✷✳✷✵✮✳
P♦✉r ét❡♥❞r❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❝♦✉r❛♥t❡✱ ❧❡ s✉✐✈❡✉r ❣❛r❞❡ ❛❝t✐❢s nac ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡t nap ♣♦✐♥ts
❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❧❡s ❛❥✉st❡r ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♥♦✉✈❡❧❧❡ ❇✲s♣❧✐♥❡ ❛✈❡❝ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❝♦✉r❛♥t❡✳ ▲❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s nap ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
s♦♥t ❛❧♦rs à ♠♦❞✐✜❡r ♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳

▲❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ❞❡❣ré d ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s nac ❡t ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡
❝♦♥trô❧❡ nap ❛❝t✐❢s ❡st ♦❜t❡♥✉ s✉✐t❡ à ✉♥❡ ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ♦ù ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥s ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s t♦✉t ❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥t ❝❡s ✸ ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛
♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥✳ ➚ ♥♦tr❡ ❛✈✐s✱ ❝❡tt❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧❡
❡t s♦♥ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❛ss❡③ ❧♦✉r❞ ❡t ❝♦ût❡✉①✳

▲❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t t❡sté ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❛♥s ✉♥ s✉✐✈✐ ❡♥ ❝♦♥✈♦✐ ❞❡ ✹ ✈é❤✐❝✉❧❡s ♦ù ❧✬é❝❛rt
❧❛tér❛❧ ❡♥tr❡ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡s s✉✐✈❡✉rs ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❡✉r ❧❡❛❞❡r ét❛✐t ❛✉① ❛❧❡♥t♦✉rs ❞❡ 15

✹✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

❝♠✳ ▼❛❧❣ré s❡s ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❡♥✲❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛
tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ ❧❡❛❞❡r s❡❧♦♥ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠❜❧❡ êtr❡ très ❝♦ût❡✉s❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ✿
à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✱ ❝❡rt❛✐♥s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡t ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❛❥✉stés ♣♦✉r
♣♦✉✈♦✐r ❝♦♥❝❛té♥❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❇✲s♣❧✐♥❡ ✐♥té❣r❛♥t ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣♦✐♥t ❛❝q✉✐s ❞✉ ❧❡❛❞❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✵ ✕ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❤②❜r✐❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡s ❡♥tr❡
✉♥ s✉✐✈❡✉r ❡t ❧❡ ❧❡❛❞❡r ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❡t ✉♥ s✉✐✈❡✉r ❡t s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt
✭✜❣✉r❡ t✐ré❡ ❞❡ ❬❆✈❛♥③✐♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✮✳

✷✳✹✳✺ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❡t tr❛❥❡❝✲
t♦✐r❡s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ♦✉ ❞❡ tr❛❥❡❝✲
t♦✐r❡s ♣♦✉r ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✐✛ér❡♥ts✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡ ét❛✐t ❞✬❡st✐♠❡r ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡
♣❡r♠❡tt❛♥t à ✉♥ r♦❜♦t ❞❡ ♣❛ss❡r ❞✬✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ à ✉♥❡ ❛✉tr❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ s✉✐✈✐ ❡♥
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦✉ ❡♥ ❝♦♥✈♦✐✱ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞és✐ré❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ♣❛r ❧❡sq✉❡❧❧❡s
❧❡ ❧❡❛❞❡r ❡st ❞é❥à ♣❛ssé✳ ❊st✐♠❡r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ✭♦✉ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✮ q✉✐ r❡❧✐❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts à ❧✬❛✐❞❡
❞❡ ❝♦✉r❜❡s à ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❝♦♥♥✉❡ ✭❝♦♠♠❡ ❞❡s ❞r♦✐t❡s✱ ❞❡s ❝❡r❝❧❡s✱ ❞❡s ❝❧♦t❤♦ï❞❡s
♦✉ ❞❡s ❇✲s♣❧✐♥❡s✮ ♣❡✉t ✐♥❞✉✐r❡ ✉♥ é❝❛rt ❧❛tér❛❧ ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❧❡❛❞❡r
❡t ❝❡❧✉✐ ❞✉ s✉✐✈❡✉r✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧❡ s✉✐✈✐ ♠♦✐♥s ♣ré❝✐s✳ ❉✬✉♥ ❝ôté✱ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ ❉✉❜✐♥s
❞♦♥t ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡st ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ♥❡ ♣rés❡♥t❡♥t ♣❛s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ✈✉ q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t
❞♦✐t s✬❛rrêt❡r à ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ♣♦✉r s❡ ré♦r✐❡♥t❡r✳ ❉✬✉♥ ❛✉tr❡
❝ôté✱ ❧❡s ❝❧♦t❤♦ï❞❡s s♦♥t ❞❡s ❝♦✉r❜❡s à ❝♦✉r❜✉r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❞♦♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ♣✉✐sq✉❡
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✷✳✺✳ ❇✐❧❛♥ ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥

❧❡✉r ❢♦r♠❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ ✭q✉✐ s♦♥t ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s
♥♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞♦♥t ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡st ❢❛st✐❞✐❡✉s❡✮✳

▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ét❛✐t ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❧❡❛❞❡r ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ♣❛ss❡r ♣❛r
s❡s ♣♦s✐t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ à éq✉❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❝♦♥♥✉❡✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❇é③✐❡r
❡t ❧❡s ❇✲s♣❧✐♥❡s ét❛✐❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♠❛❧❣ré ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❡✉rs ❝❛❧❝✉❧s ✿
❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝♦✉r❜❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉rs ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s✳

✷✳✺ ❇✐❧❛♥ ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✉ ♠❛✐♥t✐❡♥ ❡♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s ❛✉t♦♥♦♠❡s✳ ❈❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s✱ ❜❛sé❡s s✉r ❧✬❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦✉
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❝♦♥ç♦✐✈❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡①♣r✐♠é❡ s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳

P♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❝❡rt❛✐♥s tr❛✈❛✉① ❧✐♥é❛r✐s❡♥t ❧❡ s②s✲
tè♠❡ ❡t ❡①♣❧♦✐t❡♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞✐st✐♥❣✉é
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ré❣✉❧❛t❡✉rs P■❉ ❞♦♥t ❧❡s ❣❛✐♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞ét❡r♠✐♥és s❡❧♦♥ ✉♥❡ ♠ét❤✲
♦❞❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ♠❛✐s ❛❥✉stés ❛✉ ❝❛s ♣❛r ❝❛s✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ s✉✐✈✐ s♦✐t st❛❜❧❡ ❡t ♣ré❝✐s✳
❉✬❛✉tr❡s tr❛✈❛✉① ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧❡ s✉✐✈✐ ❡♥ ❝♦♥✈♦✐ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❡t ❝❤❡r❝❤❡♥t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r✳

❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣rés❡♥t❡♥t ❝❡rt❛✐♥s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❡t ♥❡ ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ❜♦♥
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥
♣♦✐♥t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s②♥t❤ét✐sé❡ ♥❡ ❣❛r❛♥t✐t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ sûr ❞✉ s②stè♠❡
q✉❡ t❛♥t q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ é✈♦❧✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s
t❡r♠❡s✱ ❧❛ sé❝✉r✐té ❞✉ s✉✐✈✐ ❡st ré❞✉✐t❡ à ❝❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳

P♦✉r r❡♠é❞✐❡r à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❞✬❛✉tr❡s tr❛✈❛✉① s❡ s♦♥t ❛♣♣✉②és s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♣♦✉r ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s s✉r ✉♥❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡
♣❧❛❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s✳ ❯♥ ♣r❡♠✐èr❡ ❢❛♠✐❧❧❡ q✉✐
r❡♣♦s❡ s✉r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❤❛î♥é❡ ♦✛r❡ ❞❡
❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♠❛✐s à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❞❡s P■❉✱ ❡❧❧❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t
✉♥ ré❣❧❛❣❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❉✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s s✬❛♣♣✉✐❡♥t q✉❛♥t à ❡❧❧❡s s✉r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
st❛❜✐❧✐té ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ♣♦✉r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❛♥s ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s
❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ q✉✐ ♣✉✐ss❡ ❣é♥ér❡r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ st❛❜❧❡
✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ s✐ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s ❞❡ ❧♦✐ ❝♦♥trô❧❡ st❛❜❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t r❡❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❧♦✐✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❞✉ s②stè♠❡ ♥✬❡st ❣❛r❛♥t✐❡ q✉❡ s✐ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r s♦♥ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✳

◗✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ s♦✐t ❧✐♥é❛r✐sé ♦✉ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✉
r♦❜♦t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s r♦❜♦ts
s❡ ❞é♣❧❛❝❡♥t à ❢❛✐❜❧❡ ✈✐t❡ss❡✱ ❝❡rt❛✐♥s tr❛✈❛✉① s❡ ❝♦♥t❡♥t❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❞❡
♠♦✉✈❡♠❡♥t✱ ❡t ❝❡❝✐ ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ P♦✉r ✉♥ ❝♦♥trô❧❡
♣❧✉s ♣ré❝✐s ❡t ♣❧✉s ré❛❧✐st❡✱ ❞✬❛✉tr❡s tr❛✈❛✉① s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✉ r♦❜♦t✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s✱ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st
✉♥❡ tâ❝❤❡ ❛r❞✉❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞②♥❛♠✐q✉❡s✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

❚♦✉t❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝✐té❡s ❝✐✲❞❡ss✉s s✉♣♣♦s❡♥t q✉❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ à s✉✐✈r❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡
♣❛r t♦✉t ❧❡ ❝♦♥✈♦✐✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ à t♦✉t ✐♥st❛♥t✱ ❝❤❛q✉❡ r♦❜♦t ❝♦♥♥❛ît ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥
✭❡t s❛ ❞ér✐✈é❡✮ ❡t ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r s♦♥ é❝❛rt ❧❛tér❛❧ ❡t s♦♥ ❡rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡
❝❤❡♠✐♥✳ ❈❡❧❛ ♥✬ét❛♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ❝❛s✱ ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡♥t s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❝♦♥s✐❣♥❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ❧❡❛❞❡r✳ ❈❡tt❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s ❛✈❡❝ ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❇✲s♣❧✐♥❡s ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s q✉❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞és✐ré❡ ❡st é❧❡✈é❡✳ ❈♦♠♠❡
♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ✷✳✹✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ à s✉✐✈r❡
♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ❝♦ût❡✉① q✉❛♥❞ ♦♥ ❞és✐r❡ ❛✈♦✐r ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ très ✜❞è❧❡ à ❝❡❧❧❡ ❣é♥éré❡
♣❛r ❧❡ ❧❡❛❞❡r✳

P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ s✉r ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡s✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ré❣✐ ♣❛r ✉♥
♠♦❞è❧❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ q✉❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s♦✉❤❛✐té❡ ❡st
✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❝✐tés ❝✐✲❞❡ss✉s✱ r❡♥❞ ❧❛ s②♥✲
t❤ès❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛ss❡③ ❝♦♠♣❧✐q✉é❡ ❡t ❞✐✣❝✐❧❡ ✭❝❡tt❡ s②♥t❤ès❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥
♠❛♥✐♣✉❧❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞✉ s②stè♠❡✮✳

◆♦✉s ❞és✐r♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ❢❛❝✐❧✐t❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✱
t♦✉t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬❛❜♦✉t✐r à ✉♥ s✉✐✈✐ st❛❜❧❡ ❡t ♣ré❝✐s✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ♣♦✉r
❝❡❧❛ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❧❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡s r♦❜♦ts ✭q✉✐ ♣❡✉t ❞❡✈❡♥✐r ❛ss❡③ r❛♣✐❞❡♠❡♥t
❝♦♠♣❧❡①❡✮ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✳ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❝♦♥ç✉ ♣♦✉rr❛✐t ❛❧♦rs êtr❡
❛♣♣❧✐q✉é à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ t②♣❡ ❞❡ r♦❜♦ts✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✐❧ s✉✣r❛✐t ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❧❡ ♠♦✲
❞è❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré ❡t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ê♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r
❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞✉ r♦❜♦t✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡ ❞é❝♦✉♣❧❛❣❡ r❡♣rés❡♥t❡
✉♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❡t ♠ér✐t❡r❛✐t ❞✬êtr❡ ❡①♣❧♦✐té ❞❛♥s ❧❛
❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s r❡♣♦s❛♥t s✉r ❞❡s ❛r❝❤✐✲
t❡❝t✉r❡s ❣❧♦❜❛❧❡s s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s r❡♣♦s❛♥t s✉r ❞❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s
❧♦❝❛❧❡s ♠❛✐s s♦♥t ❛✉ss✐ ♣❧✉s ❝♦ût❡✉s❡s ❡t ♠♦✐♥s r♦❜✉st❡s ❛✉① ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ❯♥❡ ♣❡rt❡
❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦✉ ✉♥ r❡t❛r❞ ❞❛♥s ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❡✉t
❡♥tr❛î♥❡r ❧✬❛rrêt ❞✉ ❝♦♥✈♦✐✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✉r❛♥t ❧❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣✱
❧❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❧♦❝❛❧❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ❧❡ r❡❧❛✐s ❡t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ♣♦✉rs✉✐✈r❡ ❧❡ s✉✐✈✐
❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ sé❝✉r✐té s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡s✳

▲❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❧♦❝❛❧❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮ s♦♥t q✉❛♥t à ❡❧❧❡s
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ♣ré❝✐s❡s ✭♣✉✐sq✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❧❛tér❛❧❡ t❡♥❞ à s❡ ❝✉♠✉❧❡r ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❝♦♥✈♦✐✮
❡t ♥❡ ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐té✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❞és✐r♦♥s ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❛♥s
❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ❧♦❝❛❧❡ q✉✐
❛♠é❧✐♦r❡♥t ❝❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❧✬❛s♣❡❝t ❝♦♥trô❧❡ ❧❛tér❛❧
❞✉ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✉ ❝♦♥trô❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t à ✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❞❡ s✉✐✈r❡ ❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥
✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❧✬é❝❛rt ❧❛tér❛❧ ❡t ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛✉t♦✉r ❞❡
❝❡ ❝❤❡♠✐♥✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ s✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❡st ♦r❣❛♥✐sé
❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ❞é❝r✐t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s
s✉✐✈♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❧✐❡r ❡♥tr❡ ❡✉① ❧❡s ❝♦♥trô❧❡s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡t ❧❛tér❛❧✳
▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡s r♦❜♦ts✳ ❉❡✉① ♠♦❞è❧❡s s♦♥t
❝♦♥s✐❞érés ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ✿ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r✱ ❛♣♣❡❧é ♠♦❞è❧❡ à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡✱ ♣❡r♠❡t
❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✉ r♦❜♦t ♠❛✐s ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t
♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ✐♥st❛♥t❛♥é♠❡♥t ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✭❝❡ q✉✐
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✐♥✜♥✐❡✮ ❀ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❛♣♣❡❧é
♠♦❞è❧❡ à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ♦✛r❡ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
❞✉ r♦❜♦t ♠❛✐s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✜♥✐❡✳
▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ s✐♠✉❧❛t❡✉r ré❛❧✐sé ❞✉r❛♥t ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♣♦✉r t❡st❡r ❡t ✈❛❧✐❞❡r
♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣✳ P♦✉r ré❛❧✐s❡r ❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❧❡ s✐♠✉❧❛t❡✉r ✉t✐❧✐s❡ ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st ♣❧✉s ✜❞è❧❡ ❛✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ré❡❧

✹✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣

❞❡s r♦❜♦ts q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡✳
▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛✉①q✉❡❧❧❡s ❞♦✐✈❡♥t ré♣♦♥❞r❡ ❧❡s r♦❜♦ts
❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ▼❡♠♦✲▲❛t ❡t ◆❖❈✳
❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺ ❡♥ rés✉♠❛♥t ❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧
❡t ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✳

✸✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✐❝✐ ✉♥ ❝♦♥✈♦✐ ❞❡ r♦❜♦ts s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t à ❢❛✐❜❧❡ ✈✐t❡ss❡✳ ❈♦♠♠❡ s✉❣❣éré
❞❛♥s ❬❉❛✈✐❡t ❛♥❞ P❛r❡♥t✱ ✶✾✾✻❛❪✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ❞é❝♦✉♣❧❡r ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥trô❧❡s
❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡t ❧❛tér❛❧✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ r❡♣♦s❡ s✉r ❝❡
❞é❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡t ❡st ❞✐✈✐sé ❡♥ q✉❛tr❡ ét❛♣❡s ❞é❝r✐t❡s ❝✐✲❛♣rès✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s τ ✱
❝❤❛q✉❡ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ✿

✕ ❛❝q✉✐❡rt ❡t ♠é♠♦r✐s❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞✉ r♦❜♦t q✉✐ ❧❡ ♣ré❝è❞❡
✭s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✮ ❀

✕ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❙❙❈ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳✶✮ ❀

✕ ❝❤♦✐s✐t ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ à ✈✐s❡r ✭♣❛r♠✐ ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ♠é♠♦r✐sé❡s✮
❡t ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ❝♦♥trô❧❡✉rs ❧❛tér❛✉①
❞ét❛✐❧❧és ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✹ ❡t ✺ ❀

✕ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s✳

▲✬éq✉✐♣❡ ▼❆■❆ ❛ ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❢♦♥❞é s✉r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é❝❡♥✲
tr❛❧✐sé❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s r♦❜♦ts t♦✉t ❡♥ ♠✐♥✲
✐♠✐s❛♥t ❧❡✉r ✐♥t❡r✲❞✐st❛♥❝❡✳ ❈❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❙❙❈ ✭❙❝❤❡✉❡r
✲ ❙✐♠♦♥✐♥ ✲ ❈❤❛r♣✐❧❧❡t✮✱ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡
❞❡s r♦❜♦ts ❢♦r♠❛♥t ❧❡ ❝♦♥✈♦✐✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ♣❛r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r
❙❙❈ ❡st ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳✶✳

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧❛tér❛❧ ❞✉
❝♦♥✈♦✐ ❡t s♦✉❤❛✐t♦♥s s②♥t❤ét✐s❡r ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r ❧❛tér❛❧ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❛✉① r♦❜♦ts ❞❡
s✉✐✈r❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ tr❛❝é ♣❛r ❧❡ ❧❡❛❞❡r ❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡♥ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐té
❞✉ ❝♦♥✈♦✐✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
♣❡r♠❡tt❛♥t à ✉♥ r♦❜♦t ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r✱ t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞✉ s✉✐✈✐✱ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡s
❛♥❣✉❧❛✐r❡s ω q✉✐ ❧❡ ♠è♥❡ à ❝♦♥✈❡r❣❡r ❧❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❡rs ❧❡ ❝❤❡♠✐♥
❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ✭q✉✐ ❡st ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts✮ ❡t à ❧❡ s✉✐✈r❡ ❡♥
♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧✬é❝❛rt ❧❛tér❛❧ ey ❡t ❧✬❡rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡ eθ ✭❞é✜♥✐t✐♦♥s ✺ ❡t ✻✮✳ ◆♦✉s
ét✉❞✐♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ❧❛tér❛✉① q✉❡ ♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✹ ❡t ✺ ❞❡✉① ❝♦♥trô❧❡✉rs ❧❛tér❛✉①▼❡♠♦✲▲❆❚ ❡t◆❖❈✱

✹✽



✸✳✷✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡

q✉✐ s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ❧❛ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ r♦❜♦t ♣ré❞é❝❡ss❡✉r s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❧✐st❡
❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❡t q✉❡ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s s✉❝❝✐♥❝t❡♠❡♥t ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧❛tér❛❧ ▼❡♠♦✲▲❆❚ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♥trô❧❡✉r ▼❡♠♦✲▲❆❚
✭▼❡♠♦r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ▲♦♦❦✲❆❤❡❛❞ ❚❛r❣❡t✮ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ♣♦✲
s✐t✐♦♥s ♠é♠♦r✐sé❡s ❞✉ r♦❜♦t ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❡t ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ s❡❧♦♥ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡
❞❡ ❉❛✈✐❡t ❡t P❛r❡♥t ✭❉P✮ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❬❉❛✈✐❡t ❛♥❞ P❛r❡♥t✱ ✶✾✾✻❛❪✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✭▼❡♠♦✲▲❆❚ ❡t ❉P✮✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ❧✬❛♠é❧✐♦✲
r❛t✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧❛ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ à ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ s✉✐✈✐✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉
s✉✐✈✐ ♥✬❡st ♣❛s ❣❛r❛♥t✐❡ ❡t ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♦s❝✐❧❧❛t♦✐r❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ✈✐r❛❣❡s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧❛tér❛❧ ◆❖❈ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞ès✲❧♦rs ✉♥ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥trô❧❡✉r
❞♦♥t ❧❡ ❜✉t ❡st ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❝❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ s✉✐✈✐ st❛❜❧❡✳ ◆❖❈ ✭◆♦♥ ❖s❝✐❧❧❛✲
t♦r② ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✮✱ ❛♣♣r♦①✐♠❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ q✉✬✐❧ ❝❤❡r❝❤❡
à ❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❡st✐♠❡r ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t s❛ ❝♦✉r❜✉r❡✳ ■❧ ✉t✐❧✐s❡ ❡♥s✉✐t❡ ❝❡tt❡ ❡st✐✲
♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s✐❣♥❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡✳ ◆❖❈ ❝♦♠❜✐♥❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❣é♦♠étr✐q✉❡✱ q✉✐ ✐♥t❡r❞✐t ✭♦✉ é✈✐t❡ ❛✉t❛♥t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✮ ♣❛r s❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✱ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥
❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ q✉✐ ❝❤❡r❝❤❡ à ré❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r
❢♦♥❞é❡ s✉r ❧✬é❝❛rt ❧❛tér❛❧ ❡t ❧✬❡rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡✳ ◆❖❈ r❛✐s♦♥♥❡ s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s
❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✿ ✐❧ ♣ré✈♦✐❡ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ r♦❜♦t ❞❛♥s
❧❡ ❢✉t✉r ❛✜♥ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ q✉✐ é✈✐t❡ ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ❊♥ ❣❛r❞❛♥t ❝❡ ♠ê♠❡
♣r✐♥❝✐♣❡✱ ◆❖❈ ❛ ❡♥s✉✐t❡ été ❣é♥ér❛❧✐sé ❡♥ ❆❜str❛❝t ◆❖❈ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é s✉r
❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ r♦❜♦ts✳ ❈❡s ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❝♦♥trô❧❡✉rs ✭▼❡♠♦✲▲❆❚ ❡t ◆❖❈ ✮ s❡r♦♥t
♣rés❡♥tés ❡t ❡①♣❧✐q✉és ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

✸✳✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ t❡st❡r ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s✉r ❞❡s r♦❜♦ts à ❞❡✉① r♦✉❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s
♥♦♥ ❤♦❧♦♥♦♠❡s q✉✐ s❡ ❞é♣❧❛❝❡♥t à ❢❛✐❜❧❡ ✈✐t❡ss❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐ ♥é❣❧✐❣❡r ❧❡s ❣❧✐ss❡✲
♠❡♥ts✳ ❙❛❝❤❛♥t q✉✬✉♥ r♦❜♦t ❡st ❞✐t ❤♦❧♦♥♦♠❡ q✉❛♥❞ ✐❧ ♣❡✉t s❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❧✐❜r❡♠❡♥t ✭❞❛♥s
♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡t q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t s♦♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✮ s❛♥s ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r
s♦♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✱ ✉♥ r♦❜♦t ♥♦♥ ❤♦❧♦♥♦♠❡ ❡st s♦✉♠✐s à ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s ❡t✴♦✉
❞②♥❛♠✐q✉❡s ❡t ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s✉✐✈r❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❝❤❡♠✐♥✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✐❝✐ ✉♥ r♦❜♦t R q✉✐ é✈♦❧✉❡ ❞❛♥s s♦♥ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ✜①❡✳ ■❧ ❡st r❡♣rés❡♥té
♣❛r s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ (x, y)✱ s♦♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ θ ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✮✱ s❛ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ v ❡t s❛ ✈✐t❡ss❡
❛♥❣✉❧❛✐r❡ ω✳ ❙❡s ❞❡✉① r♦✉❡s ❞r♦✐t❡ ❡t ❣❛✉❝❤❡ s♦♥t ❞✐st❛♥t❡s ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ l✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é
❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞✉ r♦❜♦t✱ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❡t ❧❡s ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡s ❞❡s
❞❡✉① r♦✉❡s ❞r♦✐t❡ ✭r✐❣❤t✮ {vr, ar} ❡t ❣❛✉❝❤❡ ✭❧❡❢t✮ {vl, al} s♦♥t ❜♦r♥é❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱
❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❧♦♥❣✐t❞✐♥❛❧❡s v ❡t ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ω ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡s a ❡t
❛♥❣✉❧❛✐r❡s η ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ❞✉ r♦❜♦t s♦♥t ❛✉ss✐ ❜♦r♥é❡s ✿

✹✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣

Xx

y

Y

vvl

vrl

ω

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ r♦❜♦t ❞❛♥s ✉♥ r❡♣èr❡ ❣❧♦❜❛❧✳

{

vmin ≤ v ≤ vmax, ωmin ≤ ω ≤ ωmax

amin ≤ a ≤ amax, ηmin ≤ η ≤ ηmax

✭✸✳✶✮

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡s r♦❜♦ts ✿

✕ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✮ ♦ù ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞✉ r♦❜♦t
✈❛r✐❡ ✐♥st❛♥t❛♥é♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r à ✉♥❡ ❛✉tr❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s τ ✳ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥
❞❡s r♦❜♦ts s❡❧♦♥ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s
❛♥❛❧②t✐q✉❡s q✉✐ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ♣❛s ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐r❡✳

✕ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✮ q✉✐ ❡st ♣❧✉s ✜❞è❧❡ ❛✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
ré❡❧ ❞❡s r♦❜♦ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞✉
r♦❜♦t✱ ❝❤❡r❝❤❡ à s✐♠✉❧❡r s♦♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ré❡❧ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ s❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡
♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❝❤❛♥❣❡r ✐♥st❛♥t❛♥é♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ✉♥ s✐♠✉❧❛t❡✉r ♣♦✉r t❡st❡r ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♣❧❛✲
t♦♦♥✐♥❣✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡s r♦❜♦ts s❡ ❞é♣❧❛❝❡♥t s❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t à
✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st ♣❧✉s ✜❞è❧❡ ❛✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ré❡❧ ❞❡s r♦❜♦ts q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡
à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ◆❖❈✱ ❞❡ ♣❛rt s❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✱ ❡st ❢♦♥❞é s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t à
✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à ♠❡♥t✐♦♥♥é✱ ◆❖❈ ❛♥t✐❝✐♣❡ ❧❛ tr❛✲
❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r♦❜♦t ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ q✉✐ é✈✐t❡
❧✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛✉t♦✉r ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ s✉✐✈✐✳ ◆❖❈ ❝❛❧❝✉❧❡ ❛✐♥s✐ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ r♦❜♦t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ é✈♦❧✉❡ à ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣r✐s❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥
❡t ✈ér✐✜❡ s✬✐❧ ② ❛ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥❡
✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡s r♦❜♦ts à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡
❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ ♠♦❞è❧❡ à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ✉t✐❧✐s❡r ❝❡ ♠♦❞è❧❡
♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ♣ré✈♦✐r ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r♦❜♦t ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ❞❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r ❡t ❝❛❧❝✉❧❡r

✺✵



✸✳✷✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡

s❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ ❡st q✉✬✐❧ ♣❡r♠❡t ❞✬✉✲
t✐❧✐s❡r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✉ r♦❜♦t ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t
s✐ ❧❡ r♦❜♦t ❝♦✉♣❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳

✸✳✷✳✶ ▼♦❞è❧❡ à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥
❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞✉ r♦❜♦t✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t s♦♥ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ a✳ ■❧ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❛
✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞✉ r♦❜♦t ♣❡✉t ♣❛ss❡r ✐♥st❛♥t❛♥é♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r à ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛✉ ❞é❜✉t
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ ❡st ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❡t
❧❡ t❡st ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆❖❈ q✉✐ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s r♦❜♦ts s❡ ❞é♣❧❛❝❡♥t à ✈✐t❡ss❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❈❡
♠♦❞è❧❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❡st ✐♥st❛♥t❛♥é ❀ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
q✉❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞✉ r♦❜♦t ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥t✐♥✉❡✳

◆♦✉s ❡①♣❧✐q✉❡r♦♥s ❝❡ ♣♦✐♥t ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é ❡st
r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥ts ✿



















ẋ = v cos θ

ẏ = v sin θ

v̇ = a

θ̇ = ω

✭✸✳✷✮

❉❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡✱ a ❡t ω r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s
s✉r ❧❡ r♦❜♦t à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s τ ✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❝❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s r❡st❡♥t ❝♦♥st❛♥t❡s
❞✉r❛♥t τ ✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ❞✉ r♦❜♦t✱ ❞♦♥t ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛
♣♦s✐t✐♦♥ (x0, y0)✱ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ θ0 ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ v0✱ à t♦✉t ✐♥st❛♥t t ∈ [0, τ ] ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r
❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t❡s ✭❆♥♥❡①❡ ❆✮ s✐ ω ❡st ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ✿























θ(t) = ω.t+ θ0

x(t) = x0 +
at+ v0

ω
. sin(ωt+ θ0) +

a

ω2
. cos(ωt+ θ0)−

a

ω2
. cos θ0 −

v0
ω
. sin θ0

y(t) = y0 −
at+ v0

ω
. cos(ωt+ θ0) +

a

ω2
. sin(ωt+ θ0)−

a

ω2
. sin θ0 +

v0
ω
. cos θ0

✭✸✳✸✮

♦✉ ❜✐❡♥ ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s✐ ω ❡st ♥✉❧❧❡ ✿


























θ(t) = θ0

x(t) = x0 +

(

v0.t+
1

2
.a.t2

)

. cos θ0

y(t) = y0 +

(

v0.t+
1

2
.a.t2

)

. sin θ0

✭✸✳✹✮

❈❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ré❡❧ ❞✉ r♦❜♦t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧❡ r♦❜♦t ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❝❤❛♥❣❡r ✐♥st❛♥t❛♥é♠❡♥t ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬♦❜t❡♥✐r
✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❧✉s ✜❞è❧❡ ❛✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ré❡❧ ❞✬✉♥ r♦❜♦t✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à
✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ✸✳✷✳✷ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ s♦♥ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐r❡✳

✺✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣

✸✳✷✳✷ ▼♦❞è❧❡ à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡

❈♦♠♠❡ ❞é❥à ♠❡♥t✐♦♥♥é ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à ✈❛r✐❛t✐♦♥
♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❝❤❡r❝❤❡ à r❡♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ré❡❧ ❞❡s
r♦❜♦ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❝❤❛♥❣❡r ✐♥st❛♥t❛♥é♠❡♥t
❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ é✈♦❧✉❛♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳ ❊♥ ✐♥❝❧✉❛♥t
❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ η ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿































ẋ = v cos θ

ẏ = v sin θ

v̇ = a

θ̇ = ω

ω̇ = η

✭✸✳✺✮

▲❡s ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥s a ❡t η ét❛♥t s✉♣♣♦sé❡s ❝♦♥st❛♥t❡s s✉r ✉♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s τ ✱ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡
♠❛ss❡ ❞✉ r♦❜♦t é✈♦❧✉❡ s❡❧♦♥ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✭✈♦✐r ❆♥♥❡①❡ ❇✮ ✿



















































v(t) = a.t+ v0

ω(t) = η.t+ ω0

θ(t) =
1

2
.η.t2 + ω0.t+ θ0

x(t) = x0 +
a

η
. sin(

1

2
.η.t2 + ω0.t+ θ0)−

∫

(
a.ω0

η
− v0). cos(

1

2
.η.t2 + ω0.t+ θ0).dt−

a

η
. sin θ0

y(t) = y0 −
a

η
. cos(

1

2
.η.t2 + ω0.t+ θ0)−

∫

(
a.ω0

η
− v0). sin(

1

2
.η.t2 + ω0.t+ θ0).dt+

a

η
cos θ0

✭✸✳✻✮

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✸✳✻ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ q✉✐ s♦♥t ❞❡s
✐♥té❣r❛❧❡s s♦♥t ♥♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛s ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❛✲
❧②t✐q✉❡s ❡①❛❝t❡s ❞❡ x ❡t y ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s
♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✉ r♦❜♦t r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✸✳✺ ❝♦♠♠❡
❡①♣❧✐q✉é ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

✸✳✷✳✷✳✶ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s r♦❜♦ts

P❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✖ ❉❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❡s r♦❜♦ts s♦♥t ❝♦♠♠❛♥❞és
❡♥ ✈✐t❡ss❡ ♣❛r ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❈❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s s♦♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ vd ❡t ❧❛
✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ωd ❡t s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

✕ ❙❛❝❤❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡
❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ a✱ ♥♦✉s tr❛❞✉✐s♦♥s ❝❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❡♥ ✉♥❡
❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ✈✐t❡ss❡✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❞és✐ré❡ s❡r❛ é❣❛❧❡ à vd = v0 + aτ ✳

✺✷



✸✳✷✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡

✕ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ωd ❡st q✉❛♥t à ❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬✉♥ ❞❡ ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡
❝♦♥trô❧❡ ❧❛tér❛❧ ▼❡♠♦✲▲❆❚✱ ◆❖❈ ♦✉ ❆❜str❛❝t ◆❖❈✳

❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❜❛s ♥✐✈❡❛✉ ✖ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à ♠❡♥t✐♦♥♥é✱ ♥♦✉s
❝♦♥s✐❞ér♦♥s t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞❡s r♦❜♦ts à ❞❡✉① r♦✉❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s✳ ■❧ ♥♦✉s
❢❛✉t ❞♦♥❝ ♣❛ss❡r ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞❡ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ ✭✈✐t❡ss❡s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❡t ❛♥❣✉❧❛✐r❡✮ à
❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞❡ ❜❛s ♥✐✈❡❛✉ ✭✈✐t❡ss❡s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r♦✉❡✮✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s q✉✐ r❡❧✐❡♥t ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡s r♦✉❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❧❛
✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞✉ r♦❜♦t ✭v = (vr + vl)/2 ❡t ω = (vr − vl)/l✮✱ ♥♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s s♦♥
♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✭❊q✉❛t✐♦♥s ✸✳✼✮ ✿















































ẋ =
1

2
(vr + vl) cos θ

ẏ =
1

2
(vr + vl) sin θ

θ̇ =
1

l
(vr − vl)

v̇r = ar

v̇l = al

✭✸✳✼✮

❈♦♥♥❛✐ss❛♥t vd ❡t ωd✱ ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞és✐ré❡s ❞❡s ❞❡✉① r♦✉❡s s❡❧♦♥ ❧❡s
éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿











vr,d = vd +
l

2
ωd

vl,d = vd −
l

2
ωd

✭✸✳✽✮

▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✖ ❚❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♠♦t❡✉rs à ❝♦✉r❛♥t ❝♦♥t✐♥✉
❞❡s ❞❡✉① r♦✉❡s s♦♥t ❝♦♠♠❛♥❞és ❡♥ ✈✐t❡ss❡ s❡❧♦♥ ✉♥ ♣r♦✜❧ tr❛♣é③♦ï❞❛❧❡ ✭❋✐❣✳ ✸✳✷✮✳ ❊♥
♣r❛t✐q✉❡✱ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ❝♦♥s✐❣♥❡ vr/l,d✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡♥ r♦❜♦t✐q✉❡ ✈✐s❡♥t à
❛ss❡r✈✐r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡s ♠♦t❡✉rs à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ré❣✉❧❛t❡✉r P■❉ ✭♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✸✳✷✳✶✮✱ ❞♦♥t ❧❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ré❣❧és ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ❝♦♥s✐❣♥❡ ❧❡ ♣❧✉s ✈✐t❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t
❧❡ ❞é♣❛ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s✐❣♥❡✱ ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡t ❧✬❡rr❡✉r st❛t✐q✉❡✳

P♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❞✐✈✐s♦♥s ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s τ ✭q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ t❡♠♣s
é❝♦✉❧é ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s✐❣♥❡✮ ❡♥N ♣❛s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✱ ❝❤❛❝✉♥ ♥♦té ♣❛r dt✳
▲❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥
dt✳ P❧✉s dt ❡st ❢❛✐❜❧❡✱ ♣❧✉s ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡r❛ ♣ré❝✐s❡ ✻✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ dt✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡s ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡s à ❛♣♣❧✐q✉❡r s✉r ❝❤❛❝✉♥❡
❞❡s ❞❡✉① r♦✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡✉rs ✈✐t❡ss❡s ❞és✐ré❡s ❧❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ à ❝❤❛q✉❡ n.dt ✭♦ù n ∈ {1, ..., (N − 1)}✮ ✿

✻✳ ❉❛♥s ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ N = 100✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✱ ❛✈❡❝ τ= 0.1 s❡❝♦♥❞❡✱
à ❞❡s ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s dt ❞❡ ✶ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞❡✳

✺✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣

vr/l,0

vr/l,d

vr/l

tτdt 2dt n.dt

... ...

(n-1).dt

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ Pr♦✜❧ tr❛♣é③♦ï❞❛❧ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s r♦✉❡s ❞r♦✐t❡ ✭vr✮
❡t ❣❛✉❝❤❡ ✭vl✮ ✿ vr/l,0 ✈❛❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t vr/l,d ✈❛❧❡✉r ❞és✐ré❡✳

✕ ♥♦✉s ❡st✐♠♦♥s ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞✉ r♦❜♦t (xn−1, yn−1, θn−1, vn−1, ωn−1) ❡t
❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡s ❞❡s ❞❡✉① r♦✉❡s s❡❧♦♥ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿











vr,n−1 = vn−1 +
l

2
ωn−1

vl,n−1 = vn−1 −
l

2
ωn−1

✭✸✳✾✮

✕ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ar/l,n à ❛♣♣❧✐q✉❡r s✉r ❧❛ r♦✉❡ ✭❞r♦✐t❡ ♦✉ ❣❛✉❝❤❡✮
❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

✕ s✐ (vr/l,d > vr/l,n−1) ❡t (vr/l,n−1 + ar/l,max.dt ≤ vr/l,d) ⇒ ar/l,n = ar/l,max✳

✕ s✐ (vr/l,d < vr/l,n−1) ❡t (vr/l,n−1 − ar/l,max.dt ≥ vr/l,d) ⇒ ar/l,n = −ar/l,max✳

✕ s✐♥♦♥ ✿ ar/l,n = (vr/l,d − vr/l,n−1)/dt✳

✕ ✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❡s ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥s {ar,n, al,n} à ❛♣♣❧✐q✉❡r s✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① r♦✉❡s s♦♥t
❝❛❧❝✉❧é❡s✱ ♥♦✉s ❞ét❡r♠✐♥♦♥s ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✉ r♦❜♦t ✭♣♦s✐t✐♦♥✱ ✈✐t❡ss❡ ❡t
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✮ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ n.dt ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡
❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ❞❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❞és✐❣♥é❡ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ♣❛r ❧❡ t❡r♠❡ ▼✐❞♣♦✐♥t ♠❡t❤♦❞
❬❙ü❧✐ ❛♥❞ ▼❛②❡rs✱ ✷✵✵✸❪✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ar,n ❡t al,n s♦♥t ❝♦♥st❛♥t❡s s✉r dt✱ ♥♦✉s ❝❛❧✲
❝✉❧♦♥s ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✉ r♦❜♦t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ♠♦②❡♥♥❡s s✉r dt vr,m
❡t vl,m ❞❡s ❞❡✉① r♦✉❡s ❡t ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✉ r♦❜♦t (xn−1, yn−1, θn−1, vr,n−1, vl,n−1)
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ n.dt✳ ▲❡s ✈✐t❡ss❡s ♠♦②❡♥♥❡s vr,m ❡t vl,m s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s
s❡❧♦♥ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✺✹



✸✳✷✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡



















vr,n = vr,n−1 + ar.dt

vl,n = vl,n−1 + al.dt

vr,m = (vr,n−1 + vr,n)/2

vl,m = (vl,n−1 + vl,n)/2

✭✸✳✶✵✮

▲❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✉ r♦❜♦t à ❧❛ ✜♥ ❞❡ n.dt ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ s❡❧♦♥ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿















































vn = (vr,n + vl,n)/2

vn,m = (vr,m + vl,m)/2

ωn = (vr,n − vl,n)/l

θn = θn−1 + ωn.dt

θn,m = (θn−1 + θn)/2

xn = xn−1 + vn,m. cos θn,m.dt

yn = yn−1 + vn,m. sin θn,m.dt

✭✸✳✶✶✮

◆♦✉s ré♣ét♦♥s ❝❡s ét❛♣❡s ❥✉sq✉✬à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s τ ♦ù ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✉ r♦❜♦t q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✉r❛♥t τ ✳
◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts P : {p1, ..., pn, ..., pN} ✭❛✈❡❝ pn =
(xn, yn)✮ ♣❛r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ r♦❜♦t ❡st ♣❛ssé ❞✉r❛♥t ❝❡tt❡ ♣ér✐♦❞❡✳

➚ ❧❛ ✜♥ ❞✉ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s τ ❡t s✐ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧♦♥❣ ✼✱ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s v ❡t ω ❞✉
r♦❜♦t s♦♥t ♣❛ssé❡s ❞❡ ❧❡✉rs ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❞é♣❛rt v0 ❡t ω0 ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ❞és✐ré❡s vd ❡t ωd✳

✸✳✷✳✷✳✷ ❙❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡s r♦✉❡s ❞✉ r♦❜♦t

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞és✐ré❡ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❞❡s r♦✉❡s ❞✉ r♦❜♦t ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à
s❛ ✈✐t❡ss❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧❛ r♦✉❡ s❛t✉r❡ ❡t ❧❡ r♦❜♦t ♥❡ ♣♦✉rr❛ ♣❛s ❡①é❝✉t❡r ❧❡
♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣ré✈✉ ♣❛r s❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡s
r♦✉❡s ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❞és✐ré❡ vd à v∗d ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡
❞és✐ré❡ ωd à ω∗

d ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t ♣✉✐ss❡ t♦✉❥♦✉rs s❡ ❞é♣❧❛❝❡r s❡❧♦♥ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡
❞és✐ré❡ κd =

ωd

vd
✭♦✉ ❧❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ rd =

vd
ωd
✮✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳ ❈❡tt❡

s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✐♥té❣ré❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡s r♦❜♦ts ✐♠♣❧é♠❡♥té ❞❛♥s ♥♦tr❡
s✐♠✉❧❛t❡✉r✳

P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r v∗d ❡t ω∗
d à ♣❛rt✐r ❞❡ vd ❡t ωd✱ ♥♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

✼✳ ❙✐ ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞és✐ré❡s ❞❡s r♦✉❡s✱ ❧❡
r♦❜♦t ❛✉r❛ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ v ❡t ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ω ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ❞és✐ré❡s✳ ◆♦✉s
t❡♥♦♥s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❛s ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s t♦✉❥♦✉rs ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞✉ r♦❜♦t ❞❛♥s ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✱ ❡t ♥♦♥ s❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞és✐ré❡✳

✺✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣

✶✳ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞és✐ré❡s ❞❡s ❞❡✉① r♦✉❡s s❡❧♦♥ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿










vr,d = vd +
l

2
ωd

vl,d = vd −
l

2
ωd

✭✸✳✶✷✮

✷✳ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❞❡s ❞❡✉① ✈✐t❡ss❡s vr,d, vl,d ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❡t ❧❛ ♣♦s❡r é❣❛❧❡ à
❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ r♦✉❡ vr,max ♦✉ vl,max✳

✸✳ ❙✐ vr,d ❡st ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧❛ ♣❧✉s é❧❡✈é❡ ❡♥tr❡ vr,d ❡t vl,d✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ω∗
d ❡t v∗d s✉✐✈❛♥t

❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿















































vr,d = vd +
l

2
ωd

vr,max = rd.ω
∗
d +

l

2
ω∗
d

ω∗
d =

vr,max

rd +
l
2

v∗d =
rd.vr,max

rd +
l
2

✭✸✳✶✸✮

✹✳ ❙✐ vl,d ❡st ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧❛ ♣❧✉s é❧❡✈é❡ ❡♥tr❡ vr,d, vl,d✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ω∗
d ❡t v∗d s✉✐✈❛♥t ❧❛

❞é♠❛r❝❤❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿















































vl,d = vd −
l

2
ωd

vl,max = rd.ω
∗
d −

l

2
ω∗
d

ω∗
d =

vl,max

rd − l
2

v∗d =
rd.vl,max

rd − l
2

✭✸✳✶✹✮

✸✳✸ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ s✐♠✉❧❛t❡✉r

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à ♠❡♥t✐♦♥♥é✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✉♥ s✐♠✉❧❛✲
t❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ t❡st❡r ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣✳ P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
❞❡s r♦❜♦ts✱ ♥♦✉s ✐♠♣❧é♠❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡ s✐♠✉❧❛t❡✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t à ✈❛r✐❛t✐♦♥
♣r♦❣r❡ss✐✈❡✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✱ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ♣❧✉s
✜❞è❧❡ ❛✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ré❡❧ ❞❡s r♦❜♦ts q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✮
♣✉✐sq✉✬✐❧ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❡t ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✜♥✐❡s✳

▲❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❡t ❧❛tér❛❧❡ ❞✉ r♦❜♦t s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡
é❣❛❧❡ à 10 ❍③✳ ▲❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s r♦❜♦ts ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ é❣❛❧❡ à 1000
❍③ ❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❞❡r ❧❡s ✐♠♣ré❝✐s✐♦♥s ❞✉❡s à ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❧❡s ♣❧✉s
❢❛✐❜❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳

✺✻



✸✳✹✳ ❈♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs

▲❡ s✐♠✉❧❛t❡✉r ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡s r♦❜♦ts s❡ ❞é♣❧❛❝❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r❢❛✐t✳ ◆♦✉s
❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts r♦❜♦ts ✭♣♦s✐t✐♦♥s✱ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❡t
✈✐t❡ss❡s✮ s♦♥t tr❛✐té❡s ❛✈❛♥t ❞✬êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s✳ ▲❡s r♦❜♦ts ♥❡
s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s s♦✉♠✐s ❛✉① ❜r✉✐ts ❞❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✳

✸✳✹ ❈♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥
❞❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs

▲✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ s✉r ✉♥❡ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡
♥é❝❡ss✐t❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ r♦❜♦t s♦✐t éq✉✐♣é ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡st✐♠❡r s♦♥ ♣r♦♣r❡ ét❛t
✭r❡♣rés❡♥té ♣❛r s❡s ♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ✈✐t❡ss❡✱ à ❧✬❛✐❞❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ♦❞♦♠ètr❡✮ ❡t
❝❡❧✉✐ ❞✉ r♦❜♦t q✉✐ ❧❡ ♣ré❝è❞❡ ✭❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❝❛♠ér❛ ♦✉ ✉♥ té❧é♠ètr❡✮✳ ❚♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡
❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❛❝q✉✐s❡s ♣❛r ❧❡s ❝❛♣t❡✉rs s♦♥t ❞é❥à tr❛✐té❡s ❡t
q✉❡ ❝❤❛q✉❡ r♦❜♦t ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ❝♦♥♥❛ît s❛ ♣♦s✐t✐♦♥✱ s♦♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡t s❛ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡
❡t ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❣❧♦❜❛❧ r❡❧❛t✐❢ à s❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❛rt✳ ❈❤❛q✉❡ r♦❜♦t
❝♦♥♥❛ît é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬✐♥t❡r✲❞✐st❛♥❝❡ ❧❡ sé♣❛r❛♥t ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❡t ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡
❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐ ❡st✐♠❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ r♦❜♦t ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❡t s❛ ✈✐t❡ss❡
❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡✳ ❙❛✉✈❡❣❛r❞❡r ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❡st✐♠é❡s ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❞❛♥s ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡
❝❤❛q✉❡ r♦❜♦t ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ♠é♠♦r✐s❡r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ q✉✬✐❧ ❛ ❡♠♣r✉♥té✳

✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ♦ù ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛❞♦♣té❡
❡st ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ❧♦❝❛❧❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣
♣♦✉r ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ r♦❜♦ts s✉❝❝❡ss✐❢s ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥trô❧❡✉rs ❧❛tér❛✉①
▼❡♠♦✲▲❆❚ ❡t ◆❖❈✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♥trô❧❡✉rs s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ❧❛ ♠é♠♦r✐s❛✲
t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡①♣❧✐q✉❡r ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ❝♦♠♠❡♥t ✉♥ r♦❜♦t ❛❝q✉✐❡rt ❡t
♠é♠♦r✐s❡ ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳ P♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉✲
❞✐♥❛❧❡ ❞❡s r♦❜♦ts✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❙❙❈ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳✶✳ ❈❡
❝♦♥trô❧❡✉r ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ s✉✐✈✐ ♣r♦❝❤❡ ❡♥ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ P♦✉r
✈❛❧✐❞❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦❞é❧✐sé ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
❞✬✉♥ r♦❜♦t à ❞❡✉① r♦✉❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s✳ ❉❡✉① ♠♦❞è❧❡s ♦♥t été ❛✐♥s✐ ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ s❡❝✲
t✐♦♥ ✸✳✷ ✿ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ q✉✐ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♣❡✉t
♣❛ss❡r ✐♥st❛♥t❛♥é♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r à ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ q✉✐
♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✉ r♦❜♦t ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡ s❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❝♦✉r❛♥t❡
à ❝❡❧❧❡ ❞és✐ré❡✳

❉❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✱ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❧❡s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧❛tér❛❧
▼❡♠♦✲▲❆❚ ❡t ◆❖❈✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❡①♣❧✐q✉❡ ❝♦♠♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡ ❡t
♠♦♥tr❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s r♦❜♦ts ❦❤é♣ér❛s

✺✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣

❡t ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ r♦❜♦ts à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✐❞❡♥t✐✜❡ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❡♠♦✲▲❆❚ q✉✐ ♥♦✉s ♦♥t ♣♦✉ssé
à ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆❖❈✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆❖❈✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ✉♥❡
❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ▼❡♠♦✲▲❆❚ ❡t ◆❖❈✳ ◆♦✉s ré❛❧✐s♦♥s
❡♥s✉✐t❡ ❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦ù ♥♦✉s s✐♠✉❧♦♥s ❞❡s r♦❜♦ts à ❞❡✉① r♦✉❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳
▲✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ s❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ♥♦✉s
♣❡r♠❡t ❞✬❛❜str❛✐r❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆❖❈ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡s r♦❜♦ts✳
◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐ ◆❖❈ é✈♦❧✉é q✉✐ ✉t✐❧✐s❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡✱ ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❡①t❡r♥❡ q✉✐ s✐♠✉❧❡ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ r♦❜♦t✳

✺✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

▼❡♠♦✲▲❆❚ ✿ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❜❛sé s✉r ❧❛ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉

❝❤❡♠✐♥

❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✷✮✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❧♦❝❛❧❡s
♦♥t ❧✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ♥❡ ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥ s✉✐✈✐ st❛❜❧❡ ❡t ♣ré❝✐s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s
r♦❜♦ts s✉✐✈❡✉rs ♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❡♥t ♣❛s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ tr❛❝é ♣❛r ❧❡✉r ❧❡❛❞❡r
♣✉✐sq✉✬✐❧s ♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡♥t ♣❛s ❛✈❡❝ ❧✉✐✳ ❈❤❛q✉❡ r♦❜♦t ♣❡rç♦✐t ❛❧♦rs s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❡t
❝❛❧❝✉❧❡ s♦♥ ❝♦♥trô❧❡ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❛❝q✉✐s❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ ❡rr❡✉r
❧❛tér❛❧❡ ❞✉❡ ❛✉① ♣❡r❝❡♣t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s s❡ ♣r♦♣❛❣❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ❡♥ s✬❛❝❝✉♠✉❧❛♥t ❞❡ r♦❜♦t
❡♥ r♦❜♦t✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ré❞✉✐r❡ ❝❡tt❡ ❡rr❡✉r ❧❛tér❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r
❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ s✉✐✈✐✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ▼❡♠♦✲▲❆❚
✭▼❡♠♦r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ▲♦♦❦✲❆❤❡❛❞ ❚❛r❣❡t✮✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❝♦♥s✐st❡ à ♠é♠♦r✐s❡r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉
r♦❜♦t ♣ré❞é❝❡ss❡✉r s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ✈✐s❡r ❧✬❛rr✐èr❡
❞✉ r♦❜♦t ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✱ ✐❧ ❝❤♦✐s✐t ❝♦♠♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ♠é♠♦r✐sé ❡t
❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧✬❛tt❡✐♥❞r❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡
❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞és✐ré❡ ❞✉ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r✱ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧✬❡rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡ q✉✐ ❡①✐st❡
❡♥tr❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ r♦❜♦t ❡t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ s♦♥ ♣♦✐♥t ✈✐sé✳ ❈❡tt❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛ été
♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❉❛✈✐❡t ❡t P❛r❡♥t ❞❛♥s ❬❉❛✈✐❡t ❛♥❞ P❛r❡♥t✱ ✶✾✾✻❛❪✳ ▲❡ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r ❝❤❡r❝❤❡ à
❣❛r❞❡r s♦♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✐r✐❣é❡ ✈❡rs ❧✬❛rr✐èr❡ ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳ ❙✐ ❝❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡
❜✐❡♥ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞r♦✐t❡✱ s♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞é❢❛✉t ❡st q✉❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❡✛❡❝t✉❡ ❞❡s
♠♦✉✈❡♠❡♥ts à ❢♦rt❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡✱ ❧❡ s✉✐✈❡✉r ❝♦✉♣❡ ❧❡s ✈✐r❛❣❡s✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡
❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ♠❛rq✉é q✉❡ ❧✬é❝❛rt ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡♥tr❡ ❧❡s r♦❜♦ts ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ▲✬✐♥térêt
❞✉ tr❛✈❛✐❧ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉
❝❤❡♠✐♥ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ s✉✐✈✐ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r ❝❤❡r❝❤❡ à s✉✐✈r❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥
❡♠♣r✉♥té ♣❛r s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬❡ss❛②❡r ❞❡ r❡❥♦✐♥❞r❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳

▲✬❛rt✐❝❧❡ ❬❨❛③❜❡❝❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪✱ ♣✉❜❧✐é ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ ■❘❖❙ ✭■♥t❡r✲
♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❘♦❜♦ts ❛♥❞ ❙②st❡♠s✮✱ rés✉♠❡ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ré❛❧✐sé ❛✉t♦✉r
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❡♠♦✲▲❆❚✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▼❡♠♦✲▲❆❚ ✿ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❜❛sé s✉r ❧❛ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ r♦❜♦t ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡▼❡♠♦✲▲❆❚ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♥♦✉s ♠❡♥♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①♣ér✐❡♥❝❡s à ❧❛ ❢♦✐s ❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t s✉r ❞❡s r♦❜♦ts
❦❤é♣ér❛s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡♥ rés✉♠❛♥t ❧❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❛♣♣♦rté❡s
♣❛r ▼❡♠♦✲▲❆❚ ❡t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❢❛✐❜❧❡s q✉✐ ❧✐♠✐t❡♥t s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✳

✹✳✶ ❆❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡t ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s

xf xl

yf

yl

x

y

d

θf

α

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ ❆❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡t ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ r♦❜♦t ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧❛tér❛❧ ▼❡♠♦✲▲❆❚ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❛ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉
r♦❜♦t ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛❞♦♣té❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ét❛♥t ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ❧♦❝❛❧❡✱ ♥♦✉s
♠❡♥♦♥s ❧❡ tr❛✈❛✐❧ s✉r ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ r♦❜♦ts s✉❝❝❡ss✐❢s q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡❛❞❡r ✲ s✉✐✈❡✉r✳

P♦✉r s❛✉✈❡❣❛r❞❡r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✱ ❧❡ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r ❛ ❞❡✉① ❝❤♦✐① ❞❡ r❡♣èr❡s
♣♦ss✐❜❧❡s ✿ s♦✐t ✐❧ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ♠♦❜✐❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡
❡t r❡✲♣r♦❥❡tt❡ ❞❛♥s ❝❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ t♦✉t❡s ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r s❛✉✈❡❣❛r❞é❡s ❞❛♥s
s❛ ♠é♠♦✐r❡ ❀ s♦✐t ✐❧ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ✜①❡ ❞♦♥t ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à s❛ ♣♦s✐t✐♦♥
✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t ♣r♦❥❡tt❡ ❞❛♥s ❝❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❛❝q✉✐s❡ ❞❛♥s
s♦♥ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ♠♦❜✐❧❡✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞✬❛ttr✐❜✉❡r ❛✉ r♦❜♦t
s✉✐✈❡✉r ✉♥ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ✜①❡ (R) ♦ù ♥♦✉s ❡st✐♠♦♥s ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❡t ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡s ❞❡✉①
r♦❜♦ts ❧❡❛❞❡r ❡t s✉✐✈❡✉r✳

▲❡s ❝❛♣t❡✉rs ❡♠❜❛rq✉és s✉r ❧❡ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡st✐♠❡r s❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
❝♦✉r❛♥t❡ (xf , yf , θf )✱ s❛ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦❧❛✐r❡s d ❡t α ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r

✻✵



✹✳✷✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡

❞❛♥s s♦♥ r❡♣èr❡ ♠♦❜✐❧❡ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✶✮✳ P♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ r♦❜♦t ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❞❛♥s
(R)✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ r❡♣èr❡✳ ❊♥ ❞és✐❣♥❛♥t ♣❛r L ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝❛♣t❡✉r
❡t ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ❞✉ r♦❜♦t ♦ù ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s✱ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✉ r♦❜♦t
♣ré❞é❝❡ss❡✉r (xl, yl) s♦♥t ✿

xl = xf + L. cos θf + d. cos(θf + α)

yl = yf + L. sin θf + d. sin(θf + α)
✭✹✳✶✮

❊♥ rés✉♠é✱ ♣♦✉r ♠é♠♦r✐s❡r ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ r♦❜♦t ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✱ ❧❡ s✉✐✈❡✉r ✿

✕ ❡st✐♠❡ s❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ (xf , yf , θf ) ❞❛♥s s♦♥ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ✜①❡ ❀

✕ ❡st✐♠❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦❧❛✐r❡s d ❡t α ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❞❛♥s s♦♥ ré❢ér❡♥t✐❡❧
♠♦❜✐❧❡ ❀

✕ ❡st✐♠❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ r♦❜♦t ♣ré❞é❝❡ss❡✉r (xl, yl) ❞❛♥s s♦♥ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ✜①❡✳
P♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✱ ❧❡ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ∆d ❞❡

❧✬✐♥t❡r✲❞✐st❛♥❝❡ sé♣❛r❛♥t ❧❡s ❞❡✉① r♦❜♦ts s✉r ✉♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❀ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r
vl ❡st ❛❧♦rs ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r v ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

vl = v +∆d/τ

✹✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡

❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✱ ♣♦✉r s❛✉✈❡❣❛r❞❡r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ à s✉✐✈r❡✱ ❧❡ s✉✐✈❡✉r
❛❝q✉✐❡rt ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t s❡s ❝❛♣t❡✉rs ❡♠❜❛rq✉és
❡t ❧❡s ♠é♠♦r✐s❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ✉♥ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ✜①❡ ❞♦♥t ❧✬♦r✐❣✐♥❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳

▲❡ s✉✐✈✐ ❞❡s r♦❜♦ts ❡♥ ❝♦♥✈♦✐ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér❛❧ ♣rés❡♥té
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳ P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧❛tér❛❧ ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣✱
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❡♠♦✲▲❆❚ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❡s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s τ ✿

✕ ❝❤♦✐s✐r ♣❛r♠✐ ❧❡s ♣♦✐♥ts ♠é♠♦r✐sés ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ à ✈✐s❡r ✭✈♦✐r ♣❛r❛✲
❣r❛♣❤❡ ✹✳✷✳✶✮ ❀

✕ ❝❛❧❝✉❧❡r✱ ❡♥ ❛❞❛♣t❛♥t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❬❉❛✈✐❡t ❛♥❞ P❛r❡♥t✱ ✶✾✾✻❛❪
à ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ à ❛♣♣❧✐q✉❡r s✉r ❧❡ s✉✐✈❡✉r ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡
❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ ✭✈♦✐r ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✷✳✷✮✳

✹✳✷✳✶ ❈❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐❜❧❡

P♦✉r ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ s✉✐✈✐✱ ❧❡ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r ✈✐s❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡
♠é♠♦r✐sé❡ ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳ ❈❡ ♣♦✐♥t ét❛♥t ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡

✻✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▼❡♠♦✲▲❆❚ ✿ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❜❛sé s✉r ❧❛ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥

♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❧✉✐ ♠ê♠❡✱ ❧✬é❝❛rt ❧❛tér❛❧ ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r
✈✐s❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳ ▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❡st ❛❧♦rs ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
♣♦s✐t✐♦♥✱ ♣❛r♠✐ ❝❡❧❧❡s ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✱ ❞♦♥t ❧✬✐♥t❡r✲❞✐st❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡
♦✉ é❣❛❧❡ à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t dl ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✹✳✷✮✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧✬✐♥t❡r✲
❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① r♦❜♦ts s✉❝❝❡ss✐❢s ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ❞♦✐t êtr❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à dcrit ✭✐♥t❡r✲
❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ sé❝✉r✐té sé♣❛r❛♥t ❞❡✉① r♦❜♦ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s✮✱ ♥♦✉s ✜①♦♥s ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❝♦♥st❛♥t❡
à dl✱ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ét❛♥t ❝❤♦✐s✐❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à dcrit✳

dl

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ ❈❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ à ✈✐s❡r✳

✹✳✷✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡

P♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ (xcible, ycible) ❝❤♦✐s✐❡✱ ❧❡ r♦❜♦t ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❛♥✲
❣✉❧❛✐r❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛ss❡r✈✐r ❛✉t♦✉r ❞❡ ③ér♦ s♦♥ ❡rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à s❛ ❝✐❜❧❡✳
❈❡ ❜✉t ❡st ❛tt❡✐♥t ❡♥ ❛❞❛♣t❛♥t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❬❉❛✈✐❡t ❛♥❞ P❛r❡♥t✱ ✶✾✾✻❛❪ à
♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✳

❉❛✈✐❡t ❡t P❛r❡♥t ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬❉❛✈✐❡t ❛♥❞ P❛r❡♥t✱ ✶✾✾✻❛❪ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r ❧❛tér❛❧
♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t tr✐❝②❝❧❡ q✉✐ ♠è♥❡ ❝❤❛q✉❡ r♦❜♦t ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ à r❡❥♦✐♥❞r❡
❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞✉ r♦❜♦t q✉✐ ❧❡ ♣ré❝è❞❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❝❤❛q✉❡ r♦❜♦t ❝❤❡r❝❤❡
à ♠❛✐♥t❡♥✐r s♦♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳ ❈❡ ❝♦♥trô❧❡ ❝♦♥s✐st❡
t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❡rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡ eθ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✹✳✸✮ ❡♥tr❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡
❞✉ s✉✐✈❡✉r ❡t ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞és✐ré❡ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐❜❧❡✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❡♥s✉✐t❡
❝❡tt❡ ❡rr❡✉r ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧❛ ré❞✉✐r❡✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✐❣♥❛❧é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs
❜♦r♥é❡ ❡♥tr❡ ωmin ❡t ωmax✳

P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❡rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡ eθ✱ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐❜❧❡✱ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♠é♠♦r✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡
ré❢ér❡♥t✐❡❧ ✜①❡ ❞✉ r♦❜♦t ✽✱ ❡st ♣r♦❥❡té❡ ❞❛♥s ❧❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ♠♦❜✐❧❡ ❞✉ s✉✐✈❡✉r✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ω =
eθ
τ

✭✹✳✷✮

✽✳ ♣♦✉r r❛♣♣❡❧✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ r❡♣èr❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ r❡❧❛t✐❢ à ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❛rt ❞✉ r♦❜♦t
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✹✳✸✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s

xf

position cible

yf

x

y

θf

eθ

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✕ ❊rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❡ s✉✐✈❡✉r ❡t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐❜❧❡✳

✹✳✸ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♠❡♥❡r ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s à ❧❛ ❢♦✐s ❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❡♥ s✐♠✉❧❛♥t ❞❡s
r♦❜♦ts à ❞❡✉① r♦✉❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ✉♥✐❝②❝❧❡✮ ❡t s✉r
❞❡s r♦❜♦ts ❑❤é♣ér❛s✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❞❡ s✉✐✈✐ s✉r ✉♥ ❝♦♥✈♦✐ ❞❡ r♦❜♦ts✳ ❈❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥t ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❧✐♠✐t❡s
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ▼❡♠♦✲▲❆❚ ❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♣❛r❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r❢❛✐t ♥♦♥ ♣❡rt✉r❜é ♣❛r ❧❡ ❜r✉✐t q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t
❞✬ét✉❞✐❡r ❡t ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s r♦❜♦ts✳

❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s
ré❛❧✐sé❡s q✉✐ ♠♦♥tr❡♥t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❡t ❧❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❛♣♣♦rté❡s
♣❛r ❧❛ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❛✉ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❉❛✈✐❡t
❡t P❛r❡♥t ❞❛♥s ❬❉❛✈✐❡t ❛♥❞ P❛r❡♥t✱ ✶✾✾✻❛❪ ✭❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♥✬✉t✐❧✐s❛♥t ♣❛s ❧❛ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉
❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✮✳

✹✳✸✳✶ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à t❡st❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❡♠♦✲▲❆❚ s✉r ♥♦tr❡
s✐♠✉❧❛t❡✉r ❛✜♥ ❞✬ét✉❞✐❡r s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r❢❛✐t✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s
❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à ♠❡♥t✐♦♥♥é✱ ❧❡ s✐♠✉❧❛t❡✉r ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ r♦❜♦ts à ✈❛r✐✲
❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡s r♦❜♦ts✳
◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ ré❛❧✐s❛♥t
♣❧✉s✐❡✉rs s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ s✉✐✈✐s ❡♥ ❝♦♥✈♦✐✳ ❊♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ s✉✐✈✐ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥
à s✉✐✈r❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉❛♥❞ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ✈❛r✐❡✳

❉❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡s r♦❜♦ts ♦♥t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿
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❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▼❡♠♦✲▲❆❚ ✿ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❜❛sé s✉r ❧❛ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥

✕ vmax = 0, 65 ♠✴s✱ vmin = 0 ♠✴s ❀

✕ ωmax = −ωmin = 0, 65 r❛❞✴s✳

✹✳✸✳✶✳✶ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t

❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t dl ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥
♣❛r❛♠ètr❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❡♠♦✲▲❆❚✳ ❊❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à ♣❛rt✐r ❞❡
❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ r♦❜♦t ❝❤❡r❝❤❡ s❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ❝✐❜❧❡ ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ distancerobot−cible > dl✮✳ ❉❛♥s
❝❡tt❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ét✉❞✐❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ à
s✉✐✈r❡ ❡t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ét❛♥t ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✉r❛♥t
❧❡ s✉✐✈✐✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ dl ✐♥✢✉❡ s✉r ❧✬é❝❛rt ❧❛tér❛❧ ✭❡t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ s✉r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥
❞✉ s✉✐✈✐✮✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❛♥❞ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❧❡❛❞❡r ❛✉❣♠❡♥t❡ ✿ ♣❧✉s ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ♣❧✉s ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❧❛tér❛❧❡ ❞❡✈✐❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✕ ❈♦✉r❜❡s ❞✬❡rr❡✉r ❧❛tér❛❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡s s✉✐✈❡✉rs ❡t ❞✉ ❧❡❛❞❡r ❧♦rs
❞✬✉♥ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ à ❢❛✐❜❧❡ ❝♦✉r❜✉r❡✳

P♦✉r ét✉❞✐❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s✉✐✈✐✱ ♥♦✉s ré❛❧✐s♦♥s ✉♥ ♣❧❛✲
t♦♦♥✐♥❣ ❞✬✉♥ ❝♦♥✈♦✐ ❞❡ ✸ r♦❜♦ts ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❛❧✐❣♥és✱ ❞❡ ♠ê♠❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❞✐st❛♥ts ❞❡
0, 7 ♠✳ ▲✬✐♥t❡r✲❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❛❞♠✐s❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡st dcrit = 0, 1 ♠
❡t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s r♦❜♦ts ✈✐s❡♥t ❧❡✉rs ❝✐❜❧❡s ❡st é❣❛❧❡ à dl = 20
♠♠✳ ▲❡ ❝♦♥✈♦✐ é✈♦❧✉❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❞❡ r❛②♦♥ é❣❛❧ à 1, 86 ♠ à ✈✐t❡ss❡
❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❝♦♥st❛♥t❡ é❣❛❧❡ à vmax/2✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹ ♠♦♥tr❡ ❧❡s é❝❛rts ❧❛tér❛✉① ❡♥tr❡ ❧❡s
❝❤❡♠✐♥s ❞❡s s✉✐✈❡✉rs ❡t ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❧❡❛❞❡r✳

❊♥s✉✐t❡✱ ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ s②stè♠❡✱ ♥♦✉s ré❛❧✐s♦♥s ✉♥ s✉✐✈✐ ❧❡ ❧♦♥❣
❞✬✉♥ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ✭r❛②♦♥ é❣❛❧ à 0, 74 ♠✮✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✺✱
✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♦s❝✐❧❧❛t♦✐r❡ ❛♣♣❛r❛ît ❧♦rsq✉❡ ❧❡s r♦❜♦ts r❡❥♦✐❣♥❡♥t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧❡✉r ❧❡❛❞❡r✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ✈✉ ❧✬✐♥t❡r✲❞✐st❛♥❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ 0, 7 ♠ sé♣❛r❛♥t ❧❡s r♦❜♦ts ❛✉ ❞é❜✉t ❞✉ s✉✐✈✐
♣❛r r❛♣♣♦rt à dcrit = 0, 1 ♠✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡ss❛✐❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❝❡tt❡ ❡rr❡✉r ❡♥
❝❛❧❝✉❧❛♥t ❞❡s ❢♦rt❡s ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥s ✿ ❧❡s r♦❜♦ts s✬❛♣♣r♦❝❤❡♥t ❛❧♦rs ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧❡✉r ❧❡❛❞❡r
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✹✳✸✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ✕ P❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❞❡ ✸ r♦❜♦ts ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ à ❢♦rt❡ ❝♦✉r❜✉r❡✱ dl = 20 ♠♠✳

❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t é❧❡✈é❡✳ ❋❛✐s❛♥t ❢❛❝❡ à ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t
❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡t ✈✐s❛♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡s✱ ❧❡s r♦❜♦ts s✉✐✈❡♥t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❞✉
❧❡❛❞❡r ❡♥ ♦s❝✐❧❧❛♥t ❛✉t♦✉r✳ ❈❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱ q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❛✉ss✐ s✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞✬❡rr❡✉r
❧❛tér❛❧❡✱ s✬❛♠♦rt✐ss❡♥t ❣r❛❞✉❡❧❧❡♠❡♥t ❥✉sq✉✬à ❧❡✉r ❞✐s♣❛r✐t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ✿ ❧✬é❝❛rt ❧❛tér❛❧ ❡♥tr❡
❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❧❡❛❞❡r ❡t ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡s s✉✐✈❡✉rs ❞✐♠✐♥✉❡ ❡t t❡♥❞ ✈❡rs ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r
❝♦♥st❛♥t❡ très ❢❛✐❜❧❡ q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ét❛t st❛❜❧❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ ✕ P❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❞❡ ✸ r♦❜♦ts ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ à ❢♦rt❡ ❝♦✉r❜✉r❡✱ dl = 40 ♠♠✳

P♦✉r ré❞✉✐r❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❝❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♦s❝✐❧❧❛t♦✐r❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡ dl = 20 ♠♠ à dl = 40 ♠♠✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s ❝♦✉r❜❡s
❞✬❡rr❡✉r ❞❛♥s ❧❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✺ ❡t ✹✳✻✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉✬❡♥ ✈✐s❛♥t ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ♣❧✉s é❧♦✐❣♥é❡s
✭dl = 40 ♠♠✮✱ ❧❡s s✉✐✈❡✉rs ré❞✉✐s❡♥t ♣❧✉s ✈✐t❡ ❧❡✉rs ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛✉t♦✉r ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧❡✉r
❧❡❛❞❡r ❡t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✈❡rs ❧❛ ❝♦♥s✐❣♥❡✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ s✉✐✈✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t dl✳ ❈❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♥❡ ♣♦✉✈❛♥t ♣❛s êtr❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ s✉✐✈✐✱
❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ♣❡✉t êtr❡ ❜✐❡♥ ❛♠é❧✐♦ré❡ ❡♥ ❛❞❛♣t❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ dl à ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡

✻✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▼❡♠♦✲▲❆❚ ✿ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❜❛sé s✉r ❧❛ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥

❞✉ ❝❤❡♠✐♥ à s✉✐✈r❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞♦✐t
é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ à s✉✐✈r❡✳

✹✳✸✳✶✳✷ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ♣♦✉r ❞❡s ❧♦♥❣s ❝♦♥✈♦✐s

▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❧♦❝❛❧❡s s♦✉✛r❡♥t ❞✬✉♥ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♠❛❥❡✉r ✿ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ♥✬❡st
♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❣❛r❛♥t✐❡ ❞✉r❛♥t ❧❡ s✉✐✈✐✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡
❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❡st✲❝❡✲q✉❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❡st ♠❛✐♥t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❞❡ ❧♦♥❣s ❝♦♥✈♦✐s
❝♦♥trô❧és ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❡♠♦✲▲❆❚ ❄
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ✕ P❡rt❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❛✈❡❝ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r♦❜♦ts✱ dl = 20 ♠♠✳

P♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥✱ ♥♦✉s ré❛❧✐s♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ s✉✐✈✐s✱ t♦✉s
ré❛❧✐sés ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ♠ê♠❡ ❝❤❡♠✐♥ q✉✐ ❡st ✉♥ ✈✐r❛❣❡ s❡rré à 90◦✱ ❡t ♦ù ❧❡s r♦❜♦ts s♦♥t
✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t à ❧✬❛rrêt ❡t ✈✐s❡♥t ❧❡✉rs ❝✐❜❧❡s à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t dl = 20 ♠♠✳
❉❛♥s ❝❤❛q✉❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✈❛r✐❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r♦❜♦ts ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥✈♦✐✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✼ ❝♦♠♣❛r❡ ❞❡✉① ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣s ✿ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ré❛❧✐sé ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦♥✈♦✐ ❞❡ ✸ r♦❜♦ts✱
❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦♥✈♦✐ ❞❡ ✹ r♦❜♦ts✳ ❈❤❛q✉❡ s✉✐✈✐ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s tr❛❝és
♣❛r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts r♦❜♦ts ✭✜❣✉r❡s à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ♣❛r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞✬❡rr❡✉r ❧❛tér❛❧❡ ❡♥tr❡ ❝❤❛❝✉♥
❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡s s✉✐✈❡✉rs ❡t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧❡✉r ❧❡❛❞❡r ✭✜❣✉r❡s à ❞r♦✐t❡✮✳
❊♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❝❡s ❞❡✉① s✉✐✈✐s✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ❛✈❡❝
❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r♦❜♦ts ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥✈♦✐ ✿ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♦s❝✐❧❧❛t♦✐r❡ ❞❡s r♦❜♦ts
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✹✳✸✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s
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erreur leader - suiveur 4
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erreur leader - suiveur 1

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ ✕ ❙t❛❜✐❧✐té ❛♠é❧✐♦ré❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ dl✱ dl = 20 ♠♠ ✭✷ ✜❣✉r❡s ❡♥
❤❛✉t✮ ❡t dl = 40 ♠♠ ✭✷ ✜❣✉r❡s ❡♥ ❜❛s✮✳

❛✉t♦✉r ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❧❡❛❞❡r s✬❛♠♣❧✐✜❡ ❞✬✉♥ r♦❜♦t à ✉♥ ❛✉tr❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
♦❜s❡r✈❡r s✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞✬❡rr❡✉r ❧❛tér❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✼ ✭❡♥ ❤❛✉t à ❞r♦✐t❡✮ q✉❡ ❧❡ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t ♦s❝✐❧❧❛t♦✐r❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r s✉✐✈❡✉r ❛✛❡❝t❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ s✉✐✈❡✉r q✉✐
♦s❝✐❧❧❡ ♣❧✉s q✉❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳ ❊♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ s✉✐✈❡✉r ❛✉ ❝♦♥✈♦✐✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r
❝❤❡r❝❤❡ à ✈✐s❡r ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ♦s❝✐❧❧❛t♦✐r❡ ❞✉ r♦❜♦t ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳ ❈❡s ♣♦✐♥ts✱ ♣r♦❝❤❡s
❞❡ ❧✉✐ ✭dl = 20 ♠♠✮ ❡t ♣r♦❝❤❡s ❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s✱ r❡♣rés❡♥t❡♥t ✜❞è❧❡♠❡♥t ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
♦s❝✐❧❧❛t♦✐r❡ ❞✉ r♦❜♦t ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❡t ❡♥tr❛î♥❡♥t s♦♥ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
❧✬♦❜s❡r✈❡r ❞❛♥s ❧❡ s✉✐✈✐ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r r♦❜♦t ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✼ ❡♥ ❜❛s à ❞r♦✐t❡✮✳

❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ rét❛❜❧✐r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s✉✐✈✐✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r♦❜♦ts ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥✈♦✐✳ ❯♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ♣❧✉s
✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈✐s❡r ❞❡s ♣♦✐♥ts✱ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❞✉ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r✱ ♠❛✐s
❛✉ss✐ ♣❧✉s é❧♦✐❣♥és ❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s✳ ❈❡❝✐ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❧✐ss❛❣❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ♦s❝✐❧❧❛t♦✐r❡
❞✉ r♦❜♦t ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✽ ♠♦♥tr❡ ❞❡✉① s✉✐✈✐s ré❛❧✐sés ❛✈❡❝ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ❞❡ dl
❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❈❤❛q✉❡ s✉✐✈✐ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s tr❛❝és ♣❛r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts r♦❜♦ts ❡t
♣❛r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞✬❡rr❡✉r ❧❛tér❛❧❡ ❡♥tr❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡s s✉✐✈❡✉rs ❡t ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❧❡❛❞❡r
❞✉ ❝♦♥✈♦✐✳ ▲❡s ❞❡✉① ✜❣✉r❡s ❡♥ ❤❛✉t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à dl = 20 ♠♠✱ ❡t ❧❡s ❞❡✉① ✜❣✉r❡s ❡♥
❜❛s à dl = 40 ♠♠✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡✱ ♣♦✉r ❝❡ s✉✐✈✐✱ ✈✐s❡r ♣❧✉s ❧♦✐♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡
❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♦s❝✐❧❧❛t♦✐r❡ ❞❡s r♦❜♦ts s✉✐✈❡✉rs✳ ▼❛❧❣ré ❧✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s é❝❛rts ❧❛tér❛✉①
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❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▼❡♠♦✲▲❆❚ ✿ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❜❛sé s✉r ❧❛ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥

❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ✈✐r❛❣❡✱ ❧❡s r♦❜♦ts ❛rr✐✈❡♥t à ❝♦♥✈❡r❣❡r ✈✐t❡ ✈❡rs ✉♥ ét❛t st❛❜❧❡✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s✉✐✈✐✱ dl ❞♦✐t ✈❛r✐❡r ❛✈❡❝ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝♦♥✈♦✐s✳

✹✳✸✳✷ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s r♦❜♦ts ❑❤é♣ér❛s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ ✕ ▲❡ r♦❜♦t ❑❤é♣ér❛ ✸ ❝♦♥ç✉ ♣❛r ❑✲❚❡❛♠✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ t❡st❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❡♠♦✲▲❆❚ s✉r ❞❡s r♦❜♦ts ❑❤é♣ér❛s ♣✉✐sq✉❡
♥♦✉s ♥✬❛✈✐♦♥s ♣❛s ❛❝❝ès ❛✉ r♦❜✉✲t❛✐♥❡r ✭❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❞é❞✐é ❛✉ ♣r♦❥❡t ■♥❚r❛❉❊ ✮✳ ▲❡s r♦❜♦ts
❑❤é♣ér❛s ✭✜❣✉r❡ ✹✳✾✮ s♦♥t ❞❡s r♦❜♦ts ♠♦❜✐❧❡s à ❞❡✉① r♦✉❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞✬✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r
❞❡ 130 ♠♠ ❡t ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 0, 17 ♠✴s✳ ▲❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡s r♦✉❡s ❡st é❣❛❧ à
41 ♠♠✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ s✉✐✈✐s ❡♥ ❝♦♥✈♦✐ ♦❜t❡♥✉s ❡♥
✐♠♣❧é♠❡♥t❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❡♠♦✲▲❆❚ s✉r ❧❡s r♦❜♦ts ❑❤é♣ér❛s ❞é❝r✐t❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✳ P♦✉r
❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✳✶ ❧❡s ❝❛♣t❡✉rs ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❛❝q✉ér✐r ❧❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ♣❤❛s❡
❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ❡t s♦♥ s✉✐✈✐ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ s♣✐r❛❧✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s
❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ❧❡❛❞❡r s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s s✉✐✈❡✉rs✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s
❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ s✉✐✈✐✳

✹✳✸✳✷✳✶ ❈♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s

P♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦❧❛✐r❡s ✭✐♥t❡r✲❞✐st❛♥❝❡ ❡t ✐♥t❡r✲❛♥❣❧❡✮ ❞✬✉♥ r♦❜♦t ❞❛♥s ❧❡
r❡♣èr❡ ❝♦✉r❛♥t ❞❡ s♦♥ s✉✐✈❡✉r✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ t❛❜❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❬❙✐♠♦♥✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪
q✉✐ s✐♠✉❧❡ ✉♥ té❧é♠ètr❡ ❧❛s❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ t❛❜❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡
❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ 45 ❍③✱ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r♦❜♦t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ 2♠♠✳
❊❧❧❡ r❡♥✈♦✐❡ à ❝❤❛q✉❡ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ d ❡t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ α ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳
▲❛ t❛❜❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ✐♥térêt ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❛✣❝❤❡ ❡t s❛✉✈❡❣❛r❞❡ ❧❡s
❝❤❡♠✐♥s s✉✐✈✐s ♣❛r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts r♦❜♦ts ❞✉ ❝♦♥✈♦✐✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐ ré❝✉♣ér❡r t♦✉s ❝❡s
❝❤❡♠✐♥s ❡t tr❛❝❡r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞✬❡rr❡✉r ❧❛tér❛❧❡ ❡♥tr❡ ❡✉①✳

P♦✉r ❡st✐♠❡r s♦♥ ét❛t✱ ❧❡ r♦❜♦t ❡st ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ♦❞♦♠ètr❡ q✉✐ ré❝✉♣èr❡ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
❡✛❡❝t✉é ♣❛r ❝❤❛q✉❡ r♦✉❡ ❡t ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✉ r♦❜♦t ✭♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦r✐❡♥t❛✲
t✐♦♥✱ ✈✐t❡ss❡✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ✜①❡ ❞♦♥t ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❞✉
r♦❜♦t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡st ❝♦♥♥✉ q✉❡ ♣❧✉s ❧❡ r♦❜♦t ❛✈❛♥❝❡✱ ♣❧✉s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ s❛ ♣♦s✐t✐♦♥
♣❛r ♦❞♦♠étr✐❡ ❡st ❜r✉✐té❡✳ ❈❡tt❡ ❞ér✐✈❡ ❛✛❡❝t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉
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✹✳✸✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s

♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ✜①❡ ❞✉ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r ♣✉✐sq✉❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r ❡t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦❧❛✐r❡s ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ♦❜t❡♥✉❡s
à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✭❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ✹✳✶✮✳

position initiale
Mi

M1

...
...

Mi+1
-1

Mi+k

-1

...

...

position visée

position courante

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ✕ ❊rr❡✉r ❞✉❡ à ❧❛ ❞ér✐✈❡ ❞❡ ❧✬♦❞♦♠étr✐❡ ✿ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡ s✉✐✈✐ ♠❛✐s ✐♠♣♦rt❛♥t❡
♣♦✉r ❧❛ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥✳

❆♣rès ❛✈♦✐r ❛❝q✉✐s ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✱ s❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ Πi ❞❛♥s ❧❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧
✜①❡ ❞✉ s✉✐✈❡✉r ♥✬❡st q✉✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s Mj (j ∈ {1, ..., i})
❡✛❡❝t✉é❡s ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞✬✉♥ ré❢ér❡♥t✐❡❧ à ✉♥ ❛✉tr❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵✳ ❙✐
❧✬❡rr❡✉r ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞✬✉♥ ré❢ér❡♥t✐❡❧ à ✉♥ ❛✉tr❡ ❡st ❢❛✐❜❧❡✱ ❧✬❡rr❡✉r ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ♣❛ss❛♥t
❞✉ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ♠♦❜✐❧❡ ❞✉ r♦❜♦t à s♦♥ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ✜①❡✱ q✉✐ ♥✬❡st q✉❡ ❧✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s
❡rr❡✉rs✱ ❞❡✈✐❡♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ❖r✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❝❤♦✐s✐ ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ (xcible, ycible)✱
❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ♥✬✉t✐❧✐s❡ ♣❛s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ✜①❡
♠❛✐s ♣❧✉tôt s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❛✉ s✉✐✈❡✉r✱ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡✳
❆✐♥s✐✱ ❧✬❡rr❡✉r ❞✉❡ à ❧❛ ❞ér✐✈❡ ❞❡ ❧✬♦❞♦♠étr✐❡ ❡st ré❞✉✐t❡ à ❧✬❡rr❡✉r ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ♣❛ss❛♥t ❞✉
ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❝♦✉r❛♥t ❞✉ r♦❜♦t ❛✉ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ ❛ été ❛❝q✉✐s❡✳

✹✳✸✳✷✳✷ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥✈♦✐

P♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♥♦✉s ré❛❧✐s♦♥s ✉♥ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❞❡ tr♦✐s r♦❜♦ts ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡
s♣✐r❛❧❡ ♦✉✈r❛♥t❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ♣❛r❝♦✉r✉❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s q✉✐ ♥♦✉s é❧♦✐❣♥❡ ❞❡ s♦♥ ❝❡♥tr❡✮
♦ù ❧❡ ❧❡❛❞❡r s❡ ❞é♣❧❛❝❡ à v = 0, 1 ♠✴s✳ ▲✬✐♥térêt ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥ s♣✐r❛❧❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡
❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ s❛ ❝♦✉r❜✉r❡ r❡♥❞ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ❧❛tér❛❧ ❞✐✣❝✐❧❡✳
■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s r♦❜♦ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛❧✐❣♥és s✉r ❧❛ t❛❜❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✭❋✐❣✳ ✹✳✶✶✮✱ ♠❛✐s ❞é❝❛❧és
❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥✈♦✐✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✷ ♠♦♥tr❡ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s s✉✐✈✐❡s ♣❛r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts r♦❜♦ts ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ s✉✐✈✐✳
◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬❛✉ ❞é❜✉t ❞✉ s✉✐✈✐✱ ❧❡s r♦❜♦ts s✉✐✈❡✉rs ✈✐s❡♥t à ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s
✐♥✐t✐❛❧❡s ❞❡ ❧❡✉rs ♣ré❞é❝❡ss❡✉rs ❡♥ ❣é♥ér❛♥t ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s r❡❝t✐❧✐❣♥❡s✳ ■❧s ✈✐s❡♥t ❡t s✉✐✈❡♥t
❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞é❝r✐ts ♣❛r ❧❡✉rs ♣ré❞é❝❡ss❡✉rs✳

✻✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▼❡♠♦✲▲❆❚ ✿ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❜❛sé s✉r ❧❛ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ ✕ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞❡s r♦❜♦ts ❞✉ ❝♦♥✈♦✐✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷ ✕ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s s✉✐✈✐❡s ♣❛r ❧❡s r♦❜♦ts ❞✉r❛♥t ✉♥ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ à v = 0, 1 ♠✴s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸ ✕ ❉é✈✐❛t✐♦♥s ❧❛tér❛❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡s s✉✐✈❡✉rs ❡t ❧❡✉r ❧❡❛❞❡r ✭✈❡rt ✿
❧❡❛❞❡r✲s✉✐✈❡✉r ✶✱ r♦✉❣❡ ✿ ❧❡❛❞❡r✲s✉✐✈❡✉r ✷✮✳

✼✵



✹✳✸✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s

P♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ s✉✐✈✐✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❧❛tér❛❧❡ ✾ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥
❞❡ ❝❤❛q✉❡ s✉✐✈❡✉r ❡t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❧❡❛❞❡r✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✸ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥
❧❛tér❛❧❡ ✭❛①❡ ❞❡s ♦r❞♦♥♥é❡s✱ ❡♥ m✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ✭❛①❡ ❞❡s ❛❜s❝✐ss❡s✱ ❡♥ s✮✳ ◆♦✉s
r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧✬é❝❛rt ❧❛tér❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ ❡st ❞❡ 35♠♠✱ ❧✬é❝❛rt ♠♦②❡♥ ❡st ❞❡ 19♠♠ ❡t ❧✬é❝❛rt
❧❛tér❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ ❡♥tr❡ ❞❡✉① r♦❜♦ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❡st ❞❡ 30 ♠♠✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s
q✉❡ ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❧❛tér❛❧❡ s❡ ❝✉♠✉❧❡ ❞✬✉♥ r♦❜♦t ❛✉ s✉✐✈❛♥t t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞✉ ❝♦♥✈♦✐✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❞✬✉♥ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t t②♣✐q✉❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❧♦❝❛❧❡s✳

✹✳✸✳✷✳✸ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ❧❡❛❞❡r

❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ s✉r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ s✉✐✈✐✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ❧❡❛❞❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹ ✕ ❈❤❡♠✐♥s ❞❡s r♦❜♦ts ❞✉r❛♥t ✉♥ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❛✈❡❝ vleader = 0, 1 ♠✴s ✭❧❡❛❞❡r
❡♥ r♦✉❣❡✱ ♣r❡♠✐❡r s✉✐✈❡✉r ❡♥ ✈❡rt ❡t s❡❝♦♥❞ s✉✐✈❡✉r ❡♥ ❜❧❡✉✮✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺ ✕ ❈❤❡♠✐♥s ❞❡s r♦❜♦ts ❞✉r❛♥t ✉♥ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❛✈❡❝ vleader = 0, 15 ♠✴s ✭❧❡❛❞❡r
❡♥ r♦✉❣❡✱ ♣r❡♠✐❡r s✉✐✈❡✉r ❡♥ ✈❡rt ❡t s❡❝♦♥❞ s✉✐✈❡✉r ❡♥ ❜❧❡✉✮✳

◆♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞✬✉♥ ❝♦♥✈♦✐ ❞❡ ✸ r♦❜♦ts ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞é❝❛❧és ❡t ♦r✐❡♥tés ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t✳
▲❡ ❧❡❛❞❡r s❡ ❞é♣❧❛❝❡ à ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❡t ❧❡s

✾✳ ▲❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❧❛tér❛❧❡ ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ ❧❡❛❞❡r à ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❢♦r♠é❡
♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ s✉✐✈❡✉r✳

✼✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▼❡♠♦✲▲❆❚ ✿ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❜❛sé s✉r ❧❛ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥

s✉✐✈❡✉rs s♦♥t s♦✉♠✐s à ❧❛ ❢♦✐s ❛✉ ❝♦♥trô❧❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❙❙❈ ❡t ❛✉ ❝♦♥trô❧❡ ❧❛tér❛❧ ▼❡♠♦✲
▲❆❚✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t dl ❝♦♥s✐❞éré❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡st é❣❛❧❡ à 15
♠♠✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✶✹ ❡t ✹✳✶✺ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❡♠♣r✉♥tés ♣❛r ❧❡s r♦❜♦ts ❧♦rs ❞❡ ❞❡✉①
♣❧❛t♦♦♥✐♥❣s ♦ù ❧❡ ❧❡❛❞❡r s❡ ❞é♣❧❛❝❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à vl = 0, 1♠✴s ❡t vl = 0, 15♠✴s✳ ◗✉❛♥❞
❧❡ ❧❡❛❞❡r s❡ ❞é♣❧❛❝❡ à ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ♣❧✉s é❧❡✈é❡✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞❡
❝❤❛q✉❡ s✉✐✈❡✉r ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❢♦rt❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❣❛r❞❡r ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ✐♥t❡r✲
❞✐st❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳ ❚♦✉t ❧❡ ❝♦♥✈♦✐ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ❛✐♥s✐ à ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ♣❧✉s é❧❡✈é❡✳
◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♣❧✉s ❧❡s r♦❜♦ts ❛✈❛♥❝❡♥t ✈✐t❡✱ ♣❧✉s ❧✬é❝❛rt ❧❛tér❛❧ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s
❞❡s r♦❜♦ts ❡st ❢❛✐❜❧❡ ✭✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ♣❧✉s é❧❡✈é❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧✬é❝❛rt
❧❛tér❛❧✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❧❛tér❛❧❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❧❡❛❞❡r ❡t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉
❞❡r♥✐❡r s✉✐✈❡✉r ❞✐♠✐♥✉❡ ❞❡ 40 ♠♠ q✉❛♥❞ vl = 0, 1 ♠✴s à 27 ♠♠ q✉❛♥❞ vl = 0, 15 ♠✴s✳

L

L
F

F
(a)

(b)

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻ ✕ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ♦s❝✐❧❧❛t♦✐r❡ ❞✉ r♦❜♦t ❛✉t♦✉r ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳

❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡ s✉✐✈✐ ♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✶✹ ❡t ✹✳✶✺✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s
q✉✬✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♦s❝✐❧❧❛t♦✐r❡ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s r♦❜♦ts ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡
❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ❞❡✈✐❡♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ◆♦✉s ❡ss❛②♦♥s ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❝❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♦s❝✐❧❧❛t♦✐r❡
❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ q✉❛♥❞ ❧❡s r♦❜♦ts ❛✈❛♥❝❡♥t ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t✱ ✐❧s ❛tt❡✐❣♥❡♥t ❧❡✉rs ♣♦s✐t✐♦♥s
✈✐sé❡s ♣❧✉s ✈✐t❡✳ ❱✐s❡r ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ à ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ♥✬❡st ♣❛s
✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ✐❞é❡ ♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ❣é♥èr❡ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ➚ ❝❛✉s❡ ❞❡ s❛ ✈✐t❡ss❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t
✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ❧❡ r♦❜♦t ♣❛r❝♦✉rt ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧❛
♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ ❡t ♣❡✉t ❧❛ ❞é♣❛ss❡r ✭✜❣✉r❡ ✹✳✶✻✲✭❛✮✮ ♦✉ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞✬❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡rr❡✉r
❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❧❡❛❞❡r ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉❡ dl ❡st ❢❛✐❜❧❡
✭✜❣✉r❡ ✹✳✶✻✲✭❜✮✮✳ ▲❡ r♦❜♦t ❝❤❛♥❣❡ ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ❝✐❜❧❡ ❡t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❝❡ss✉s s❡ ré♣èt❡✳
P♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱ ❧❡s r♦❜♦ts s✉✐✈❡✉rs ❞♦✐✈❡♥t ✈✐s❡r ♣❧✉s ❧♦✐♥ q✉❛♥❞ ✐❧s s❡ ❞é♣❧❛✲
❝❡♥t ♣❧✉s ✈✐t❡✳ ◆♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞♦✐t êtr❡ ❝❤♦✐s✐❡
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ r♦❜♦t ✿ ♣❧✉s ❧❡ r♦❜♦t ❛✈❛♥❝❡
✈✐t❡✱ ♣❧✉s ✐❧ ❞♦✐t r❡❣❛r❞❡r ❧♦✐♥ ✭♣❧✉s ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡✮✳

❊♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❧❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✶✼ ❡t ✹✳✶✽✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉
❧❡❛❞❡r ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❧❡❛❞❡r ❡st ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❧❡ ❝♦♥✈♦✐ ❛tt❡✐♥t
✉♥ ét❛t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥ ét❛t ♦ù ❧✬✐♥t❡r✲❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ r♦❜♦ts
s✉❝❝❡ss✐❢s t❡♥❞ ✈❡rs ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❝♦♥st❛♥t❡✳

✼✷



✹✳✸✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼ ✕ ■♥t❡r✲❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s r♦❜♦ts ❛✈❡❝ vleader = 0, 1 ♠✴s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽ ✕ ■♥t❡r✲❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s r♦❜♦ts ❛✈❡❝ vleader = 0, 15 ♠✴s✳

✹✳✸✳✷✳✹ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t

❯♥ ❝♦♥✈♦✐ ❢♦r♠é ❞❡ tr♦✐s r♦❜♦ts ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❛❧✐❣♥és ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ s❡ ❞é♣❧❛❝❡
❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❝❡r❝❧❡ à ✈✐t❡ss❡ ❝♦♥st❛♥t❡ é❣❛❧❡ à 0, 1 ♠✴s✳ P♦✉r ét✉❞✐❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ s✉✐✈✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡
s✉✐✈✐ s✉r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ dl✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✾ ♠♦♥tr❡ ✉♥ s✉✐✈✐ ré❛❧✐sé ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t é❣❛❧❡ à 15 ♠♠✳
❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✵✱ ❝❤❛q✉❡ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r ✈✐s❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳
❈♦♠♠❡ ♣ré✈✉✱ ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❧❛tér❛❧❡ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✵✳
❈❡tt❡ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❧❛tér❛❧❡ ♠è♥❡ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r r♦❜♦t ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ à t♦✉r♥❡r s✉r ❧✉✐✲♠ê♠❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✶ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❧❛tér❛❧❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ dl ✿
❧❛ ❝♦✉r❜❡ r♦✉❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡ ❧❡❛❞❡r ❡t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r s✉✐✈❡✉r✱ ❡t ❝❡❧❧❡ ❡♥ ✈❡rt
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡ ❧❡❛❞❡r ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ s✉✐✈❡✉r✳ P❛r ❧❡ t❡r♠❡ ✐♥❢✱ ♥♦✉s ❡♥t❡♥❞♦♥s
❧✬✐♥t❡r✲❞✐st❛♥❝❡ ❝♦✉r❛♥t❡ sé♣❛r❛♥t ❞❡✉① r♦❜♦ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❝❤❛q✉❡
r♦❜♦t ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ✈✐s❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳ ❊♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❝❡s ❞❡✉①
❝♦✉r❜❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥st❛t❡r ❧✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❧❛tér❛❧❡ ❞✬✉♥ r♦❜♦t à ✉♥ ❛✉tr❡
✭✈✉ q✉❡ ❧✬é❝❛rt ❧❛tér❛❧ ❡st ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❧❡ ❞❡r♥✐❡r s✉✐✈❡✉r q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r✮✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▼❡♠♦✲▲❆❚ ✿ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❜❛sé s✉r ❧❛ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾ ✕ P❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❝❡r❝❧❡ ❛✈❡❝ dl = 15 ♠♠ ✭❧❡❛❞❡r ❡♥ r♦✉❣❡✱ ♣r❡♠✐❡r
s✉✐✈❡✉r ❡♥ ✈❡rt ❡t s❡❝♦♥❞ s✉✐✈❡✉r ❡♥ ❜❧❡✉✮✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵ ✕ P❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❝❡r❝❧❡ ♦ù ❝❤❛q✉❡ r♦❜♦t ✈✐s❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ✭❧❡❛❞❡r
❡♥ r♦✉❣❡✱ ♣r❡♠✐❡r s✉✐✈❡✉r ❡♥ ✈❡rt ❡t s❡❝♦♥❞ s✉✐✈❡✉r ❡♥ ❜❧❡✉✮✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ♣ré✈✉✱ ♣❧✉s dl ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ♣❧✉s ❧✬é❝❛rt ❧❛tér❛❧ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✬✉♥ s✉✐✈❡✉r
❡t ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❧❡❛❞❡r ❞❡✈✐❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❧❛tér❛❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❡
❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❛✈❡❝ dl ❡♥ ♥♦t❛♥t ✉♥❡ r✉♣t✉r❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ à dl = 40 ♠♠✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶ ✕ P❧❛t♦♦♥✐♥❣ s✉r ✉♥ ❝❡r❝❧❡ ✿ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❧❛tér❛❧❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ dl✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✸ ✜❣✉r❡s ✹✳✷✶✱ ✹✳✶✾ ❡t ✹✳✷✵ ❝♦♥✜r♠❡♥t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❞✉❡ à ❧❛ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳ ❊♥ ♠é♠♦r✐s❛♥t ❡t s✉✐✈❛♥t ❝❡ ❝❤❡♠✐♥
♣❧✉tôt q✉✬❡♥ ❡ss❛②❛♥t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✱ ♥♦✉s ré❞✉✐s♦♥s
❧✬é❝❛rt ❧❛tér❛❧ ❡♥tr❡ ❧❡s ✷ ❝❤❡♠✐♥s ❞✉ r♦❜♦t ❡t ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥ ✈✐s❛♥t

✼✹



✹✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s très ♣r♦❝❤❡s ❞✉ s✉✐✈❡✉r✱ ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♦s❝✐❧❧❛t♦✐r❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s✉✐✈❡✉r✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t dl ❞♦✐t êtr❡ ❛❧♦rs ✉♥
❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ✈♦✉❧♦✐r ré❞✉✐r❡ ❧✬é❝❛rt ❧❛tér❛❧ ❡t ✈♦✉❧♦✐r é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳

✹✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ♣rés❡♥té ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ▼❡♠♦✲▲❆❚ ✿ ▼❡♠♦r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞
▲♦♦❦✲❆❤❡❛❞ ❚❛r❣❡t✳ ■♠♣❧é♠❡♥té s✉r ✉♥ r♦❜♦t ❞✉ ❝♦♥✈♦✐✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♠é✲
♠♦r✐s❡r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❡t à s✉✐✈r❡ ❝❡ ❝❤❡♠✐♥ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ✈✐s❡r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡
♣♦s✐t✐♦♥ ❞ét❡❝té❡ ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳ P♦✉r s✉✐✈r❡ ❝❡ ❝❤❡♠✐♥✱ ❧❡ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r ❝❤♦✐s✐t ♣❛r♠✐
❧❡s ♣♦✐♥ts ♠é♠♦r✐sés✱ ❞❡s ❝✐❜❧❡s s✐t✉é❡s à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t dl ✭❧♦♦❦✲❛❤❡❛❞
❞✐st❛♥❝❡✮ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❧✬✐♥t❡r✲❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❛❞♠✐s❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① r♦❜♦ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s✳
❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧✬❡rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧✬♦r✐❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞✉ r♦❜♦t ❡t s♦♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞és✐ré❡ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡ ♣♦✐♥t✳

▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ré❛❧✐sé❡s s✉r ❞❡s r♦❜♦ts ❑❤é♣ér❛s ♠♦♥tr❡♥t ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥
❛♣♣♦rté❡ ❛✉ s✉✐✈✐ ❣râ❝❡ à ❧❛ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❝❡tt❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✱ ♣♦✉r
✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❝♦♥st❛♥t❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t✱ ✈❛r✐❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞✉
❝❤❡♠✐♥ à s✉✐✈r❡ ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ❝♦♥✈♦✐✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s✉✐✈✐ ❡st ❞étér✐♦ré❡ q✉❛♥❞
❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ❞❡✈✐❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ P♦✉r rét❛❜❧✐r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ❡t ❛♠é❧✐♦r❡r
❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ s✉✐✈✐✱ ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♥♦✉s ♦♥t ♠♦♥tré q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❛❥✉st❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ❝♦♥✈♦✐✳ ◆❡
❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ♣❛s à ❧✬❛✈❛♥❝❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ q✉❡ ❧❡ ❧❡❛❞❡r ✈❛ ❣é♥ér❡r ❞✉r❛♥t ❧❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣✱ ♥♦✉s ♥❡
s❡r♦♥s ♣❛s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛❞éq✉❛t❡ ❞❡ dl✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✈✉ q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ✈❛r✐❡
❞✉r❛♥t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ❛✈♦✐r dl ❝♦♥st❛♥t❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝❤♦✐① ❥✉❞✐❝✐❡✉① ✿ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s
q✉❡ dl ❝❤❛♥❣❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t ❡t s✬❛❞❛♣t❡ à ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡✳

P❧✉s✐❡✉rs s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡
r❡❧✐❛♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t dl ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ s②stè♠❡✳ ▼❛✐s✱ ♥♦✉s
♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ré✉ss✐ à tr♦✉✈❡r ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳

▲❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡ss❡♥t✐❡❧s
❞❛♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ dl✳ ❙❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ▼❡♠♦✲▲❆❚
✈✐s❡ à s✉✐✈r❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❡t ♥♦♥ ♣❛s ✉♥ ❝❤❡♠✐♥✱ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛❧♦rs ♣r✐s
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ◆♦✉s ❞és✐r♦♥s ❛✐♥s✐ ❛♠é❧✐♦r❡r ▼❡♠♦✲▲❆❚ ❡♥
♣r♦♣♦s❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ r♦❜♦t ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧❛tér❛❧✱ s❛♥s ❛✈♦✐r ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❞✉r❛♥t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉
❝♦♥✈♦✐ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t r❡❧❛t✐✈❡s à ❝❤❛q✉❡ r♦❜♦t✳
◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❛✐♥s✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ◆❖❈ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▼❡♠♦✲▲❆❚ ✿ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❜❛sé s✉r ❧❛ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥
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❈❤❛♣✐tr❡ ✺

◆❖❈ ❡t ❆❜str❛❝t ◆❖❈ ✿ ❞❡✉①
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ q✉✐

s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ❧❛ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉
❝❤❡♠✐♥ ❡t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡

❈♦♠♠❡ ❞é❥à ✈✉ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ▼❡♠♦✲▲❆❚ ♥❡ ❣❛r❛♥t✐t
♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s✉✐✈✐✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❧❛tér❛❧❡ ❡♥tr❡
❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❤❡♠✐♥s ❞❡s r♦❜♦ts ♠❛✐s ❝ré❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱ s✉rt♦✉t ❛✉
♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ✈✐r❛❣❡s s❡rrés✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ s✉✐✈✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛
✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t dl ✭❞✐st❛♥❝❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ r♦❜♦t ❝❤♦✐s✐t s❛
❝✐❜❧❡✮✳ ❖r✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ♦❜s❡r✈❡r ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✹✳✸ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡
▼❡♠♦✲▲❆❚✱ dl ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ r♦❜♦t ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥
à s✉✐✈r❡✳ P♦✉r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✱ dl ❞♦✐t êtr❡ ré❣❧é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ♣✉ ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r
✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❝♦♥❝❡✈♦✐r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡
♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t st❛❜✐❧✐té q✉❡ ▼❡♠♦✲▲❆❚ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞✉
❝❤❡♠✐♥ à s✉✐✈r❡ ❡t ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ♣❛s ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ❈❡t ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❞♦✐t ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♦s❝✐❧❧❛t♦✐r❡ ❞❡s r♦❜♦ts ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛
st❛❜✐❧✐té ❞✉ s✉✐✈✐ t♦✉t ❡♥ ❛②❛♥t ✉♥ s✉✐✈✐ ♣ré❝✐s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✉① r♦❜♦ts ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ❛✉ ♣❧✉s
✈✐t❡ ✈❡rs ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧❡✉r ❧❡❛❞❡r✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ q✉❡ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ♠❛①✐♠✐s❡r
r❡st❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ♠ê♠❡ s✐ ❝❡❧❛ s❡ ❢❛✐t ❛✉ ♣r✐① ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é
q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s r♦❜♦ts ❡st ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✭q✉✐ ❡st ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡✮ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡ ❞✬❛t✲
t❡✐♥❞r❡ ♥♦s ♦❜❥❡❝t✐❢s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❡✉ r❡❝♦✉rs à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ✭q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té✮ ❝♦♠❜✐♥é❡ à ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ✭q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛
♣ré❝✐s✐♦♥✮✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❛✐♥s✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆❖❈ ✭◆♦♥ ❖s❝✐❧❧❛t♦r② ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✮ s✉✐✈✲
❛♥t ✿ ❝❤❛q✉❡ s✉✐✈❡✉r✱ ♥❡ ❞✐s♣♦s❛♥t ♣❛s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❧❡❛❞❡r ♦✉ ❞❡
s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✱ ❝❤♦✐s✐t ❞❡s
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❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ◆❖❈ ❡t ❆❜str❛❝t ◆❖❈ ✿ ▼é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❡t r❡❝❤❡r❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡

♣♦s✐t✐♦♥s ❝✐❜❧❡s ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ ❞❡ s♦♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t r❡❝♦♥str✉✐t✱ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐✱
❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳ ■❧ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧✉✐ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ✈❡rs ❝❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡st✐♠é ❡t ❞❡ ❧❡ s✉✐✈r❡✱ ❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t s❛♥s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳
▲❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ◆❖❈ ❡st ❞✐s❝r❡t ✿ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❞✐s❝rét✐sé ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡✱ ♥♦✉s r❡t❡♥♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✉
r♦❜♦t ❞✬é✈✐t❡r ❞✬♦s❝✐❧❧❡r ❛✉t♦✉r ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s s✉r
❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ E q✉❡ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ♣❧✉s t❛r❞ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ❙✐ ❛✉❝✉♥❡ ✈✐t❡ss❡
❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ❛✉ r♦❜♦t ❞✬é✈✐t❡r ❞❡ ❝♦✉♣❡r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✱ ◆❖❈
❝❤♦✐s✐t ❝♦♠♠❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ q✉✐ ♦♣t✐♠✐s❡ E ✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆❖❈ s❡ ❞✐✈✐s❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ré❛❧✐sé❡s à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s τ ❞❛♥s
❧✬♦r❞r❡ s✉✐✈❛♥t ✿

✕ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❝✐❜❧❡✱ ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ♣❛r ✉♥ ❝❡r❝❧❡ (C)
♦✉ ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ (∆) ❡t ❞é❞✉✐r❡ s❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✮ ❀

✕ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ω ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡st✐♠é❡ ✭s❡❝✲
t✐♦♥ ✺✳✷✮✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t s✐♠♣❧✐✜é
❞❡ r♦❜♦ts ♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆❖❈✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❛♣♣❡❧é
♠♦❞è❧❡ à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ ❡t ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✱ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡
❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✈❛r✐❡ ✐♥st❛♥t❛♥é♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r à ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳
❆♣rès ❛✈♦✐r ✈❛❧✐❞é ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✱ ♥♦✉s ❧❡ t❡st♦♥s s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s
♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ré❡❧ ❞❡ r♦❜♦ts✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❛♣♣❡❧é ♠♦❞è❧❡ à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡s✲
s✐✈❡ ❡t ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✱ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡
❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞✉ r♦❜♦t ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r à ✉♥❡ ❛✉tr❡✳ ❊♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
ré❛❧✐sé❡s s✉r ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ◆❖❈ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ♠♦✐♥s
❜♦♥♥❡s✳ P♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❝❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬❛❜str❛✐r❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆❖❈
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥✱ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✻✱
♥♦✉s ♠è♥❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❆❜str❛❝t ◆❖❈ q✉✐ s❡r❛ ✈❛❧✐❞é ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✼✳ ➚ ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✽ rés✉♠❡ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❝♦♥❝❧✉t✳

▲✬❛rt✐❝❧❡ ❬❨❛③❜❡❝❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✱ ♣✉❜❧✐é ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ♥❛t✐♦♥❛❧❡ ❈❆❘ ✭❈♦♥tr♦❧ ❆r✲
❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ ❘♦❜♦ts✮✱ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s▼❡♠♦✲▲❆❚ ❡t ◆❖❈ ❡t ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡✉rs
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❨❛③❜❡❝❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❪✱ à ♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛❝t❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ✐♥t❡r✲
♥❛t✐♦♥❛❧❡ ■❈❘❆ ✭■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❘♦❜♦t✐❝s ❛♥❞ ❆✉t♦♠❛t✐♦♥✮✱ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆❖❈ ❡t ❞✐s❝✉t❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①✳

✼✽



✺✳✶✳ ❈❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ ❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡

✺✳✶ ❈❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ ❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r✲
❜✉r❡

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❡♠♦✲▲❆❚✱ ◆❖❈ ♠é♠♦r✐s❡ ❛✉ss✐ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉
r♦❜♦t ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳ ▲✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❡♠✐♥ ❛ ❞é❥à été ❡①♣❧✐q✉é❡
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳ ❙❛❝❤❛♥t q✉✬✉♥ ❞❡ ♥♦s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ◆❖❈ ❡st
❧✬é✈✐t❡♠❡♥t ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✭t❛♥t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✮✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❝✐❜❧❡ q✉✐ ♣❡r✲
♠❡t ❛✉ r♦❜♦t ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r s❛♥s ❧❡ ❝♦✉♣❡r✳ P♦✉r ❝❤♦✐s✐r s❛ ❝✐❜❧❡✱
❧❡ s✉✐✈❡✉r ♣❛r❝♦✉rt✱ ❞❛♥s s❛ ♠é♠♦✐r❡✱ ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ♥♦♥ ❞é♣❛ssé❡s ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✱ ❡t
❝❡❝✐ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✈✐sé❡ ❛✉ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
♣♦s✐t✐♦♥ p à t❡st❡r✱ ❧❡ s✉✐✈❡✉r ❡✛❡❝t✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬✐❧ tr♦✉✈❡ s❛
♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ ✿
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L0

d < vf.τ 
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L

L1 L2

L0

Li

Li-1

Li+1

L

S

S0

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✕ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❧❡❛❞❡r ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐❜❧❡✳

ét❛♣❡ ✶ ✿ ❡st✐♠❡r ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❧❡❛❞❡r ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣ ❡♥
❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ♣♦s✐t✐♦♥s ✈♦✐s✐♥❡s ❞❡ p ❡t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ♣❛ss❡r ♣❛r ❝❡s ✸ ♣♦✐♥ts ✉♥❡
❞r♦✐t❡ (∆) ♦✉ ✉♥ ❝❡r❝❧❡ (C)✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶ r❡♣rés❡♥t❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s q✉❛♥t
❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡s tr♦✐s ♣♦✐♥ts ✿

✶✳ ❆✉ ❞é❜✉t ❞✉ s✉✐✈✐✱ ❧❡ s✉✐✈❡✉r ♥❡ ❝♦♥♥❛ît q✉❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ r♦❜♦t ♣ré❞é❝❡ss❡✉r
L ✭♦✉ L0✮ ❡t ❧❛ s✐❡♥♥❡ S✳ ▲❡ ❝❤❡♠✐♥ ❛♣♣r♦❝❤é ❡st ❧❛ ❞r♦✐t❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❥♦✐❣♥❛♥t
❝❡s ❞❡✉① ♣♦s✐t✐♦♥s ✭✜❣✉r❡ ✺✳✶✲✭✶✮✮✳

✷✳ ➚ ✉♥ ✐♥st❛♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ s✐ ❧❡ s✉✐✈❡✉r ✈✐s❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ L0 ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r
❡t s✐ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ sé♣❛r❛♥t s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞❡ s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡

✼✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ◆❖❈ ❡t ❆❜str❛❝t ◆❖❈ ✿ ▼é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❡t r❡❝❤❡r❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡

à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ q✉✬✐❧ ♣❛r❝♦✉rr❛ ❞✉r❛♥t τ ✭< vf .τ✮✱ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❛♣♣r♦❝❤é ❡st ❧❛ ❞r♦✐t❡
♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❥♦✐❣♥❛♥t L0 ❛✈❡❝ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r✳
◗✉❛♥❞ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ sé♣❛r❛♥t s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞❡ s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ ❞❡✈✐❡♥t
✐♥❢ér✐❡✉r❡ à < vf .τ ✱ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❛♣♣r♦❝❤é ❡st ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ✭❞r♦✐t❡ ♦✉ ❝❡r❝❧❡✮ q✉✐ ♣❛ss❡
♣❛r ❧❡s tr♦✐s ♣r❡♠✐èr❡s ♣♦s✐t✐♦♥s L0✱ L1 ❡t L2 ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳ ❙✐ ❧❡ s✉✐✈❡✉r
♥✬❛ q✉❡ ❞❡✉① ♣♦s✐t✐♦♥s ♠é♠♦r✐sé❡s ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✱ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❛♣♣r♦❝❤é ❡st ❧❛
❝♦✉r❜❡ q✉✐ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ s✉✐✈❡✉r S0 ❡t ❧❡s ❞❡✉① ♣♦s✐t✐♦♥s
s❛✉✈❡❣❛r❞é❡s ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r L0 ❡t L1 ✭✜❣✉r❡ ✺✳✶✲✭✷✮✮✳

✸✳ ❙✐ ❧❡ r♦❜♦t ✈✐s❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ Li ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✱ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥
❛♣♣r♦❝❤é ❡st ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ✭❞r♦✐t❡ ♦✉ ❝❡r❝❧❡✮ q✉✐ ❥♦✐♥t ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣♦✐♥t ♣ré❝é❞❡♥t
Li−1 ❡t ❧❡ ♣♦✐♥t s✉✐✈❛♥t Li+1 ✭✜❣✉r❡ ✺✳✶✲✭✸✮✮✳

✹✳ ❙✐ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ Li ❡st ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ L ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✱ ❧❡ s✉✐✈❡✉r
❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ✷ ♣♦✐♥ts ♣ré❝é❞❛♥t ❧❛ ❝✐❜❧❡ Li−1 ❡t Li−2 ❡t ❢❛✐t ♣❛ss❡r ✉♥❡ ❞r♦✐t❡
♦✉ ✉♥ ❝❡r❝❧❡ ♣❛r ❝❡s tr♦✐s ♣♦✐♥ts ✭✜❣✉r❡ ✺✳✶✲✭✹✮✮✳

❙✐ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦♥str✉✐t ❡st ✉♥ s❡❣♠❡♥t ❞❡ ❞r♦✐t❡✱ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡st✐♠é❡ ❡st ♥✉❧❧❡✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❛s ♦ù ❝❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡st ✉♥ ❛r❝ ❞❡ ❝❡r❝❧❡✱ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡st✐♠é❡ ❡st ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ s♦♥
r❛②♦♥✳

R=1/k

PgoalPprécédent

Psuivant

F

L

ωmax

-ωmax

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✕ ❈❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐❜❧❡✳

ét❛♣❡ ✷ ✿ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r ♣❡✉t é✈✐t❡r ❞❡ ❝♦✉♣❡r (∆) ♦✉ (C) ❡♥ t♦✉r✲
♥❛♥t à ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✱ t♦✉t ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❝♦♥✲
st❛♥t❡✳ P♦✉r ✈ér✐✜❡r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s tr❛ç♦♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❡r❝❧❡s ❞❡ r❛②♦♥ R = | v0

ωmax
|✱ ✉♥ ❡♥

t♦✉r♥❛♥t à ✰ωmax ❡t ✉♥ ❛✉tr❡ ❡♥ t♦✉r♥❛♥t à ✲ωmax✳ ❙✐ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❞❡ ❝❡s ✷ ❝❡r❝❧❡s
♥❡ ❝♦✉♣❡ ♣❛s ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❛♣♣r♦❝❤é✱ ❧❡ s✉✐✈❡✉r ❛ tr♦✉✈é s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ ❡t ♥❡ t❡st❡
♣❛s ❧❡s ♣♦✐♥ts s✉✐✈❛♥ts✳
❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ ❡st ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ♦ù ❧❡ s✉✐✈❡✉r
❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ Pgoal ❡t ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❛✉t♦✉r ❞❡ Pgoal ♣❛r ✉♥ ❝❡r❝❧❡ ✭❡♥
r♦✉❣❡✮✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧ tr❛❝❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝❡r❝❧❡s ♦❜t❡♥✉s ❡♥ t♦✉r♥❛♥t à ±ωmax ❡t ❝♦♥st❛t❡
q✉✬❛✉❝✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ♥❡ ❝♦✉♣❡ ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ❡♥ r♦✉❣❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥
❝✐❜❧❡ ❞✉ s✉✐✈❡✉r ❡st Pgoal✳
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✺✳✷✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡

❙✐ ❧❡ r♦❜♦t t❡st❡ t♦✉t❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❡t ♥❡ tr♦✉✈❡ ♣❛s s❛
♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐❜❧❡✱ ✐❧ ✈✐s❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s r❛♠è♥❡ ❛✉
❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t é♥✉♠éré ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡✳

✺✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝♦♥✈♦✐ ❞❡ r♦❜♦ts s❡ ❞é♣❧❛❝❡♥t à ✈✐t❡ss❡
❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❝♦♥st❛♥t❡ v0✳ ◆♦✉s ❝♦♠❜✐♥❡r♦♥s ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r
❧❛tér❛❧ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ q✉✐ ❡st ✐❝✐ ❞✐s❝rèt❡✱ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❣é♦♠étr✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❛
st❛❜✐❧✐té ❞✉ s✉✐✈✐ ❡♥ ✐♥t❡r❞✐s❛♥t ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♦s❝✐❧❧❛t♦✐r❡ ❞❡s r♦❜♦ts ❛✉t♦✉r ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉
❧❡❛❞❡r✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ s✉✐✈✐ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t
✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ q✉✐ ré❞✉✐t ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❧❛tér❛❧❡ ❡t ❧✬❡rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡✳ ❊♥
♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ♥♦✉s ❞é❝♦♠♣♦s♦♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❬ωmin✱ ωmax❪
❡♥ n ♣❛s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s é❧✐♠✐♥♦♥s✱ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❛♥✲
❣✉❧❛✐r❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ④ωmin✱ ✳✳✳✱ ωmax⑥ q✉✐ ♠è♥❡♥t ❧❡ s✉✐✈❡✉r à ❝♦✉♣❡r ♦✉ à ♦s❝✐❧❧❡r ❛✉t♦✉r
❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦♥str✉✐t✳ ❉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s r❡t❡♥✉❡s✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❝❡❧❧❡
q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ E ✭q✉❡ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ♣❧✉s t❛r❞✮ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s
❡rr❡✉rs ❧❛tér❛❧❡ ❡t ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞✉ s✉✐✈❡✉r ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦♥str✉✐t (∆) ♦✉ (C)✳ ▲❛
❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝❤♦✐s✐❡ ♣❛r♠✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡st ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❤❡♠✐♥ (∆) ♦✉ (C)✳

P♦✉r é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ♥❡ r❡s♣❡❝t❛♥t ♣❛s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
❛✈❡❝ (∆) ♦✉ (C)✱ ♥♦✉s t❡st♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ωi ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ④ωmin✱ ✳✳✳✱ ωmax⑥
❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s Γi ❡t Γ

+

i ✳ ❈❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✈ér✐✜❡♥t q✉✬✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❛②❛♥t ❛♣♣❧✐q✉é ❧❛
❝♦♠♠❛♥❞❡ ωi ♣❡♥❞❛♥t ✉♥ t❡♠♣s τ ✱ ♥❡ ❝♦✉♣❡r❛ ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r ✭❛✉ ❞❡❧à ❞❡ ✷✳τ✮ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥
❡st✐♠é ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ q✉✐ ❧❡ ♣ré❝è❞❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t s❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡ s❡ rés✉♠❡ ❛❧♦rs ❛✉① ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ωi ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ④ωmin✱ ✳✳✳✱ ωmax⑥✱ i : 1 → n ✿

✕ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ✭(∆i) ♦✉ (Ci)✮ tr❛❝é ♣❛r ❧❡ s✉✐✈❡✉r ❡♥ t♦✉r♥❛♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡
✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ωi✳

✕ t❡st❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ Γi ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ✺✳✷✳✶ ✿ s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ❝♦♥t✐♥✉❡r✳
❙✐♥♦♥✱ t❡st❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ωi+1 ❀

✕ t❡st❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ Γ+

i ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ✺✳✷✳✷ ✿ s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ✈ér✐✜é❡✱ r❡t❡♥✐r ωi✳

▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡ ω∗ ❡st ❛❧♦rs ✿

ω∗ = argmin
ω∈W∗

(E(ω)) ✭✺✳✶✮

✽✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ◆❖❈ ❡t ❆❜str❛❝t ◆❖❈ ✿ ▼é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❡t r❡❝❤❡r❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡

♦ù ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ W = {ωmin, ..., ωmax}✱

W∗ = {ω ∈ W , / Γi ∧ Γ+

i = 1} ✭✺✳✷✮

❙✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ W∗ ❡st ✈✐❞❡✱ ♥♦✉s ❢♦r♠♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ W∩ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❛♣✲
♣❧✐q✉é❡s ♣❡♥❞❛♥t τ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✉ r♦❜♦t ❞✬é✈✐t❡r ❞❡ ❝♦✉♣❡r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳
▼❛✐s ✐❧ ② ❛✉r❛ ❛❧♦rs ❢♦r❝é♠❡♥t ✉♥❡ ❛♠♦r❝❡ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡
♣ré❞é❝❡ss❡✉r s❡r❛ ❢♦r❝é♠❡♥t ❝♦✉♣é✳

W∩ = {ω ∈ W , / Γi = 1 ❡t Γ+

i = 0} ✭✺✳✸✮

❙✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ W∩ ♥✬❡st ♣❛s ✈✐❞❡✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ω∗ ❞❡✈✐❡♥t ✿

ω∗ = argmin
ω∈W∩

(E) ✭✺✳✹✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡ ✭W∩ ❡st ✈✐❞❡✮✱ ω∗ ❡st ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ W q✉✐
♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r E ✿

ω∗ = argmin
ω∈W

(E) ✭✺✳✺✮

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐r♦♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s Γi ❡t Γ+

i ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❝❤❡♠✐♥
❡st✐♠é ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❡st ✉♥ ❝❡r❝❧❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❞r♦✐t❡✳ ❆✈❛♥t ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s
❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❤❡♠✐♥s ✉t✐❧✐sés ♣❧✉s ❧♦✐♥✳ ▲❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ♣❡✉t êtr❡
❛♣♣r♦①✐♠é ♣❛r ✉♥ s❡❣♠❡♥t ❞❡ ❞r♦✐t❡ (∆) ♦✉ ✉♥ ❛r❝ ❞❡ ❝❡r❝❧❡ (C)✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ s✉✐✈❡✉r ♣❡✉t
❣é♥ér❡r ✉♥ s❡❣♠❡♥t ❞❡ ❞r♦✐t❡ (∆i) ✭s✐ s❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ωi ❡st ♥✉❧❧❡✮ ♦✉ ❜✐❡♥ ✉♥ ❛r❝ ❞❡
❝❡r❝❧❡ (Ci) ❞❡ ❝❡♥tr❡ Ωi(xi, yi) ❡t ❞❡ r❛②♦♥ ri ✭ s✐ ωi 6= 0✮ ✿

✕ (∆) ✿ ax+ by + c = 0 ❀

✕ (C) ✿ (x− xc)
2 + (y − yc)

2 = r2c ❀

✕ (∆i) :

{

x. tan θ0 − y + y0 − x0. tan θ0 = 0, s✐ θ0 6= ±π
2
.

x = x0, s✐ θ0 = ±π
2
.

✕ (Ci) ✿ (x− xi)
2 + (y − yi)

2 = r2i ✱
❛✈❡❝ xi = (x0 − v0

ωi
. sin θ0)✱ yi = (y0 +

v0
ωi
. cos θ0) ❡t ri = | v0

ωi
|

✺✳✷✳✶ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ Γi

❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r✱ s♦✉♠✐s à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡
ωi✱ ♣❡✉t s❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❞✉r❛♥t ✉♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s τ s❛♥s ❝♦✉♣❡r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡st✐♠é (∆) ♦✉ (C)

✽✷



✺✳✷✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡

❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ωi ♣❡♥❞❛♥t τ ✱ ❧❡ s✉✐✈❡✉r ♣❛ss❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
q0 = q(ω0) = (x0, y0, θ0, v0, ω0) à ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ qi = q(ωi) = (xi, yi, θi, v0, ωi)

✶✵✳
P♦✉r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ Γi s♦✐t ✈ér✐✜é❡✱ ❧✬❛r❝

⌢
q0qi ❡t (∆) ♦✉ (C) ♥❡ ❞♦✐✈❡♥t ♣❛s s❡ ❝♦✉♣❡r✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝❡r❝❧❡✱ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛
s❡✉❧❡ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ r❡t❡♥✉❡ ❡st ωl✳ ❊♥ t♦✉r♥❛♥t ❛✈❡❝ ωj ♦✉ ωk✱ ❧❡ s✉✐✈❡✉r ❝♦✉♣❡ (∆) ❡t
(C)✳

q
0

qllω

jω

kω

(C)

q0

ql

j
ω

kω

lω

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✕ ❚❡st ❞❡ Γi ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❡t ❞✬✉♥ ❝❡r❝❧❡✳

✺✳✷✳✷ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ Γ+
i

❆✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛✉t♦✉r ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❡st✐♠é (∆) ♦✉ (C) ♣♦✉r

(C)

max

qmax

min

qmin

q0

ql

max

qmax

min

qmin

q0

qlωl

ωmax

ωmin

ωl

ωmax

ωmin

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ✕ ❚❡st ❞❡ Γ+

i ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❡t ❞✬✉♥ ❝❡r❝❧❡✳

❛✉ ♠♦✐♥s ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✱ ❧❡ s✉✐✈❡✉r ✈ér✐✜❡ q✉✬à ♣❛rt✐r ❞❡ s❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ql✱ ✐❧

✶✵✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s Γi ❡t Γ
+

i
✱ q(ωi) s❡r❛ ♥♦té qi✳

❉❛♥s ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✱ qi ❡st r❡❧❛t✐✈❡ à ❧✬✐♥st❛♥t ti✳

✽✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ◆❖❈ ❡t ❆❜str❛❝t ◆❖❈ ✿ ▼é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❡t r❡❝❤❡r❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡

♣♦✉rr❛ é✈✐t❡r t♦✉t❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ (∆) ♦✉ (C) ❡♥ t♦✉r♥❛♥t à ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✳
❆✐♥s✐✱ ❧❡ r♦❜♦t ❝❛❧❝✉❧❡ s❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ qi ♦❜t❡♥✉❡ s✬✐❧ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ à v0 ❡t ωi ♣❡♥❞❛♥t
τ ✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❡♥ s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t à ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❝♦♥st❛♥t❡ v0✱ ❧❡ s✉✐✈❡✉r ❣é♥èr❡ ❞❡✉①
❝❡r❝❧❡s ❞❡ ❝❡♥tr❡s Ωmin ❡t Ωmax ❡♥ t♦✉r♥❛♥t à ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s −ωmax ❡t +ωmax

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ Γ+

i ❡st ✈r❛✐❡ q✉❛♥❞ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝❡r❝❧❡s ♥❡ ❝♦✉♣❡
♣❛s (∆) ♦✉ (C)✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ s✐ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ❝❡♥tr❡s Ωmin ❡t Ωmax ❛✉
❝❤❡♠✐♥ ❡st✐♠é ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ ❛✉ r❛②♦♥ ❞✉ ❝❡r❝❧❡ v0

ωmax
✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ Γ+

i ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✳

❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✹✱ ωl ♣❡✉t êtr❡ ✉♥❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡
✈ér✐✜❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s Γi ❡t Γ

+

i ✿ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧✬❛r❝
⌢
q0ql ♥❡ ❝♦✉♣❡ ♥✐ (∆) ♥✐ (C)✳ ❉✬❛✉tr❡

♣❛rt✱ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ql✱ ❧❡ s✉✐✈❡✉r ♣❡✉t é✈✐t❡r ❞❡ ❝♦✉♣❡r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡st✐♠é
❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❡♥ t♦✉r♥❛♥t à +ωmax✳

✺✳✷✳✸ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r ❛ ✉♥ rô❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❛♥s ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ s✉✐✈✐✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

(∆)

ey0 eyl
e+
yl

eθ0 eθl
e+θl

=0

F(q0) F(ql)
F(q+l)

F(qj)

F(q+j)

e+θj
=0

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳

❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝r✐tèr❡ q✉❡ ❞♦✐t ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r✲
♠✐♥❡r ♣❛r♠✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s r❡t❡♥✉❡s ❝❡❧❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✉ s✉✐✈❡✉r ❞❡
ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♣❧✉s ✈✐t❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦♥ é❝❛rt ❧❛tér❛❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳
❈❡tt❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛♣✐❞❡ ❞♦✐t ♣❡r♠❡ttr❡ ❛✉ s✉✐✈❡✉r ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ✈✐sé ❛✈❡❝ ✉♥❡
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❞❡ ❝♦✉♣❡r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ✈✐sé ❡t ❛✐♥s✐ é✈✐t❡r ✉♥❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥
❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧✬❡rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣ré❝✐❡✉s❡ s✉r ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧❛tér❛❧ ❢✉t✉r ❞✉ s✉✐✈❡✉r✳ ❊♥ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ q0 ❞✉ r♦❜♦t
s✉✐✈❡✉r✱ ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ωi ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ✿

✕ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ qi ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ωi s✉r q0 ❀

✕ ❡♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧✬é❝❛rt ❧❛tér❛❧ ❡t ❧✬❡rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞✉ s✉✐✈❡✉r ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
qi ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❤❡♠✐♥ ❛♣♣r♦❝❤é ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❀

✽✹



✺✳✷✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡

✕ ❧❡ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r ét❛♥t ❡♥ qi✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ s✉r
❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♣❡♥❞❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t❡♠♣s ❥✉sq✉✬à ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ q+i ♦ù s♦♥
❡rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡st ♥✉❧❧❡✳ F (q+i ) ❡st ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r ❛②❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✲
✉r❛t✐♦♥ q+i ❀

✕ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r ❡st ❛❧♦rs é❣❛❧❡ à ❧✬é❝❛rt ❧❛tér❛❧ ❞✉ s✉✐✈❡✉r ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ q+i
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❤❡♠✐♥ ❛♣♣r♦❝❤é✳

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r✱ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t à F (q0)✱ ❡t t❡❧ q✉❡
❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❡st ❛♣♣r♦❝❤é ♣❛r ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ (∆)✳ ❙✐ ❧❡ s✉✐✈❡✉r ❛♣♣❧✐q✉❡ ωl✱
✐❧ ❛tt❡✐♥t ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ql ♦ù ✐❧ ✈❛ t♦✉r♥❡r à ωmax ❥✉sq✉✬à ❛rr✐✈❡r à q+l ♦ù s♦♥ ❡rr❡✉r
❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡st ♥✉❧❧❡✳ ▲❡ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st ♦❜t❡♥✉ s✐ ❧❡ s✉✐✈❡✉r ❛♣♣❧✐q✉❡ ωj✳ ❉❛♥s ❝❡
❝❛s✱ ✐❧ ✈❛ ❛tt❡✐♥❞r❡ q+j ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♥✉❧❧❡✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡ s❡♥s ❞❡
r♦t❛t✐♦♥ ❛❞♦♣té ♣❛r ❧❡ r♦❜♦t ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡ ql à q+l ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡
qj à q+j ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ r♦❜♦t t♦✉r♥❡ ❛✈❡❝ s❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ✰ωmax q✉❛♥❞ s♦♥
❡rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ❛✈❡❝ ✲ωmax q✉❛♥❞ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ♥é❣❛t✐✈❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡
❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞✉ r♦❜♦t ❡st é❣❛❧❡ à s✐❣♥❡✭eθ✮✳ωmax✳ ❊♥ ♣r♦❝é❞❛♥t ❛✐♥s✐✱ ❧❡ r♦❜♦t ❛tt❡✐♥t ♣❧✉s
r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦ù s♦♥ ❡rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡st ♥✉❧❧❡✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s ❞❡✉① é❝❛rts
❧❛tér❛✉① ❛✉① ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s q+l ❡t q+j ✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ey

+

l ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r ❝❛r ❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡rr❡✉r ❧❛ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ s✉✐✈❡✉r ❝❤♦✐s✐t✱ ❡♥tr❡
❧❡s ❞❡✉① ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ωj ❡t ωl✱ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ωl s✉r ❧❡ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r✳

▲❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ s✉✐✈✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❡st
❛♣♣r♦❝❤é ♣❛r ✉♥ ❝❡r❝❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ✭❞r♦✐t❡ ♦✉ ❝❡r❝❧❡✮✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ E s✬❡①♣r✐♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ q0 ❞✉ r♦❜♦t✱ ❞❡ ❧❛
✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ω ❡t ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❝♦♥st❛♥t❡ v0✳

P♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡ q0 à qi✱ ❧❡ r♦❜♦t ❛♣♣❧✐q✉❡ ωi✳ ❙❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡st ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✿


















xi = x0 +
v0
ωi

(sin(θ0 + ωiτ)− sin θ0)

yi = y0 −
v0
ωi

(cos(θ0 + ωiτ)− cos θ0)

θi = θ0 + ωiτ

✭✺✳✻✮

❊♥s✉✐t❡✱ ét❛♥t à F (qi)✱ ❧❡ r♦❜♦t t♦✉r♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ é❣❛❧❡ à s✐❣♥❡✭eθi✮✳ωmax

❥✉sq✉✬à ❛tt❡✐♥❞r❡ F (qi) ♦ù ❧✬❡rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡st ♥✉❧❧❡✳ ■❧ tr❛❝❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❛r❝ ❞✬✉♥ ❝❡r❝❧❡
❝❡♥tré à Cmax ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s (xc, yc) ✿











xc = xi − s✐❣♥❡(eθi).
v0

ωmax

. sin θi

yc = yi + s✐❣♥❡(eθi).
v0

ωmax

. cos θi
✭✺✳✼✮

❊♥ ♣♦s❛♥t s✐❣♥❡(eθi) = eθi
|eθi|

❡t ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t xi ❡t yi ♣❛r ❧❡✉rs ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✺✳✻✱ ♥♦✉s
♦❜t❡♥♦♥s ✿











xc = x0 +
v0
ωi

(sin(θ0 + ωiτ)− sin θ0)−
eθi
|eθi|

.
v0

ωmax

. sin(θ0 + ωiτ)

yc = y0 −
v0
ωi

(cos(θ0 + ωiτ)− cos θ0) +
eθi
|eθi|

.
v0

ωmax

. cos(θ0 + ωiτ)
✭✺✳✽✮

✽✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ◆❖❈ ❡t ❆❜str❛❝t ◆❖❈ ✿ ▼é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❡t r❡❝❤❡r❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡

(∆)

F(q0)

F(ql)

F(q+l)

F(q
j
)

F(q+j)

Cm

CM Em

EM

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ✕ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ E ✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ E ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✉ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r ❛✉ ❝❤❡♠✐♥ ✈✐sé✳
❊♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✻✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❛✐♥s✐ ❞❡✉① ❝❛s s❡❧♦♥ q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t t♦✉r♥❡ à
✰ωmax ✭♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ql à q+l ✮ ♦✉ ✲ωmax ✭♣❛ss❛❣❡ ❞❡ qj à q+j ✮ ✿

✕ s✐ ❧❡ r♦❜♦t t♦✉r♥❡ à ✰ωmax ✭eθl > 0✮✱ ❧✬é❝❛rt ❧❛tér❛❧ EM à F (q+l ) ❡st é❣❛❧ à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
❞✉ ❝❡♥tr❡ CM ❛✉ ❝❤❡♠✐♥ ✈✐sé (∆) ♠♦✐♥s ❧❡ r❛②♦♥ v0

ωmax
❀

✕ s✐ ❧❡ r♦❜♦t t♦✉r♥❡ à ✲ωmax ✭eθj < 0✮✱ ❧✬é❝❛rt ❧❛tér❛❧ Em à F (q+j ) ❡st é❣❛❧ à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
❞✉ ❝❡♥tr❡ Cm ❛✉ ❝❤❡♠✐♥ ✈✐sé (∆) ♣❧✉s ❧❡ r❛②♦♥ v0

ωmax
✳

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧✬❛❥♦✉t ♦✉ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ r❛②♦♥ v0
ωmax

à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✉ ❝❡♥tr❡
CM ou m ❛✉ ❝❤❡♠✐♥ ❡st✐♠é ❞✉ r♦❜♦t ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❞é♣❡♥❞ ❞✉ s❡♥s ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞✉ r♦❜♦t
❛❞♦♣té ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡ s❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ q à q+ ❀ ❡♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ç❛ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ s✐❣♥❡ ❞❡
❧✬❡rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡ eθ✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♣t✐♠✐✲
s❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

E = |❞✐st❛♥❝❡✭CM ou m✱ ❝❤❡♠✐♥ ✈✐sé✮− eθi
|eθi|

.
v0

ωmax

|

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❞❡✉① ❝❛s s❡❧♦♥ q✉❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❡st ❛♣♣r♦❝❤é ♣❛r
✉♥❡ ❞r♦✐t❡ (∆) ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ax+ by + c = 0 ♦✉ ✉♥ ❝❡r❝❧❡ (C) ❞❡ ❝❡♥tr❡ C ❡t ❞❡ r❛②♦♥ R ✿

E =

∣

∣

∣

∣

∣

|axc + byc + c|√
a2 + b2

− eθ
|eθ|. v0

ωmax

∣

∣

∣

∣

∣

E =

∣

∣

∣

∣

∣

R− CCmax −
eθ

|eθ|. v0
ωmax

∣

∣

∣

∣

∣

✭✺✳✾✮

✺✳✷✳✹ ❘❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡

❆♣rès ❛✈♦✐r ❝❤♦✐s✐ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ω∗ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✐s❝rét✐sé ④ωmin✱ ✳✳✳✱ ωmax⑥
❝♦♠♠❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡ s❡❧♦♥ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✱ ω∗ ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s êtr❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳
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✺✳✸✳ ❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡t ❧❛tér❛❧

∩
(∆) ω 

ω*

ω**

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ✕ ❘❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♣♦✉r ♣❧✉s ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❬ωmin✱ ωmax❪ ♣❡✉t ❝♦♥t❡♥✐r ✉♥❡
♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡ ω∗∗✱ q✉✐ ✈ér✐✜❡ à ❧❛ ❢♦✐s Γi ❡t Γ

+

i ❡t q✉✐ ré❞✉✐t ♣❧✉s q✉❡ ω∗ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r E ✱ ♠❛✐s q✉✐ ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✐s❝rét✐sé ④ωmin✱ ✳✳✳✱ ωmax⑥
à ❝❛✉s❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ tr♦♣ ❣r♦ss✐èr❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡
❧❛tér❛❧❡ ω∗✱ ❡t ❡♥ t❡st❛♥t ❧❡s ωi ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ④ωmin✱ ✳✳✳✱ ωmax⑥✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❧❛tér❛❧ ♣❡✉t
tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈✐t❡ss❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t Γi ✭Γ

+

i ❡st ❢❛✉ss❡✮✳ ❊♥
❞és✐❣♥❛♥t ♣❛r ω∩ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ E ♣❛r♠✐ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ✈ér✐✜❛♥t
✉♥✐q✉❡♠❡♥t Γi✱ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [ω∩, ω

∗]✳ ω∗∗ ❡st
❛❧♦rs ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❞é❝♦♠♣♦s❛♥t [ω∩, ω

∗] ❡♥ nraf ♣❛s ❡t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s ét❛♣❡s s✉✐✈✐❡s ♣♦✉r
♦❜t❡♥✐r ω∗✳ P❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ r❛✣♥é❡
❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ W = {ωmin, ..., ωmax}✱ ♥♦✉s ❞ét❡r♠✐♥♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ W∩ ❡t ❧❛
✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ω∩ s❡❧♦♥ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

W∩ = {ω ∈ W , / Γi = 1 ❡t Γ+

i = 0}
ω∩ = argmin

ω∈W∩

(E)

❊♥s✉✐t❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ W∗∗ = {ω∩, ..., ω∗}✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡ s❡❧♦♥ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ω∗∗ = argmin
ω∈W∗∗

(E)

✺✳✸ ❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡t ❧❛tér❛❧

▲❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆❖❈ ❛ été ré❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝♦♥✈♦✐ q✉✐
s❡ ❞é♣❧❛❝❡ à ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❖r✱ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥ s✉✐✈✐ sé❝✉r✐sé✱ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡
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❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ◆❖❈ ❡t ❆❜str❛❝t ◆❖❈ ✿ ▼é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❡t r❡❝❤❡r❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡

v0+ a.∆t

v0+ a.t , 0< t< ∆t

cercle généré à une vitesse v0

cercle généré à une vitesse v1

arc de spirale généré à une 
vitesse

F0

F1

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ ✕ ▲✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ s✉✐✈❡✉r ♣❛r ❞❡✉① ❝❡r❝❧❡s✳

❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞♦✐t êtr❡ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❧❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥trô❧❡s
❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡t ❧❛tér❛❧ s♦♥t ❡①é❝✉tés à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s τ ✳ ❯♥ r♦❜♦t✱ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t
❧♦❝❛❧✐sé à F0✱ ❛②❛♥t ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é♣❛rt v0 ❡t s♦✉♠✐s ❛✉① ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥
❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ a ❡t ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ω ❝♦♥st❛♥t❡s ♣❡♥❞❛♥t τ ✱ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ s❡❧♦♥ ✉♥ ❛r❝ ❞❡

s♣✐r❛❧❡
⌢

F0F1 ✭❛r❝ ❡♥ ✈❡rt s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✮✳ ❈❡t ❛r❝ é✈♦❧✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❜♦r♥é ♣❛r ❞❡✉①
❝❡r❝❧❡s ❣é♥érés ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ê♠❡ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ω ✿

✕ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❡r❝❧❡ ✭❡♥ r♦✉❣❡✮✱ ❞❡ r❛②♦♥ r0 = |v0/ω|✱ ❡st ♦❜t❡♥✉ s✐ ❧❡ r♦❜♦t ❛✈❛♥❝❡ ❡♥
❣❛r❞❛♥t s❛ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ v0 ❀

✕ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❡r❝❧❡ ✭❡♥ ❜❧❡✉✮✱ ❞❡ r❛②♦♥ r1 = |v1/ω|✱ ❡st ♦❜t❡♥✉ s✐ ❧❡ r♦❜♦t ❛✈❛♥❝❡ ❛✈❡❝
s❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈✐t❡ss❡ v1 = v0 + a.τ ✭❝✬❡st ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♦❜t❡♥✉❡ à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✮✳
❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ a ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r
❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡st ♥é❣❛t✐✈❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ❜❧❡✉ ❛ ✉♥ r❛②♦♥ r1 ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ ❧❡ r❛②♦♥
r0 ❞✉ ❝❡r❝❧❡ r♦✉❣❡✳

▲❡s t❡sts ❞❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s Γi ❡t Γ+

i ✉t✐❧✐s❡♥t ❧✬❛r❝ ❞❡ ❝❡r❝❧❡ ❣é♥éré ♣❛r ❧❡ s✉✐✈❡✉r
❡♥ s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t à ✈✐t❡ss❡s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❡t ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❝♦♥st❛♥t❡s✳ P♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧✬❛❜s❡♥❝❡
❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✱ ❧❡ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ✭✉♥ ❞❡s
❞❡✉① ❝❡r❝❧❡s ❜❧❡✉ ♦✉ r♦✉❣❡✮ q✉✐ ❛ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ r❛②♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❝❛❧❝✉❧é ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡
❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❞✉ s✉✐✈❡✉r✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧❛tér❛❧ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ v ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡✳ v ❡st ♦❜t❡♥✉❡ s❡❧♦♥ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

v = max(v0, v0 + a.τ) ✭✺✳✶✵✮

✺✳✹ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ◆❖❈

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆❖❈✳
❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ✈ér✐✜❡r s✐ ✉♥ r♦❜♦t ❝♦♥✈❡r❣❡r❛ t♦✉❥♦✉rs ✈❡rs ❧❡ ❝❤❡♠✐♥

✽✽



✺✳✹✳ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ◆❖❈

❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✱ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❞❡s ❝❛s ❡①trê♠❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s ❞❡✉① ❝❛s ❝r✐t✐q✉❡s ♦ù
❧❡ r♦❜♦t ♣❡✉t ❞✐✈❡r❣❡r ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ✿

❝❛s ✶ ✿ ❧❡ r♦❜♦t ♥✬❡st ♣❛s ♦r✐❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ❝❤❡♠✐♥ ✈✐sé ❀

❝❛s ✷ ✿ ❧❡ r♦❜♦t ❡st ♦r✐❡♥té ✈❡rs ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ à s✉✐✈r❡ ♠❛✐s s♦♥ é❝❛rt ❧❛tér❛❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❝❡ ❝❤❡♠✐♥ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t ♣♦✉r é✈✐t❡r ❞❡ ❝♦✉♣❡r ❝❡❧✉✐✲❝✐✳

Rmax dmax

F0

Fmax

R
max

dmax

Fmax

F0

ωmax ωmax

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ ✕ ❈❛s ✷ ✿ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥ ✈ér✐✜é❡ ✭❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❡t ❞✬✉♥
❝❡r❝❧❡✮✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ♣❡✉t s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ q✉❛♥❞ ❧❡ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ✈✐sé ❡t ♥❡ s❡
tr♦✉✈❡ ♣❛s ♦r✐❡♥té ✈❡rs ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ❙✐ s❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♥❡ ❧✉✐ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ s❡
ré♦r✐❡♥t❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧❡r♦♥s
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❝♦rr✐❣❡r s♦♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳

▲❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s ♣❡✉t s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ q✉❛♥❞ ❧❡ r♦❜♦t ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ à s✉✐✈r❡ ❡t s❡ r❡tr♦✉✈❡
❜✐❡♥ ♦r✐❡♥té ✈❡rs ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❤❡♠✐♥ à s✉✐✈r❡ ♠❛✐s ♣❛s s✉✣s❛♠♠❡♥t é❧♦✐❣♥é ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r
♣♦✉r é✈✐t❡r ❞❡ ❧❡ ❝♦✉♣❡r✳ ❆✐♥s✐✱ ♠ê♠❡ ❡♥ t♦✉r♥❛♥t à ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✱ ✐❧ ♥✬❛rr✐✈❡
♣❛s à é✈✐t❡r ❞❡ ❝♦✉♣❡r ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✾✱ s✐ ❧❡ r♦❜♦t ♥✬❡st ♣❛s
✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥♥é ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❤❡♠✐♥ ❛♣♣r♦❝❤é ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✱ ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❝❡r❝❧❡ ❢♦r♠é ❡♥ t♦✉r♥❛♥t à ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ à ❝❡ ❝❤❡♠✐♥
❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❛✉ r❛②♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❡r❝❧❡✳ P♦✉r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ s♦✐t ✈ér✐✜é❡✱ ✐❧
❢❛✉t q✉❡ ✿

dmax > Rmax ✭✺✳✶✶✮

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ét✉❞✐♦♥s q✉❛♥❞ ❧❡ r♦❜♦t✱ ♠ê♠❡ ❡♥ ❝♦✉♣❛♥t ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❡
❝❤❡♠✐♥ ✈✐sé✱ ❛rr✐✈❡r❛ à ❝♦rr✐❣❡r s♦♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡t à s✉✐✈r❡ s❛♥s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡
s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣r♦❝❤é ♣❛r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥ts
❞❡ ❞r♦✐t❡s ❡t ❞✬❛r❝s ❞❡ ❝❡r❝❧❡s✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té r❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ à ét✉❞✐❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❞✉ s✉✐✈❡✉r ✈❡rs ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❡t s❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ✉♥ ❝❡r❝❧❡✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ❛tt❡✐♥t❡
q✉❛♥❞ ❧✬❡rr❡✉r ❧❛tér❛❧❡ ❞✉ s✉✐✈❡✉r ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❤❡♠✐♥ ✈✐sé ❞é❝r♦ît ✿ | eyi+N

eyi
| < 1✳ ❈❡tt❡

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ✭N ≥ 1✮✱ ♥✬❡st ❣❛r❛♥t✐❡ q✉❡ s✐ ❧❡
❝❤❡♠✐♥ ✈✐sé ♣❛r ❧❡ s✉✐✈❡✉r r❡st❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ❞✉r❛♥t ❧❡s N ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s

✽✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ◆❖❈ ❡t ❆❜str❛❝t ◆❖❈ ✿ ▼é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❡t r❡❝❤❡r❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡

❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❞✬✉♥ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r à ❧✬✐♥st❛♥t
✐ ❡st v = max(vi, vi + a.τ) ❡t r❡st❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s τ ✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ r♦❜♦t ✈❡rs ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡st✐♠é ❞❡ s♦♥
♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ✭❞r♦✐t❡ ♦✉ ❝❡r❝❧❡✮✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✉ r♦❜♦t ♣♦✉r ❝♦♥✈❡r❣❡r ✈❡rs ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ à s✉✐✈r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✐❧
♥✬❡st ♣❛s ♦r✐❡♥té ✈❡rs ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ r♦❜♦t ❡st ♦r✐❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥
❞✉ ❝❤❡♠✐♥ à s✉✐✈r❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧♦rs ❞❡ s♦♥ s✉✐✈✐ ❞❡ ❝❡ ❝❤❡♠✐♥✳ ▲❡
r♦❜♦t ♥❡ ✈ér✐✜❛♥t ♣❛s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✺✳✶✶✱ ♥♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s ♦ù
❧❡ r♦❜♦t ❝♦✉♣❡r❛ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡st✐♠é ❡t ❡♥s✉✐t❡✱ s♦✐t ✐❧ ❛rr✐✈❡r❛ à s✉✐✈r❡
s❛♥s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❝❡ ❝❤❡♠✐♥✱ s♦✐t ✐❧ ❝♦♥t✐♥✉❡r❛ à ♦s❝✐❧❧❡r ❛✉t♦✉r✳

✺✳✹✳✶ ❈❛s ❞✬✉♥❡ ❞r♦✐t❡

x

y

F

yi yi+1 yi+N

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ ✕ ❈❛s ✶ ✿ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ r❡❝t✐❧✐❣♥❡✳

❈❛s ✶ ✿ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ r❡♣èr❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♦ù ❧❡ ❝❤❡♠✐♥
❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❡st ❝♦♥❢♦♥❞✉ ❛✈❡❝ ❧✬❛①❡ ❞❡s x✱ ❡t ♦ù ❧❡ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r ❡st s✐t✉é
s✉r ❧❡s ❛①❡s ❞❡s y✳ ❙❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ à ✉♥ ✐♥st❛♥t i ❡st ❛❧♦rs (0, yi, θi) ✭❛✈❡❝ 0 ≤ θi ≤ π

2
✮

r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✳ ▲✬❡rr❡✉r ❧❛tér❛❧❡ ❞✉ s✉✐✈❡✉r ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❤❡♠✐♥ ✈✐sé ❡st
ey = yi✳ ▲❡ r♦❜♦t ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r s✐ ey ❞✐♠✐♥✉❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s
❡t t❡♥❞ ✈❡rs ✵ ✿ eyi+1

< eyi ⇔ yi+1 < yi✳

❙❡❧♦♥ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✸✳✸ ❞✬✉♥ r♦❜♦t✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r
❧❛tér❛❧❡ ❛♣rès N ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ♦ù ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ω s✬❡①♣r✐♠❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

yi+N = yi −
v

ωi

(cos(N.ω.τ + θi)− cos θi) , N > 0

❊♥ ♣♦s❛♥t θi+N = N.ω.τ + θi ❡t s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ −π
2
≤ θi+N ≤ π

2
✱ ♣♦✉r ❛✈♦✐r yi+1 < yi✱ ✐❧

❢❛✉t q✉❡ ✿

v

ωi

(cos(N.ω.τ + θi)− cos θi) ≥ 0 ⇒ A =
cos(N.ω.τ + θi)− cos θi

ωi

≥ 0

✾✵



✺✳✹✳ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ◆❖❈

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ét✉❞✐❡r ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ A✳

❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✵✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❧❛tér❛❧ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡
✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♥é❣❛t✐✈❡ ωi ❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧✬é❝❛rt ❧❛tér❛❧✳ ▲❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉
s✉✐✈❡✉r ❡st ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s θi+1 ≤ θi✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥tr✐❜✉❡ à ❝♦rr✐❣❡r ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ r♦❜♦t✳ ◆♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ❝❛s s✉✐✈❛♥ts ✿

✕ s✐ |θi+1| > |θi|✱ cos θi+1 < cos θi ⇒ A > 0 ❀ ❝❡❝✐ r❡✈✐❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ s✐ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡
ωi ❡st s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r r❛♠❡♥❡r ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ s✉✐✈❡✉r à −π

2
≤ θi+1 ≤ −θi✱ ❧✬❡rr❡✉r

❧❛tér❛❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ✭y = 0✮ ❞é❝r♦ît ❀

✕ s✐ |θi+1| < |θi|✱ cos θi+1 > cos θi ⇒ A < 0 ❀ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬❡rr❡✉r ❧❛tér❛❧❡ ♥✬❡st ♣❛s
ré❞✉✐t❡ ❛♣rès ✉♥ s❡✉❧ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❀ ❧❡ s✉✐✈❡✉r ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s N
♣♦✉r ❝♦rr✐❣❡r s♦♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♥✈❡r❣❡r ✈❡rs ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳ P❡♥❞❛♥t
❝❡s N ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✱ ❧❡ s✉✐✈❡✉r t♦✉r♥❡ à ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ✭ωmin q✉❛♥❞ ✐❧
❡st ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ s♦♥ ❝❤❡♠✐♥ ✈✐sé ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✮ ❡t ωmax q✉❛♥❞ ✐❧ ❡♥ ❡st ❡♥ ❞❡ss♦✉s✮
❥✉sq✉✬à ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ θi+N ≤ −θi✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡
N ❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s τ ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❜✐❡♥ s❡ ré♦r✐❡♥t❡r ✿

θi+N = θi −N.ωmax.τ ≤ −θi

❝❛s ❧✐♠✐t❡ ✿ θi −N.ωmax✳τ = −θi

⇒ N.τ =
2θi
ωmax

❈❛s ✷ ✿ ▲❡ r♦❜♦t✱ ♦r✐❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❛♣♣r♦❝❤é ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❡t
❞♦♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❛s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭❢♦r♠✉❧❡ ✺✳✶✶✮✱ ♥❡ tr♦✉✈❡
♣❛s ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧✉✐ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬é✈✐t❡r ❞❡ ❝♦✉♣❡r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡st✐♠é ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳
▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❡st ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r
♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✸✳ ◗✉❛♥❞ ❧❡ r♦❜♦t ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡
❝❛❧❝✉❧é❡ ❡t ♣❛ss❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❝ôté ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ r❡❝t✐❧✐❣♥❡ ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✱ ❞❡✉① ❝❛s s♦♥t
♣♦ss✐❜❧❡s s❡❧♦♥ s❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡t s❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡ ❝❤❡♠✐♥ ✿

✕ s♦✐t ❧❡ r♦❜♦t ♥❡ s❡ tr♦✉✈❡ ♣❛s ♦r✐❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ✈✐sé✳ ◆♦✉s r❡tr♦✉✲
✈♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✺✳✶✶✮ ❀

✕ s♦✐t ❧❡ r♦❜♦t s❡ tr♦✉✈❡ ♦r✐❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ✈✐sé ❡t ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❛s
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭❢♦r♠✉❧❡ ✺✳✶✶✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✲
✉r❡ ✺✳✶✷✲❛✱ ✐❧ ✈❛ ❝♦♥t✐♥✉❡r à ❝♦✉♣❡r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❥✉sq✉✬à tr♦✉✈❡r
✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡✳ P♦✉r é✈✐t❡r ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♦s❝✐❧❧❛t♦✐r❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
❡①✐❣❡r à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ q✉✐ ♠è♥❡ ❧❡ r♦❜♦t à s✬é❧♦✐❣♥❡r
❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♣♦✉r ❡♥s✉✐t❡ r❡✲❝♦♥✈❡r❣❡r
✈❡rs ❝❡❧✉✐✲❝✐ s❛♥s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✷✲❜✳ ❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❛❞♦♣t❡r ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❝ré❡ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❧❛tér❛❧❡ ✐♠✲
♣♦rt❛♥t❡✳ ■❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡t ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s
♣❛s été ❝♦♥❢r♦♥té à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✷✲❛✳

✾✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ◆❖❈ ❡t ❆❜str❛❝t ◆❖❈ ✿ ▼é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❡t r❡❝❤❡r❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡

x

y

F

ωl

Fl

yi+1 yi+N

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶ ✕ ❈❛s ✷ ✿ ♣r❡♠✐èr❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ r❡❝t✐❧✐❣♥❡✳

x

y

F

ωl

ωmax

ωminFl

x

y

F

ωl

ωmax

ωmin

Fl

(a) (b)

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷ ✕ ❈❛s ✷ ✿ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ r❡❝t✐❧✐❣♥❡✳

✺✳✹✳✷ ❈❛s ❞✬✉♥ ❝❡r❝❧❡

❈❛s ✶ ✿ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ (C) ❞✉ r♦❜♦t ♣ré❞é❝❡ss❡✉r
❡st ❝❡♥tré s✉r O ✭❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞✉ r❡♣èr❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✮✱ ❡t q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r ❡st ♣♦s✐t✐♦♥♥é
s✉r ❧✬❛①❡ ❞❡s y ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ ±π

2
✳ ▲❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✉ r♦❜♦t ❡st ♥♦té

(0, yi, θi)✳ ▲✬❡rr❡✉r ❧❛tér❛❧❡ ey ❞✉ s✉✐✈❡✉r ♣❛r r❛♣♣♦rt à (C) ❡st ❧❡ r❛②♦♥ R ❞❡ (C) ♠♦✐♥s
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✭❡♥ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡✮ ❞✉ s✉✐✈❡✉r ❛✉ ❝❡♥tr❡ O ❞✉ ❝❡r❝❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s d ✿ ey
= |R−d|✳ ➚ ❧✬✐♥st❛♥t i✱ ❧✬❡rr❡✉r ❧❛tér❛❧❡ ey ♥♦té❡ ei ❡st é❣❛❧❡ à |R−|yi||✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡
❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✳

❊♥ r❛✐s♦♥♥❛♥t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞r♦✐t❡✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ q✉❛♥❞ ❧✬❡rr❡✉r
❧❛tér❛❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❡r❝❧❡ (C) ❞✐♠✐♥✉❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ✿

{

ei+1 < ei ⇒ di+1 > di

x2

i+1 + y2i+1 > y2i
✭✺✳✶✷✮

✾✷



✺✳✹✳ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ◆❖❈

x

y

ei

ei+1 ei+N

(C)

O

F Fi+1

Fi+N

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸ ✕ ❈❛s ✶ ✿ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s ✸✳✸✱ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ s✉✐✈❡✉r ❛♣rès N ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s
❡st ❡①♣r✐♠é❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿











xi+N = xi +
v

ωi

(sin(N.ωi.τ + θi)− sin θi) , xi = 0

yi+N = yi −
v

ωi

(cos(N.ωi.τ + θi)− cos θi) , N ≥ 0
✭✺✳✶✸✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù N = 1 ❡t ♣♦✉r ❛✈♦✐r x2
i+1 + y2i+1 > y2i ✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ✿

2.
v20
ω2
i

.(1− cos(ωiτ))− 2.yi.
v0
ωi

(cos θi+1 − cos θi) > 0 ✭✺✳✶✹✮

❈❡tt❡ é❣❛❧✐té ❡st t♦✉❥♦✉rs s❛t✐s❢❛✐t❡ s❛✉❢ ❞❛♥s ❞❡✉① ❝❛s ✿

✕ s✐ θi > 0✱ ❧❡ s✉✐✈❡✉r✱ t♦✉r♥❛♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♥é❣❛t✐✈❡ ωi < 0✱ ❛✉r❛ ✉♥❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ θi+1 < 0 t❡❧ q✉❡ |θi+1| > θi ❀

✕ s✐ θi < 0✱ ❧❡ s✉✐✈❡✉r t♦✉r♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ωi > 0♠❛✐s s❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ θi+1 < −θi ❀

❉❛♥s ❝❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ✉♥ s❡✉❧ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧✬é❝❛rt ❧❛tér❛❧✳
▲❡ s✉✐✈❡✉r t♦✉r♥❡ ❛✐♥s✐ à ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❥✉sq✉✬à ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
♦ù s♦♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ θi+N ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à −θi✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ N ❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s
♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧✬é❝❛rt ❧❛tér❛❧ ❡st ❛✐♥s✐ ❝❛❧❝✉❧é s❡❧♦♥ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

θi+N = θi +Nω∗τ ≥ −θi

❝❛s ❧✐♠✐t❡ ✿ θi +Nω∗τ = −θi

⇒ Nτ = −2θi
ω∗

ω∗ ❡st é❣❛❧❡ à ±ωmax s❡❧♦♥ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ s✉✐✈❡✉r ✿ s✐ θi > 0✱ ❧❡ r♦❜♦t ✈❛ t♦✉r♥❡r ❛✈❡❝
ωmin ✭♣r❡♠✐❡r ❝❛s✮ ❀ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ s✐ θi < 0✱ ❧❡ r♦❜♦t ✈❛ t♦✉r♥❡r ❛✈❡❝ ωmax ✭❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s✮✳

✾✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ◆❖❈ ❡t ❆❜str❛❝t ◆❖❈ ✿ ▼é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❡t r❡❝❤❡r❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡

❈❛s ✷ ✿ ▲❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s✉✐✈✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❡st ❛❞♦♣té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥
❝❤❡♠✐♥ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡✳ ▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ r♦❜♦t ♥❡ ✈ér✐✜❛♥t ♣❛s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥
✭❢♦r♠✉❧❡ ✺✳✶✶✮✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r
♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✸ s❛♥s ❧✉✐ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬é✈✐t❡r ❞❡ ❝♦✉♣❡r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡
❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳ ◗✉❛♥❞ ❧❡ r♦❜♦t ❛♣♣❧✐q✉❡ s❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡✱ ✐❧ ♣❛ss❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡
❝ôté ❞✉ ❝❡r❝❧❡✳ P♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s✉✐✈✐✱ ♥♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❞❡✉① ❝❛s s❡❧♦♥ ❧❡ s✐❣♥❡
❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞✉ r♦❜♦t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❤❡♠✐♥ ✈✐sé ✿

✕ s♦✐t ❧❡ r♦❜♦t ♥❡ s❡ tr♦✉✈❡ ♣❛s ♦r✐❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ✈✐sé✳ ◆♦✉s r❡tr♦✉✲
✈♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✺✳✶✹✮ ❀

x

y

ei

ei+1

ei+N

(C)

O

F

Fi+1

Fi+N

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹ ✕ ❈❛s ✷ ✿ ♣r❡♠✐èr❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡✳

✕ s♦✐t ❧❡ r♦❜♦t s❡ tr♦✉✈❡ ♦r✐❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ✈✐sé ❡t ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❛s ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭❢♦r♠✉❧❡ ✺✳✶✶✮✳

F

ωl

ωmax

ωmin

F
l

(b)

(a)

ωl

F
l

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺ ✕ ❈❛s ✷ ✿ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡✳

✾✹



✺✳✺✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆❖❈

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✺✲❛✱ ✐❧ ✈❛ ❝♦♥t✐♥✉❡r à ❝♦✉♣❡r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡
s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❥✉sq✉✬à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡✳ P♦✉r é✈✐t❡r ✉♥ ♠♦✉✲
✈❡♠❡♥t ♦s❝✐❧❧❛t♦✐r❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡①✐❣❡r à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉✲
❧❛✐r❡ q✉✐ ♠è♥❡ ❧❡ r♦❜♦t à s✬é❧♦✐❣♥❡r ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r
t❡♠♣s ♣♦✉r ❡♥s✉✐t❡ r❡✲❝♦♥✈❡r❣❡r ✈❡rs ❝❡❧✉✐✲❝✐ s❛♥s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛
✜❣✉r❡ ✺✳✶✺✲❜✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞r♦✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣ré❢éré ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ✉♥
s✉✐✈✐ ♣ré❝✐s✳
❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♥✬❛❞♦♣t♦♥s ♣❛s ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✺✲❜
♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❣é♥èr❡ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❧❛tér❛❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ❊♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ré❛❧✲
✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥st❛té q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t ♥✬❛ ❥❛♠❛✐s s✉❜✐ ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥
❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✺✲❜✳

✺✳✺ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆❖❈

❆♣rès ❛✈♦✐r ❡①♣❧✐q✉é ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆❖❈✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ✈❛❧✐❞❡r
❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡♥ ré❛❧✐s❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❈❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s s♦♥t ré❛❧✐sé❡s s✉r ✉♥ ♠♦❞✲
è❧❡ ❞❡ r♦❜♦ts ❞♦♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡st ❞❡ vmax = 0, 65 ♠✴s✳

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ré❛❧✐s♦♥s ✉♥❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
❞❡s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ▼❡♠♦✲▲❆❚ ❡t ◆❖❈ ❛✜♥ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥
❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ◆❖❈ à ✉♥ s✉✐✈✐ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ▼❡♠♦✲▲❆❚ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬❛✈♦✐r ❞❡ ❜♦♥s
rés✉❧t❛ts✳ ▲❡s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ▼❡♠♦✲▲❆❚ ❡t ◆❖❈ s♦♥t ✐♠♣❧é♠❡♥tés s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ r♦❜♦ts à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✐♠✉❧❡r ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✜❞è❧❡
à ❧❡✉r ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ré❡❧✳

✺✳✺✳✶ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ▼❡♠♦✲
▲❆❚ ❡t ◆❖❈

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆❖❈ ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t s♦♥ ❡✣❝❛❝✐té ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❞❡s s✉✐✈✐s ❡♥ ❝♦♥✈♦✐ ♦ù ▼❡♠♦✲▲❆❚ ♥✬❛✣❝❤❡ ♣❛s ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ▼❡♠♦✲▲❆❚ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ ré❣❧❛❣❡ ❞❡
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t dl ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛❝t❡✉rs ✭✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡✱
❝♦✉r❜✉r❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ à s✉✐✈r❡✱ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r♦❜♦ts ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥✈♦✐✮✳ ❉❛♥s ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✳✷✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t dl ✐♥✢✉❡ s✉r
❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s✉✐✈✐ ❞❡s ❧♦♥❣s ❝♦♥✈♦✐s✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r rét❛❜❧✐r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ s✉✐✈✐✱ dl ❞♦✐t
êtr❡ ❛❥✉sté❡✳

❆✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s♦✉❧✐❣♥é q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆❖❈ ❛ été ❝♦♥ç✉ ❞❛♥s
❧❡ ❜✉t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ▼❡♠♦✲▲❆❚✳ ❊♥ ♣❧✉s ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r à é✈✐t❡r ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❛r s❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✉♥ ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ◆❖❈ s✉r ▼❡♠♦✲▲❆❚ ❡st ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s à
ré❣❧❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✳

P♦✉r ré❛❧✐s❡r ❝❡tt❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s✱ ♥♦✉s ré❛❧✐s♦♥s ✉♥ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣
❞✬✉♥ ❝♦♥✈♦✐ ❞❡ 9 r♦❜♦ts ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ s♣✐r❛❧✳ ▲❡s r♦❜♦ts s♦♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❛❧✐❣♥és

✾✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ◆❖❈ ❡t ❆❜str❛❝t ◆❖❈ ✿ ▼é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❡t r❡❝❤❡r❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡

❡t ❞✐st❛♥t ❞❡ 0, 2 ♠✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣❡r♠✐s❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① r♦❜♦ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❡st ❞❡
0, 1 ♠✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ♣♦✉r ▼❡♠♦✲▲❆❚ ❡st ❞❡ 17 ♠♠✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡
◆❖❈✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❬ωmin✱ ωmax❪ ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥ ✶✵
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ❡t s✐ ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t ❛ ❧✐❡✉✱ ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡
❡st à ♥♦✉✈❡❛✉ ❞✐s❝rét✐sé ❡♥ ✶✵ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✳
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error leader-follower 8

error leader-follower 7
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error leader-follower 3

error leader-follower 2

error leader-follower 1
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Temps(s)

leader - suiveur 8
leader - suiveur 7
leader - suiveur 6
leader - suiveur 5
leader - suiveur 4
leader - suiveur 3
leader - suiveur 2
leader - suiveur 1

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻ ✕ ➚ ❣❛✉❝❤❡ ✿ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ❞❡ ✾ r♦❜♦ts s♦✉s ▼❡♠♦✲▲❆❚ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥
s♣✐r❛❧✱ à ❞r♦✐t❡ ✿ ❝♦✉r❜❡s ❞✬❡rr❡✉r ❧❛tér❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞✉ ❧❡❛❞❡r ❡t ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s
s✉✐✈❡✉rs✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✻ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s tr❛❝és ♣❛r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts r♦❜♦ts s♦✉♠✐s à ▼❡♠♦✲▲❆❚
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞✬❡rr❡✉r ❧❛tér❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❧❡❛❞❡r ❡t ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s s✉✐✈❡✉rs✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡ r❡♠❛rq✉❡r✱ ♣❧✉s ❧❡s r♦❜♦ts ❛✈❛♥❝❡♥t✱ ♣❧✉s ❧✬❡rr❡✉r ❧❛tér❛❧❡ s✬❛❝❝✉✲
♠✉❧❡ ♠❡♥❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s r♦❜♦ts à ♦s❝✐❧❧❡r ❛✉t♦✉r ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❧❡❛❞❡r✳ ▲❡ s✉✐✈✐ ♥✬❡st ❛❧♦rs ♣❛s
st❛❜❧❡✳ ❈❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♦s❝✐❧❧❛t♦✐r❡ ❡st ♦❜s❡r✈é s✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞✬❡rr❡✉r ❧❛tér❛❧❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡
❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❞❡ ❧✬é❝❛rt ❧❛tér❛❧ ❥✉sq✉✬à 1, 1 ♠✳

temps (s)

e
rr

e
u
r 

la
té

ra
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 (
m

)

leader - suiveur 8
leader - suiveur 7
leader - suiveur 6
leader - suiveur 5
leader - suiveur 4
leader - suiveur 3
leader - suiveur 2
leader - suiveur 1

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼ ✕ ➚ ❣❛✉❝❤❡ ✿ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ s♦✉s ◆❖❈ ❞❡ ✾ r♦❜♦ts ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ s♣✐r❛❧✱
à ❞r♦✐t❡ ✿ ❝♦✉r❜❡s ❞✬❡rr❡✉r ❧❛tér❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞✉ ❧❡❛❞❡r ❡t ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s s✉✐✈❡✉rs✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧✬♦❜s❡r✈❡r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✼✱ ◆❖❈ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ s✉✐✈✐ ♣❧✉s
st❛❜❧❡ ❞❡s ❧♦♥❣s ❝♦♥✈♦✐s ❞❡ r♦❜♦ts✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ❝♦♥✈♦✐ ♥❡ ❞✐✈❡r❣❡ ♣❛s✱ s❛♥s ❛✈♦✐r ❜❡s♦✐♥ ❞❡
ré❣❧❡r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ▲✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♦s❝✐❧❧❛t♦✐r❡ ♦❜s❡r✈é s♦✉s ▼❡♠♦✲
▲❆❚ ❡t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❧❛tér❛❧❡ ❞❡ 1, 1♠ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✶✻✮ ❥✉sq✉✬à 0, 17♠ s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s
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✺✳✺✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆❖❈

❣râ❝❡ ❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ◆❖❈ ✿ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ s✉✐✈r❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♥♦♥ ♦r✐❡♥tés✱ ❝♦♠♠❡
❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ▼❡♠♦✲▲❆❚✱ ◆❖❈ r❡❝♦♥str✉✐t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ r♦❜♦t ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❡t ❝❛❧❝✉❧❡
❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❛✉ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r ❞❡ s✉✐✈r❡ ❝❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥ é✈✐t❛♥t ❧❡s
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳

temps (s)
e
rr

e
u
r 

la
té

ra
le

 (
m

)

leader - suiveur 8
leader - suiveur 7
leader - suiveur 6
leader - suiveur 5
leader - suiveur 4
leader - suiveur 3
leader - suiveur 2
leader - suiveur 1

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽ ✕ ➚ ❣❛✉❝❤❡ ✿ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ s♦✉s ◆❖❈ ❞❡ ✾ r♦❜♦ts s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t s❡❧♦♥ ✉♥ ♠♦❞è❧❡
à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ s♣✐r❛❧✱ à ❞r♦✐t❡ ✿ ❝♦✉r❜❡s ❞✬❡rr❡✉r ❧❛tér❛❧❡ ❡♥tr❡
❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞✉ ❧❡❛❞❡r ❡t ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s s✉✐✈❡✉rs✳

✺✳✺✳✷ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s r♦❜♦ts s✉r ◆❖❈

▼❛❧❣ré ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞✉ s✉✐✈✐ ♦❜s❡r✈é❡ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✶✻ ❡t ✺✳✶✼✱ ◆❖❈
♠♦♥tr❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♠♦✐♥s ❜♦♥♥❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s à q✉♦✐ ♥♦✉s ♥♦✉s ❛tt❡♥❞♦♥s✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞û
❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ◆❖❈ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧✬♦❜s❡r✈❡r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✽✱ ❧❡ s✉✐✈✐ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à ✈❛r✐❛t✐♦♥
✐♥st❛♥t❛♥é❡ ❡st st❛❜❧❡ ❡t ♣ré❝✐s ✶✶✱ ❧✬é❝❛rt ❧❛tér❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ ét❛♥t ✐♥❢ér✐❡✉r 17 ♠♠✳ ❯♥❡

✶✶✳ ▲✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬❡rr❡✉r ❞✉ s✉✐✈✐ ♦❜t❡♥✉ ❛✈❡❝ ◆❖❈ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✽ ♠♦♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
♣✐❝s✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧✬❡rr❡✉r ❧❛tér❛❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ r❡st❡ très ❢❛✐❜❧❡ ✭< 17 ♠♠✮✳ ❈❡s ♣✐❝s ❞✬❡rr❡✉r s♦♥t ❞✉s à ❞❡✉①
r❛✐s♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✿

✕ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❝❛❧❝✉❧é ❡st ❞✐s❝r❡t ❡t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s
❛♥❣✉❧❛✐r❡s ④ωmin✱ ✳✳✳✱ ωmax⑥✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s
♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡❧❧❡ ♥❡ r❡♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡✱ s✉r
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s✱ q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t ♣♦✉rr❛✐t ❛♣♣❧✐q✉❡r ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥ s✉✐✈✐ ♣❧✉s
❞♦✉① ✭♠♦✐♥s ❞❡ ♣✐❝s✮✱ ❝❡tt❡ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♥❡ ✜❣✉r❛♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡
❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳

✕ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡ r♦❜♦t r❡❝♦♥str✉✐t ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❡t ❝❤❡r❝❤❡ à s✉✐✈r❡
❞✉r❛♥t s♦♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝❡s ♠♦r❝❡❛✉① ❝❤❡♠✐♥s r❡❝♦♥str✉✐ts✳ ❊♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s à s✉✐✈r❡✱ ❧❡
r♦❜♦t ♣❡✉t s❡ r❡tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ✉♥ ét❛t ✭♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❤❡♠✐♥ ♣♦✉r
❧❡q✉❡❧ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭❡q✳ ✺✳✶✶✮ ♥✬❡st ♣❛s ✈ér✐✜é❡✱ ❝❡ q✉✐ ❣é♥èr❡ ✉♥❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡
❧❡ r♦❜♦t ❡t ❝❡ ❝❤❡♠✐♥✳

✾✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ◆❖❈ ❡t ❆❜str❛❝t ◆❖❈ ✿ ▼é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❡t r❡❝❤❡r❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡

❢♦✐s ✐♠♣❧é♠❡♥té s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✶✼✮ q✉✐
♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♦♥t ♠♦✐♥s
❜♦♥♥❡s ✿ ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♦s❝✐❧❧❛t♦✐r❡ ❛♣♣❛r❛ît ❧♦rs ❞✉ s✉✐✈✐ ♠❡♥❛♥t à ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❧❛tér❛❧❡
♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ 170 ♠♠✳ ❈❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♦s❝✐❧❧❛t♦✐r❡ ❡st ❞û ❛✉ r❡t❛r❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ t❡♠♣s
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✉ r♦❜♦t ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡ s❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❝♦✉r❛♥t❡ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡
❞és✐ré❡✳ ❈❡ r❡t❛r❞ ❛✛❡❝t❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡ ❞❡ ❞❡✉① ❢❛ç♦♥s ✿

✶✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s Γi✱ Γi
+ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ E ❝♦♥s✐❞èr❡♥t q✉❡ ❧❡

r♦❜♦t✱ s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t à ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ v0 ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❣é♥èr❡ ✉♥ ❛r❝ ❞❡ ❝❡r❝❧❡
♣♦✉r ✉♥ ωi ❞♦♥♥é✳ ❖r✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s q✉❛♥❞ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✳ P♦✉r q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t ♣✉✐ss❡ t♦✉r♥❡r à ωi✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t q✉❡ s❛
✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♣❛ss❡ ✐♥st❛♥t❛♥é♠❡♥t ❞❡ s❛ ✈❛❧❡✉r ❝♦✉r❛♥t❡ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞és✐ré❡ ωi✳
▲❡ r♦❜♦t ♥❡ tr❛❝❡ ❛❧♦rs ♣❛s ✉♥ ❛r❝ ❞❡ ❝❡r❝❧❡✱ ♠❛✐s ✉♥ ❛r❝ ❞❡ ❝❧♦t❤♦ï❞❡ q✉✐ ♣❡✉t
é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t êtr❡ s✉✐✈✐ ❞✬✉♥ ❛r❝ ❞❡ ❝❡r❝❧❡ s✐ ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s τ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t
❣r❛♥❞✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t s✐♠✉❧é ❞✉ r♦❜♦t ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ ◆❖❈✳
▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s Γi✱ Γi

+ s♦♥t ❛❧♦rs ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♠❛❧ é✈❛❧✉é❡s ❡t ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r ♣❡✉t êtr❡ ❡rr♦♥é❡✳

✷✳ ▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡t ❧❛tér❛❧✱ ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✱ ♥❡ ❝♦♥✈✐❡♥t ♣❛s ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s r♦❜♦ts à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r♦✲
❣r❡ss✐✈❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡✱
❝❡tt❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡✱ ❞✉r❛♥t ✉♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✱ ❧❡ r♦❜♦t é✈♦❧✉❡ ❧❡ ❧♦♥❣
❞✬✉♥ ❛r❝ ❞❡ s♣✐r❛❧❡ ✭✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ✉♥✐❢♦r♠é✲
♠❡♥t ✈❛r✐é❡✮ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❜♦r♥é ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❡r❝❧❡s✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥
♠♦❞è❧❡ à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✱ ❧❡ r♦❜♦t ♥❡ ❣é♥èr❡ ♣❧✉s ✉♥ ❛r❝ ❞❡ s♣✐r❛❧❡ ♣✉✐sq✉❡ s❛
✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✉r❛♥t ❝❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉
r♦❜♦t ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s êtr❡ ❜♦r♥é ♣❛r ❞❡✉① ❝❡r❝❧❡s✱ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❝♦♥trô❧❡✉rs
♥❡ ❣❛r❛♥t✐t ♣❧✉s ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞✉ r♦❜♦t ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à ✐♥❞✐q✉é✱ ◆❖❈ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é✲
♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s r♦❜♦ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♥s✐❣♥❡s✳ ▲♦rsq✉❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
✭✐❝✐✱ ♠♦❞è❧❡ à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡✮ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡✛❡❝✲
t✐❢ ❞❡s r♦❜♦ts ✭♠♦❞è❧❡ à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✮✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s ✉♥❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ♥♦t❛❜❧❡
❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❛❧♦rs à ❛❞❛♣t❡r ◆❖❈ ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
❞❡s r♦❜♦ts ❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❞❡r ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ▲❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐♠✲
♣❧✐q✉❡ ❞✬❛❜str❛✐r❡ ◆❖❈ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s r♦❜♦ts✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✐♠✉❧❛♥t ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ré❡❧
❞❡s r♦❜♦ts ✭♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ❧❡ rés♦✉❞r❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t✮ ❡t ✉t✐❧✐s♦♥s s❛ s♦rt✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡✳

✾✽



✺✳✻✳ ❆❜str❛❝t ◆❖❈ ✿ ❆❜str❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆❖❈ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t

✺✳✻ ❆❜str❛❝t ◆❖❈ ✿ ❆❜str❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡◆❖❈
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆❖❈✱ t❡❧ q✉✬✐❧ ❡st ❝♦♥ç✉✱
❡st ❢♦♥❞é s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s r♦❜♦ts à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ ✿ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ④ωmin✱ ✳✳✳✱ ωmax⑥ ✐♥❞✉✐s❛♥t
❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♥♦♥ ❞és✐rés t❡st❡♥t s✐ ❞❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞✬❛r❝s ❞❡ ❝❡r❝❧❡s ❡t ❞❡ s❡❣♠❡♥ts
❞❡ ❞r♦✐t❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧❛tér❛❧ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t✱ ❞♦♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡
❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ✈❛r✐❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ r❡st❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✉r❛♥t ✉♥ ♣❛s ❞❡
t❡♠♣s✱ tr❛❝❡ ❞❡s ❛r❝s ❞❡ s♣✐r❛❧❡✳

❉❛♥s ❧✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✳✷✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡
◆❖❈ s♦♥t ♠♦✐♥s ❜♦♥♥❡s q✉❛♥❞ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✉ r♦❜♦t ❝❤❛♥❣❡ ✿ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
à t❡st❡r ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡ ♥❡ s♦♥t
♣❧✉s ❝♦♥❢♦r♠❡s ❛✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✉é ♣❛r ❧❡ r♦❜♦t✳

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞✬❛❜str❛✐r❡ ◆❖❈ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
❞✉ r♦❜♦t ❡t ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❆❜str❛❝t ◆❖❈✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞✬✐♥té❣r❡r ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✉ r♦❜♦t
❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♥♦✉s ❝♦✉♣❧❡r♦♥s ❆❜str❛❝t ◆❖❈ à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❡①t❡r♥❡ q✉✐ s✐♠✉❧❡ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ❆❜str❛❝t ◆❖❈ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t s✐♠✉❧é
♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡✳ ❈❡tt❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡ttr❛ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆❖❈
❞✬êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❛✈❡❝ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ▼❡♠♦✲
▲❆❚ ❡t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ◆❖❈✱ ❛✉❝✉♥ ❞é❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡t
❧❛tér❛❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ad s❡r❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s
❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✱ ❡t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡
❛♥❣✉❧❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡①t❡r♥❡ ❛♣♣❡❧é❡ ♣❛r ❆❜str❛❝t ◆❖❈
s✐♠✉❧❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳ ◆♦✉s
s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❡t ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❝♦✉r❛♥t❡s ❞✉ r♦❜♦t s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s
♣❛r v0 ❡t ω0 ❡t ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞és✐ré❡s ♣❛r vd = v0 + ad.τ ❡t ωd ✭❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧
❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ad ❡t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❧❛tér❛❧ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ωd✮✳

▼ê♠❡ s✐ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ◆❖❈ r❡st❡ ❧❡ ♠ê♠❡✱ q✉❡❧q✉❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s s♦♥t à ❛♣♣♦rt❡r
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❜str❛❝t ◆❖❈✳ ❈❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✱ q✉✐ t♦✉❝❤❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t
❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s Γ ❡t Γ+ ❡t à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳

✺✳✻✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶ ❝♦♥s✐st❡
à t❡st❡r s✐ ❧❡ r♦❜♦t ♣♦✉rr❛✐t é✈✐t❡r ❞❡ ❝♦✉♣❡r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❡♥ t♦✉r♥❛♥t à
±ωmax ❡t ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❝♦♥st❛♥t❡ v0✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈❡♥❛✐t à é✈❛❧✉❡r ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ Γ+✱ ❝♦♥ç✉❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à êtr❡ t♦✉❥♦✉rs t❡sté❡ à ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❊♥
❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✱ ❝❡ t❡st ♥✬❡st ♣❧✉s ✈❛❧✐❞❡
♣✉✐sq✉❡ ❧❡ r♦❜♦t ♥❡ ❣é♥èr❡ ♣❧✉s ❞❡s ❝❡r❝❧❡s ❡♥ t♦✉r♥❛♥t à ±ωmax✳ ❙❛❝❤❛♥t q✉❡ s❛ ✈✐t❡ss❡
❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡st ω0 ❡t q✉✬✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛tt❡✐♥❞r❡ ✐♥st❛♥t❛♥é♠❡♥t s❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡

✾✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ◆❖❈ ❡t ❆❜str❛❝t ◆❖❈ ✿ ▼é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❡t r❡❝❤❡r❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡

♠❛①✐♠❛❧❡✱ ❧❡ r♦❜♦t tr❛❝❡ ✉♥ ❛r❝ ❞❡ ❝❧♦t❤♦ï❞❡ ✭❝♦✉r❜❡ ❣é♥éré❡ ♣❛r ✉♥ r♦❜♦t s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t
à ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ q✉✐ ✈❛r✐❡ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t✮ ♣♦✉r
❛tt❡✐♥❞r❡ ωmax ♦✉ ✲ωmax✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧ ❝♦♥t✐♥✉❡ à t♦✉r♥❡r à ωmax ✭♦✉ ✲ωmax✮ t♦✉t ❡♥ ❣é♥ér❛♥t
✉♥ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ r❛②♦♥ v0/ωmax ✭✜❣✉r❡ ✺✳✶✾✮✳ ❙✐ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ❣é♥érés ♣❛r ❧❡
r♦❜♦t ♥❡ ❝♦✉♣❡ ♣❛s (∆) ♦✉ (C)✱ ❧❡ s✉✐✈❡✉r ❛ tr♦✉✈é s❛ ❝✐❜❧❡✳ ❙✐♥♦♥✱ ✐❧ t❡st❡ ❧❡ ♣♦✐♥t s✉✐✈❛♥t✳

R=1/k

PgoalPprécédent

Psuivant

F

L

ωmax

-ωmax

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✾ ✕ ❈❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝✐❜❧❡ s❡❧♦♥ ◆❖❈ é✈♦❧✉é✳

✺✳✻✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡

P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧❛tér❛❧ ❞✉ r♦❜♦t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆❖❈ ♣❛r❝♦✉rt ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❛✜♥ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡
ωi ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ④ωmin✱ ✳✳✳✱ ωmax⑥✱ ✐❧ t❡st❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s Γi✱ Γ

+

i ❡t é✈❛❧✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬❡rr❡✉r✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ ❝♦♥s✐st❡ à
❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ♦✉ ❞✉ ❝❡r❝❧❡ q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t✱ ❛②❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡✱ tr❛❝❡ ❡♥ s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t à ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❝♦♥st❛♥t❡ v0 ❡t
✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ωi ♥✉❧❧❡ ♦✉ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✳

❊♥ ♣❛ss❛♥t à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ✭♣♦✉r r❛♣♣❡❧✱ ✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✮✱ ❝❡tt❡
♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ tr❛❝é ♣❛r ❧❡ s✉✐✈❡✉r s♦✉♠✐s ❛✉① ❝♦♠♠❛♥❞❡s vd ❡t ωi✳
❈❡ ❝❤❡♠✐♥✱ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ✉♥ ❝❡r❝❧❡ ♠❛✐s ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡
❞♦♥t ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ✭κ = ω/v✮ ❡st ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❡st ❣é♥éré ❡♥ ♣❛ss❛♥t ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❝♦✉r❛♥t❡s ✭v0
❡t ω0✮ ❞✉ r♦❜♦t ❛✉① ✈✐t❡ss❡s ❞és✐ré❡s ✭vd ❡t ωi✮✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ♠❡♥t✐♦♥♥é ❞❛♥s
❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ tr❛❝é❡ ♣❛r ❧❡ r♦❜♦t ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts
P : {p1, p2, ..., pN}✳ ❈❡tt❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♣❡r♠❡t ❞❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣ré❝✐s
❞✉ r♦❜♦t ❞✉r❛♥t ✉♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s τ ✳

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s Γi✱ Γ
+

i ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r s❡r♦♥t é✈❛❧✉é❡s ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❡s
♣❛r❛❣r❛♣❤❡s s✉✐✈❛♥ts✳

✶✵✵



✺✳✻✳ ❆❜str❛❝t ◆❖❈ ✿ ❆❜str❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆❖❈ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t

✺✳✻✳✷✳✶ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ Γi

❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r✱ s♦✉♠✐s ❛✉① ❝♦♠♠❛♥❞❡s {vd, ωi}✱
♣❡✉t s❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❞✉r❛♥t ✉♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s τ s❛♥s ❝♦✉♣❡r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡st✐♠é ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳
❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❝❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣❡♥❞❛♥t τ ✱ ❧❡ s✉✐✈❡✉r ♣❛ss❡ ❞❡ s❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡
q0(x0, y0, θ0, v0, ω0) à ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ qi(xi, yi, θi, vd, ωi)✳

P♦✉r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ Γi s♦✐t s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ (q0qi) ❡t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠é (∆) ♦✉
(C) r❡♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✵ ♥❡ ❞♦✐✈❡♥t ♣❛s s❡ ❝♦✉♣❡r✳ P♦✉r é✈❛❧✉❡r Γi✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡
t❡st❡r s✐ ❧✬❛r❝ ❞❡ ❝❡r❝❧❡

⌢
q0qi ❡t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠é ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r s❡ ❝♦✉♣❛✐❡♥t ❝♦♠♠❡

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ◆❖❈✱ ♥♦✉s ❢♦r♠♦♥s ✉♥ s❡❣♠❡♥t ❛✈❡❝ ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❞❡
❧❛ ❧✐st❡ P : {p1, p2, ..., pN} ❡t ♥♦✉s ✈ér✐✜♦♥s s✐ ❝❡ s❡❣♠❡♥t ❝♦✉♣❡ (∆) ♦✉ (C)✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s
♦ù ❛✉❝✉♥❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛ ❧✐❡✉ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts s❡❣♠❡♥ts [pipi+1] ❡t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❛♣♣r♦❝❤é
❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r (∆) ♦✉ (C)✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ Γi ❡st ✈ér✐✜é❡✳

q
0

ql

lω

jω

kω

(C)

q0

ql

j
ω

kω

lω

p1
p2 pn

pn

p1

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✵ ✕ ❚❡st ❞❡ Γi ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❡t ❞✬✉♥ ❝❡r❝❧❡✳

✺✳✻✳✷✳✷ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ Γ+

i

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ Γ+

i ✱ ét❛♥t s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❞✉ r♦❜♦t
❛✉t♦✉r ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❡st✐♠é (∆) ♦✉ (C) ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ qi ❞✉ r♦❜♦t✱ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ωi s✉r ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
q0 ✭✜❣✉r❡ ✺✳✷✶✮✱ ❡t ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t s❡ ❞é♣❧❛❝❡ à ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳
P♦✉r é✈❛❧✉❡r ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❧❡ s✉✐✈❡✉r ✈ér✐✜❡ q✉✬à ♣❛rt✐r ❞❡ s❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ qi✱ ✐❧ ♣♦✉rr❛
é✈✐t❡r t♦✉t❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❛♣♣r♦❝❤é ❡♥ t♦✉r♥❛♥t à ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♠❛①✐♠❛❧❡
❛✉ ♠♦✐♥s ❞❛♥s ✉♥ ❞❡s ❞❡✉① s❡♥s ✿ ❧❡ s❡♥s tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ❧❡ s❡♥s ❤♦r❛✐r❡✳ ➚ ♣❛rt✐r
❞❡ qi✱ ♥♦✉s tr❛ç♦♥s ❧❡s ❞❡✉① tr❛❥❡❝t♦✐r❡s q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t ♣❡✉t ❣é♥ér❡r ❡♥ t♦✉r♥❛♥t à ❢♦♥❞ ✿
✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ t♦✉r♥❛♥t à ωmax✱ ❡t ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❡st
♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ t♦✉r♥❛♥t à ωmin✭❂ ✲ωmax✮✳

P♦✉r t♦✉r♥❡r à ❢♦♥❞✱ ❧❡ r♦❜♦t ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❝❤❛♥❣❡r ✐♥st❛♥t❛♥é♠❡♥t ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡✳
P❡♥❞❛♥t ❝❡ t❡♠♣s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ωi à ωmax ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ωmin✮✮✱ ✐❧ ❞é❝r✐t

✶✵✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ◆❖❈ ❡t ❆❜str❛❝t ◆❖❈ ✿ ▼é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❡t r❡❝❤❡r❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡

(C)

max

qmax

q0

min

qmin

q
l

max

qmax

qmin

q0

q
l

ωl

min

ωmax

ωmin ωl

ωmax

ω
min

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✶ ✕ ❚❡st ❞❡ Γ+

i ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❡t ❞✬✉♥ ❝❡r❝❧❡✳

✉♥ ❛r❝ ❞❡ ❝❧♦t❤♦ï❞❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✉♥❡ ❢♦✐s q✉✬✐❧ ❛ ❛tt❡✐♥t ωmax ✭♦✉ ωmin✮✱ ❧❡ r♦❜♦t ❝♦♥t✐♥✉❡ à
t♦✉r♥❡r ❡t ❞é❝r✐t ✉♥ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡ Ωmax ✭♦✉ Ωmin✮✳

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ Γ+

i ❡st ✈r❛✐❡ q✉❛♥❞ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ♥✬✐♥t❡rs❡❝t❡ ♣❛s
(∆) ♦✉ (C)✳ P♦✉r é✈❛❧✉❡r ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✈ér✐✜♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ s✐ ❧✬❛r❝ ❞❡ ❝❧♦t❤♦ï❞❡
❝♦✉♣❡ (∆) ♦✉ (C)✳ P♦✉r ❢❛✐r❡ ❝❡❝✐✱ ♥♦✉s ré❝✉♣ér♦♥s ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❣é♥érés ♣❛r ❧❡ r♦❜♦t
❡♥ ♣❛ss❛♥t ❞❡ ωi à ωmax ✭♦✉ ωmin✮✱ ♥♦✉s ❢♦r♠♦♥s ❧❡s s❡❣♠❡♥ts ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❡♥ r❡❧✐❛♥t ❝❤❛q✉❡
❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts s✉❝❝❡ss✐❢s ❡t ♥♦✉s t❡st♦♥s s✐ ❝❡s s❡❣♠❡♥ts ❝♦✉♣❡♥t (∆) ♦✉ (C)✳ ❙✐ ❛✉❝✉♥❡
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛ ❧✐❡✉✱ ♥♦✉s t❡st♦♥s s✐ ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ❝♦✉♣❡ (∆) ♦✉ (C) ✿ s✐ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✉ ❝❡♥tr❡
Ωmax ✭♦✉ Ωmin✮ ❛✉ ❝❤❡♠✐♥ ❛♣♣r♦❝❤é ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ ❛✉ r❛②♦♥ ❞✉ ❝❡r❝❧❡ v∗

ωmax
✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

Γ+

i ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✳

❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✶✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ωl ♣❡✉t êtr❡ ✉♥❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s Γi ❡t Γ

+

i ✿ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧✬❛r❝
⌢
q0ql ♥❡

❝♦✉♣❡ ♥✐ (∆) ♥✐ (C)✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ql✱ ❧❡ s✉✐✈❡✉r ♣❡✉t é✈✐t❡r
❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡st✐♠é ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❡♥ t♦✉r♥❛♥t à +ωmax✳

✺✳✻✳✷✳✸ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ E r❡st❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ✿ ❛②❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉✲
r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ q0(x0, y0, θ0, v0, ω0)✱ ❧❡ r♦❜♦t ❝❛❧❝✉❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ωi ❞♦♥♥é❡ ❧❛
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ qi(xi, yi, θi, vi, ωi) ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s vd ❡t ωi✳ ❊♥s✉✐t❡✱
❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ qi✱ ✐❧ ❝❤❡r❝❤❡ à ❛♥♥✉❧❡r s♦♥ ❡rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ❧❡❛❞❡r
❡♥ t♦✉r♥❛♥t à ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✳ ❯♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t ❛tt❡✐♥t ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
q+i ✭✜❣✉r❡ ✺✳✷✷✮✱ s♦♥ ❡rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ E
❡st é❣❛❧❡ à ❧✬é❝❛rt ❧❛tér❛❧ ❞✉ r♦❜♦t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❤❡♠✐♥ ❛♣♣r♦❝❤é ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳

❙✉✐t❡ ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ r♦❜♦t✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ q+i ♥✬❡st ♣❧✉s ❧❡

♠ê♠❡✳ P♦✉ ❝♦rr✐❣❡r s♦♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ❧❡ r♦❜♦t tr❛❝❡ ✉♥ ❛r❝ ❞❡ ❝❧♦t❤♦ï❞❡
⌢

qiq
′
i ❧✉✐ ♣❡r♠❡tt❛♥t

❞❡ ♣❛ss❡r ❞❡ s❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ωi à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✳ ❈♦♥♥❛✐ss❛♥t
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✺✳✻✳ ❆❜str❛❝t ◆❖❈ ✿ ❆❜str❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆❖❈ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t

(∆)

ey0

eθ0

F(q0)

F(q )l

F(q  )+
l

e+

θm

=0

eyl
+

e+

θl

=0

F(qm
+)

eyl

F(qm)

eθl

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✷ ✕ ❚❡st ❞❡ Γ+

i ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❡t ❞✬✉♥ ❝❡r❝❧❡✳

(∆)

ey0

eθ0

F(q0)

F(qm)

F(q'm)

F(q+
m)

pj-1 pj

E
eyj-1 eyj

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✸ ✕ ❊rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♥✉❧❧❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❛r❝ ❞❡ ❝❧♦t❤♦ï❞❡✳

❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡ à qi✱ ❡t ❛②❛♥t ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ♦r✐❡♥tés P : {p1, p2, ..., pN}
q✉✐ ❢♦r♠❡♥t ❧❛ ❝❧♦t❤♦ï❞❡✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r t❡st❡r s✐ ❧✬❡rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ej ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❛✉ ♣♦✐♥t pj ✭j = 1, ..., N✮ ❛ ❝❤❛♥❣é ❞❡ s✐❣♥❡✳ ❙✐ ♦✉✐✱ ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t ❛
❝❤❛♥❣é ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✈❡rs ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❞✉r❛♥t s♦♥ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ pj−1 à pj
✭✜❣✉r❡ ✺✳✷✸✮✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ q+i s❡ tr♦✉✈❡ ❡♥tr❡ pj−1 ❡t pj✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ E
❡st ❛✐♥s✐ é❣❛❧❡ à ❧✬é❝❛rt ❧❛tér❛❧ ♠♦②❡♥ ❞❡s é❝❛rts ❧❛tér❛✉① eyj−1

❡t eyj ❞✉ r♦❜♦t ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉ ❝❤❡♠✐♥ (∆) ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❛✉① ♣♦✐♥ts pj−1 ❡t pj✳

❙✐ ❧✬❡rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❛r❝ ❞❡ ❝❧♦t❤♦ï❞❡
⌢

qiq
′
i✱ ❧❡ r♦❜♦t ❝♦♥t✐♥✉❡

à t♦✉r♥❡r ❛✈❡❝ s❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❥✉sq✉✬à ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ q+i ♦ù ❧✬❡rr❡✉r
❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡st ♥✉❧❧❡ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✷✹✮✳ ■❧ ❣é♥èr❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✉♥ ❛r❝ ❞❡ ❝❡r❝❧❡✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ E
s❡ ❢❛✐t ❛✐♥s✐ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ✺✳✷✳✸ ✿ ♥♦✉s ❞ét❡r♠✐♥♦♥s ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❝❡r❝❧❡ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ q′i s❡❧♦♥ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿











xc = x′
i −

eθi
|eθi|

.
vi

ωmax

. sin θ′i

yc = y′i +
eθi
|eθi|

.
vi

ωmax

. cos θ′i
✭✺✳✶✺✮

✶✵✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ◆❖❈ ❡t ❆❜str❛❝t ◆❖❈ ✿ ▼é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❡t r❡❝❤❡r❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡

(∆)

ey0

eθ0

F(q0)

F(q )l

F(q  )+
l

E

eyl

pj
F(q')

l

CM

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✹ ✕ ❊rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♥✉❧❧❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❛r❝ ❞❡ ❝❡r❝❧❡✳

❊♥s✉✐t❡✱ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ✺✳✷✳✸✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❡st é❣❛❧❡ à ✿

E = |❞✐st❛♥❝❡✭CM ou m✱ ❝❤❡♠✐♥ ✈✐sé✮− eθi
|eθi|

.
vi

ωmax

|

❊♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✷✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ωl r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡
♣✉✐sq✉❡ ❧✬é❝❛rt ❧❛tér❛❧ ❡♥ F (q+l ) ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à ❝❡❧✉✐ ❡♥ F (q+m)✳

✺✳✼ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❆❜str❛❝t ◆❖❈

❆♣rès ❛✈♦✐r ❛❜str❛✐t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡◆❖❈ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ré❛❧✲
✐s♦♥s ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ❆❜str❛❝t ◆❖❈✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r t❡st❡r ❆❜str❛❝t
◆❖❈ s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s r♦❜♦ts à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ✭♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✮✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ré❛❧✐s♦♥s ✉♥❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❞✬✉♥ r♦❜♦t ✈❡rs ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ r❡❝t✐❧✐❣♥❡ ♦✉ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳ ◆♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❞❡
❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧❛tér❛❧ ❞✉ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r✳ P♦✉r
❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ré❛❧✐s♦♥s ✉♥ s✉✐✈✐ ❞❡ ❞❡✉① r♦❜♦ts ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❞✉
r♦❜♦t ❧❡❛❞❡r ❡t ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛
st❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ s✉✐✈✐ ❞❡ ❞❡✉① r♦❜♦ts q✉✐ s❡ ❞é♣❧❛❝❡♥t à ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡t ♦ù
❧❡ ❧❡❛❞❡r t♦✉r♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ q✉✐ ♣❛ss❡ ❞❡ ✰ωmax à ✲ωmax ❡t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✳
◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❛❧♦rs ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❞❡s r♦❜♦ts✳

✺✳✼✳✶ ❆❜str❛❝t ◆❖❈ ❛♣♣❧✐q✉é s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s
r♦❜♦ts à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡

❉❛♥s ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✳✶✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t❡sté ◆❖❈ s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s r♦❜♦ts à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♠❛rq✉é q✉❡ ❧❡s ♣❡r✲
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e
rr

e
u
r 

la
té

ra
le

 (
m

)
e
rr

e
u
r 

la
té

ra
le

 (
m

)

temps (s)

temps (s)

leader - suiveur 8
leader - suiveur 7
leader - suiveur 6
leader - suiveur 5
leader - suiveur 4
leader - suiveur 3
leader - suiveur 2
leader - suiveur 1

leader - suiveur 8
leader - suiveur 7
leader - suiveur 6
leader - suiveur 5
leader - suiveur 4
leader - suiveur 3
leader - suiveur 2
leader - suiveur 1

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✺ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ◆❖❈ ✭✷ ✜❣✉r❡s ❡♥ ❤❛✉t✮ ❡t ❆❜str❛❝t
◆❖❈ ✭✷ ✜❣✉r❡s ❡♥ ❜❛s✮ ✐♠♣❧é♠❡♥tés s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✳

❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♦♥t ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❛✛❡❝té❡s ✿ ❧❡ s✉✐✈✐ ♣❡r❞ é♥♦r♠é♠❡♥t ❡♥
t❡r♠❡s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ❞❡ st❛❜✐❧✐té✳

◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ♥♦✉s ré❛❧✐s♦♥s ✉♥ s✉✐✈✐ s❡❧♦♥ ❆❜str❛❝t ◆❖❈
❛✈❡❝ ❞❡s r♦❜♦ts ❞♦♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡st à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✺
♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❆❜str❛❝t ◆❖❈✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧✬♦❜s❡r✈❡r✱ ❧❡ s✉✐✈✐ ❞❡s ✾
r♦❜♦ts ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ s♣✐r❛❧❡ ❡st ♣ré❝✐s ❡t st❛❜❧❡ ✿ ❧✬❡rr❡✉r ❧❛tér❛❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡st ❞❡ 15 ♠♠
❡t ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♦s❝✐❧❧❛t♦✐r❡ ❞❡s r♦❜♦ts ❛ ❞✐s♣❛r✉✳

✺✳✼✳✷ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆❖❈✳ ❉❛♥s
❧❡ ❜✉t ❞❡ ✈ér✐✜❡r s✐ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ r❡st❡ ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❜str❛❝t ◆❖❈✱
♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❝♦♥✈♦✐ ❞❡ ✷ r♦❜♦ts ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❛✉ r❡♣♦s✳ ▲❡ ❧❡❛❞❡r s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ❛✈❡❝
✉♥❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ é❣❛❧❡ à 0, 5 ♠✴s2 ❡t ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♥✉❧❧❡✱ ✐❧ ❞é❝r✐t
❛✐♥s✐ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ r❡❝t✐❧✐❣♥❡✳ ▲❡ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r✱ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s♦♥
❧❡❛❞❡r✱ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❝❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡t ❧❡ s✉✐t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❧❛tér❛❧❡ ♥✉❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡
❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✻✳

P♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❜str❛❝t ◆❖❈ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❝✐r❝✉✲
❧❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❧❡❛❞❡r s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t à ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❝♦♥st❛♥t❡ vmax/2 ❡t à

✶✵✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ◆❖❈ ❡t ❆❜str❛❝t ◆❖❈ ✿ ▼é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❡t r❡❝❤❡r❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✻ ✕ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥ r♦❜♦t ✈❡rs ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ r❡❝t✐❧✐❣♥❡ ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r
✭②❂✵✮✳ ➚ ❞r♦✐t❡ ✿ ❝❤❡♠✐♥s ❞❡s ✷ r♦❜♦ts✱ à ❣❛✉❝❤❡ ✿ ❝♦✉r❜❡ ❞✬❡rr❡✉r ❧❛tér❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✷
r♦❜♦ts✳

temps (s)
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✼ ✕ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥ r♦❜♦t ✈❡rs ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳

✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❝♦♥st❛♥t❡ é❣❛❧❡ à π/18 r❛❞✴s✳ ▲❡ s✉✐✈❡✉r✱ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❛✉ r❡♣♦s✱ ❝♦♥✈❡r❣❡
✈❡rs ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s♦♥ ❧❡❛❞❡r ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t s❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❧❛tér❛❧❡ ❡t s♦♥ ❡rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡✳ ❯♥❡
❢♦✐s q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t ❛tt❡✐♥t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✱ ✐❧ ❧❡ s✉✐t ❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥st❛t❡r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✼✳

✺✳✼✳✸ ❱✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❡t ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡
s♦♥ s✉✐✈❡✉r

◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ét✉❞✐❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧
s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧❛tér❛❧✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✈❛r✐❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❞✉ r♦❜♦t
♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❡t ♦❜s❡r✈♦♥s ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ s♦♥ s✉✐✈❡✉r✳

✶✵✻
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✽ ✕ à ❣❛✉❝❤❡ ✿ s✉✐✈✐ ❡♥ ❝♦♥✈♦✐ ❞❡ ✷ r♦❜♦ts✱ à ❞r♦✐t❡ ✿ ❝♦✉r❜❡ ❞✬❡rr❡✉r ❧❛tér❛❧❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡s ✷ r♦❜♦ts✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① r♦❜♦ts ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞✐st❛♥ts ❞❡ 0, 3 ♠ s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t à ✈✐t❡ss❡
❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❝♦♥st❛♥t❡ vmax/2 = 0, 325 ♠✴s✳ ❉✉r❛♥t ❧❡ s✉✐✈✐✱ ❧❡ ❧❡❛❞❡r ❣é♥èr❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥
s✉✐✈❛♥t ✿

✕ ✉♥ ❛r❝ ❞❡ ❝❡r❝❧❡ ❡♥ s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t à ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❡t ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❝♦♥st❛♥t❡s
♣❡♥❞❛♥t ✸ s❡❝♦♥❞❡s ✭v = vmax/2 = 0, 325 ♠✴s✱ ω = π/18 r❛❞✴s✮ ❀

✕ ✉♥ s❡❣♠❡♥t ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❡♥ s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ é❣❛❧❡ à 0, 5
♠✴s2 ♣❡♥❞❛♥t ✸ s❡❝♦♥❞❡s ❀

✕ ✉♥ ❛r❝ ❞❡ ❝❡r❝❧❡ ❡♥ s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t à ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❡t ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❝♦♥st❛♥t❡s
♣❡♥❞❛♥t ✸ s❡❝♦♥❞❡s ✭v = vmax = 0, 65 ♠✴s✱ ω = −π/18 r❛❞✴s✮✳

❆✉ ❞é♣❛rt✱ ❧❡ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r s❡ ❞é♣❧❛❝❡ s✉r ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❥♦✐❣♥❛♥t s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❛✈❡❝
❝❡❧❧❡ ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧ s✉✐t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❧❛tér❛❧❡
♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ 0, 8 ♠♠✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ❧❡❛❞❡r ❝♦♠♠❡♥❝❡ à ❛❝❝é❧ér❡r✱ ❧❡ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r t❡♥❞
❛✉ss✐ à ❛✉❣♠❡♥t❡r s❛ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧✬✐♥t❡r✲❞✐st❛♥❝❡ ❛✈❡❝ s♦♥
♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳

◗✉❛♥❞ ❧❡ s✉✐✈❡✉r ❛tt❡✐♥t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ r❡❝t✐❧✐❣♥❡✱ s♦♥ ❡rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡
❞é✈✐❛t✐♦♥ ❧❛tér❛❧❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❡ ♣✐❝ s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬❡rr❡✉r ✭✜❣✉r❡ à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✺✳✷✽✮ à
✸ s❡❝♦♥❞❡s✳ ❈❡tt❡ ❞é✈✐❛t✐♦♥✱ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ 1, 4 ♠♠✱ r❡st❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♠✐♥✐♠❡✳ ▲❡ r♦❜♦t
❝❤❡r❝❤❡ ❛❧♦rs à ré❞✉✐r❡ ❝❡tt❡ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡s ❞❡ ✈✐t❡ss❡s
❛♥❣✉❧❛✐r❡s✳

❊♥✜♥✱ ❧❡ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r s✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ♠♦r❝❡❛✉ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s♦♥
♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ♣❧✉s é❧❡✈é❡✳ ■❧ s✉✐t ❝❡ ❝❤❡♠✐♥ ❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥
♦ù ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❧❛tér❛❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❛tt❡✐♥t 1, 1 ♠♠✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❞✉ r♦❜♦t✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✉ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r q✉✐ s❡ ❞é♣❧❛ç❡ ❛✈❡❝
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❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ◆❖❈ ❡t ❆❜str❛❝t ◆❖❈ ✿ ▼é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❡t r❡❝❤❡r❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡

✉♥❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❜♦r♥❡r ❝❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥ ❝❡r❝❧❡ ✭❝♦♠♠❡ ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ ❧✬❡①♣❧✐q✉❡✮✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞✬é❧❛r❣✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ωi q✉✐ ♥✬✐♥❞✉✐s❡♥t
♣❛s ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ✭q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s Γi ❡t Γ

+

i ✮ ❡t q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ♠❡♥❡r à ✉♥ s✉✐✈✐
♣❧✉s ♣ré❝✐s✳

✺✳✼✳✹ ❱✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❡t ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ s♦♥
s✉✐✈❡✉r

temps (s)

e
rr

e
u
r 

la
té

ra
le

 (
m

)

leader - suiveur 1

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✾ ✕ à ❣❛✉❝❤❡ ✿ s✉✐✈✐ ❡♥ ❝♦♥✈♦✐ ❞❡ ✷ r♦❜♦ts✱ à ❞r♦✐t❡ ✿ ❝♦✉r❜❡ ❞✬❡rr❡✉r ❧❛tér❛❧❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡s ✷ r♦❜♦ts✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ r♦❜♦t q✉✐ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❝♦♥st❛♥t❡ é❣❛❧❡
à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ vmax✳ ❙❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♣❛ss❡ ❞❡ ωmax à ✲ωmax✱ ♣✉✐s ré❝✐♣r♦q✉❡✲
♠❡♥t✱ ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ét❛♥t ❡s♣❛❝és ❞❡ 0, 5 s✳ ❯♥ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r ❝❤❡r❝❤❡ à s✉✐✈r❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥
❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❡♥ s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ vmax✳ ▲❡s ❞❡✉① r♦❜♦ts
s♦♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞✐st❛♥t ❞❡ 0, 3 ♠✳ ▲✬✐♥t❡r✲❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣❡r♠✐s❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① r♦❜♦ts
❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❡st ❞❡ 0, 1 ♠✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✾ ♠♦♥tr❡ ✉♥ s✉✐✈✐ ♣ré❝✐s ✭❡rr❡✉r ❧❛tér❛❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à 9 ♠♠✮ ❡t st❛❜❧❡ ❧❡
❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♦ù ❧❡s r♦❜♦ts s❡ ❞é♣❧❛❝❡♥t à ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡t ♦ù ❧❛
✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞✉ ❧❡❛❞❡r ♦s❝✐❧❧❡ ❡♥tr❡ ±ωmax✳ ▲❡ r❡t❛r❞ ❞û ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❜r✉t❛❧ ❞❡ ❧❛
❝♦✉r❜✉r❡ q✉❛♥❞ ❧❡ s✉✐✈❡✉r ❛tt❡✐♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ♠è♥❡ ❧❡ r♦❜♦t
à ❞é✈✐❡r ❧é❣èr❡♠❡♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s ❛r❝s tr❛❝és ♣❛r ❧❡ ❧❡❛❞❡r à ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t à
❝♦♠♣❡♥s❡r ❝❡ r❡t❛r❞ ❡t ré❞✉✐r❡ ❝❡tt❡ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❧❛tér❛❧❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s ❛r❝s tr❛❝és ♣❛r ❧❡ ❧❡❛❞❡r
à ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♥é❣❛t✐✈❡✳ ❈❡❝✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❧é❣èr❡ ❛tté♥✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣✐❝s ♦❜s❡r✈és s✉r ❧❛
❝♦✉r❜❡ ❞✬❡rr❡✉r ✭✜❣✉r❡ à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✾✮✳

✺✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ◆❖❈ ❡t ❆❜str❛❝t
◆❖❈ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❞❡s s✉✐✈✐s ❞❡ ❝♦♥✈♦✐s ❞❡ r♦❜♦ts✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

✶✵✽



✺✳✽✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▼❡♠♦✲▲❆❚ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ❝❡s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é✲
❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ❧♦❝❛❧❡✱ s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ❧❛ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡
❛♠é❧✐♦r❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❡♠♦✲▲❆❚ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ❞❡ st❛❜✐❧✐té✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛✉
❧✐❡✉ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ❝♦♥t✐♥✉✱ ❧❡s ❞❡✉①
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝♦♥ç✉s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡ ❡t ❝❛❧✲
❝✉❧❡♥t ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐s❝r❡t✳ P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ◆❖❈ ❡t ❆❜str❛❝t ◆❖❈
❝❤♦✐s✐ss❡♥t ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ♠é♠♦r✐sé q✉✐ ♣❡r♠❡t ❛✉ r♦❜♦t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r
✈❡rs ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r s❛♥s ♦s❝✐❧❧❡r ❛✉t♦✉r✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧s ❛♣♣r♦❝❤❡♥t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉
♣ré❞é❝❡ss❡✉r ♣❛r ✉♥ ❝❡r❝❧❡ ♦✉ ✉♥❡ ❞r♦✐t❡✳ P♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❝❡s ❞❡✉①
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✐s❝rét✐s❡♥t s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❬ωmin✱ ωmax❪ ❡t ❝❤♦✐s✐ss❡♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡
❛♥❣✉❧❛✐r❡ q✉✐ ♦♣t✐♠✐s❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡t ♣❡r♠❡t ❛✉ r♦❜♦t ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥
❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r s❛♥s ❧❡ ❝♦✉♣❡r✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆❖❈✱ ♣✉❜❧✐é ❞❛♥s ❬❨❛③❜❡❝❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❪✱ ❛ été ❝♦♥ç✉ ♣♦✉r ❞❡s r♦❜♦ts ❛②❛♥t
✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡✱ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é ♦ù
❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♣❡✉t ♣❛ss❡r ✐♥st❛♥t❛♥é♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r à ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡
❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥t ✈❛❧✐❞é ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡ à ▼❡♠♦✲▲❆❚ ❡♥
♠♦♥tr❛♥t ✉♥ s✉✐✈✐ ♣❧✉s st❛❜❧❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ s✉✐✈✐ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ♠♦✐♥s
❜♦♥♥❡s q✉❛♥❞ ♥♦✉s ✐♠♣❧é♠❡♥t♦♥s ◆❖❈ s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s r♦❜♦ts ❞✐✛ér❡♥t
❞✉ ♠♦❞è❧❡ à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣✉✐sq✉❡ ◆❖❈ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡
♠♦❞è❧❡ à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❧❛tér❛❧✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❡sté❡s Γ
❡t Γ+ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s♦♥t ♠❛❧ é✈❛❧✉é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ r♦❜♦ts ✭❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✮✳

❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞✬❛❜str❛✐r❡ ◆❖❈ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡✲
♠❡♥t ❞❡s r♦❜♦ts✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❜str❛❝t ◆❖❈ q✉✐ ♣❡✉t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r s✉r
♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ P♦✉r t❡st❡r ❆❜str❛❝t ◆❖❈✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ s✐♠✉❧❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s r♦❜♦ts ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐té✳ ❆❜✲
str❛❝t ◆❖❈ ét❛✐t ❛❧♦rs ✐♠♣❧é♠❡♥té s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡
q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r
à ✉♥❡ ❛✉tr❡✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❜str❛❝t ◆❖❈ ❛ été
❛✐♥s✐ ♠♦♥tré❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✼✳

✶✵✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ◆❖❈ ❡t ❆❜str❛❝t ◆❖❈ ✿ ▼é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❡t r❡❝❤❡r❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡

✶✶✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✻

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❛ ♣rés❡♥té ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥✈♦✐ ❞❡ r♦❜♦ts
❛✉t♦♥♦♠❡s s❛♥s ❛❝❝r♦❝❤❛❣❡ ♠❛tér✐❡❧✳ ▲❡ ❝♦♥✈♦✐ ét❛♥t ❣✉✐❞é ♣❛r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❤✉♠❛✐♥ ❧❡
❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❣é♥éré ❡♥ ❧✐❣♥❡✱ ❧❡s r♦❜♦ts ♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❡♥t ♣❛s à ❧✬❛✈❛♥❝❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳ ▲❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ét❛✐t ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✉① r♦❜♦ts ❢♦r♠❛♥t ❝❡ ❝♦♥✈♦✐ ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❡t ❞❡ s✉✐✈r❡ ❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥✱
❞✉r❛♥t ❧❡✉rs ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts✱ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧❡✉r ❧❡❛❞❡r✳

❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦♥✈♦✐s ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡
❧♦❝❛❧❡ ét❛♥t ❞♦♥♥é s❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛✈❛♥t❛❣❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ✭❛✉✲
t♦♥♦♠✐❡ ❞❡s r♦❜♦ts✱ r♦❜✉st❡ss❡ à ❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡s ré❞✉✐t✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ❝♦♥s✐❞éré q✉❡ ❧❡ ❝♦♥✈♦✐ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ à ❢❛✐❜❧❡ ✈✐t❡ss❡✱ ❝❡
q✉✐ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❧❡r ❧❡s ❝♦♥trô❧❡s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡t ❧❛tér❛❧ ♣♦✉r ❧❡s tr❛✐t❡r ❝❤❛✲
❝✉♥ à ♣❛rt✳ P♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞❡s r♦❜♦ts✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❡
❝♦♥trô❧❡✉r ❙❙❈ q✉✐ ❣❛r❛♥t✐t ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ▲❡ tr❛✈❛✐❧ ♠❡♥é ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛
❛❧♦rs ❝♦♥s✐sté à ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧❛tér❛❧ ❞❡s r♦❜♦ts ❢♦r♠❛♥t ❧❡
❝♦♥✈♦✐✳ ❉❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ré❛❧✐sé❡s ❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t s✉r r♦❜♦ts ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r
❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳

P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❡t ♥♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s
❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s q✉✐ s✬♦✉✈r❡♥t s✉✐t❡ à ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳

✻✳✶ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❛ ♣rés❡♥té ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧❛tér❛❧ ✿ ▼❡♠♦✲
▲❆❚ ❡t ◆❖❈ q✉✐ s✬❡st ❡♥s✉✐t❡ ❛❜str❛✐t ❡♥ ❆❜str❛❝t ◆❖❈✳ ❈❡s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s✬❛♣♣✉✐❡♥t
s✉r ❧❛ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ▼❡♠♦✲▲❆❚ ✭▼❡♠♦r✐③❛t✐♦♥
❛♥❞ ▲♦♦❦✲❆❤❡❛❞ ❚❛r❣❡t✮ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛♥❛✲
❧②t✐q✉❡✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ◆❖❈ ✭◆♦♥ ❖s❝✐❧❧❛t♦r② ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✮ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐s❝r❡t ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡✳

✶✶✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▼❡♠♦✲▲❆❚

▼❡♠♦✲▲❆❚ ❝❤♦✐s✐t✱ ♣❛r♠✐ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❡♠♣r✉♥té ♣❛r ❧❡ r♦❜♦t
♣ré❞é❝❡ss❡✉r✱ ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ s✐t✉é❡ à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t dl ❝♦♥st❛♥t❡ q✉✐
s♦✐t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ sé❝✉r✐té ❡♥tr❡ ❞❡✉① r♦❜♦ts s✉❝❝❡ss✐❢s✳ P♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❝❡tt❡
♣♦s✐t✐♦♥✱ ❧❡ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧✬❡rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡
❡♥tr❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞✉ r♦❜♦t ❡t ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞és✐ré❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①
♦♥t ♠♦♥tré ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ s✉✐✈✐ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧❛ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥
❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ s✉✐✈✐ ♦ù ❝❤❛q✉❡ r♦❜♦t ✈✐s❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞❡
s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦s❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té
❞✉ s✉✐✈✐✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧♦rs ❞❡s ✈✐r❛❣❡s✳ ❊♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❝❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❝♦♥st❛té q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ dl ✐♥✢✉❡ s✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❡t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ s✉✐✈✐✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡
s✉✐✈✐ ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ♣ré❝✐s q✉❡ dl ❡st ❢❛✐❜❧❡✳ ❯♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❛❝❝❡♥t✉❡
❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ✈✐r❛❣❡s s❡rrés✳

❙✉✐t❡ à ❝❡s rés✉❧t❛ts✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❞✉✐t q✉✬✐❧ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬ét❛❜✲
❧✐ss❡♠❡♥t dl ❞②♥❛♠✐q✉❡ q✉✐ ✈❛r✐❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ s✉✐✈✐ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥
à s✉✐✈r❡✱ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ❡t ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✭é❝❛rt ❧❛tér❛❧ ✰ ❡rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡✮
✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ♠❛❧❣ré ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ré❛❧✐sé❡s ❡♥
♠♦❞✐✜❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝✐té❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ♣✉ ét❛❜❧✐r ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛✲
❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t✳ ▲❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ❧❛
❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ s✉✐✈✐❡ ❡st ❞é❧✐❝❛t❡ ❡t ❞é♣❡♥❞ ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s r❡♥❝♦♥tré❡s✳ P♦✉r
♣❛❧❧✐❡r à ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ◆❖❈ ❡t ❆❜str❛❝t ◆❖❈ q✉✐
♣r❡♥♥❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s r♦❜♦ts ❡t ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞✉
❝❤❡♠✐♥ à s✉✐✈r❡✳

◆❖❈

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆❖❈ ❛ été ❝♦♥ç✉ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❡t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉
s✉✐✈✐ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ à
s✉✐✈r❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ◆❖❈ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s s❛✉✈❡❣❛r❞é❡s✱
✐❧ r❡❝♦♥str✉✐t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ ❡t ❡st✐♠❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡♥ ❝❡ ♣♦✐♥t✳
P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ré❛❧✐s❡ ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ④ωmin✱ ✳✳✳✱ ωmax⑥ ❡t ❝❤♦✐s✐t ❝❡❧❧❡ q✉✐ é✈✐t❡ ❛✉ r♦❜♦t ❞❡
❝♦✉♣❡r ✭t❛♥t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✮ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ r❡❝♦♥str✉✐t ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❡t q✉✐ ♦♣t✐♠✐s❡
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❧❛tér❛❧❡ ❡t ❧✬❡rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡✳ ❯♥❡ ♣r❡✉✈❡
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❛ été ♠❡♥é❡ ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ◆❖❈✳
❆✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ s✉✐✈✐✱ ◆❖❈ ✭q✉✐ ❝♦♥s✐❞èr❡
q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✉r❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡✮ ✉t✐❧✐s❡
❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❞✉r❛♥t ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s
✭v = max(v0, v0 + a.τ)✮✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞✉ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r
❛✉t♦✉r ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ♠❛✐s ❛❥♦✉t❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❢♦rt❡ s✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ♥♦✉s é❧✐♠✐♥♦♥s ❞❡s ✈✐t❡ss❡s
❛♥❣✉❧❛✐r❡s q✉✐ ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s é❧✐♠✐♥♦♥s

✶✶✷



✻✳✶✳ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ❢❛✉① ♥é❣❛t✐❢s✮ ❡t q✉✐ ❣é♥ér❡r❛✐❡♥t ✉♥ s✉✐✈✐ ♣❧✉s ♣ré❝✐s q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡
❛♥❣✉❧❛✐r❡ r❡t❡♥✉❡ ❝♦♠♠❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡✳

❊♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ▼❡♠♦✲▲❆❚✱ ❧❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦♥t ♠♦♥✲
tré ❧✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✭❡t ❞♦♥❝ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té✮ ❧♦rs ❞✬✉♥ s✉✐✈✐
ré❛❧✐sé s♦✉s ◆❖❈✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆❖❈ ❛ ❛✉ss✐ été t❡sté ❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t s✐♠♣❧✐✜é ❞❡s r♦❜♦ts q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❡❧é ♠♦❞è❧❡ à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡✳
❈❡ ♠♦❞è❧❡ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞❡ ✈✐t❡ss❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❝❤❛♥❣❡♥t ✐♥st❛♥t❛♥é♠❡♥t
❞❡ ✈❛❧❡✉r ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳ ❙♦✉s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ré❛❧✐sé❡s
♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆❖❈ ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t ✉♥ s✉✐✈✐ ♣ré❝✐s s❛♥s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✳

❆❜str❛❝t ◆❖❈

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆❖❈✱ t❡❧ q✉✬✐❧ ❛ été ❝♦♥ç✉ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s r♦❜♦ts à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡✳
❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦♥t ♠♦♥tré ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ◆❖❈ ✉♥❡
❢♦✐s ✐♠♣❧é♠❡♥té s✉r ✉♥ ❛✉tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s r♦❜♦ts✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à ✈❛r✐❛t✐♦♥
♣r♦❣r❡ss✐✈❡ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✉ r♦❜♦t ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞✬✉♥❡ ✈✐t❡ss❡
❛♥❣✉❧❛✐r❡ à ✉♥❡ ❛✉tr❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ◆❖❈ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ r♦❜♦ts✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❝♦♥ç✉ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❜str❛❝t ◆❖❈ q✉✐ ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉✬✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞❡ ◆❖❈ ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡s r♦❜♦ts✳ ◆❡ ♣♦✉✈❛♥t ♣❧✉s ♣ré✈♦✐r ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ r♦❜♦t
✭❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡✮✱ ❆❜str❛❝t ◆❖❈ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❡①t❡r♥❡ q✉✐ s✐♠✉❧❡ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✉ r♦❜♦t✱ s❡❧♦♥ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞♦♥♥é✱
s✉✐t❡ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❞✉r❛♥t ✉♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❡t q✉✐ ❧✉✐ r❡♥✈♦✐❡ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡
♣♦✐♥ts r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉r❛♥t ❝❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳ ❆❜str❛❝t ◆❖❈
✉t✐❧✐s❡ ❡♥s✉✐t❡ ❝❡tt❡ ❧✐st❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡ s✉r ❧❡ ♠ê♠❡
♣r✐♥❝✐♣❡ q✉❡ ◆❖❈✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ◆❖❈ ❡t à ▼❡♠♦✲▲❆❚✱ ❆❜str❛❝t ◆❖❈ ♥❡ ❞é❝♦✉♣❧❡
♣❛s ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥trô❧❡s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡t ❧❛tér❛❧✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡①t❡r♥❡ ❞❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✉ r♦❜♦t q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❞✉
r♦❜♦t ✭❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧❛tér❛❧ ♣r❡♥❞ ❞♦♥❝ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❝♦♥s✐❣♥❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧✮✳
❊♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ◆❖❈✱ ❆❜str❛❝t ◆❖❈ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ s✉✐✈✐ ♣❧✉s ♣ré❝✐s ♣✉✐sq✉✬✐❧
♥✬é❧✐♠✐♥❡ ♣❛s ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s q✉✐ ❛✉r❛✐❡♥t été ❝♦♥s✐❞érés ♣❛r ◆❖❈ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❢❛✉①
♥é❣❛t✐❢s✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡✱ à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ◆❖❈ s✐♠✉❧é ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à ✈❛r✐❛t✐♦♥
✐♥st❛♥t❛♥é❡✱ ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢
❞✉ r♦❜♦t✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❜str❛❝t ◆❖❈ ❛ ❡♥s✉✐t❡ été ✈❛❧✐❞é ❡♥ ❧❡ t❡st❛♥t s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡✲
♠❡♥t à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ◆❖❈ ❡t ❞✬❆❜str❛❝t ◆❖❈
s✉r ✉♥ s✉✐✈✐ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ s♣✐r❛❧ ❞✬✉♥ ❝♦♥✈♦✐ ❞❡ ✾ r♦❜♦ts ❛②❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠♦✉✲
✈❡♠❡♥t à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✱ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥t ♠♦♥tré ✉♥ s✉✐✈✐ ♣❧✉s st❛❜❧❡ ❡t ♣ré❝✐s
✭ey≤ 15 ♠♠✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬❆❜str❛❝t ◆❖❈ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ◆❖❈ ✭ey≤ 160 ♠♠✮✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ s✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧❛tér❛❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
ré❛❧✐sé ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❝❤❛♥❣❡ ❜r✉sq✉❡♠❡♥t à ✉♥
✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❞✉ r♦❜♦t ét❛♥t ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s
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❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡✱ ❧✬❡rr❡✉r ❧❛tér❛❧❡ ❡st très ❢❛✐❜❧❡ ✭ey= 1, 5 ♠♠✮ q✉❛♥❞ ❧❡
r♦❜♦t ❡st ❝♦♥trô❧é ♣❛r ❆❜str❛❝t ◆❖❈✳

✻✳✷ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

▲❡ tr❛✈❛✐❧ ré❛❧✐sé ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♦✉✈r❡ à ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s q✉❡ ♥♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s
♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳

➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❜str❛❝t ◆❖❈

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ◆❖❈
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✭éq✉❛t✐♦♥s ✸✳✸✮ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é ❞✬✉♥ r♦❜♦t
✭♠♦❞è❧❡ à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡✮✳ ❈❡tt❡ ♠ê♠❡ ét✉❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ s❡♠❜❧❡ êtr❡ très ❞✐❢✲
✜❝✐❧❡ à ré❛❧✐s❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬❆❜str❛❝t ◆❖❈✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❆❜str❛❝t ◆❖❈✱ t❡❧ q✉❡ ♣rés❡♥té ✐❝✐
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✱ r❡♣♦s❡ s✉r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣❧✉s
❝♦♠♣❧✐q✉é❡s ✭❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❋r❡s♥❡❧✮ q✉✐ ♣r❡♥♥❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❧✬❛❝✲
❝é❧ér❛t✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡t ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❞✉ r♦❜♦t ✭éq✉❛t✐♦♥s ✸✳✻✮✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡s
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ré❛❧✐sé❡s s✉r ❆❜str❛❝t ◆❖❈ ♠♦♥tr❡♥t t♦✉❥♦✉rs ✉♥ s✉✐✈✐ st❛❜❧❡✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s
❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❢✉t✉rs ♠❡♥❡r ✉♥❡ ét✉❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❞✬✉♥❡
♠❛♥✐èr❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❆❜str❛❝t ◆❖❈ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✳

❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❜str❛❝t ◆❖❈ s✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠♦✉✲
✈❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❡t ré❛❧✐st❡s

❆♣rès ❛✈♦✐r ré❛❧✐sé ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❆❜str❛❝t ◆❖❈✱ ♥♦✉s ❞és✐r♦♥s ❧✬✐♠♣❧é✲
♠❡♥t❡r s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s r♦❜♦ts ♣❧✉s s♦♣❤✐st✐q✉é ❡t ♦❜s❡r✈❡r s❡s ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡s✳ ❊♥ ❢❛✐s❛♥t ❝❡❝✐✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❜str❛❝t
◆❖❈ ✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ r♦❜♦t ✭✐♥❡rt✐❡✱ ❣❧✐ss❡♠❡♥ts✮ s❡r❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳
❙❛❝❤❛♥t q✉❡ ❆❜str❛❝t ◆❖❈ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✉ r♦❜♦t ♣♦✉r ♣ré✈♦✐r
s♦♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉r❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s
r♦❜♦ts s✉r ❧❡sq✉❡❧s ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ✐♠♣❧é♠❡♥té✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
s✐♠✉❧é ❞❡s r♦❜♦ts ❡st ❞❡ ❝♦✉♣❧❡r ❆❜str❛❝t ◆❖❈ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦t❡✉r ♣❤②s✐q✉❡ ✭à t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡
❝❡❧✉✐ ❞❡ ❚❖❘❈❙ ✮ ♦✉ ❛✈❡❝ ❧❡s s✐♠✉❧❛t❡✉rs ❞❡ ❝❡s r♦❜♦ts ✭❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡s t✉rt❧❡❜♦ts✮✳ P♦✉r
❛✈♦✐r ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✜❞è❧❡ ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ré❡❧ ❞✉ r♦❜♦t✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❞♦♥♥❡r ❛✉ s✐♠✉❧❛t❡✉r
❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❞✉ r♦❜♦t✱ s♦♥ ét❛t ❧♦rs ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ✭❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥✱ ✈✐t❡ss❡✱
♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞✬✐♥❡rt✐❡✱ ❡t❝✳✳✳✮ ❡t ❧✬ét❛t ❞❡ ❧❛ r♦✉t❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ r♦❜♦t s❡ ❞é♣❧❛❝❡
✭❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✱ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ❤✉♠✐❞✐té ❞✉ r❡✈êt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝❤❛✉ssé❡✮✳ ❚♦✉t❡s ❝❡s ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛♣t❡✉rs ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ♠♦♥tés s✉r
❧❡ r♦❜♦t✳ ➚ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ éq✉✐♣❛♥t ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ♣♥❡✉s ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥ts ✶✷✱

✶✷✳ P❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥str✉❝t❡✉rs t❡❧s q✉❡ ❈♦♥t✐♥❡♥t❛❧ ♦✉ P✐r❡❧❧✐ ♦♥t ❞é❥à ❞é♣♦sé ❞❡s ❜r❡✈❡ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❝❡tt❡
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ q✉✐ ❞❡✈r❛✐t éq✉✐♣❡r ❧❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❞❡ sér✐❡ ❞❛♥s q✉❡❧q✉❡s ❛♥♥é❡s✳
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❧❡s s♦♥❞❡s ✐♥séré❡s ❞❛♥s ❧❡✉rs ❜❛♥❞❡s ❞❡ r♦✉❧❡♠❡♥t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ tr❛♥s♠❡ttr❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧❛
r♦✉t❡✱ à s❛✈♦✐r ❧❡ t❛✉① ❞✬❤✉♠✐❞✐té✱ s✐ ❧❡ s♦❧ ❡st ❣❡❧é ♦✉ ❡♥♥❡✐❣é✱ ❡t❝✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
❛✉ss✐ ré❝✉♣ér❡r ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡s r♦✉❡s✱ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❜r❛q✉❛❣❡ ❞✉ ✈♦❧❛♥t✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡
❞❡ ❧❛❝❡t✱ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❞✉ r♦❜♦t✱ s❡s s✉s♣❡♥s✐♦♥s✱ ❡t❝✳ ❚♦✉t❡s s❡s ❞♦♥♥é❡s
♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ r♦❜♦t ❛✜♥ ❞❡ ♣ré✈♦✐r
s✐ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s ❞és✐r♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ♣❡✉t ❝❛✉s❡r s♦♥ s♦✉s✲✈✐r❡♠❡♥t ♦✉ s♦♥
s✉r✲✈✐r❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳

❉✉r❛♥t ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré q✉❡ ❧❡ ❝♦♥✈♦✐ s❡ ❞é♣❧❛ç❛✐t à ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ✈✐t❡ss❡
❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞é❝♦✉♣❧❡r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❧❛tér❛❧✳ ❈❡
❞é❝♦✉♣❧❛❣❡ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❧❡s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s▼❡♠♦✲▲❆❚ ❡t ◆❖❈✳ ❊♥s✉✐t❡✱
❡♥ s②♥t❤ét✐s❛♥t ❆❜str❛❝t ◆❖❈✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡
❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❞✉ r♦❜♦t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ s❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡✳ ❊♥ ❢❛✐s❛♥t ❝❡❝✐✱ ❝✬❡st ❧❡
❝♦♥trô❧❡✉r ❧❛tér❛❧ q✉✐ s✬❛❞❛♣t❡ ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞✉ r♦❜♦t✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t ♠❡♥❡r
à ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐❧❧♦❣✐q✉❡s ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✳ ➚ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ✐♠❛❣✐♥♦♥s ✉♥ ❝♦♥✈♦✐
❞❡ ✷ r♦❜♦ts ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✉♥ ✈✐r❛❣❡ ❡t ♦ù ❧❡ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r ❡st ❛ss❡③ ❧♦✐♥ ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r
❞❡ s♦rt❡ q✉❡ s♦♥ ❝♦♥trô❧❡✉r ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❢♦rt❡ ♣♦✉r
ré❞✉✐r❡ ❧✬✐♥t❡r✲❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① r♦❜♦ts✳ ❊♥ s✐♠✉❧❛♥t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ r♦❜♦t s✉✐✈❡✉r
q✉✐ ❡st à ❧✬❡♥tré❡ ❞✬✉♥ ✈✐r❛❣❡ s❡rré✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬✐❧ ♥❡ ♣♦✉rr❛ ♣❛s ❛❝❝é❧ér❡r ❢♦rt❡♠❡♥t
s❛♥s ❞ér❛♣❡r✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❡r❛✐t ❞❡ ré❞✉✐r❡ s❛ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ♥♦✉s
♣✉✐ss✐♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡ ❛✉ r♦❜♦t ❞❡ s✉✐✈r❡ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡
❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r s❛♥s ❞ér❛♣❡r✳ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡✉r ❧❛tér❛❧ ♣r♦♣♦s❡r❛✐t ❡♥s✉✐t❡ ❝❡tt❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❛✉ ❝♦♥trô❧❡✉r ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞✬✉♥
s✉✐✈✐ sûr ✭s❛♥s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✮✳ ❯♥❡ ❜♦✉❝❧❡ s✬ét❛❜❧✐r❛✐t ❛✐♥s✐ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥trô❧❡✉rs ❧❛tér❛❧ ❡t
❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❥✉sq✉✬à tr♦✉✈❡r ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❡t ❧❛tér❛❧❡✳

❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❜str❛❝t ◆❖❈ ♣♦✉r ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❝♦♥✈♦✐s ❡♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥

❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥ç✉ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r
✉♥ s✉✐✈✐ ❞❡ ❝♦♥✈♦✐ ❡♥ ✜❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❢✉t✉rs✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❛❞❛♣t❡r ❆❜str❛❝t
◆❖❈ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❞❡s ❝♦♥✈♦✐s ❡♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ s❡r❛✐t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r✱ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ r♦❜♦t ❞✉ ❝♦♥✈♦✐✱ ✉♥ ♣♦✐♥t ❝✐❜❧❡ q✉✐ ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬❛♥❝r❛❣❡ ✈✐rt✉❡❧ r❡❧❛t✐❢ à ❧❛
♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦✉ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs r♦❜♦ts ✈♦✐s✐♥s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
❞✉ ♣♦✐♥t ❞✬❛♥❝r❛❣❡✱ ♥♦✉s ❛❝q✉ér♦♥s s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ♥♦✉s ❧❛ s❛✉✈❡❣❛r❞♦♥s✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
❛✐♥s✐ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦♥s✐❣♥❡ q✉❡ ❧❡ r♦❜♦t ❞♦✐t s✉✐✈r❡✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥trô❧❡✉r
❆❜str❛❝t ◆❖❈ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❛ss❡r✈✐r ❧❡ r♦❜♦t s✉r s♦♥ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦♥s✐❣♥❡✳

✶✶✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

✶✶✻



❆♣♣❡♥❞✐❝❡s

✶✶✼





❆♥♥❡①❡ ❆

❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ r♦❜♦t ❛②❛♥t
✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t à ✈❛r✐❛t✐♦♥

✐♥st❛♥t❛♥é❡

❉❛♥s ❝❡t ❛♥♥❡①❡✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✭❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣s✮
❞✬✉♥ r♦❜♦t q✉✐ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ s❡❧♦♥ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♦ù s❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♣❛ss❡
✐♥st❛♥t❛♥é♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r à ✉♥❡ ❛✉tr❡✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ✈❛r✐❛t✐♦♥
✐♥st❛♥t❛♥é❡✳ ▲✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❞✉ r♦❜♦t ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ (x0, y0)✱ s♦♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
θ0 ❡t s❛ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ v0✳ ■❧ é✈♦❧✉❡ s❡❧♦♥ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t❡s ✿



















ẋ(t) = v(t). cos θ(t)

ẏ(t) = v(t). sin θ(t)

θ̇(t) = ω

v̇(t) = a

✭❆✳✶✮

❆✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ θ(t)

❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ θ̇(t) = ω ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ r♦❜♦t ✿

θ(t) = ω.t+ θ0

❆✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ v(t)

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❆✳✷ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❞✉ r♦❜♦t ✿

v̇(t) = a ✭❆✳✷✮

✶✶✾



❆♥♥❡①❡ ❆✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ r♦❜♦t ❛②❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡

❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ a r❡st❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s
τ ❡t ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ✿

v(t) = a.t+ v0

❆✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ x(t)

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❆✳✸ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ x ❞✉ r♦❜♦t ✿

ẋ(t) = v(t). cos θ(t)

ẋ(t) = (a.t+ v0). cos(ω.t+ θ0)

ẋ(t) = a.t. cos(ω.t+ θ0) + v0. cos(ω.t+ θ0)

✭❆✳✸✮

❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ x ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ✿

x(t) = x0 +

∫

(at+ v0). cos(ωt+ θ0)

x(t) = x0 +

∫

at. cos(ωt+ θ0) +

∫

v0. cos(ωt+ θ0)

x(t) = x0 +X1 +X2

✭❆✳✹✮

X1 s❡r❛ é✈❛❧✉é❡ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ♣❛r ♣❛rt✐❡s✱ ❛❧♦rs q✉❡ X2 s❡r❛ ✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ s✐♠♣❧❡✳

❆✳✸✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡
∫

at. cos(ωt+ θ0)

❊♥ ♣♦s❛♥t ✿

{

v = t

du.dt = cos(ωt+ θ0)).dt
✭❆✳✺✮

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿







dv.dt = 1.dt

u =
1

ω
. sin(ωt+ θ0)

✭❆✳✻✮

✶✷✵



❆✳✹✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ y(t)

❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s rés♦❧✈♦♥s X1 ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

X1 =

∫

at. cos(ωt+ θ0)

X1 = at.
1

ω
. sin(ωt+ θ0)− a.

∫

1

ω
. sin(ωt+ θ0).dt

X1 =
at

ω
. sin(ωt+ θ0) +

a

ω2
. cos(ωt+ θ0)−

a

ω2
. cos θ0

✭❆✳✼✮

❆✳✸✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡
∫

v0. cos(ωt+ θ0)

X2 =

∫

v0. cos(ωt+ θ0)

X2 =
v0
ω
. sin(ωt+ θ0)−

v0
ω
. sin θ0

✭❆✳✽✮

❆✳✸✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ x(t)

▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ x ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❡st ❞♦♥❝ ❡①♣r✐♠é❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

x(t) = x0 +
at+ v0

ω
. sin(ωt+ θ0) +

a

ω2
. cos(ωt+ θ0)−

a

ω2
. cos θ0 −

v0
ω
. sin θ0

❆✳✹ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ y(t)

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❆✳✾ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ y ❞✉ r♦❜♦t ✿

ẏ(t) = v(t). sin θ(t)

ẏ(t) = (a.t+ v0). sin(ω.t+ θ0)

ẏ(t) = a.t. sin(ω.t+ θ0) + v0. sin(ω.t+ θ0)

✭❆✳✾✮

❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ y ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ✿

y(t) = y0 +

∫

at. sin(ωt+ θ0) +

∫

v0. sin(ωt+ θ0)

y(t) = y0 + Y 1 + Y 2

✭❆✳✶✵✮

❆✳✹✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡
∫

at. sin(ωt+ θ0)

❊♥ ♣♦s❛♥t ✿

✶✷✶



❆♥♥❡①❡ ❆✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ r♦❜♦t ❛②❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡

{

v = t

du.dt = sin(ωt+ θ0)).dt
✭❆✳✶✶✮

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿







dv.dt = 1.dt

u =
−1

ω
. cos(ωt+ θ0)

✭❆✳✶✷✮

❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s rés♦❧✈♦♥s Y 1 ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

Y 1 =

∫

at. sin(ωt+ θ0)

Y 1 = at.
−1

ω
. cos(ωt+ θ0) + a

∫

1

ω
. cos(ωt+ θ0).dt

Y 1 =
−at

ω
. cos(ωt+ θ0) +

a

ω2
. sin(ωt+ θ0)−

a

ω2
. sin θ0

✭❆✳✶✸✮

❆✳✹✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡
∫

v0. sin(ωt+ θ0)

Y 2 =

∫

v0. sin(ωt+ θ0)

Y 2 = −v0
ω
. cos(ωt+ θ0) +

v0
ω
. cos θ0

✭❆✳✶✹✮

❆✳✹✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ y(t)

▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ y ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❡st ❞♦♥❝ ❡①♣r✐♠é❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

y(t) = y0 −
at+ v0

ω
. cos(ωt+ θ0) +

a

ω2
. sin(ωt+ θ0)−

a

ω2
. sin θ0 +

v0
ω
. cos θ0

✶✷✷



❆♥♥❡①❡ ❇

❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ r♦❜♦t ❛②❛♥t
✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t à ✈❛r✐❛t✐♦♥

♣r♦❣r❡ss✐✈❡

❉❛♥s ❝❡t ❛♥♥❡①❡✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✭❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣s✮
❞✬✉♥ r♦❜♦t q✉✐ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ s❡❧♦♥ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ s♦♥ ❛❝❝é❧ér❛✲
t✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐r❡✳ ▲❡ r♦❜♦t ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s ❝❤❛♥❣❡r ✐♥st❛♥t❛♥é♠❡♥t ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡✳
◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✳

➚ ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧✱ ❧❡ r♦❜♦t ❛ ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ (x0, y0)✱ ✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ θ0✱ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐✲
t✉❞✐♥❛❧❡ v0 ❡t ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ω0✳ ▲❡ r♦❜♦t ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ v ❡t ❞❡
✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ω s❡❧♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ a ❡t ✉♥❡ ❛❝❝é❧ér❛✲
t✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ η✳

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✉ r♦❜♦t s♦♥t ❛❧♦rs ❡①♣r✐♠é❡s s❡❧♦♥ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿































ẋ(t) = v(t). cos θ(t)

ẏ(t) = v(t). sin θ(t)

θ̇(t) = ω(t)

v̇(t) = a

ω̇(t) = η

✭❇✳✶✮

❇✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ v(t)

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❇✳✷ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❞✉ r♦❜♦t ✿

v̇(t) = a ✭❇✳✷✮

❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ a r❡st❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s

✶✷✸



❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ r♦❜♦t ❛②❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡

τ ❡t ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ✿

v(t) = a.t+ v0

❇✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ω(t)

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❇✳✸ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞✉ r♦❜♦t ✿

ω̇(t) = η ✭❇✳✸✮

❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ η r❡st❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s τ ❡t
❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✉ t❡♠♣s ✿

ω(t) = η.t+ ω0

❇✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ θ(t)

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❇✳✹ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ r♦❜♦t ✿

θ̇(t) = ω(t) = η.t+ ω0 ✭❇✳✹✮

❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ r♦❜♦t ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ✿

θ(t) =
1

2
.η.t2 + ω0.t+ θ0

❇✳✹ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ x(t)

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❇✳✺ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ x ❞✉ r♦❜♦t ✿

ẋ(t) = v(t). cos θ(t)

ẋ(t) = (a.t+ v0). cos(
1

2
.η.t2 + ω0.t+ θ0)

ẋ(t) = a.t. cos(
1

2
.η.t2 + ω0.t+ θ0) + v0. cos(

1

2
.η.t2 + ω0.t+ θ0)

✭❇✳✺✮

❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ x ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ✿

✶✷✹



❇✳✺✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ y(t)

x(t) = x0 +

∫

a.t. cos(
1

2
.η.t2 + ω0.t+ θ0).dt+

∫

v0. cos(
1

2
.η.t2 + ω0.t+ θ0).dt

x(t) = x0 +X1 +X2

✭❇✳✻✮

X2 ❡st ✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s rés♦✉❞r❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t✳ P❛r
❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s X1✳

❇✳✹✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡
∫

a.t. cos(12 .η.t
2 + ω0.t+ θ0).dt

◆♦✉s ❡①♣r✐♠♦♥s X1 s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
∫

u′. cosu ❞♦♥t ❧✬✐♥té❣r❛❧ ❡st sin u✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s
❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ✿

X1 =

∫

a.t. cos(
1

2
.η.t2 + ω0.t+ θ0).dt

X1 = a.

∫

η.t+ ω0 − ω0

η
. cos(

1

2
.η.t2 + ω0.t+ θ0).dt

X1 =
a

η
.

∫

(η.t+ ω0). cos(
1

2
.η.t2 + ω0.t+ θ0).dt−

a.ω0

η
.

∫

cos(
1

2
.η.t2 + ω0.t+ θ0).dt

X1 =
a

η
. sin(

1

2
.η.t2 + ω0.t+ θ0)−

a.ω0

η
.

∫

cos(
1

2
.η.t2 + ω0.t+ θ0).dt−

a

η
. sin θ0

✭❇✳✼✮

❇✳✹✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ x(t)

▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ x ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❡st ❞♦♥❝ ❡①♣r✐♠é❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

x(t) = x0 +
a

η
. sin(

1

2
.η.t2 + ω0.t+ θ0)−

∫

(
a.ω0

η
− v0). cos(

1

2
.η.t2 + ω0.t+ θ0).dt−

a

η
. sin θ0

❇✳✺ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ y(t)

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❇✳✽ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ y ❞✉ r♦❜♦t ✿

ẏ(t) = v(t). sin θ(t)

ẏ(t) = (a.t+ v0). sin(
1

2
.η.t2 + ω0.t+ θ0)

ẏ(t) = a.t. sin(
1

2
.η.t2 + ω0.t+ θ0) + v0. sin(

1

2
.η.t2 + ω0.t+ θ0)

✭❇✳✽✮

✶✷✺



❆♥♥❡①❡ ❇✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ r♦❜♦t ❛②❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡

❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ y ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ✿

y(t) = y0 +

∫

a.t. sin(
1

2
.η.t2 + ω0.t+ θ0).dt+

∫

v0. sin(
1

2
.η.t2 + ω0.t+ θ0).dt

y(t) = y0 + Y 1 + Y 2

✭❇✳✾✮

Y 2 ❡st ✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❋r❡s♥❡❧ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s rés♦✉❞r❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t✳ P❛r
❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s Y 1✳

❇✳✺✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡
∫

a.t. sin(12 .η.t
2 + ω0.t+ θ0).dt

◆♦✉s ❡①♣r✐♠♦♥s Y 1 s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
∫

u′. sin u ❞♦♥t ❧✬✐♥té❣r❛❧ ❡st − cosu✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s
❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ✿

Y 1 =

∫

a.t. sin(
1

2
.η.t2 + ω0.t+ θ0).dt

Y 1 = a.

∫

η.t+ ω0 − ω0

η
. sin(

1

2
.η.t2 + ω0.t+ θ0).dt

Y 1 =
a

η
.

∫

(η.t+ ω0). sin(
1

2
.η.t2 + ω0.t+ θ0).dt−

a.ω0

η
.

∫

sin(
1

2
.η.t2 + ω0.t+ θ0).dt

Y 1 = −a

η
. cos(

1

2
.η.t2 + ω0.t+ θ0)−

a.ω0

η
.

∫

sin(
1

2
.η.t2 + ω0.t+ θ0).dt+

a

η
. cos θ0

✭❇✳✶✵✮

❇✳✺✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ y(t)

▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ y ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❡st ❞♦♥❝ ❡①♣r✐♠é❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

y(t) = y0 −
a

η
. cos(

1

2
.η.t2 + ω0.t+ θ0)−

∫

(
a.ω0

η
− v0). sin(

1

2
.η.t2 + ω0.t+ θ0).dt+

a

η
. cos θ0

✶✷✻
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❘és✉♠é
❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s✉✐✈✐ ❡♥ ❝♦♥✈♦✐✱ ❞és✐❣♥é ❡♥

❛♥❣❧❛✐s ♣❛r ❧❡ t❡r♠❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣✱ ♦ù ✉♥ tr❛✐♥ ❞❡ r♦❜♦ts ❡ss❛✐❡ ❞❡ s✉✐✈r❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞é❝r✐t
♣❛r ❧❡ ❧❡❛❞❡r✳ ❈❡ ❝❤❡♠✐♥✱ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ♣ré❞é✜♥✐ ♠❛✐s ❣é♥éré ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ s✉✐✈✐✱ ❡st ✐♥❝♦♥♥✉
❞❡ t♦✉s ❧❡s r♦❜♦ts s✉✐✈❡✉rs✳ ❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡
❧♦❝❛❧❡ ♦ù ❝❤❛q✉❡ r♦❜♦t ❞✉ ❝♦♥✈♦✐ ♦❜s❡r✈❡ s♦♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡t ❝❛❧❝✉❧❡ s♦♥ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥
à ❛✈♦✐r ✉♥ s✉✐✈✐ st❛❜❧❡ ✭❛❜s❡♥❝❡ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✮ ❡t ♣ré❝✐s ✭❡rr❡✉r ❧❛tér❛❧❡ ❛✉ss✐ ❢❛✐❜❧❡ q✉❡
♣♦ss✐❜❧❡✮✳ ❈❡tt❡ t❤ès❡ ét✉❞✐❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧❛tér❛❧ ❞✬✉♥ r♦❜♦t ❞✉
❝♦♥✈♦✐ ❡t ♣r♦♣♦s❡ ❞❡✉① ❝♦♥trô❧❡✉rs s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❛ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ s✉✐✈✐ ♣❛r s♦♥
♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳ ❯♥ ♣r❡♠✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ▼❡♠♦✲▲❆❚ ✭▼❡♠♦r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ▲♦♦❦✲
❆❤❡❛❞ ❚❛r❣❡t✮ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛tér❛❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
❛♥❛❧②t✐q✉❡✳ ▲❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ▼❡♠♦✲▲❆❚ ♥✬ét❛♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❣❛r❛♥t✐❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ◆❖❈ ✭◆♦♥✲❖s❝✐❧❧❛t♦r② ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✮ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛
❝♦✉r❜✉r❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ à s✉✐✈r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧❛tér❛❧✳ ◆❖❈ ❝♦♠❜✐♥❡ ✉♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐s❝rèt❡
♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✉ r♦❜♦t ❞❡ s✉✐✈r❡ ❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r s❛♥s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✳

▼♦ts✲❝❧és ✿ r♦❜♦t✐q✉❡ ♠♦❜✐❧❡✱ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛✉t♦♥♦♠❡✱ ❝♦♥trô❧❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé ❧♦❝❛❧✱ s✉✐✈✐
❡♥ ✜❧❡✱ s②stè♠❡s ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t✳

❆❜str❛❝t
❚❤✐s t❤❡s✐s ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❛t♦♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠s t♦ ❝♦♥❝✐❡✈❡ ❛ ❝♦♥tr♦❧ ❛❧✲

❣♦r✐t❤♠ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❝♦♥✈♦② ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡✐r ❧❡❛❞❡r✬s ♣❛t❤✳ ❚❤✐s ♣❛t❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
✐♥✐t✐❛❧❧② ✉♥❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ✉♥❦♥♦✇♥ t♦ ❛❧❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r♦❜♦ts✱ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛s t❤❡ ❧❡❛❞❡r
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