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Intro duction

0.1 Problématique

Que ce soit en prosp ection p étrolière, en pro duction d'énergie nucléaire, en médecine, ou p our

conserver une o euvre d'art, il n'est souvent pas p ossible d'e�ectuer des mesures directes p our des

raisons de coût, de sécurité ou de santé. Les praticiens privilégient alors des mesures non intrusives.

Plusieurs techniques existent et l'une d'elles consiste à éclairer l'ob jet par une onde et à récup érer

des mesures sur la frontière de celui-ci.

En théorie du problème inverse, il est souvent a�rmé qu'il n'est pas p ossible de déterminer

les caractéristiques d'un ob jet dont la dimension caractéristique est plus p etite que la longueur

d'onde. Cette a�rmation n'est pas complètement fondée. Les mathématiciens appliqués ont par

exemple développ é des métho des p our détecter des p etites hétérogénéités p our les problèmes de

propagation d'ondes. Nous p ouvons par exemple citer la métho de MUSIC, voir [29]. Cette métho de

est basée sur une mo délisation par source p onctuelle des p etites hétérogénéités et sur le mo dèle de

Foldy-Lax, voir [33] et [11], p our prendre en compte leur interaction. Bien qu'il existe des travaux

d'analyse asymptotique qui s'intéressent à l'e�et d'une p etite p erturbation géométrique p our les

problèmes elliptiques ou quasi-elliptiques, voir [42], [28], [35], [41] et [12], ce n'est pas le cas p our

les problèmes de propagation d'ondes en régime temp orel.

Nous nous sommes �xés deux ob jectifs lors de cette thèse. Premièrement, nous avons voulu

donner une base théorique p our les problèmes de p erturbation géométrique singulière dans le cas

des problèmes de propagation d'ondes. Deuxièmement, nous prop osons des mo dèles réduits d'ordre

élevé p our la mo délisation par source p onctuelle. Nous p ensons avoir un impact sur les applications

suivantes :

Application à la prosp ection p étrolière. La prosp ection p étrolière est en pratique basée sur

l'étude de la propagation d'ondes élastiques dans la croûte terrestre, générée par des sources explo-

sives qui engendrent des ondes transitoires. L'étude de sismographes et l'utilisation de métho des

classiques de calcul numérique p ermettent de détecter des champs p étroliers dont la longueur car-

actéristique est sup érieure à la longueur d'onde. L'exploitation de gisements de p étrole de p etite

taille, jusque là considérée non rentable, est maintenant envisagée par l'industrie p étrolière du fait

de la forte augmentation du prix du p étrole.

Application à l'imagerie médicale. L'imagerie médicale est couramment utilisée p our la dé-

tection de tumeurs. La détection des tumeurs de p etite taille p ermet un diagnostic préco ce et

améliore le pronostic p our les patients. D'autre part, les temps d'exp osition et l'intensité du signal

sont encadrés a�n d'assurer une certaine sécurité au patient.

Utiliser des ondes en domaine transitoire p ermet de limiter la durée de l'examen.

Ce premier chapitre a p our ob jectif de présenter le problème considéré, la métho de des développ e-

ments asymptotiques raccordés et d'expliciter le développ ement asymptotique à l'ordre 2 de notre

9
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solution.

0.2 Description du problème considéré

Nous nous intéressons à la propagation d'ondes acoustiques dans un domaine comp ortant des

petites hétérogénéités. Nous sommes en domaine temp orel et nous travaillons en 3D (c'est à dire

que nous travaillons avec quatre dimensions : trois p our l'espace et une p our le temps). Dé�nissons

un p eu plus en détails ce que petit obstacle signi�e. Notons " le rayon de la b oule dans laquelle

notre obstacle est contenu, et � la longueur d'onde, voir �gure 1. Nous nous intéressons à des

Obstacle

Source

"�

Figure 1 � Contexte d'étude

obstacles dont leur rayon véri�e (1)

" � � : (1)

C'est ce que nous app ellerons la condition asymptotique. Nous verrons dans le cadre de la thèse

le cas d'un seul obstacle au sein du domaine. La généralisation au cas de plusieurs obstacles p eut

être déduit des résultats présents dans cette thèse.

Remarque 0.1. Contrairement au régime fréquentiel où

� =
2�c
!

; (2)

avec ! la pulsation et c la célérité de l'onde, la notion de longueur d'onde en régime temporel est

di�cile à dé�nir. El le passe par une transformée de Fourier temporel le

û(! ) =
Z

u(t) exp(� i!t )dt: (3)

Cette transformée permet de passer du régime temporel au régime fréquentiel et nous obtenons un

signal qui peut prendre l'al lure il lustrée dans la �gure 2.

Les longueurs d'ondes � 2 [� min ; � max ] du signal sont dé�nies à partir des pulsations ! 2
[! min ; ! max ] pour lesquel les la transformée de Fourier du signal û n'est pas négligeable. Lorsque

� min est proche de � max , le signal est dit à faible bande, voir la �gure 3, sinon il est dit à large

bande. Plus précisément notre condition asymptotique s'écrit

" � � min =
2�c

! max
: (4)
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! min ! max

û(! )

Figure 2 � Signal à large bande

! min ! max

û(! )

Figure 3 � Signal à faible bande

0.2.1 Domaine d'étude

Nous travaillons sur le domaine 
 " qui est l'extérieur de notre obstacle que nous noterons ! " .

Expliquons un p eu ces deux notations. L'obstacle ! " est un obstacle autosimilaire, c'est à dire

qu'il est obtenu en multipliant une forme

bB (ne dép endant pas de " ) par " , voir �gure 4.

! " = " bB = f x 2 R3 :
x
"

2 bB g; (5)

avec x = ( x1; x2; x3) .

b

0

bB
b

! "

Figure 4 � Obstacle autosimilaire

Remarque 0.2. Puisque " est plus petit que 1, ! " est une version réduite de

bB .

Remarque 0.3. Notre obstacle ! " dépend de " , c'est pourquoi " apparaît dans sa notation. Nous

dirons aussi que " est la longueur caractéristique de l'élément.

Remarque 0.4. Notre obstacle est centré en l'origine, remarquons que nous pouvons toujours

nous ramener à ce cas par une translation.
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Revenons à notre domaine d'étude 
 " , nous avons


 " := R3 n ! " : (6)

La �gure 5 illustre ce domaine.

b0
! "


 "

"

�

Figure 5 � Domaine 
 "

Remarque 0.5. Le domaine 
 " est dé�ni comme l'extérieur de l'obstacle ! " , ce dernier dépend

de " , d'où 
 " aussi, ce qui explique cette notation.

0.2.2 Problème considéré

Nous allons à présent décrire le problème considéré en détails. Commençons par rapp eler

l'équation des ondes acoustiques

c2�~u" (x; t) � @2
t ~u" (x; t) = f (x; t); (7)

avec x 2 
 " , c la célérité de l'onde, f 2 C1 (R3 � R) le terme source et t > 0.

Remarque 0.6. Il n'est pas nécessaire d'avoir f aussi régulière, nous pouvons très bien développer

la théorie dans le cas f continue en temps et à valeurs L 2(
 " ) .

Remarque 0.7. Nous avons noté la solution de l'équation ~u" car la solution dépend du domaine


 " qui lui même dépend de " . En e�et, nous pouvons facilement concevoir que la solution sera

di�érente si nous changeons la tail le de notre obstacle.

Remarque 0.8. Nous avons noté x =

0

B
B
B
B
B
B
@

x1

x2

x3

1

C
C
C
C
C
C
A

un élément de R3
.

Nous allons a jouter des conditions de Dirichlet ou de Neumann sur la frontière de notre obstacle

notée � ! "

~u" (x; t) = 0 ; x 2 � ! " ; t > 0; (8)

ou

@n ~u" (x; t) = 0 ; x 2 � ! " ; t > 0: (9)
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Nous a joutons également deux conditions initiales homogènes sur 
 "

8
>><

>>:

~u" (x; 0) = 0 ;

@t ~u" (x; 0) = 0 :
(10)

En�n, nous imp osons au terme source f d'être à supp ort compact et qu'il véri�e

0 =2 supp

�
f (�; t)

�
; 8t � 0: (11)

Remarque 0.9. Comme le support ne dépend pas de " , pour " assez petit, la distance de l'origine

au support est très grande devant " .

En pratique, l'obstacle est �xé, il faut donc prendre f su�samment éloignée de l'origine.

A�n de résoudre ce problème, nous avons décidé d'utiliser la métho de des développ ements

asymptotiques raccordés que nous allons décrire dans la section 0.3.

0.3 La métho de des développ ements asymptotiques raccordés

Dans cette partie, nous allons d'ab ord décrire p ourquoi nous utilisons cette métho de, puis,

nous détaillerons son fonctionnement.

0.3.1 Di�cultés numériques p our traiter les p etits détails géométriques

La présence de p etits détails géométriques dans le domaine de calcul provo que de nombreuses

di�cultés numériques. Premièrement, il faut adapter la taille � x du maillage en espace à la plus

p etite longueur caractéristique (ici " le rayon de la b oule contenant l'obstacle). Nous devons

resp ecter la relation suivante

� x < Cte ": (12)

La constante Cte a été intro duite car il faut mailler la géométrique de taille " . Par exemple, p our

une b oule de rayon " , il faut que � x <
"
20

p our que la géométrie soit correctement discrétisée.

Lorsque nous voulons utiliser un maillage uniforme, ceci intro duit un très grand nombre de degrés

de lib ertés et donc un coût de calcul exorbitant.

Une solution consiste à e�ectuer un ra�nement de maillage lo cal. Malheureusement, en régime

temp orel, il est nécessaire que le pas de temps véri�e la condition de Courant, Friedrichs et Lewy

(CFL). Ceci intro duit un pas de temps p etit (de l'ordre de

"
c

) et a p our conséquence d'augmenter

le coût de calcul.

Deuxièmement, a�n d'éviter les phénomènes de disp ersion numérique, il est nécessaire de choisir le

plus grand pas de temps véri�ant la condition CFL. Ceci est imp ossible dans un maillage contenant

des mailles de tailles trop di�érentes entre elles. Les numériciens ont développ é voir par exemple

[19], [23], des métho des de pas de temps lo caux a�n de lutter contre les phénomènes de disp ersion.

Dans cette thèse, nous souhaitions développ er des métho des alternatives. Ces techniques sont

e�caces mais di�ciles à mettre en ÷uvre.

0.3.2 Dé�nition de mo dèles appro chés adaptés au calcul numérique par

l'analyse asymptotique

En parallèle de ces métho des purement numériques, les mathématiciens appliqués ont développ é

des mo dèles appro chés basés sur de l'analyse asymptotique. Dans notre domaine, la propagation

d'ondes, nous p ouvons grossièrement séparer les di�érentes métho des en deux familles :

- l'analyse asymptotique régulière,

- l'analyse asymptotique singulière.
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Ces deux techniques cherchent à développ er la solution, qui dép end d'un paramètre " , sous la

forme d'une série de Taylor dans chaque domaine d'intérêt

~u" (x) =
IX

i =0

f i (" )ui (x) + O
" ! 0

�
f I +1 (" )

�
: (13)

Les f i sont les fonctions de jauge, elles sont très souvent p olynomiales

f i (" ) = " i : (14)

Dans le cas de l'analyse asymptotique régulière, les termes ui du développ ement asymptotique

appartiennent au même espace fonctionnel que la solution ~u" , en général l'espace variationnel.

Pour l'analyse asymptotique régulière, le lecteur p ourra se référer par exemple à [2] et [8].

Dans le cas de l'analyse asymptotique singulière, les termes ui du développ ement asymptotique

sont plus singuliers que la solution ~u" . Pour l'analyse asymptotique singulière, nous p ouvons citer

[13], [15], [30] et [42].

Dans le cadre de cette thèse, nous utilisons la métho de des développ ements asymptotiques rac-

cordés qui fait partie de l'analyse asymptotique singulière. Notre ob jectif est de remplacer le p etit

obstacle par une source p onctuelle équivalente a�n de mo déliser avec précision son interaction avec

le milieu. Le p etit paramètre " n'apparaît plus comme une longueur géométrique mais comme une

amplitude de source p onctuelle. La discrétisation de ce nouveau problème ne nécessite plus de

ra�nement de maillage espace-temps.

0.3.3 Présentation de la métho de des développ ements asymptotiques

raccordés

La métho de des développ ements asymptotiques raccordés consiste à construire deux di�érents

développ ements (en champ pro che et en champ lointain) de ~u" en variables rapides (près de

l'obstacle) et en variables lentes (loin de l'obstacle). A priori, aucun de ces développ ements n'est

dé�ni sur tout le domaine. Ils doivent être raccordés dans une zone intermédiaire.

La métho de consiste donc à raccorder les comp ortements asymptotiques quand X :=
x
"

! + 1

du développ ement en champ pro che avec les comp ortements asymptotiques quand x ! 0 en champ

lointain. Nous notons 0 = (0 ; 0; 0).

Pour résumer, nous p ouvons dire que cette métho de se déroule en trois principales étap es :

- la première consiste à dé�nir deux domaines avec un recouvrement. Nous verrons dans la partie

0.3.4 que nous aurons un domaine nommé champ pro che, un autre champ lointain et qu'il existe

un recouvrement entre ces deux domaines que nous nommerons zone intermédiaire ou encore zone

de raccord,

- lors de la seconde étap e nous obtenons deux développ ements asymptotiques de la solution, un

en champ pro che et un en champ lointain, c'est ce que nous verrons dans la section 0.3.5,

- en�n, nous raccorderons les deux développ ements dans la zone intermédiaire a�n d'obtenir une

solution valide sur tout le domaine. Nous expliciterons ce raccord de façon formelle à la section

0.3.6.

0.3.4 Dé�nition des deux domaines avec recouvrement

Nous avons un premier domaine que nous nommons domaine de champ lointain . Il est dé�ni

comme l'extérieur d'un voisinage de notre obstacle. Prenons notre voisinage de la forme d'une

b oule centrée en l'origine et de rayon � f (" )

B � f ( " ) := f x 2 R3 : jx j < � f (" )g: (15)

Notons 
 f
" notre domaine de champ lointain, voir �gure 6


 f
" := R3 n B � f ( " ) : (16)
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Remarque 0.10. Nous avons pris f comme indice pour désigner le domaine de champ lointain

( far -�eld).

B "


 f
"

b

� f (" )

B � f ( " )

Figure 6 � Domaine de champ lointain 
 f
"

Remarque 0.11. Nous verrons plus tard que la longueur � f (" ) caractérise la zone de validité du

champ lointain.

Le second domaine (d'intro duction car l'ordre n'a pas d'imp ortance) est le domaine de champ

proche , noté 
 n
" , voir la �gure 7. Comme son nom l'indique, c'est un domaine pro che de l'obstacle

B "

b

� n (" )


 n
"

B � n ( " )

Figure 7 � Domaine de champ pro che 
 n
"

qui sert à décrire les phénomènes physiques ayant lieu au voisinage de celui-ci


 n
" := B � n ( " ) n ! " ; (17)

avec B � n ( " ) = f x 2 R3 : jx j < � n (" )g, ! " notre obstacle et � n (" ) une distance.

Remarque 0.12. Nous avons pris n comme indice pour désigner le domaine de champ proche

( near -�eld).
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Remarque 0.13. La distance � n (" ) caractérise la zone de validité du champ proche. El le dépend

de " .

En�n, dé�nissons la zone de raccord. Ce recouvrement existe si et seulement si la condition

suivante est resp ectée

� f (" ) < � n (" ): (18)

Dans ce cas, nous notons C � n ( " )
� f ( " ) la couronne de p etit rayon � f (" ) et de grand rayon � n (" )

C � n ( " )
� f ( " ) := f x 2 R3 : � f (" ) � j x j � � n (" )g: (19)

La zone de raccord, notée 
 m
" , est dé�nie par cette couronne, voir �gure 8.


 r
"

b

� f (" )

� n (" )

B "

Figure 8 � Zone de raccord

Remarque 0.14. Nous avons pris m comme indice pour la zone de recouvrement (matching

zone).

Remarque 0.15. La zone de raccord est l'intersection entre les domaines de champ lointain et

de champ proche


 m
" := 
 f

" \ 
 n
" : (20)

Ceci signi�e que dans la zone de raccord, les points de vue de champ lointain et de champ proche

peuvent être adoptés. En d'autres termes, notre domaine d'étude 
 " peut être vu comme


 " =
�

 f

" [ 
 n
"

�
n 
 m

" : (21)

Nous avons ainsi dé�ni nos deux domaines avec recouvrement. A�n de �naliser cette première

étap e, voyons comment se comp ortent ces zones lorsque " tend vers 0. Nous avons b esoin des

limites suivantes 8
>><

>>:

lim
" ! 0

� f (" ) = 0 ;

lim
" ! 0

� f (" )
"

= + 1 ;
(22)

p our � f (" ) et p our � n (" ) nous avons également

8
>><

>>:

lim
" ! 0

� n (" ) = 0 ;

lim
" ! 0

� n (" )
"

= + 1 :
(23)
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Commençons par le champ lointain. La limite intéressante dans ce cas est la suivante

lim
" ! 0

� f (" ) = 0 : (24)

Ceci signi�e que le voisinage de notre obstacle va disparaître lorsque " tend vers 0, il ne restera

plus que l'origine, voir �gure 9. Le domaine limite de champ lointain est noté 
 ?


 ? := R3 n f 0g: (25)

" ! 0
b

0


 f
" 
 ?

b

B "

0
"

� f (" )

Figure 9 � Variation du champ lointain lorsque " tend vers 0

Pour le champ pro che, nous commençons par faire le changement de variables

X =
x
"

: (26)

Puisque nous nous intéressons à des cas asymptotiques, " est plus p etit que 1, ce changement de

variables a donc p our e�et de zo omer autour de l'obstacle, voir �gure 10.

b

0
X =

x
"

bB

b

B "

� n (" )

� n (" )="

Figure 10 � Adimensionnement

Remarque 0.16. Cette étape de changement de variables est aussi appelée adimensionnement .

En e�et, X est sans unité.

Remarque 0.17. En faisant ce changement de variables, nous réobtenons la forme d'origine

bB
qui ne dépend plus de " . En e�et, rappelons que notre obstacle ! " avait été construit en multipliant

bB par " .
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Passons à la limite lorsque " tend vers 0. La limite utile est la suivante

lim
" ! 0

� n (" )
"

= + 1 : (27)

Ceci signi�e que notre domaine limite de champ pro che noté

b
 sera

b
 := R3 n bB; (28)

voir la �gure 11.

b

0

" ! 0

bB

� n (" )="

b

0

bB

b


Figure 11 � Variation du champ pro che lorsque " tend vers 0

Remarque 0.18. Puisque

bB ne dépend pas de " , la forme

bB reste inchangée lorsque " tend vers

0.

En�n, voyons comment varie la zone de raccord lorsque " tend vers 0. Pour la zone intermédi-

aire, nous p ouvons soit être en variables x soit en variables X . Si nous raisonnons en variables x ,

nous avons vu que 
 m
" = C � n ( " )

� f ( " ) . Les limites imp ortantes dans ce cas sont

8
>><

>>:

lim
" ! 0

� f (" ) = 0 ;

lim
" ! 0

� n (" ) = 0 :
(29)

Par conséquent, en la variable x , le domaine 
 m
" se concentre en 0 . Passons en variables X . Nous

avons

C � n ( " )
� f ( " ) = f x 2 R3 : � f (" ) � j x j � � n (" )g: (30)

Il suit dans la variable X

C � n ( " )="
� f ( " )=" = f X 2 R3 :

� f (" )
"

� j X j �
� n (" )

"
g: (31)

Les limites intéressantes dans ce cas sont

8
>><

>>:

lim
" ! 0

� f (" )
"

= + 1 ;

lim
" ! 0

� n (" )
"

= + 1 :
(32)

Par conséquent, en variable X , la zone de raccord est rapidement rejetée en l'in�ni.
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Conclusion

Nous avons déterminé nos deux domaines avec recouvrement et nous avons étudié leur com-

p ortement quand " tend vers 0. Ceci achève la première étap e de la métho de des développ ements

asymptotique raccordés.

0.3.5 Développ ements formels en champ pro che et en champ lointain

Nous p ouvons à présent construire deux développ ements de notre solution :

- un en champ lointain que nous noterons u" ,

- un en champ pro che que nous noterons U" p our se référer au changement de variables X .

Développ ement asymptotique en champ lointain

Le développ ement en champ lointain est dé�ni dans le domaine de champ lointain 
 f
" . Dans

cette section, nous agissons de façon formelle sans nous préo ccup er de la convergence des séries

car le but est d'expliquer la métho de des développ ements asymptotiques raccordés. C'est p ourquoi

nous utilisons le symb ole � . La série de champ lointain s'écrit

u" (x; t) �
+ 1X

i =0

ui (x; t)" i ; (33)

avec ui des fonctions dé�nies sur 
 ? � R, avec 
 ? = R3 n f 0g.

Remarque 0.19. La série u" approche notre solution exacte ~u" loin de l'obstacle. Nous démon-

trerons ce résultat au chapitre 4. En particulier, nous montrerons que la série de champ lointain

tronquée à l'ordre I approche la solution exacte ~u" avec un reste de l'ordre du premier terme nég-

ligé, c'est à dire O
" ! 0

(" I +1 ) . Pour le moment, nous écrivons cette série de façon formel le car el le

n'est pas nécessairement convergente.

Remarque 0.20. Les fonctions ui sont potentiel lement singulières en l'origine. Insistons sur le

fait que ui ne dépend plus de " . C'est très important car une fois que nous aurons calculé les

fonctions ui , nous pourrons facilement obtenir u" , pour di�érents " , c'est à dire pour di�érentes

tail les d'obstacle.

Remarque 0.21. La fonction u0 est la limite formel le de u" dans la variable x

lim
" ! 0

~u" (x; t) � u0(x; t): (34)

Nous démontrerons au chapitre 4, plus précisément au théorème 4.1 que

max
t � T

k~u" (�; t) � u0(�; t)kL 2 (B c
r ? ) = O

" ! 0
(" ); (35)

pour tout r ? > 0 et B c
r ? = R3 n B r ?

.

Le développ ement asymptotique en champ lointain appro che la solution exacte loin de l'obsta-

cle, nous p ouvons alors insérer le développ ement (33) dans l'équation des ondes (7) , nous obtenons

+ 1X

i =0

�
c2� ui (x; t) � @2

t ui (x; t)
�

" i � f (x ; t): (36)

En identi�ant les termes de chaque côté de l'équation (36) nous avons

c2� u0(x; t) � @2
t u0(x; t) = f (x; t); (37)

et p our i � 1

� ui (x; t) �
@2

t

c2 ui (x; t) = 0 : (38)
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De même, p our les conditions initiales nous obtenons

ui (x; 0) = 0 et @t ui (x; 0) = 0 : (39)

Nous avons �nalement les problèmes suivants à résoudre. Trouver u0 : 
 ? � R+ ! R tel que

8
>><

>>:

c2� u0(x; t) � @2
t u0(x; t) = f (x; t);

u0(x; 0) = 0 ; @t u0(x; 0) = 0 ;
(40)

et trouver ui : 
 ? � R+ ! R p our i � 1 tel que

8
>><

>>:

� ui (x; t) �
@2

t

c2 ui (x; t) = 0 ;

ui (x; 0) = 0 ; @t ui (x; 0) = 0 :
(41)

Information manquante du développ ement en champ lointain

Ces problèmes ne sont pas bien p osés car les ui sont dé�nis que p our x 2 
 ?
en espace,

c'est à dire en dehors de l'origine. Leur résolution fait l'ob jet du chapitre 1. Il nous manque le

comp ortement des ui près de l'obstacle. Plus précisément, nous devons déterminer leur singularité

en l'origine.

Développ ement asymptotique en champ pro che

Rapp elons le changement de variables

X =
x
"

: (42)

Le développ ement en champ pro che est dé�ni dans le domaine de champ pro che 
 n
" . Nous p ouvons

développ er la solution sous la forme suivante

u" (X "; t ) = U" (X ; t) �
+ 1X

i =0

Ui (X ; t)" i ; (43)

avec Ui des fonctions dé�nies sur

b
 � R et

b
 = R3 n bB . Nous allons faire des remarques similaires

à celles p our le développ ement en champ lointain.

Remarque 0.22. La série U" approche notre solution exacte ~u" au voisinage de l'obstacle. Nous

démontrerons ce résultat au chapitre 4. Pour le moment, nous écrivons cette série de façon formel le

car el le n'est pas nécessairement convergente.

Remarque 0.23. Les fonctions Ui ne sont pas bornées au voisinage de l'in�ni. Insistons sur le

fait que Ui ne dépend plus de " . Comme pour le champ lointain, c'est très important car une fois

que nous aurons calculé les fonctions Ui , nous pourrons facilement obtenir U" , quelque soit " .

Le développ ement asymptotique en champ pro che appro che la solution exacte dans un voisinage

de l'obstacle, nous p ouvons alors insérer ce développ ement (43) dans l'équation des ondes sur 
 n
" ,

voir (7), nous obtenons

�
+ 1X

i =0

Ui (X ; t)" i �
@2

t

c2

+ 1X

i =0

Ui (X ; t)" i � f (X "; t ): (44)
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Dans la variable X , le terme source f est rejeté à l'in�ni. Il n'apparaît plus dans les problèmes de

champ pro che. Nous devons à présent prendre en compte le changement de variables

X =
x
"

: (45)

Ce changement de variables implique de dé�nir un op érateur Laplacien en variables X

� X = @2
X 1

+ @2
X 2

+ @2
X 3

= "2�
@2

x 1
+ @2

x 2
+ @2

x 3

�
= "2� : (46)

En insérant ce nouvel op érateur dans (44) nous obtenons

+ 1X

i =0

1
"2 � X Ui (X ; t)" i �

+ 1X

i =0

@2
t

c2 Ui (X ; t)" i = 0 : (47)

Un changement d'indices s'imp ose p our la première somme, i = i � 2
+ 1X

i = � 2

� X Ui +2 (X ; t)" i �
+ 1X

i =0

@2
t

c2 Ui (X ; t)" i = 0 : (48)

L'équation (48) p ermet de dé�nir par identi�cation les équations que véri�ent les Ui . En e�et,

nous p ouvons remarquer que nous avons deux termes avec des puissances négatives p our " (p our

i = � 2 et i = � 1) et aucun dans la seconde, nous en déduisons

8
>><

>>:

� X U0(X ; t) = 0

� X U1(X ; t) = 0 :
(49)

Et ensuite, p our tout i � 0, nous avons

� X Ui +2 (X ; t) �
@2

t

c2 Ui (X ; t) = 0 : (50)

Remarque 0.24. Les équations (49) et (50) ne font plus intervenir " .

Remarque 0.25. Le fonctions U0 et U1 véri�ent l'équation de Laplace et les fonctions Ui pour

i � 0 véri�ent le système d'équations dit de Laplace emboîtée.

Remarque 0.26. Nous pouvons noter que dans les équations (49) et (50) la variable de temps t
peut être vue comme un paramètre. Ces problèmes sont dits quasi-statiques.

Pour les conditions de b ord à la frontière de l'obstacle, en variables x nous avons mis des

conditions de Dirichlet ou de Neumann sur � ! " . En passant en variables X , nous obtenons des

conditions de b ord sur la frontière de

bB , notée � bB

Ui (X ; t) = 0 ; X 2 � bB ; t > 0; (51)

ou

@n Ui (X ; t) = 0 ; X 2 � bB ; t > 0: (52)

Nous dirons que U0 et U1 appartiennent au noyau de l'équation (50). Nous avons �nalement le

problème suivant à résoudre. Trouver Ui : b
 � R ! R tel que

8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

� X Ui +2 (X ; t) =
@2

t

c2 Ui (X ; t);

Ui (X ; 0) = 0 ; @t Ui (X ; 0) = 0 ;

Ui (X ; t) = 0 ou @n Ui (X ; t) = 0 ; p our X 2 � bB ;

Ui (X ; t) = 0 ; 8i < 0:

(53)

Remarque 0.27. Ces problèmes ne sont pas bien posés et leur résolution fait l'objet du chapitre 2.
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Information manquante du développ ement en champ pro che

Une fois que nous avons construit notre développ ement en champ pro che, nous avons décrit la

solution du problème au voisinage de l'obstacle mais il nous manque le comp ortement au voisinage

de l'in�ni des termes de champ pro che.

Conclusion

Nous avons déterminé deux développ ements asymptotiques de notre solution, un en champ

lointain et un en champ pro che. Ceci �nalise la seconde étap e de la métho de des développ ements

asymptotiques raccordés.

0.3.6 Raccord des deux développ ements en zone intermédiaire

La dernière étap e de la métho de des développ ements asymptotiques raccordés consiste à rac-

corder les deux développ ements dans la zone intermédiaire. En e�et, rapp elons que dans ce domaine

nous sommes à la fois en domaine de champ lointain et de champ pro che. Dans cette zone nous

p ouvons alors développ er notre solution de deux façons : du p oint de vue du champ lointain ou

du champ pro che. Cette étap e a été rédigée sans aucune considération de convergence de série et

doit être comprise au sens du calcul formel. En nous plaçant en variables x , nous avons alors cette

égalité de façon formelle p our le moment

u" (x; t) � U" (X ; t); avec X =
x
"

: (54)

Remplaçons u" et U" par leur développ ement que nous avons trouvé en (33) et (43), il suit

+ 1X

i =0

ui (x; t)" i �
+ 1X

i =0

Ui (
x
"

; t)" i : (55)

Nous intro duisons les conditions de nullité suivante

8
>><

>>:

ui (x; t) = 0 ; 8i < 0;

Ui (X ; t) = 0 ; 8i < 0:
(56)

L'égalité (55) devient

+ 1X

i = �1

ui (x; t)" i �
+ 1X

i = �1

Ui (
x
"

; t)" i : (57)

La suite commence à devenir technique, nous p oserons correctement toutes les dé�nitions dans le

chapitre 3. Nous allons simplement expliquer comment cette métho de de raccord fonctionne sans

rentrer dans les détails. Nous passons en co ordonnées sphériques

x1 = r sin � cos'; x 2 = r sin � sin '; x 3 = r cos�; (58)

et

X 1 = R sin � cos'; X 2 = R sin� sin '; X 3 = R cos�: (59)

Pour chaque i , nous développ ons ui au voisinage de 0 sous la forme

ui (x; t) �
+ 1X

p= �1

ui;p (�; '; t )r p ; (60)
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puis Ui au voisinage de l'in�ni

Ui (X ; t) �
+ 1X

p= �1

Ui;p (�; '; t )Rp; (61)

avec ui;p et Ui;p des fonctions ne dép endant plus de r ou R . En incluant (60) et (61) dans (55),

nous obtenons

+ 1X

i = �1

+ 1X

p= �1

ui;p (�; '; t )r p" i �
+ 1X

i = �1

+ 1X

p= �1

Ui;p (�; '; t )
r p

"p " i : (62)

Il suit

+ 1X

i = �1

+ 1X

p= �1

ui;p (�; '; t )r p" i �
+ 1X

i = �1

+ 1X

p= �1

Ui;p (�; '; t )r p" i � p: (63)

Faisons un changement d'i ndice i = i � p p our la somme de droite, nous obtenons

+ 1X

p= �1

+ 1X

i = �1

ui;p (�; '; t )r p" i �
+ 1X

p= �1

+ 1X

i = �1

Ui + p;p (�; '; t )r p" i : (64)

La condition de raccord est �nalement donnée par

ui;p (�; '; t ) = Ui + p;p (�; '; t ); 8i 2 Z; 8p 2 Z; (65)

ou de manière équivalente

Ui;p (�; '; t ) = ui � p;p (�; '; t ); 8i 2 Z; 8p 2 Z: (66)

Ce raccord est très imp ortant car l'information manquante du développ ement du champ lointain

va être donnée par les éléments du développ ement du champ pro che grâce à (65). De même,

l'information manquante du développ ement du champ pro che va être déterminée grâce à (66) par

les éléments du développ ement du champ lointain. Nous allons �nalement p ouvoir construire un

développ ement de notre solution valide sur tout le domaine 
 " . Il suit des conventions de nullité

(56) que

ui;p (�; '; t ) = Ui;p (�; '; t ) � 0; 8i < 0; 8p 2 Z; (67)

et à l'aide des conditions de raccord, nous obtenons

ui;p (�; '; t ) = 0 p our p < � i et Ui;p (�; '; t ) = 0 p our p > i: (68)

Nous p ouvons alors simpli�er les développ ements de ui et Ui

8
>>>><

>>>>:

ui (x; t) �
+ 1X

p= � i

ui;p (�; '; t )r p ;

Ui (x; t) �
iX

p= �1

Ui;p (�; '; t )Rp:

(69)

La justi�cation rigoureuse de ces raccords apparaîtra au chapitre 3 lors de l'estimation de l'erreur de

raccord. Ceci clôture la présentation de la métho de des développ ements asymptotiques raccordés.

0.4 Développ ements asymptotiques à l'ordre 2

Dans cette section nous allons expliciter le développ ement asymptotique à l'ordre 2 dans le cas

d'un obstacle sphérique de rayon " avec des conditions de Dirichlet sur le b ord. C'est le cas que

nous avons co dé au cours de la thèse, nous expliquerons dans la partie I I comment nous l'avons

implémenté. C'est le résultat qui a le plus d'intérêt au niveau pratique.



24 TABLE DES MATIÈRES

0.4.1 Développ ement asymptotique en champ lointain à l'ordre 2

Nous notons u"; 2 le développ ement asymptotique en champ lointain à l'ordre 2. Nous avons

u"; 2(x; t) = u0(x; t) + u1(x; t)" + u2(x; t)"2: (70)

La limite u0 de ~u" est la solution régulière du problème p osé sur R3 � R+

8
>><

>>:

c2� u0(x; t) � @2
t u0(x; t) = f (x; t);

u0(x; 0) = 0 ; @t u0(x; 0) = 0 :
(71)

Le problème (71) est bien p osé et a une unique solution. Nous avons d'après (69)

u0(x; t) �
+ 1X

p=0

u0;p (�; '; t )r p : (72)

Remarque 0.28. Pour déterminer u0 , u1 et u2 , nous avons besoin de U0 , U1 et U2 . Les conditions

de raccord reliant ces six termes, voir (65) et (66) , ne font intervenir que

ui;p pour i + p � 2 et Ui;p pour i � p � 2: (73)

C'est pourquoi nous développerons u0 jusqu'à l'ordre O
r ! 0

(r 2) , u1 à l'ordre O
r ! 0

(r ) , u2 à l'ordre

O
r ! 0

(1) , U0 à l'ordre O
R! + 1

(
1

R2 ) , U1 à l'ordre O
R! + 1

(
1
R

) et U2 à l'ordre O
R! + 1

(1) inclus.

En particulier, p our u0 nous développ ons à l'ordre 2, nous avons

u0(x; t) = u0;0(�; '; t ) + u0;1(�; '; t )r + u0;2(�; '; t )r 2 + O
r ! 0

(r 3): (74)

Les termes de ce développ ement p euvent être identi�és au développ ement de Taylor à l'ordre 2

u0(x; t) = u0(0; t) + r u0(0; t) � x +
1
2

x � Hu 0(0; t) � x + O
r ! 0

(r 3); (75)

avec H la hessienne et x = ( r sin � cos'; r sin � sin '; r cos� ) . Il suit

u0(x; t) = u0(0; t) +
�
r u0(0; t) �

x
r

�
r +

1
2

� x
r

� Hu 0(0; t) �
x
r

�
r 2 + O

r ! 0
(r 3): (76)

Remarque 0.29. Nous avons x=r qui ne dépend plus de r , en e�et

x
r

= (sin � cos'; sin � sin '; cos� ): (77)

En identi�ant (74) et (76) nous en déduisons u0;0 , u0;1 et u0;2

8
>>>>>><

>>>>>>:

u0;0(�; '; t ) = u0(0; t);

u0;1(�; '; t ) = r u0(0; t) �
x
r

;

u0;2(�; '; t ) =
1
2

x
r

� Hu 0(0; t) �
x
r

:

(78)

Nous allons à présent déterminer u1 et u2 , rapp elons qu'ils sont tous deux des solutions sur 
 ? � R
de 8

>><

>>:

� ui (x; t) �
@2

t

c2 ui (x; t) = 0 ;

ui (x; 0) = 0 ; @t ui (x; 0) = 0 :
(79)
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A�n d'alléger la présentation, supp osons que u1 et u2 p euvent être représentés à l'aide d'un champ

rayonné par une source p onctuelle d'amplitude gi (t) lo calisée en x = 0 , c'est à dire

ui (x; t) =
1

4�
gi (t � r=c)

r
; p our i = 1 et i = 2 ; (80)

avec r=c le temps que met l'onde p our arriver au p oint courant x , gi une fonction dé�nie sur 
 ?

véri�ant gi (t) = 0 , 8t < 0.

Remarque 0.30. Nous n'avons pas �xé gi mais simplement donné la forme générale de ui . C'est

la condition de raccord qui déterminera l'amplitude de la source équivalente.

Nous p ouvons détailler les ui;p p our i = 1 et 2. Commençons par u1 , d'après (80) nous avons

u1(x; t) =
1

4�
g1(t � r=c)

r
: (81)

Faisons un développ ement de Taylor à l'ordre 2 de g1(t � r=c)

g1(t � r=c) = g1(t) � @t g1(t)
r
c

+ @2
t g1(t)

r 2

2c2 + O
r ! 0

(r 3): (82)

Il suit

u1(x; t) =
1

4�

� g1(t)
r

�
@t g1(t)

c
+

@2
t g1(t)
2c2 r

�
+ O

r ! 0
(r 2): (83)

Nous obtenons alors 8
>>>>>><

>>>>>>:

u1;� 1(�; '; t ) =
g1(t)
4�

;

u1;0(�; '; t ) = �
@t g1(t)

4�c
;

u1;1(�; '; t ) =
@2

t g1(t)
8�c 2 :

(84)

Passons à u2 , d'après (80)

u2(x; t) =
g2(t � r=c)

4�r
: (85)

En faisant un développ ement de Taylor à l'ordre 1 de g2(t � r=c) nous obtenons

u2(x; t) =
g2(t)
4�r

�
@t g2(t)

4�c
+ O

r ! 0
(r ): (86)

Nous obtenons 8
>><

>>:

u2;� 1(�; '; t ) =
g2(t)
4�

;

u2;0(�; '; t ) = �
@t g2(t)

4�c
:

(87)

Ceci �nalise notre développ ement en champ lointain à l'ordre 2.

0.4.2 Développ ement asymptotique en champ pro che à l'ordre 2

Passons au développ ement en champ pro che, en notant U"; 2 le développ ement à l'ordre 2, nous

avons

U"; 2(X ; t) = U0(X ; t) + U1(X ; t)" + U2(X ; t)"2: (88)

Nous allons à présent déterminer U0 et U1 , rapp elons qu'ils sont tous deux des solutions sur

b
 � R+

de 8
>>>>>><

>>>>>>:

� X Ui (X ; t) = 0 ;

Ui (X ; 0) = 0 ; @t Ui (X ; 0) = 0 ;

Ui (X ; t) = 0 ; sur S� R+ ;

(89)
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avec S la sphère unité.

Remarque 0.31. Puisque nous nous intéressons au cas d'un obstacle sphérique de rayon " , en

passant en variables X , nous obtenons la boule unité. C'est pourquoi nous mettons des conditions

de bord (ici Dirichlet) sur la sphère unité.

Un résultat de séparation de variables, voir en annexes B.1 ou [32], nous donne que U0 et U1

p euvent s'écrire sous la forme

Ui (X ; t) �
1X

p=0

�
Rp � R� 1� p�

� i;p (�; '; t ); (90)

avec � i;p des fonctions dép endant de � , ' et du temps que nous avons explicité en annexes B.1

mais que nous ne détaillerons pas ici. Remarquons que la condition de Dirichlet est bien satisfaite

en R = 1 . Comme Ui;p (�; '; t ) = 0 p our p > i , voir (68), nous obtenons

� i;p (�; '; t ) = 0 p our p > i: (91)

C'est à dire

U0(X ; t) =
�
1 �

1
R

�
� 0;0(�; '; t ); (92)

et

U1(X ; t) =
�
R �

1
R2

�
� 1;0(�; '; t ) +

�
1 �

1
R

�
� 1;1(�; '; t ): (93)

Il suit 8
>><

>>:

U0;� 1(�; '; t ) = � � 0;0(�; '; t );

U0;0(�; '; t ) = � 0;0(�; '; t );
(94)

et puisque nous voulons U1 jusqu'à l'ordre O
R! + 1

(
1
R

) inclus, nous avons

8
>>>>>><

>>>>>>:

U1;� 1(�; '; t ) = � � 1;1(�; '; t );

U1;0(�; '; t ) = � 1;1(�; '; t );

U1;1(�; '; t ) = � 1;0(�; '; t ):

(95)

En�n p our U2 , rapp elons que U2 véri�e l'équation de Laplace emb oîtée sur

b

8
>>>>>><

>>>>>>:

� X U2(X ; t) =
@2

t

c2 U0(X ; t);

U2(X ; 0) = 0 ; @t U2(X ; 0) = 0 ;

U2(X ; t) = 0 ; X 2 S; t > 0:

(96)

La solution homogène U2;hom du problème (96) s'écrit donc sous la forme (90)

U2;hom (X ; t) = (1 �
1
R

)� 2;0(�; '; t ) + ( R �
1

R2 )� 2;1(�; '; t ) + ( R2 �
1

R3 )� 2;2(�; '; t ): (97)

Rapp elons que d'après (91) les autres � 2;p sont nuls. Ensuite, il su�ra de trouver une solution

particulière U?
2 . Nous déduirons ainsi

U2(X ; t) = U?
2 (X ; t) + U2;hom (X ; t): (98)

Nous avons à présent les développ ements en champ lointain et en champ pro che à l'ordre 2.

Nous p ouvons passer au raccord.
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0.4.3 Raccord

Rapp elons les relations de raccord

ui;p (�; '; t ) = Ui + p;p (�; '; t ) et et Ui;p (�; '; t ) = ui � p;p (�; '; t ): (99)

Remarque 0.32. Ces relations sont indépendantes de r ou R nous n'avons donc pas à nous

préoccuper des variables x ou X .

Nous allons commencer à raccorder. Nous connaissons u0 , nous p ouvons construire U0 grâce à

(3.7), en particulier en prenant i = p = 0

U0;0(�; '; t ) = u0;0(�; '; t ): (100)

Dans la �gure 12, nous mettons en bleu ce que nous connaissons à l'étap e courante, ici u0 et en

rouge ce que nous cherchons à déterminer, ici U0 . En�n la �èche mo délise la relation de raccord,

c'est à dire qu'avec u0 comme donnée nous déterminerons U0 .

u0 U0

Figure 12 � Raccord entre u0 et U0

Comme u0;0(�; '; t ) = u0(0; t) et U0;0(�; '; t ) = � 0;0(�; '; t ) , il suit

� 0;0(�; '; t ) = u0(0; t): (101)

Nous en déduisons

U0(X ; t) =
�
1 �

1
R

�
u0(0; t): (102)

Nous avons ainsi construit U0 et en particulier nous avons

8
>><

>>:

U0;0(�; '; t ) = u0(0; t);

U0;� 1(�; '; t ) = � u0(0; t):
(103)

Nous p ouvons passer à la construction de u1 , voir �gure 13

u1;� 1(�; '; t ) = U0;� 1(�; '; t ): (104)

A cette étap e nous savons que U0;� 1(�; '; t ) = � u0(0; t) et le développ ement nous avait donné

u0 U0

u1

Figure 13 � Raccord entre U0 et u1

u1;� 1(�; '; t ) =
g1(t)
4�

, il suit

g1(t) = � 4�u 0(0; t): (105)

Nous en déduisons

u1(x; t) = �
u0(0; t � r=c)

r
: (106)
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Nous avons ainsi construit u1 et en particulier nous avons

8
>>>>>><

>>>>>>:

u1;� 1(�; '; t ) = � u0(0; t);

u1;0(�; '; t ) =
@t u0(0; t)

c
;

u1;1(�; '; t ) = �
@2

t u0(0; t)
2c2 :

(107)

Nous p ouvons passer à la construction de U1 , voir la �gure 14. La relation de raccord nous

donne

U1;0(�; '; t ) = u1;0(�; '; t ) et U1;1(�; '; t ) = u0;1(�; '; t ): (108)

u0 U0

u1 U1

Figure 14 � Raccord p our déterminer U1

Remarque 0.33. À cette étape nous avons besoin à la fois de u0 et u1 pour construire U1 et nous

les avons déjà déterminés précédemment.

Examinons la première relation de raccord, nous avons vu que u1;0(�; '; t ) =
@t u0(0; t)

c
et

U1;0(�; '; t ) = � 1;1(�; '; t ) , il suit

� 1;1(�; '; t ) =
@t u0(0; t)

c
: (109)

Pour la deuxième relation de raccord, nous avons vu que U1;1(�; '; t ) = � 1;0(�; '; t ) et u0;1(�; '; t ) =

r u0(0; t)
x
r

, il suit

� 1;0(�; '; t ) = r u0(0; t) �
X
R

: (110)

Remarque 0.34. Nous avons x=r = X =R, avec les éléments du champ proche nous préférerons

X =R et pour les éléments du champ lointain x=r pour plus d'homogénéité.

Ces deux relations p ermettent de déterminer U1

U1(X ; t) = ( R �
1

R2 )r u0(0; t) �
X
R

+ (1 �
1
R

)
@t u0(0; t)

c
: (111)

Nous en déduisons 8
>>>>>><

>>>>>>:

U1;� 1(�; '; t ) = �
@t u0(0; t)

c
;

U1;0(�; '; t ) =
@t u0(0; t)

c
;

U1;1(�; '; t ) = r u0(0; t) �
X
R

:

(112)

Nous p ouvons passer à u2 , voir la �gure 15, le raccord donne

u2;� 1(�; '; t ) = U1;� 1(�; '; t ) et u2;� 2(�; '; t ) = U0;� 2(�; '; t ): (113)

La première relation de raccord, avec u2;� 1(�; '; t ) =
g2(t)
4�

et U1;1(�; '; t ) = �
@t u0(0; t)

c
nous
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u0 U0

u1 U1

u2

Figure 15 � Raccord p our déterminer u2

p ermet d'obtenir

g2(t) = � 4�
@t u0(0; t)

c
: (114)

Nous p ouvons alors déterminer u2

u2(x; t) =
g2(t � r=c)

4�r
= �

@t u0(0; t � r=c)
rc

: (115)

Il suit 8
>><

>>:

u2;� 1(�; '; t ) = �
@t u0(0; t)

c
;

u2;0(�; '; t ) =
@2

t u0(0; t)
c2 :

(116)

Et en�n p our U2 , commençons par déterminer une solution particulière, U?
2 de

8
>><

>>:

� X U2(X ; t) =
@2

t

c2 U0(X ; t);

� X U2(X ; t) = 0 ; X 2 S; t > 0;
(117)

avec U0(X ; t) = (1 �
1
R

)u0(0; t) . Par exemple prenons

U?
2 (X ; t) = (

R2

6
�

R
2

+
1
3

)
@2

t

c2 u0(0; t): (118)

Nous avons alors U2 = U2;hom + U?
2 , il suit

U2(X ; t) = (1 �
1
R

)� 2;0(�; '; t ) + ( R �
1

R2 )� 2;1(�; '; t ) + ( R2 �
1

R3 )� 2;2(�; '; t )

+ (
R2

6
�

R
2

+
1
3

)
@2

t

c2 u0(0; t):

Nous en déduisons 8
>>>>>><

>>>>>>:

U2;0(�; '; t ) = � 2;0(�; '; t ) +
1
3

@2
t

c2 u0(0; t);

U2;1(�; '; t ) = � 2;1(�; '; t ) �
1
2

@2
t

c2 u0(0; t);

U2;2(�; '; t ) = � 2;2(�; '; t ) +
1
6

@2
t

c2 u0(0; t):

(119)

Nous p ouvons à présent faire intervenir le relations de raccord, voir la �gure 16

U2;0(�; '; t ) = u2;0(�; '; t ); U2;1(�; '; t ) = u1;1(�; '; t ) et U2;2(�; '; t ) = u0;2(�; '; t ): (120)

Il suit
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u0 U0

u1 U1

u2 U2

Figure 16 � Raccord p our déterminer U2

8
>>>>>><

>>>>>>:

� 2;0(�; '; t ) =
2
3

@2
t

c2 u0(0; t);

� 2;1(�; '; t ) = 0 ;

� 2;2(�; '; t ) =
1
2

X
r

� Hu 0(0; t) �
X
R

�
1
6

@2
t

c2 u0(0; t):

(121)

Nous obtenons alors

U2(X ; t) =
2
3

(1 �
1
R

)
@2

t

c2 u0(0; t) + ( R2 �
1

R3 )
� 1

2
X
R

� Hu 0(0; t) �
X
R

�
1
6

@2
t

c2 u0(0; t)
�

+ (
R2

6
�

R
2

+
1
3

)
@2

t

c2 u0(0; t):

Conclusion

Nous avons déterminé le développ ement en champ lointain et en champ pro che de notre solution

à l'ordre 2. Pour le champ lointain nous avons

u"; 2(x; t) = u0(x; t) �
u0(0; t � r=c)

r
" �

@t u0(0; t � r=c)
rc

"2 + O
" ! 0

("3): (122)

Le troisième terme de (122) p eut être interprété comme un terme de déphasage. En e�et, nous

avons

u0(0; t + � � r=c) = u0(0; t � r=c) + �@t u0(0; t � r=c) + O
� ! 0

(� 2): (123)

En prenant � = "=c, il suit

u0(0; t + � � r=c) = u0(0; t � r=c) +
"
c

@t u0(0; t � r=c) + O
" ! 0

("2): (124)

Nous avons alors

um
"; 2(x; t) = u0(x; t) � "

u0(0; t + � � r=c)
r

+ O
" ! 0

("3): (125)

Remarque 0.35. Pour cette expression qui ne met plus en jeu de dérivée temporel le, nous parlons

de modèle modi�é d'ordre 2.

0.5 Plan de la thèse

La thèse est décomp osée en deux parties : une partie théorique et une partie numérique.

L'ob jectif de la première partie est de dériver un développ ement asymptotique à tout ordre du

problème considéré et de le justi�er. Pour cela, nous montrerons que les problèmes dé�nissant les

termes du développ ement asymptotique sont bien p osés et nous donnerons une estimation d'erreur.

Nous commencerons par deux chapitres d'analyse, les chapitres 1 et 2 qui regroup ent l'ensemble

des résultats concernant le champ lointain et le champ pro che. Nous y obtiendrons des développ e-

ments singuliers des termes de champ lointain au voisinage de l'origine et de champ pro che au

voisinage de l'in�ni.
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Le chapitre 3 est dédié à la construction des développ ements asymptotiques raccordés à tout or-

dre. Nous y détaillerons l'algorithme p ermettant de dé�nir de manière hiérarchique l'ensemble des

termes du développ ement asymptotique. Ce chapitre rep ose sur l'exploitation des conditions de

raccord (65). Puis, nous dé�nirons l'erreur de raccord et montrerons que celle ci est p etite lorsque

le paramètre " tend vers 0. Dans le chapitre 4, nous obtiendrons une estimation d'erreur et nous

intro duirons un résultat de stabilité p our l'équation des ondes. Ceci terminera la première partie.

Dans la seconde partie, nous e�ectuerons une étude numérique des mo dèles réduits prop osés

précédemment. Cette partie est divisée en trois chapitres.

Le chapitre 5 présentera une métho de directe p our calculer la solution ~u" du problème considéré

à l'aide des métho des de Galerkine Discontinue sur un maillage ra�né. Nous construirons une

solution numérique de référence. Le chapitre 6 s'intéressera à l'implémentation du mo dèle d'ordre

0, 1, 2 et 2 mo di�é. Dans le chapitre 7, nous prop oserons une métho de à pas de temps lo cal qui

est une alternative à la métho de des développ ements asymptotiques raccordés.

Ces trois chapitres seront illustrés par de nombreux résultats numériques.
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Première partie

Développ ement asymptotique

raccordé p our l'équation des ondes

33





Chapitre 1

Éléments d'analyse p our l'étude en

champ lointain de l'équation des

ondes dans l'espace libre privé de

l'origine

Dans ce chapitre, nous déterminerons la solution causale, resp ectivement anti-causale de l'équa-

tion des ondes à partir de l'étude de la solution sortante, resp ectivement entrante de l'équation de

Helmholtz dans les sections 1.1 et 1.2. Nous donnerons ensuite une base de représentation p our les

solutions régulières et singulières de l'équation des ondes dans les sections 1.3 et 1.4. Ce chapitre

étant assez technique, nous rép ertorierons les principaux résultats de ce chapitre dans la section

1.5.

1.1 Solution causale de l'équation des ondes

Intro duction

Dans ce chapitre nous cherchons à déterminer les éléments du développ ement en champ lointain,

les fonctions ui : 
 ? � R ! R qui véri�ent

8
>><

>>:

c2� u0(x; t) � @2
t u0(x; t) = f (x; t); p our x 2 R3; t � 0

c2� ui (x; t) � @2
t ui (x; t) = 0 ; p our x 2 
 ?; t � 0:

(1.1)

Ces fonctions sont p otentiellement singulières en l'origine. C'est p ourquoi nous considérons le

problème p osé au sens des distributions [36] : trouver T� 2 S0(R3 � R) tel que

1
c2 @2

t T� (x; t) � � T� (x; t) = � (t) 
 @�
x � (x) et supp(T� ) � f (x; t) 2 R3 � R : t � 0g; (1.2)

avec @�
x � la dérivée � de la fonction de Dirac � donnée par

@�
x � =

@� 1

@x� 1
1

@� 2

@x� 2
2

@� 3

@x� 3
3

� avec � = ( � 1; � 2; � 3) 2 N3: (1.3)

Le symb ole 
 représente le pro duit tensoriel (voir [36] page 106) et � 2 D (R) satisfait � (t) = 0
p our t � 0.

35
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Remarque 1.1. Nous notons T� la solution de (1.2) pour rappeler que nous nous raisonnons au

sens des distributions. Nous étudions un cas plus général.

Remarque 1.2. Bien que T� soit une distribution nous avons préféré préciser la dépendance

en espace et en temps comme nous aurions pu le faire pour une fonction. Ceci nous éloigne des

notations classiques mais permet de mieux rappeler les dépendances des distributions.

Une solution causale de (1.2) p eut être déterminée par la théorie de la convolution des distri-

butions

T �
� (x; t) = G� (x; t) � (� (t) 
 @�

x � (x)) ; (1.4)

où G�
est la solution fondamentale causale de l'équation des ondes, voir en annexes A

G� (x; t) =
� t � r=c

4�r
; avecr = jx j: (1.5)

Pour t � = t � r=c, nous parlons de temps retardé.

Remarque 1.3. La formule (1.5) est ambiguë. El le doit être prise au sens des distributions comme

suit



G� (x; t); 	( x ; t)

�
=

Z

R3
'  (x)dx;

avec '  (x) =
 (x; r

c )
4�r

et r = jx j .

Prop osition 1.1. Pour � = 0 , la solution causale T �
0 de (1.2) peut être explicitée

T �
0 (x; t) =

� (t � )
4�r

avec t � = t � r=c: (1.6)

Preuve. A�n d'évaluer (1.4), rapp elons la dé�nition de la convolution au sens des distributions,

voir [36] : p our tout g, h 2 D 0(R3 � R) et 	 2 D (R3 � R) , nous avons

hh(x; t) � g(x; t); 	( x ; t)i =


h(x; t); hg(y ; s); 	( x + y; t + s)i (y ;s)

�
(x ;t ) : (1.7)

En remplaçant h(x; t) par G� (x; t) et g(x; t) par � (t) 
 � (x) dans (1.7), nous obtenons



T �

0 (x; t); 	( x ; t)
�

=


G� (x; t) � (� (t) 
 � (x)) ; 	( x; t)

�

=


G� (x; t); h� (s) 
 � (y ); 	( x + y; t + s)i (y ;s)

�
(x ;t ) :

Nous commençons par évaluer le pro duit de dualité intérieur

h� (s) 
 � (y ); 	( x + y; t + s)i (y ;s) =
Z + 1

�1
� (s)	( x; t + s)ds 2 D (R3 � R):

Nous obtenons alors



T �

0 (x; t); 	( x ; t)
�

=


G� (x; t); < � (s) 
 � (y ); 	( x + y; t + s) > (y ;s)

�
(x ;t )

=
�

� t � r
c

4�r
;
Z + 1

�1
� (s)	( x; t + s)ds

�

(x ;t )

=
Z + 1

�1

Z

Sr

Z + 1

�1

� (s)	( x; r
c + s)ds

4�r
d� x dr

=
Z + 1

�1

Z

Sr

Z + 1

�1

� (s � r
c )

4�r
	( x; s)dsd� x dr

=
Z + 1

�1

� Z

R3

� (t � r
c )

4�r
	( x; t)dx

�
dt:
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Cette dernière égalité est bien licite car la fonction (x; t) 7!
� (t � r

c )
4�r

est L 1
loc (R3) . Par conséquent,

au sens des distributions nous avons

T �
0 (x; t) =

� (t � r
c )

4�r
: (1.8)

Cep endant, p our � 6= 0 , l'expression (1.4) p eut être obtenue en di�érenciant (1.6) au sens

des distributions. Pour j� j � 3, nous explicitons les T �
� (nous ne détaillons pas ces calculs car ils

seront obtenus par une autre métho de par la suite). Nous notons e1 = (1 ; 0; 0), e2 = (0 ; 1; 0) et

e3 = (0 ; 0; 1).

Tei (x; t) = �
�

� 0(t � )
4�rc

+
� (t � )
4�r 2

�
x i

r
; (1.9)

Tei + ej =
�

� 00(t � )
4�rc 2 + 3

� 0(t � )
4�r 2c

+ 3
� (t � )
4�r 3

�
x i x j

r 2 ; (1.10)

T2ei (x; t) = �
� (t) 
 �

3
+

�
� 00(t � )
4�rc 2 + 3

� 0(t � )
4�r 2c

+ 3
� (t � )
4�r 3

� � x2
i

r 2 �
1
3

�
+

� 00(t � )
12�rc 2 ; (1.11)

Tei + ej + ek (x; t) =
�

� (3) (t � )
4�rc 3 + 6

� 00(t � )
4�r 2c2 + 15

� 0(t � )
4�r 3c

+ 15
� (t � )
4�r 4

�
� x1x2x3

r 3 ; (1.12)

Tei +2 ej (x; t) = �
� (t) 
 @ei

x �
5

�
x i

r

�
� (3) (t � )
20�rc 3 +

� 00(t � )
20�r 2c2 +

+
�

� (3) (t � )
4�rc 3 + 6

� 00(t � )
4�r 2c2 + 15

� 0(t � )
4�r 3c

+ 15
� (t � )
4�r 4

�  
x2

j

r 2 �
1
5

!#

; (1.13)

T3ei (x; t) = �
3� (t) 
 @ei

x �
5

�
x i

r

�
3� (3) (t � )
20�rc 3 +

3� 00(t � )
20�r 2c2 +

�
� (3) (t � )
4�rc 3 + 6

� 00(t � )
4�r 2c2 + 15

� 0(t � )
4�r 3c

+ 15
� (t � )
4�r 4

� �
x2

i

r 2 �
3
5

��
: (1.14)

Par contre, p our j� j grand, les calculs deviennent vite insurmontables. L'appro che adoptée dans

cette partie p ermet d'expliciter la formule (1.4) en utilisant une transformée de Fourier temp orelle

et la métho de des multip ôles en régime fréquentiel [27]. Rapp elons que la transformée de Fourier

temp orelle de la distribution T est dé�nie par dualité

D
bT ; v

E
= hT; v̂i ; 8v 2 S(R3 � R); (1.15)

où v̂ est la transformée de Fourier temp orelle de v 2 S(R3 � R) donnée par

v̂(x ; k) =
Z + 1

�1
v(x; t) exp(iktc )dt; (1.16)

avec k le nombre d'onde. Nous notons

bT� 2 S0(R3 � R) la transformée de Fourier de T� 2
S0(R3 � R) . La distribution

bT� est donnée par

bT� (x; k) = �̂ (k) bT � (x; k) avec

bT � une solution de

l'équation de Helmholtz singulière

� � bT � (x; k) � k2 bT � (x; k) = @�
x � (x): (1.17)
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Cette partie est organisée comme suit. Dans un premier temps, nous travaillons en domaine

fréquentiel. Nous commençons par rapp eler brièvement la théorie des multip ôles p our déterminer

la solution sortante de l'équation de Helmholtz dans la section 1.1.1. Ensuite, nous explicitons les

multip ôles en domaine fréquentiel en section 1.1.2. Pour terminer l'étude en domaine fréquentiel,

nous détaillons l'obtention des parties singulières p our les premiers multip ôles en section 1.1.3.

Dans un deuxième temps, section 1.1.4, nous passons en domaine temp orel par le biais d'une

transformée de Fourier inverse et nous déterminons la solution causale de l'équation des ondes.

En�n, en section 1.1.5, nous concluons en explicitant les multip ôles en domaine temp orel d'ordre

inférieur ou égal à trois.

1.1.1 Solution sortante de l'équation de Helmholtz

Commençons par résumer quelques résultats de la théorie des multip ôles p our l'équation de

Helmholtz qui p euvent être trouvés par exemple dans [27]. Une solution sortante de l'équation

de Helmholtz : � bT �
� (x; k) + k2 bT �

� (x; k) = � @�
x � , p eut être décomp osée en une somme d'une

distribution

bS� de supp ort f 0g (une somme �nie de fonctions de Dirac) et d'une fonction singulière

cM �
� (x; k) app elée multip ôle

bT �
� (x; k) = bS� (x; k) + cM �

� (x; k): (1.18)

Le multip ôle

cM �
� (x; k) = bP � (x; k)

exp(ikr )
4�r

est le pro duit de la fonction de Green fréquentielle

et d'un p olynôme

bP � : R3 � R ! C de variable (� ik ) dont les co e�cients sont des fonctions

singulières en x = 0 . Plus précisément, nous avons

bP � (x; k) = ( � ik ) j � j
j � jX

n =0

nX

m =0

qn (� ikr )
�

(A � )m
n cosmn (�; ' ) + ( B � )m

n sinm
n (�; ' )

�
(1.19)

avec (r; �; ' ) les co ordonnées sphériques

x1 = r sin � cos'; x 2 = r sin � sin ' et x3 = r cos�: (1.20)

Les fonctions qn sont des p olynômes de degré n de la variable complexe

1
z

qn (z) = i n +1 iz h (1)
n (iz )

exp (� z)
=

nX

` =0

q`
n z� ` ; avec q`

n =
(n + `)!

`!(n � `)!
1
2` : (1.21)

Dans (1.21), nous avons noté h(1)
n la fonction de Hankel sphérique du premier ordre, comme dans

[27] page 56 et dans [22] page 264. De plus, les fonctions cosmn et sinm
n sont dé�nies sur la sphère

unité comme suit 8
>>><

>>>:

cosmn (�; ' ) = Pm
n (cos� ) cos(m' );

sinm
n (�; ' ) = Pm

n (cos� ) sin(m' ):

(1.22)

L'expression (1.22) contient la fonction de Legendre asso ciée Pm
n d'ordre entier m et degré n , voir

[27] page 47, [22] page 353, dé�nie par

Pm
n (� ) =

(� 1)m

2m

(n + m)!
(n � m)!m!

�
1 � � 2� m= 2

�
n � mX

` =0

(� 1)` (n � m � ` + 1) ` (n + m + 1) `

2` `!(m + 1) `
(1 � � )` ; (1.23)
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où (n)` est le symb ole de Po chhammer

(n)` =
(n + ` � 1)!

(n � 1)!
: (1.24)

Les premières fonctions angulaires sphériques sont explicitées dans le tableau 1.1.

n m qn (z) Pm
n (cos� ) cosmn (�; ' ) sinm

n (�; ' )

0 0 1 1 1 0

0 cos�
x3

r
0

1 1 1 + 1=z � sin � �
x1

r
�

x2

r

0
1
2

(3 cos2 � � 1)
1
2

�
3

x2
3

r 2 � 1
�

0

2 1 1 +
3
z

+
3
z2 � 3 cos� sin� � 3

x1x3

r 2 � 3
x2x3

r 2

2 3 sin2 � 3
�

x2
1

r 2 �
x2

2

r 2

�
6

x1x2

r 2

0
cos�

2

�
5 cos2 � � 3

� x3

2r

�
5

x2
3

r 2 � 3
�

0

1
3
2

sin �
�
1 � 5 cos2 �

� 3
2

x1

r

�
1 � 5

x2
3

r 2

�
3
2

x2

r

�
1 � 5

x2
3

r 2

�

3 2 1 +
6
z

15 sin2 � cos� 15
x3

r

�
x2

1

r 2 �
x2

2

r 2

�
30

x1x2x3

r 3

3 +
15
z2 +

15
z3 � 15 sin3 � 15

x1

r

�
3 � 3

x2
3

r 2 � 4
x2

1

r 2

�
15

x2

r

�
� 3

+3
x2

3

r 2 + 4
x2

2

r 2

�

Tableau 1.1 � Les premiers qn , Pm
n , cosmn et sinm

n

Pour � 2 N3
, m 2 N et n 2 N avec m � n , les réels (A � )m

n et (B � )m
n sont indép endants de k

et sont explicitement donnés par la formule

8
>>>><

>>>>:

(A � )m
n =

�
(A � )m

n + ( � 1)m (n � m)!
(n + m)!

(A � )� m
n

�
(2n + 1) ; m > 0

(B � )m
n =

�
(B� )m

n � (� 1)m (n � m)!
(n + m)!

(B� )� m
n

�
(2n + 1) ; m > 0

(1.25)

excepté p our m = 0 où

8
>><

>>:

(A � )0
n = ( A � )0

n

(B � )0
n = 0

(1.26)

et p our m > n où (A � )m
n = ( B � )m

n = 0 .

Pour � 2 N3
, n 2 N et m 2 Z avec � n � m � n , les co e�cients (A � )m

n et (B� )m
n p euvent être
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calculés récursivement grâce aux formules

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(A � + e1 )m
n =

�
(A � )m � 1

n � 1 � (A � )m � 1
n +1 � am +1

n � 1 (A � )m +1
n � 1 + bm +1

n +1 (A � )m +1
n +1

� 1
2(2n + 1)

;

(B� + e1 )m
n =

�
(B� )m � 1

n � 1 � (B� )m � 1
n +1 � am +1

n � 1 (B� )m +1
n � 1 + bm +1

n +1 (B� )m +1
n +1

� 1
2(2n + 1)

;

(A � + e2 )m
n =

�
� (B� )m � 1

n � 1 + ( B� )m � 1
n +1 � am +1

n � 1 (B� )m +1
n � 1 + bm +1

n +1 (B� )m +1
n +1

� 1
2(2n + 1)

;

(B� + e2 )m
n =

�
(A � )m � 1

n � 1 � (A � )m � 1
n +1 + am +1

n � 1 (A � )m +1
n � 1 � bm +1

n +1 (A � )m +1
n +1

� 1
2(2n + 1)

;

(A � + e3 )m
n =

�
� cm

n � 1(A � )m
n � 1 � dm

n +1 (A � )m
n +1

� 1
2n + 1

;

(B� + e3 )m
n =

�
� cm

n � 1(B� )m
n � 1 � dm

n +1 (B� )m
n +1

� 1
2n + 1

;

cm
n = n � m + 1 ; am

n = ( n � m + 2) cm
n et dm

n = n + m; bm
n = ( n + m � 1)dm

n ;

(1.27)

avec e1 = (1 ; 0; 0), e2 = (0 ; 1; 0) et e3 = (0 ; 0; 1). Pour jmj > n , nous avons

(A � )m
n = ( B� )m

n = 0 : (1.28)

L'initialisation de cette formule par récurrence est donnée par

(A0 )m
n = 0 et (B0 )m

n = 0 sauf p our m = n = 0 où (A0 )0
0 = 1 et (B0 )0

0 = 0 : (1.29)

Remarque 1.4. La formule de récurrence (1.27) est nouvel le dans le sens où el le est simpli�ée

comparée à des formules de récurrence existantes, voir par exemple [27 ] page 48, 49, 67, 68, 69,

72 où les entiers relatifs m positifs ou négatifs doivent être di�érenciés.

Dans ce qui suit nous allons montrer comment nous obtenons ces formules de récurrence. Pour

cela nous avons b esoin de prérequis. Nous commençons par intro duire les familles de fonctions

suivantes dé�nies p our m et n véri�ant 0 � m � n :

8
>>>><

>>>>:

Cm
n (x) = qn (� ikr ) cosm

n (�; ' )
exp(ikr )

4�r
; Sm

n (x) = qn (� ikr ) sinm
n (�; ' )

exp(ikr )
4�r

C � m
n (x) = ( � 1)m (n � m)!

(n + m)!
Cm

n (x); S� m
n (x) = � (� 1)m (n � m)!

(n + m)!
Sm

n (x):

(1.30)

Pour m > n , nous p osons la convention de nullité

Cm
n (x) = C � m

n (x) = Sm
n (x) = S� m

n (x) � 0: (1.31)

Lemme 1.1. Les dérivées suivant e1 , e2 et e3 des fonctions Cm
n et Sm

n sont données par

8
>><

>>:

@x 1 Cm
n =

� ik
2(2n + 1)

�
bm

n Cm � 1
n � 1 � am

n Cm � 1
n +1 � Cm +1

n � 1 + Cm +1
n +1

�

@x 1 Sm
n =

� ik
2(2n + 1)

�
bm

n Sm � 1
n � 1 � am

n Sm � 1
n +1 � Sm +1

n � 1 + Sm +1
n +1

�
;

(1.32)

8
>><

>>:

@x 2 Cm
n =

� ik
2(2n + 1)

�
� bm

n Sm � 1
n � 1 + am

n Sm � 1
n +1 � Sm +1

n � 1 + Sm +1
n +1

�

@x 2 Sm
n =

� ik
2(2n + 1)

�
bm

n Cm � 1
n � 1 � am

n Cm � 1
n +1 + Cm +1

n � 1 � Cm +1
n +1

�
;

(1.33)
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8
>><

>>:

@x 3 Cm
n =

� ik
2n + 1

�
� dm

n Cm
n � 1 � cm

n Cm
n +1

�

@x 3 Sm
n =

� ik
2n + 1

�
� dm

n Sm
n � 1 � cm

n Sm
n +1

�
:

(1.34)

Preuve du lemme 1.1 . Nous donnons seulement la preuve de la première ligne de (1.32). D'après

[27] page 66, nous avons

@x 1 = ( r@r � �@� )
cos'

p
1 � � 2

r
� @'

sin '

r
p

1 � � 2
; (1.35)

avec � = cos � . Il suit que @x 1 Cm
n est donné par

8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

@x 1 Cm
n (x) = cos(m' ) cos(' ) @r

�
qn (� ikr )

exp(ikr )
4�r

�� p
1 � � 2Pm

n (� )
�

� cos(m' ) cos(' )
�

qn (� ikr )
exp(ikr )

4�r 2

��
�

p
1 � � 2@� Pm

n (� )
�

+ sin( m' ) sin(' )
�

qn (� ikr )
exp(ikr )

4�r 2

��
m

Pm
n (� )

p
1 � � 2

�
:

(1.36)

Nous déduisons des formules de Simpson

8
>><

>>:

cos' cosm' =
cos

�
(m + 1) '

�

2
+

cos
�
(m � 1)'

�

2

sin ' sinm' =
cos

�
(m � 1)'

�

2
�

cos
�
(m + 1) '

�

2

(1.37)

que

8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

@x 1 Cm
n (x) =

� cos
�
(m + 1) '

�

2
+

cos
�
(m � 1)'

�

2

�
@r

�
qn (� ikr )

exp(ikr )
4�r

�� p
1 � � 2Pm

n (� )
�

+
cos

�
(m � 1)'

�

2

�
qn (� ikr )

exp(ikr )
4�r 2

��
� �

p
1 � � 2@� Pm

n (� ) + m
Pm

n (� )
p

1 � � 2

�

+
cos

�
(m + 1) '

�

2

�
qn (� ikr )

exp(ikr )
4�r 2

��
� �

p
1 � � 2@� Pm

n (� ) � m
Pm

n (� )
p

1 � � 2

�
;

(1.38)

Nous simpli�ons cette expression en

@x 1 Cn
m (x) = ( � ik )

cos(m + 1) '
2

 
Pm +1

n +1 (� )
2n + 1

qn +1 (� ikr ) �
Pm +1

n � 1 (� )
2n + 1

qn � 1(� ikr )

!
exp(ikr )

4�r

+ ( � ik )
cos(m � 1)'

2

 

�
am

n Pm � 1
n +1 (� )

2n + 1
qn +1 (� ikr ) +

bm
n Pm � 1

n � 1 (� )
2n + 1

qn � 1(� ikr )

!
exp(ikr )

4�r
:

grâce aux relations de récurrence p ortant sur :

� les fonctions qn

8
>><

>>:

@r (qn (� ikr )
exp(ikr )

4�r
) =

ik
2n + 1

(nqn � 1(� ikr ) + ( n + 1) qn +1 (� ikr ))
exp(ikr )

4�r
;

qn (� ikr )
exp(ikr )

4�r 2 =
ik

2n + 1
(qn � 1(� ikr ) � qn +1 (� ikr ))

exp(ikr )
4�r

;
(1.39)
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qui se déduisent de (1.21) et des propriétés suivantes des fonctions de Hankle, voir [27] page

55

dh(1)
n

dz
(z) =

nh(1)
n � 1(z) � (n + 1) h(1)

n +1 (z)
2n + 1

et h(1)
n (z) = z

h(1)
n � 1(z) + h(1)

n +1 (z)
2n + 1

: (1.40)

� les fonctions de Legendre asso ciées, voir [27] pages 48 et 49, qui véri�ent p our n � 0 et

� n � m � n
8
>>>><

>>>>:

p
1 � � 2Pm

n (� ) =
Pm +1

n � 1 (� )
2n + 1

�
Pm +1

n +1 (� )
2n + 1

;

= �
bm

n

2n + 1
Pm � 1

n � 1 (� ) +
am

n

2n + 1
Pm � 1

n +1 (� );

(1.41)

8
>>>><

>>>>:

� �
p

1 � � 2@� Pm
n (� ) �

mP m
n (� )

p
1 � � 2

=
n + 1
2n + 1

Pm +1
n � 1 (� ) +

n
2n + 1

Pm +1
n +1 (� );

� �
p

1 � � 2@� Pm
n (� ) +

mP m
n (� )

p
1 � � 2

= �
(n + 1) bm

n

2n + 1
Pm � 1

n � 1 (� ) �
nam

n

2n + 1
Pm � 1

n +1 (� );

(1.42)

avec la convention de nullité Pm
n � 0 p our |m|>n et la convention de parité

P � m
n (� ) = ( � 1)m (n � m)!

(n + m)!
Pm

n (� ): (1.43)

Ceci termine la preuve.

Remarque 1.5. La relation (1.43) di�ère de la dé�nition classique des Pm
n mais permet de

simpli�er les relations de récurrence existantes.

Preuve des formules de récurrence. Nous allons commencer par expliciter l'obtention des (A � + e1 )m
n

et des (B� + e1 )m
n en dérivant

cM �
� par rapp ort à e1 et en identi�ant à

cM �
� + e1

. En e�et, nous avons

8
>>><

>>>:

cM �
� + e1

(x; k) = ( � ik ) j � j +1
j � j+1X

n =0

nX

m =0

qn (� ikr )
�

(A � + e1 )m
n cosmn (�; ' ) + ( B � + e1 )m

n sinm
n (�; ' )

� exp(ikr )
4�r

;

cM �
� + e1

(x; k) = @x 1 (cM �
� (x; k)) :

(1.44)

Développ ons la deuxième ligne de (1.44), il suit

@x 1 (cM �
� (x; k)) = @x 1 (( � ik ) j � j

j � jX

n =0

nX

m =0

qn (� ikr )
�

(A � )m
n cosmn (�; ' ) + ( B � )m

n sinm
n (�; ' )

� exp(ikr )
4�r

)

= ( � ik ) j � j
j � jX

n =0

nX

m =0

�
(A � )m

n @x 1 Cm
n + ( B � )m

n @x 1 Sm
n

�

= ( � ik ) j � j +1
j � jX

n =0

nX

m =0

1
2(2n + 1)

�
(A � )m

n

�
bm

n Cm � 1
n � 1 � am

n Cm � 1
n +1 � Cm +1

n � 1 + Cm +1
n +1

�

+ ( B � )m
n

�
bm

n Sm � 1
n � 1 � am

n Sm � 1
n +1 � Sm +1

n � 1 + Sm +1
n +1

� �
:

Notons

Am
� ;n =

(A � )m
n

2n + 1
et B m

� ;n =
(B � )m

n

2n + 1
: (1.45)
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Nous avons

@x 1 (cM �
� (x; k)) = ( � ik ) j � j +1

j � j+1X

n =0

nX

m =0

1
2

�
bm +1

n +1 Am +1
� ;n +1 � am +1

n � 1 Am +1
� ;n � 1 � Am � 1

� ;n +1 + Am � 1
� ;n � 1

�
Cm

n

+
1
2

�
bm +1

n +1 B m +1
� ;n +1 � am +1

n � 1 B m +1
� ;n � 1 � B m � 1

� ;n +1 + B m � 1
� ;n � 1

�
Sm

n :

En identi�ant avec

cM �
� + e1

(x; k) = ( � ik ) j � j +1
j � j+1X

n =0

nX

m =0

(A � + e1 )m
n Cm

n (�; ' ) + ( B � + e1 )m
n Sm

n nous

avons

8
>><

>>:

(A � + e1 )m
n =

1
2(2n + 1)

�
bm +1

n +1 (A � )m +1
n +1 � am +1

n � 1 (A � )m +1
n � 1 � (A � )m � 1

n +1 + ( A � )m � 1
n � 1

�
;

(B � + e1 )m
n =

1
2(2n + 1)

�
bm +1

n +1 (B � )m +1
n +1 � am +1

n � 1 (B � )m +1
n � 1 � (B � )m � 1

n +1 + ( B � )m � 1
n � 1

�
:

(1.46)

Ceci achève la preuve en remplaçant (A � )m
n et (B � )m

n par leur dé�nition, voir (1.25).

Appliquons cet algorithme aux premiers � , nous obtenons la prop osition

Prop osition 1.2. Pour j� j � 3, tous les (A � )m
n et (B � )m

n non nuls sont répertoriés dans le

tableau 1.2.

� (A � )m
n et (B � )m

n non nuls

0 (A 0 )0
0 = 1

ei (A e1 )1
1 = 1 ; (B e2 )1

1 = 1 ; (A e3 )0
1 = � 1

2ei (A 2e1 )0
0 = 1 =3; (A 2e1 )2

2 = 1 =6; (A 2e1 )0
2 = � 1=3; (A 2e2 )0

0 = 1 =3

(A 2e2 )2
2 = � 1=6; (A 2e2 )0

2 = � 1=3; (A 2e3 )0
0 = 1 =3; (A 2e3 )0

2 = 2 =3

ei + ej (B e1 + e2 )2
2 = 1 =6; (A e1 + e3 )1

2 = � 1=3; (B e2 + e3 )1
2 = � 1=3

3ei (A 3e1 )1
1 = 3 =5; (A 3e1 )1

3 = � 1=10; (A 3e1 )3
3 = 1 =60; (A 3e2 )1

1 = 3 =5

(A 3e2 )1
3 = � 1=10; (A 3e2 )3

3 = � 1=60; (A 3e3 )0
1 = � 3=5; (A 3e3 )0

3 = � 1=5

(A 2e1 + e3 )0
1 = � 1=5; (A 2e1 + e3 )0

3 = 1 =5; (A 2e1 + e3 )2
3 = � 1=30; (B 2e1 + e2 )1

1 = 1 =5

2ei + ej (B 2e1 + e2 )1
3 = � 1=30; (B 2e1 + e2 )3

3 = 1 =60; (A 2e2 + e1 )1
1 = 1 =5; (A 2e2 + e1 )1

3 = � 1=30

(A 2e2 + e1 )3
3 = � 1=60; (A 2e2 + e3 )0

1 = � 1=5; (A 2e2 + e3 )0
3 = 1 =5; (A 2e2 + e3 )2

3 = 1 =30

(A 2e3 + e1 )1
1 = 1 =5; (A 2e3 + e1 )1

3 = 2 =15; (B 2e3 + e2 )1
1 = 1 =5; (B 2e3 + e2 )1

3 = 2 =15

P
ei (B e1 + e2 + e3 )2

3 = � 1=30

Tableau 1.2 � (A � )m
n et (B � )m

n non nuls p our j� j � 3

Remarque 1.6. Pour � = ( � 1; � 2; � 3) 2 N3
, m 2 N et n 2 N nous avons

(A � )m
n = 0 ; pour � 2 impair; ( B � )m

n = 0 ; pour � 2 pair: (1.47)
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Remarque 1.7. Si j� j est pair alors (A � )m
n = ( B � )m

n = 0 pour tout n impair et si j� j est impair

alors (A � )m
n = ( B � )m

n = 0 pour tout n pair.

1.1.2 Les premiers multip ôles en domaine fréquentiel

Dans l'équation (1.19), nous avons donné une formule explicite p our obtenir les multip ôles en

domaine fréquentiel. Cette formule p eut être simpli�ée p our les premiers multip ôles et exprimée

en co ordonnées cartésiennes. Pour j� j � 3, nous collectons ces résultats dans le tableau 1.3.

� bP � (x; k) bS�

0 1 0

ei �
�

� ik +
1
r

�
x i

r
0

ei + ej

�
(ik )2 � 3

ik
r

+
3
r 2

�
x i x j

r 2 0

2ei

�
(ik )2 �

3ik
r

+
3
r 2

� � x2
i

r 2 �
1
3

�
+

(ik )2

3
�

�
3

P
ei (� ik )3q3(� ikr )

� x1x2x3

r 3 0

ei + 2 ej �
x i

r
(� ik )3

"
1
5

q1(� ikr ) + q3(� ikr )

 
x2

j

r 2 �
1
5

!#

�
@ei

x �
5

3ei �
x i

r
(� ik )3

�
3
5

q1(� ikr ) + q3(� ikr )
�

x2
i

r 2 �
3
5

��
�

3@ei
x �
5

Tableau 1.3 � Les premiers multip ôles en domaine fréquentiel

1.1.3 Détermination des parties singulières

bS� p our les premiers multi-

p ôles

Cette section a plus un intérêt mathématique que pratique et n'aura pas d'in�uence dans la

suite. Elle p eut être omise en première lecture. Rapp elons quelques résultats de la théorie des

distributions.

Dé�nition 1.1. En dimension 1, une distribution T 2 D 0(R) est dite symétrique si pour tout

	 2 D (R) antisymétrique, nous avons hT; 	 i = 0 . De façon similaire, T 2 D 0(R) est dite anti-

symétrique si pour tout 	 2 D (R) symétrique, nous avons hT; 	 i = 0 .

En dimension 3, une distribution est symétrique ou antisymétrique par rapport à chacune des

variables d'espace. Plus précisément, T est dite symétrique, respectivement antisymétrique, par

rapport à la variable x i si

hT; 	 i R3 = 0 (1.48)

pour tout 	 antisymétrique, respectivement symétrique, par rapport à la variable x i .

Remarque 1.8. En dimension 1, si T 2 D 0(R) est symétrique, respectivement antisymétrique,

alors sa dérivée est antisymétrique, respectivement symétrique. En e�et, si 	 2 D (R) est symétrique,

respectivement antisymétrique, sa dérivée est de parité opposée. Il suit que

hT 0; 	 i = � h T ; 	 0i = 0 (1.49)
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pour T et 	 2 D 0(R) de même parité.

En dimension 3, si T 2 D 0(R3) est symétrique, respectivement antisymétrique, par rapport à la

variable x i alors sa dérivée est antisymétrique, respectivement symétrique par rapport à la variable

x i .

De plus, si T 2 D 0(R3) est symétrique par rapport à x1 , x2 et x3 alors @j � j
x T admet la même parité

que � 1 par rapport à x1 , � 2 par rapport à x2 et � 3 par rapport à x3 .

Dé�nition 1.2. Nous disons qu'une distribution T 2 D 0(R3) est d'ordre au plus p 2 N si pour

tout compact K � R3
et tout  2 D (R3) à support dans K

hT;  i � CK k kW p; 1 (R3 ) (1.50)

avec

k kW p; 1 (R3 ) =
X

j � j� p

k@�
x  kL 1 (R3 ) : (1.51)

L'ordre de la distribution est dé�ni comme le plus petit p pour lequel cette propriété est valable.

Rapp elons que si T 2 D (R3) est d'ordre au plus p 2 N alors @�
x T est d'ordre au plus p + j� j .

Dé�nition 1.3. Nous disons qu'une distribution T 2 D 0(R3) est à support dans le compact

K � R3
si pour tout  2 D (R3) identiquement nul hors de K

hT;  i = 0 : (1.52)

Rapp elons aussi que si T 2 D 0(R3) est une distribution à supp ort f 0g d'ordre au plus p alors

T est une somme �nie de Dirac d'ordre au plus p

T =
X

j � j� p

c� @�
x �: (1.53)

D'autre part, @�
x � admet la même parité que � . Il suit que si T est d'une parité la somme (1.53)

ne comp orte que des � ayant cette parité.

Pour � = 0

La distribution

bT �
0 est explicitement donnée par

bT �
0 =

exp(ikr )
4�r

: (1.54)

Elle ne contient pas de partie singulière

bS0 = 0 : (1.55)

Donc

bT �
0 est une distribution d'ordre 0 car p our tout K compact et tout 	 2 D (R3) à supp ort

dans K D
bT �

0 ; 	
E

R 3
� CK k	 kL 1 (R3 ) : (1.56)

Pour j� j = 1

Pour déterminer

bSei , nous allons calculer la dérivée au sens des distributions de

bT �
0 par rapp ort

à x3 puis déduire ses dérivées par rapp ort à x1 et x2 par symétrie.

D
@x 3

bT �
0 ; 	

E
= �

D
bT �

0 ; @x 3 	
E

= � lim
" ! 0

Z

j x j>"

cM �
0 @x 3 	 dV:
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Or @x 3 	 = e3:r 	 , d'où

D
@x 3

bT �
0 ; 	

E
= � lim

" ! 0

Z

j x j>"

cM �
0 e3:r 	 dV:

On applique ensuite la formule de Green, nous obtenons

�
Z

j x j>"

bT �
0 e3:r 	 dV =

Z

j x j>"
	

�
r :cM �

0 e3

�
dV +

Z

j x j= "

cM �
0 e3 � er 	 dS

=
Z

j x j>"

cM �
e3

	 dV +
Z

j x j= "

cM �
0 	 e3 � er dS:

Comme e3 � er = cos � et dS = r 2 sin �d�d' . Nous avons

D
@x 3

bT �
0 ; 	

E
= lim

" ! 0

� Z

j x j>"

cM �
e3

	 dV +
Z

j x j= "

cM �
0 	 r 2 cos� sin � d�d'

�

Comme 	 2 D (R3) , nous avons

cM �
0 	 r 2 cos� sin � =

exp(ikr )
4�

r cos� sin � 	( x) = O
r ! 0

(r ): (1.57)

Il suit

lim
" ! 0

Z

j x j= "

cM �
0 	 r 2 cos� sin� d�d' = 0 : (1.58)

Ainsi nous p ouvons dé�nir D
cM �

e3
; 	

E
= lim

" ! 0

Z

j x j>"

cM �
e3

	 dV: (1.59)

Nous arrivons �nalement à

bT �
e3

= cM �
e3

:

Nous obtenons donc

bSe3 = 0 : (1.60)

Par symétrie, nous avons aussi

bSei = 0 : (1.61)

Comme

cM �
ei

= O
r ! 0

�
1
r 2

�
,

bT �
ei

est une distribution d'ordre 0.

Pour j� j = 2

Comme

bT �
ei

est une distribution d'ordre 0 p our tout i ,

bT �
� est une distribution d'ordre au plus

1. Il suit que sa partie singulière est de la forme

bS� =  � ;0 � +  � ;e1 @e1
x � +  � ;e2 @e2

x � +  � ;e3 @e3
x �: (1.62)

En tenant compte de la parité de

bS�
� (

bS2ei est paire par rapp ort à x1 , x2 et x3 et

bSei + ej avec i 6= j
est impaire par rapp ort à x i et x j et paire par rapp ort à la troisième variable). Nous en déduisons

que p our tout � d'ordre 2
 � ;e1 =  � ;e2 =  � ;e3 = 0 : (1.63)

De plus, p our � = ei + ej avec i 6= j , nous obtenons

 ei + ej ;0 = 0 : (1.64)
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Grâce aux symétries nous avons trouvé

8
>><

>>:

bS2ei =  2ei ;0 � = �

bSei + ej = 0 :
(1.65)

D'autre part, la solution

bT �
0 de l'équation � bT �

0 + k2 bT �
0 = � � véri�e

bT �
0 = cM �

0 + bS0 et

� bT �
0 + k2 bT �

0 = � �;

, � cM �
0 + k2cM �

0 + � bS0 + k2bS0 = � �;

or � cM �
0 + k2cM �

0 = 0 ,

bS0 = 0 , donc

8
>><

>>:

� bS0 = bS2e1 + bS2e2 + bS2e3 = � �;

bS2e1 + bS2e2 + bS2e3 = 3 �:
(1.66)

Nous en déduisons

 = �
1
3

: (1.67)

Pour j� j = 3

Comme

bSei + ej = 0 p our tout i 6= j ,

bSe1 + e2 + e3 est une distribution d'ordre au plus 1.

bSe1 + e2 + e3

est impaire par rapp ort à e1 , e2 et e3 , il suit

bSe1 + e2 + e3 = 0 : (1.68)

Il nous reste à calculer

bS3ei et

bSei +2 ej . Commençons par calculer la dérivée au sens des dis-

tributions de

bT �
2e3

par rapp ort à e3 , puis nous déduirons ses dérivées par rapp ort à e1 et e2 par

symétrie.

D
@x 3

cM �
2e3

; 	
E

= �
D

cM �
2e3

; @x 3 	
E

= � lim
" ! 0

Z

j x j>"

cM �
2e3

@x 3 	 dV:

Or @x 3 	 = �! e3:r 	 , d'où

D
@x 3

cM �
2e3

; 	
E

= � lim
" ! 0

Z

j x j>"

cM �
2e3

�! e3:r 	 dV:

Nous appliquons ensuite la formule de Green, nous obtenons

�
Z

j x j>"

cM �
2e3

�! e3:r 	 dV =
Z

j x j>"
	

�
r :cM �

2e3

�! e3

�
dV +

Z

j x j= "

cM �
2e3

�! e3	 :dS�! er

=
Z

j x j>"

cM �
3e3

	 dV +
Z

j x j= "

cM �
2e3

	 �! e3:dS�! er :

Comme

�! e3:�! er dS = r 2 cos� sin � d�d' , nous avons

D
@x 3

cM �
2e3

; 	
E

= lim
" ! 0

� Z

j x j>"

cM �
3e3

	 dV +
Z

j x j= "

cM �
2e3

	 r 2 cos� sin � d�d'
�
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Faisons un DL en 0 de 	

	( x) = 	(0) + x:e1@x 1 	(0) + x:e2@x 2 	(0) + x:e3@x 3 	(0) + O
r ! 0

(r 2): (1.69)

La fonction f dé�nie par f (x) =
��

(ik )2 �
3ik
r

+
3
r 2

� �
cos2 � �

1
3

�
+

(ik )2

3

�
exp(ikr )

4�
r cos� sin �

est antisymétrique en x1 et x2 sur un domaine symétrique en x1 et x2 . Par conséquent,

Z

j x j= "
x1:@x 1 	(0) f (x) d�d' = 0 et

Z

j x j= "
x2:@x 2 	(0) f (x) d�d' = 0 : (1.70)

Nous avons également lim
" ! 0

Z

j x j= "

�
cos2 � �

1
3

�
	(0) d�d' = 0 . De plus, f (x) � r 2 = O

r ! 0
(r ) . Il suit

en notant

�!
X =

0

B
B
B
B
B
B
@

x1

x2

x3

1

C
C
C
C
C
C
A

lim
" ! 0

Z

j x j= "
f (x)(	( x) � 	( 0) � r 	( 0):

�!
X ) = 0 : (1.71)

Ainsi, nous avons

lim
" ! 0

Z

j x j= "

cM �
2e3

	 r 2 cos� sin � d�d' = lim
" ! 0

Z

j x j= "
3

�
cos2 � �

1
3

�
1

4�
cos2 � sin �@x 3 	(0) d�d'

= lim
" ! 0

Z

j x j= "

1
4�

�
3 cos4 � sin � � cos2 � sin �

�
@x 3 	(0) d�d'

=
2�
4�

�
� 3 cos5 �

5
+

cos3 �
3

� �

0
@x 3 	(0)

=
4
15

@x 3 	(0) :

Nous p ouvons alors asso cier à la fonction

cM �
3e3

la valeur principale

D
cM �

3e3
; 	

E
= lim

" ! 0

Z

j x j>"

cM �
3e3

	 dV: (1.72)

D'où

D
@x 3

cM �
2e3

; 	
E

=
D

cM �
3e3

; 	
E

+
4
15

@x 3 	(0) :

Par conséquent nous obtenons

D
@x 3

cM �
2e3

; 	
E

=
D

@x 3
cM �

3e3
; 	

E
+

�
4
15

� ; @x 3 	
�

=
D

@x 3
cM �

3e3
; 	

E
+

�
�

4
15

� e3
x ; 	

�
:

Nous arrivons �nalement à

bT �
3e3

= @x 3
bT �

2e3
= @x 3

cM �
2e3

+ @x 3
bS2e3

= cM �
3e3

�
4
15

� e3
x �

� e3
x

3

= cM �
3e3

�
3
5

� e3
x :
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Nous obtenons donc

bS3e3 = �
3
5

� e3
x : (1.73)

Par symétrie, nous avons aussi

bS3ei = �
3
5

� ei
x : (1.74)

D'autre part, l'équation � bT �
0 + k2 bT �

0 = � � amène également à

@ei � bT �
0 + k2@ei

bT �
0 = � � ei

x

, @ei � cM �
0 + k2@ei

cM �
0 + @ei � bS0 + k2@ei

bS0 = � � ei
x

, bS3ei + bSei +2 ej + bSei +2 ek = � � ei
x :

Par symétrie du problème, nous avons

bSei +2 ej = bSei +2 ek , d'où

bS3ei + 2 bSei +2 ej = � � ei
x : (1.75)

L'équation (1.75) p ermet de déduire

bSei +2 ej = �
� ei

x

5
.

Remarque 1.9. Les fonctions

cM �
� , qui sont singulières en 0 doivent être prises au sens de

D
cM �

� ; 	
E

= lim
" ! 0

Z

j x j>"

cM �
� 	 dV: (1.76)

1.1.4 Solution causale de l'équation des ondes

Les multip ôles en domaine temp orel T �
� vont être déduits de

bT �
� en appliquant la transformée

de Fourier inverse

T �
� (x; t) = S� (x; t) + M �

� (x; t) (1.77)

avec

S� (x; t) = F � 1
�

bS� (x; k)�̂ (k)
�

et M �
� (x; t) = F � 1

�
cM �

� (x; k)�̂ (k)
�

: (1.78)

Le distribution F � 1
�

bS� (x; k)�̂ (k)
�

est à supp ort dans f (x ; t) 2 R3 � R : x = 0 et t � 0g. La

fonction singulière

M �
� (x; t) = F � 1

�
cM �

� (x; k)�̂ (k)
�

(1.79)

est une combinaison linéaire de

8
>><

>>:

F � 1
�

(� ik ) j � j �̂ (k)
exp(ikr )

4�r

�
cosmn (�; ' ) et de

F � 1
�

(� ik ) j � j �̂ (k)
exp(ikr )

4�r

�
sinm

n (�; ' ):
(1.80)

Pour terminer le calcul des M �
� , nous commençons par déduire de (1.6) que

F � 1
�

�̂ (k)
exp(ikr )

4�r

�
=

� (t � r=c)
4�r

: (1.81)

Il suit

F � 1
�

(� ik ) j � j �̂ (k)
exp(ikr )

4�r

�
=

1
cp

� (p) (t � r=c)
4�r

: (1.82)

Nous venons donc de démontrer le théorème 1.1.
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Théorème 1.1. Les multipôles en domaine temporel sont donnés par la formule explicite

M �
� (x; t) =

j � jX

n =0

nX

m =0

�
(A � )m

n cosmn (�; ' ) + ( B � )m
n sinm

n (�; ' )
�

 
nX

` =0

q`
n

� (p� ` ) (t � r=c)
4� r ` +1 cp� `

!

; (1.83)

avec les réels (A � )m
n et (B � )m

n qui peuvent être déterminés par les formules (1.25) , (1.27) , (1.28)

et (1.29) .

Remarque 1.10. La plupart des applications qui utilisent les multipôles ne se servent pas de la

partie singulière. C'est sûrement la raison pour laquel le la plupart des auteurs n'ont porté aucune

attention au terme S� .

Remarque 1.11. Soulignons qu'il est possible d'obtenir (1.83) principalement grâce à la non

dépendance en k des termes (A � )m
n et (B � )m

n .

1.1.5 Les premiers multip ôles en domaine temp orel

Dans le théorème 1.1, nous avons donné une formule explicite p our obtenir les multip ôles en

domaine temp orel. Cette formule p eut être simpli�ée p our les premiers multip ôles et exprimée en

co ordonnées cartésiennes. Pour j� j � 3, nous avons rép ertorié les premiers multip ôles en domaine

temp orel et fréquentiel dans les tableaux 1.4 et 1.5.

� M �
� (x; t)

0

� (t � )
4�r

ei �
�

� 0(t � )
4�rc

+
� (t � )
4�r 2

�
x i

r

ei + ej

�
� 00(t � )
4�rc 2 + 3

� 0(t � )
4�r 2c

+ 3
� (t � )
4�r 3

�
x i x j

r 2

2ei

�
� 00(t � )
4�rc 2 + 3

� 0(t � )
4�r 2c

+ 3
� (t � )
4�r 3

� � x2
i

r 2 �
1
3

�
+

� 00(t � )
12�rc 2

P
ei

�
� (3) (t � )
4�rc 3 + 6

� 00(t � )
4�r 2c2 + 15

� 0(t � )
4�r 3c

+ 15
� (t � )
4�r 4

�
� x1x2x3

r 3

ei + 2 ej �
x i

r

"
� (3) (t � )
20�rc 3 +

� 00(t � )
20�r 2c2 +

�
� (3) (t � )
4�rc 3 + 6

� 00(t � )
4�r 2c2 + 15

� 0(t � )
4�r 3c

+ 15
� (t � )
4�r 4

�  
x2

j

r 2 �
1
5

!#

3ei �
x i

r

�
3� (3) (t � )
20�rc 3 +

3� 00(t � )
20�r 2c2 +

�
� (3) (t � )
4�rc 3 + 6

� 00(t � )
4�r 2c2 + 15

� 0(t � )
4�r 3c

+ 15
� (t � )
4�r 4

� �
x2

i

r 2 �
3
5

��

Tableau 1.4 � Les premiers multip ôles en domaine temp orel avec t � = t � r=c et i 6= j

� 0 ei ei + ej 2ei
P

ei ei + 2 ej 3ei

S� 0 0 0 �
� (t) 
 �

3
0 �

� (t) 
 @ei
x �

5
�

3� (t) 
 @ei
x �

5

Tableau 1.5 � Les premières parties singulières S� en domaine temp orel avec i 6= j



1.1. SOLUTION CAUSALE DE L'ÉQUATION DES ONDES 51

Conclusion

Dans cette section, nous venons d'exhib er les solutions causales singulières de l'équation des ondes

homogène hors de x = 0 .
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1.2 Solution anti-causale de l'équation des ondes

Le gros du travail a été fait précédemment lorsque nous avons déterminé la solution causale.

Nous irons donc plus vite dans cette partie. Nous considérons le problème p osé au sens des distri-

butions, similaire au problème (1.2) : trouver T +
� 2 S0(R3 � R) tel que

1
c2 @2

t T +
� (x; t) � � T +

� (x; t) = � (t) 
 @�
x � (x) et supp(T +

� ) � f (x; t) 2 R3 � R : t � 0g: (1.84)

Remarque 1.12. Les solutions du problème (1.84) ne sont plus causales mais anti-causales car

une source en t = 0 génère une solution en des temps négatifs.

Nous gardons les mêmes notations que dans 1.1. La théorie de la convolution nous donne une

solution

T +
� (x; t) = G+ (x; t) � (� (t) 
 @�

x � (x)) ; (1.85)

où nous prenons cette fois-ci G+
la solution fondamentale anti-causale de l'équation des ondes

G+ (x; t) =
� t + r=c

4�r
; avecr = jx j: (1.86)

Pour t+ = t + r=c, nous parlons de temps avancé.

Lemme 1.2. Pour � = 0 , cette formule est explicite

T +
0 (x; t) =

� (t + r=c)
4�r

: (1.87)

Preuve. D'après (1.85), T +
0 (x; t) = G+ (x; t) � (� (t) 
 � (x)) . En remplaçant f (x ; t) par G+ (x; t) et

g(x; t) par � (t) 
 � (x) dans (1.7), nous obtenons



G+ (x; t) � (� (t) 
 � (x)) ; 	( x; t)

�
=

D
G+ (x; t); h� (s) 
 � (y ); 	( x + y; t + s)i f y ;sg

E

f x ;t g
: (1.88)

Commençons par évaluer l'expression suivante

h� (s) 
 � (y ); 	( x + y; t + s)i f y ;sg =
Z + 1

�1
� (s)	( x; t + s)ds 2 D (R3 � R):

Nous obtenons alors

D
bT +

0 (x; t); 	( x ; t)
E

=


G+ (x; t); h� (s) 
 � (y ); 	( x + y; t + s)i f y ;sg

�
f x ;t g

=
�

� t + r
c

4�r
;
Z + 1

�1
� (s)	( x; t + s)ds

�

f x ;t g

=
Z + 1

�1

Z

Sr

Z + 1

�1

� (s)	( x; � r
c + s)ds

4�r
d� x dr

=
Z + 1

�1

Z

Sr

Z + 1

�1

� (s + r
c )

4�r
	( x; s)dsd� x dr

=
�

� (t + r
c )

4�r
; 	( x ; t)

�
:

Par conséquent, au sens des distributions nous avons démontré (1.87).

Pour � 6= 0 , nous adoptons la même stratégie p our évaluer T +
� qui passe par la transformée

de Fourier. Rapp elons que

bT désigne la transformée de Fourier temp orelle de T dé�nie par (1.15)

et (1.16). Grâce à la transformée de Fourier nous allons calculer

bT +
� donnée par

bT +
� (x; k) = �̂ (k) bT +

� (x; k); (1.89)

avec

bT +
� la solution entrante singulière de l'équation de Helmholtz

� � bT +
� (x; k) � k2 bT +

� (x; k) = @�
x � (x): (1.90)
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1.2.1 Solution entrante de l'équation de Helmholtz

En repro duisant les calculs de la section 1.1.1, nous obtenons que la solution entrante de

l'équation de Helmholtz est la somme d'une distribution

bS� de supp ort f 0g et du multip ôle

cM +
�

bT +
� (x; k) = bS� (x; k) + cM +

� (x; k): (1.91)

Le multip ôle

cM +
� (x; k) = bP � (x; k)

exp(� ikr )
4�r

avec

bP � donné par (1.19) et explicité p our les

premiers � dans le tableau 1.3. Pour les

bS� , ce sont les mêmes que p our la solution sortante et les

premiers sont également donnés dans le tableau 1.3. Le seul changement avec la partie précédente

est que nous multiplions par

exp(� ikr )
4�r

et non par

exp(ikr )
4�r

.

1.2.2 Solution anti-causale de l'équation des ondes

Pour déterminer la solution singulière entrante en domaine temp orel T +
� , nous allons appliquer

la transformée de Fourier inverse à

bT +
� .

T +
� (x; t) = S� (x; t) + M +

� (x; t) (1.92)

avec

S� (x; t) = F � 1
�

bS� (x; k)�̂ (k)
�

et M +
� (x; t) = F � 1

�
cM +

� (x; k)�̂ (k)
�

: (1.93)

La fonction singulière

M +
� (x; t) = F � 1

�
cM +

� (x; k)�̂ (k)
�

(1.94)

est une combinaison linéaire de

8
>><

>>:

F � 1
�

(� ik ) j � j �̂ (k)
exp(� ikr )

4�r

�
cosmn (�; ' ) et de

F � 1
�

(� ik ) j � j �̂ (k)
exp(� ikr )

4�r

�
sinm

n (�; ' ):
(1.95)

Pour �naliser la détermination de M +
� , nous déduisons de (1.87) que

F � 1
�

�̂ (k)
exp(� ikr )

4�r

�
=

� (t + r=c)
4�r

: (1.96)

Il suit

F � 1
�

(� ik ) j � j �̂ (k)
exp(� ikr )

4�r

�
=

�
� 1
c

� p � (p) (t + r=c)
4�r

: (1.97)

Nous venons de démontrer le théorème 1.2 suivant.

Théorème 1.2. Le multipôle en domaine temporel est donné par

M +
� (x; t) =

j � jX

n =0

nX

m =0

�
(A � )m

n cosmn (�; ' ) + ( B � )m
n sinm

n (�; ' )
�

 
nX

` =0

q`
n

(� 1)p� ` � (p� ` ) (t + r=c)
4� r ` +1 cp� `

!

(1.98)

avec (A � )m
n et (B � )m

n des réels pouvant être calculé à l'aide des formules (1.25), (1.27), (1.28) et

(1.29).

Remarque 1.13. Nous obtenons un résultat assez similaire avec la solution causale, en e�et

les seules di�érences sont que nous prenons f et ses dérivées au temps t+ = t + r=c au lieu de

t � = t � r=c et nous avons un facteur (� 1)p� `
qui apparaît.

Nous écrivons les premiers multip ôles en temps avancé dans le tableau 1.6. Les S� sont les

mêmes que la solution causale, ils sont donnés dans le tableau 1.5.
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� M +
� (x; t)

0

� (t+ )
4�r

ei �
�

� � 0(t+ )
4�rc

+
� (t+ )
4�r 2

�
x i

r

ei + ej

�
� 00(t+ )
4�rc 2 � 3

� 0(t+ )
4�r 2c

+ 3
� (t+ )
4�r 3

�
x i x j

r 2

2ei

�
� 00(t+ )
4�rc 2 � 3

� 0(t+ )
4�r 2c

+ 3
� (t+ )
4�r 3

� � x2
i

r 2 �
1
3

�
+

� 00(t+ )
12�rc 2

P
ei

�
� � (3) (t+ )

4�rc 3 + 6
� 00(t+ )
4�r 2c2 � 15

� 0(t+ )
4�r 3c

+ 15
� (t+ )
4�r 4

�
� x1x2x3

r 3

ei + 2 ej �
x i

r

"
� � (3) (t+ )

20�rc 3 +
� 00(t+ )
20�r 2c2 +

�
� � (3) (t+ )

4�rc 3 + 6
� 00(t+ )
4�r 2c2 � 15

� 0(t+ )
4�r 3c

+ 15
� (t+ )
4�r 4

�  
x2

j

r 2 �
1
5

!#

3ei �
x i

r

�
� 3� (3) (t+ )

20�rc 3 +
3� 00(t+ )
20�r 2c2 +

�
� � (3) (t+ )

4�rc 3 + 6
� 00(t+ )
4�r 2c2 � 15

� 0(t+ )
4�r 3c

+ 15
� (t+ )
4�r 4

� �
x2

i

r 2 �
3
5

��

Tableau 1.6 � Les premiers multip ôles en domaine temp orel avec t+ = t + r=c et i 6= j

1.3 Étude des solutions régulières de l'équation des ondes

Dans cette partie nous étudions toujours le problème (1.2) mais nous allons cette fois-ci déter-

miner des solutions régulières en x = 0 . Pour cela, nous nous plaçons sur la b oule de centre 0 et

de rayon r ?
, notée B r ?

B r ? =
n

x 2 R3 : jx j � r ?
o

: (1.99)

Cette partie va s'organiser comme suit. Nous commençons par exhib er quelques solutions régulières

de l'équation des ondes dans une b oule de rayon r ?
dans la section 1.3.1. Ensuite nous donnerons

une base de solutions régulières dans la section 1.3.2. En section 1.3.3, nous représentons toute

solution régulière à l'aide de cette base. En�n, nous exhib erons la solution développ ée à l'ordre 2
en section 1.3.4. Rapp elons les notations t+ = t + r

c et t � = t � r
c .

1.3.1 Quelques solutions particulières régulières

Dans cette section, nous construisons quelques exemples de solutions régulières de l'équation

des ondes. Commençons par expliquer d'où nous est venu l'idée p our déterminer une solution

régulière. En régime fréquentiel, nous p ouvons combiner une solution sortante et une solution

entrante (fonction de Hankel 3D ) p our générer une solution régulière

2j n (kr ) = h(1)
n (kr ) + h(2)

n (kr ): (1.100)

Pour l'équation des ondes, nous repro duisons cette idée en combinant une solution causale sin-

gulière avec une solution anti-causale singulière a�n de construire une solution régulière.

Notation 1.1. Nous spéci�ons la dépendance de M � vis-à-vis de � en introduisant les nota-

tions M +
� [� ], respectivement M �

� [� ], pour les multipôles de la solution anti-causale, respectivement

causale.

Notation 1.2. Notons Reg[� ]
� la di�érence entre M +

� [� ] et M �
� [� ], i.e.

Reg[� ]
� (x; t) = M �

� [� ](x ; t) � M +
� [� ](x ; t); (1.101)

avec M �
� [� ] donné par le tableau 1.4 et M +

� [� ] par le tableau 1.6.
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Remarque 1.14. Remarquons que nous avons également la relation Reg[� ]
� (x; t) = T �

� (x; t) �
T +

� (x; t) car les S� sont identiques pour la solution causale et anti-causale et donc s'annulent.

Nous allons à présent voir quelques propriétés de Reg[� ]
� p our j� j = 0 et j� j = 1 . En particulier,

nous allons véri�er que ces solutions sont régulières en 0 . D'autre part, bien que les formules des

M �
� [� ] aient été obtenues p our � 2 D (R) elles p euvent être évaluées p our � 2 C1 (R) . Dans cette

partie, nous prendrons � 2 C1 (R) .

Ordre 0

Pour � = 0 , les multip ôles M �
0 [� ] sont explicités dans les tableaux 1.4 et 1.6. Nous rapp elons

ici leur forme

M �
0 [� ](x ; t) =

� (t � )
4�r

et M +
0 [� ](x ; t) =

� (t+ )
4�r

: (1.102)

Il suit de la dé�nition de Reg[� ]
� que

Reg[� ]
0 (x; t) = M �

0 [� ](x ; t) � M +
0 [� ](x ; t):

Remarquons que Reg[� ]
0 a les propriétés suivantes

Prop osition 1.3. La fonction Reg[� ]
0 est régulière en r = 0 et

Reg[� ]
0 (x; t) = O

r ! 0
(1): (1.103)

Preuve de la proposition 1.3.

Développ ons Reg[� ]
0

Reg[� ]
0 (x; t) =

� (t � r=c)
4�r

�
� (t + r=c)

4�r
:

Nous utilisons le développ ement de Taylor de � en t quand r tend vers 0, nous obtenons

Reg[� ]
0 (x; t) =

1
4�r

�
� (t) + � 0(t)( � r=c) + O

r ! 0
(r )2 � � (t) � � 0(t)( r=c) � O

r ! 0
(r )2

�

=
1

4�r

�
� 2r

c
� 0(t) + O

r ! 0
(r 2)

�
= �

� 0(t)
2�c

+ O
r ! 0

(r ):

Remarque 1.15. Les monopôles M �
0 [� ] sont clairement singuliers en 0 . Leur di�érence Reg[� ]

0
est cependant régulière.

Ordre 1

Pour � = ei , nous allons combiner les deux multip ôles d'ordre 1 donnés par les tableaux 1.4

et 1.6 dont nous rapp elons ici leur forme

8
>><

>>:

M �
ei

[� ](x ; t) = �
�

� 0(t � )
4�rc

+
� (t � )
4�r 2

�
x i

r

M +
ei

[� ](x ; t) = �
�

� � 0(t+ )
4�rc

+
� (t+ )
4�r 2

�
x i

r
:

(1.104)

Il suit

Reg[� ]
ei

(x; t) = M �
ei

[� ](x ; t) � M +
ei

[� ](x ; t):

La fonction Reg[� ]
ei

véri�e les propriétés suivantes
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Prop osition 1.4. La fonction Reg[� ]
ei

est régulière en r = 0 et

Reg[� ]
ei

(x; t) = O
r ! 0

(r ): (1.105)

Preuve de la proposition 1.4. Développ ons Reg[� ]
ei

Reg[� ]
ei

(x; t) = �
�

� 0(t � )
4�rc

+
� (t � )
4�r 2

�
x i

r
+

�
� � 0(t+ )

4�rc
+

� (t+ )
4�r 2

�
x i

r
:

Nous utilisons le développ ement de Taylor à l'ordre 3 de f en t quand r tend vers 0, nous obtenons

Reg[� ]
ei

(x; t) = �
� (3) (t)x i

6�c 3 + O
r ! 0

(r 2) = O
r ! 0

(r ):

Remarque 1.16. Pour les multipôles d'ordre 1 nous remarquons également qu'en partant de deux

solutions singulières nous obtenons une solution régulière en les soustrayant.

1.3.2 Une base de solution régulière de l'équation des ondes

Dans cette section, nous allons construire une base a�n de représenter facilement les solutions

régulières de l'équation des ondes. Dans la section 1.3.1 nous avons montré quelques exemples de

solutions régulières p our � � 1. À présent, exhib ons des solutions régulières à tout ordre.

Il est tout à fait p ossible d'intro duire la fonction régulière Reg[� ]
� à tout ordre

Reg[� ]
� (x; t) = M �

� [� ](x ; t) � M +
� [� ](x ; t); (1.106)

avec M �
� [� ] qui est donné par (1.83) et M +

� [� ] par (1.98). Cette fonction est bien régulière en 0
mais ne véri�e pas

Reg[� ]
� (x; t) = O

r ! 0
(r j � j ): (1.107)

Nous préférerons ici intro duire une autre famille de solutions régulières de l'équation des ondes,

Regpol
m;n [� ], indexée par deux entiers naturels m et n avec 0 � m � n et pol qui p eut prendre les

valeurs cos ou sin
Regpol

m;n [� ](x ; t) = M pol ;�
m;n [� ](x ; t) � M pol ;+

m;n [� ](x ; t); (1.108)

avec M pol ;�
m;n [� ] dé�ni par

8
>>>><

>>>>:

M pol ;�
m;n [� ](x ; t � ) = pol m

n (�; ' )
nX

` =0

q`
n

� (n � ` ) (t � )
4�r ` +1 cn � ` ;

M pol ;+
m;n [� ](x ; t+ ) = pol m

n (�; ' )
nX

` =0

q`
n

(� 1)n � ` � (n � ` ) (t+ )
4�r ` +1 cn � ` ;

(1.109)

avec polmn dé�ni par (1.22). Remarquons qu'il est p ossible d'écrire les multip ôles M �
� [� ] comme

combinaison linéaire des M pol ;�
m;n [� ]

8
>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

M �
� [� ](x ; t) =

j � jX

n =0

nX

m =0

(A � )m
n M cos;�

m;n [(1=c) j � j� n � j � j� n ]](x ; t � )

+( B � )m
n M sin ;�

m;n [(1=c) j � j� n � j � j� n ]](x ; t � )

M +
� [� ](x ; t) =

j � jX

n =0

nX

m =0

(A � )m
n M cos;+

m;n [(� 1=c) j � j� n � j � j� n ]](x ; t+ )

+( B � )m
n M sin ;+

m;n [(� 1=c) j � j� n � j � j� n ]](x ; t+ ):

(1.110)
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D'autre part, les M pol ;�
m;n p euvent eux aussi être écrits comme une combinaison linéaire des M �

�

mais nous ne l'expliciterons pas ici. Récipro quement, les fonctions Regpol
m;n [� ] véri�ent les propriétés

suivantes :

Théorème 1.3. Soit � 2 C1 (R) . Les fonctions Regpol
m;n [� ] sont régulières en r = 0 et

Regpol
m;n [� ] = O

r ! 0
(r n ): (1.111)

La preuve du théorème 1.3 nécessite un certain nombre de prérequis. Commençons par dé�nir

les p olynômes Qk
n (X ) p our k � 2n :

Qk
n (X ) =

inf( n; 2n � k )X

` =0

qn � `
n

X 2n � ` � k

(2n � ` � k)!
: (1.112)

avec q`
n =

(n + `)!
`!(n � `)!

1
2` donné par (1.21). Pour k p ositif, Qk

n est la k -ième dérivée de Q0
n . Pour k

négatif, Qk
n est la primitive de Qk+1

n qui vaut 0 en X = 0 . Pour k � n cette formule se simpli�e

de la manière suivante

Qk
n (X ) =

nX

` =0

qn � `
n

X 2n � ` � k

(2n � ` � k)!
: (1.113)

Lemme 1.3. Pour k 2 N impair, nous avons

Qk
n (� 1) = 0 : (1.114)

Preuve du lemme 1.3. Comme qk
n = qn

n
(n + k)!

(2n)!2k � n Ck
n , nous avons d'après (1.113)

Q0
n (X ) =

X n

(2n)!
qn

n

nX

` =0

X ` C`
n 2n � ` : (1.115)

D'après la formule du binôme de Newton, nous obtenons

Q0
n (X ) = qn

n
X n (X + 2) n

(2n)!
: (1.116)

Il suit que Q0
n est symétrique par rapp ort à X = � 1. Nous en déduisons que toutes les dérivées

impaires de Q0
n en � 1 sont nulles.

Nous avons aussi l'identité suivante

Lemme 1.4. Pour tout � 2 C1 (R) , nous avons

nX

` =0

q`
n

� (n � ` ) (t � ) � (� 1)n � ` � (n � ` ) (t+ )
4� r ` +1 cn � ` =

r n

2�

KX

k=0
k pair

r k � (k+1+2 n ) (t)
ck+1+2 n Q� k � 1

n (� 1) + O
r ! 0

(r n + K +1 ):

(1.117)

Preuve du lemme 1.4. Commençons par expliciter le développ ement de Taylor de � (p� ` )
en t+

et

en t �
au sens des séries formelles

8
>>>><

>>>>:

� ( j � j� ` ) (t � ) �
+ 1X

k=0

� ( j � j� ` + k) (t)
k!

�
� r
c

� k

� ( j � j� ` ) (t+ ) �
+ 1X

k=0

� ( j � j� ` + k) (t)
k!

� r
c

� k
(1.118)
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Remarque 1.17. Nous avons noté

f (r ) �
+ 1X

k=0

f k r k ; (1.119)

si et seulement si

f (r ) =
KX

k=0

f k r k + O
r ! 0

(r K +1 ): (1.120)

Notons S le membre de gauche de (1.117), nous avons

4�S =
nX

` =0

q`
n

� (n � ` ) (t � ) � (� 1)n � ` � (n � ` ) (t+ )
r ` +1 cn � `

�
nX

` =0

q`
n

r ` +1 cn � `

+ 1X

k=0

� (n � ` + k) (t)
k!

� r
c

� k �
(� 1)k � (� 1)n � ` � :

Il suit avec les changements d'indice ` = n � ` puis k = k + ` que

4�S �
1

r n +1

nX

l =0

+ 1X

k=0

qn � `
n

� ( ` + k) (t)
k!

� r
c

� ` + k �
(� 1)k � (� 1)` �

avec ` = n � `

�
1

r n +1

nX

l =0

+ 1X

k= l

qn � `
n

� (k ) (t)
(k � `)!

� r
c

� k �
(� 1)k � ` � (� 1)` �

avec k = k + `:

En intervertissant les deux sommes, nous avons

4�S �
1

r n +1

+ 1X

k=0

inf( k;n )X

` =0

qn � `
n

� (k ) (t)
(k � `)!

� r
c

� k �
(� 1)k � ` � (� 1)` � :

Nous remarquons que p our k pair on a (� 1)k � ` � (� 1)` = ( � 1)� ` � (� 1)` = 0 et p our k impair

(� 1)k � ` � (� 1)` = � 2(� 1)` = 2( � 1)k � l
. Nous p ouvons ainsi réduire la première somme aux k

impairs

nX

` =0

q`
n

� (n � ` ) (t � ) � (� 1)n � ` � (n � ` ) (t+ )
r ` +1 cn � ` �

2
r n +1

+ 1X

k=1
k impair

inf( k;n )X

` =0

qn � `
n

� (k ) (t)
(k � `)!

� r
c

� k
(� 1)k � ` : (1.121)

Nous décomp osons la somme en deux parties S = S1 + S2 . La première corresp ond aux k � 2n

S1 =
1

2�r n +1

2nX

k=1
k impair

inf( n;k )X

` =0

qn � `
n

� (k ) (t)
(k � `)!

� r
c

� k
(� 1)k � `

=
1

2�r n +1

2nX

k=1
k impair

� r
c

� k
� (k ) (t)Q2n � k

n (� 1):

D'après le lemme 1.3, Q2n � k
n (� 1) = 0 , donc S1 = 0 . La seconde somme S2 corresp ond à la somme

p our les k � 2n + 1

S2 �
1

2�r n +1

+ 1X

k=2 n +1
k impair

nX

` =0

qn � `
n

� (k ) (t)
(k � `)!

� r
c

� k
(� 1)k � `

�
1

2�r n +1

+ 1X

k=2 n +1
k impair

� r
c

� k
� (k ) (t)Q2n � k

n (� 1);
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Comme S1 = 0 , il suit que S = S2 , c'est à dire

S �
1

2�r n +1

+ 1X

k=2 n +1
k impair

� r
c

� k
� (k ) (t)Q2n � k

n (� 1): (1.122)

En faisant le changement de variable k0 = k � 2n � 1, nous obtenons le lemme 1.4 (comme k est

impair, k0
est pair).

Nous avons à présent le matériel nécessaire p our démontrer le théorème 1.3.

Preuve du théorème 1.3. Commençons par expliciter Regpol
m;n [� ]

Regpol
m;n [� ](x ; t) = pol n

m (�; ' )
nX

` =0

q`
n

� (n � ` ) (t � ) � (� 1)n � ` � (n � ` ) (t+ )
4� r ` +1 cn � ` (1.123)

Le lemme 1.4 nous p ermet d'écrire

Regpol
m;n [� ](x ; t) =

polnm (�; ' )
2�

r n
KX

k=0
k pair

r k � (k+2 n +1) (t)
ck+2 n +1 Q� k � 1

n (� 1) + O
r ! 0

(r K + n +1 ): (1.124)

Nous déduisons le comp ortement de Regpol
m;n [� ](x ; t) à l'aide du premier terme de cette somme

Regpol
m;n [� ](x ; t) = O

r ! 0
(r n ): (1.125)

Ceci termine la preuve du théorème 1.3.

Remarque 1.18. Le lecteur pourra remarquer que nous n'avons pas démontré que cette famil le

de solutions régulières est une base. Il est clair que cette famil le est libre car leur partie angulaire

polmn forme une base spectrale sur la sphère unité. Le caractère générateur de cette famil le sera

une conséquence du théorème 1.4 qui suit.

1.3.3 Représentation des solutions régulières de l'équation des ondes

Théorème 1.4. Pour a une fonction C1 (� r ? � R) qui véri�e

a(x; t) = 0 ; pour x 2 � r ?
et t � 0; (1.126)

il existe une unique solution causale u 2 C1 (B r ? � R) de l'équation des ondes

8
>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>:

@2
t u(x; t) � c2� u(x; t) = 0 ; pour x 2 B r ?

et t � 0;

u(x; 0) = 0 ; pour x 2 B r ? ;

u(x; t) = a(x; t); pour x 2 � r ?
et t � 0;

u(x; t) = 0 ; pour x 2 B r ?
et t � 0:

(1.127)

Cette solution admet la décomposition modale suivante

u(x; t) =
+ 1X

n =0

nX

m =0

X

pol

Regpol
m;n [� pol

m;n ](x ; t); (1.128)

avec � pol
m;n des fonctions C1 (R) qui véri�ent

� pol
m;n (t) = 0 ; pour t <

r ?

c
: (1.129)
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Preuve. A�n de démontrer le résultat annoncé, rapp elons que toute fonction a 2 H 1=2(� r ? ) p eut

être écrite sous la forme d'une série, voir annexe. Nous pro céderons de la manière suivante

i ) Existence, unicité et dé�nition d'un op érateur solution

ii ) Résolution p our a(x; t) = apol
m;n (t)polmn (�; ' )

iii ) Obtention de la formule générale.

i) Caractère bien p osé de l'équation des ondes sur un domaine régulier

Dans cette première partie de preuve, nous démontrons que (1.130) est bien p osé. Soit 
 un

domaine régulier de frontière @
 (lors de cette thèse 
 sera successivement B r ?
la b oule de rayon

r ?
, Cr 2

r 1
la couronne de p etit rayon r1 et de grand rayon r2 ou encore 
 ";r ? = 
 " \ B r ?

).

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

@2
t u(x; t) � c2� u(x; t) = f s(x; t); p our x 2 
 et t � 0;

u(x; t) = a(x; t); p our x 2 @
 et t � 0;

u(x; t) = 0 ; p our x 2 
 et t � 0;

(1.130)

avec a : @
 � R 7! R et f s : 
 � R 7! R des fonctions de classe C1
qui véri�ent

a(x; t) = 0 et f s(x; t) = 0 p our t � 0: (1.131)

Remarque 1.19. Nous avons équivalence entre les conditions du problème (1.130) avec les con-

ditions initiales u(x; 0) = 0 et @t u(x; 0) = 0 .

Nous relevons tout d'ab ord la fonction a en ~a comme suit : soit ~a 2 C1 (
 � R) l'unique solution

du problème 8
>><

>>:

�~a(x; t) � ~a(x; t) = 0 dans 


~a(x; t) = a(x; t) sur @
 :
(1.132)

Posons ~u(x; t) = u(x; t) � ~a(x; t) . Pour démontrer l'existence et l'unicité de u , commençons par

démontrer l'existence et l'unicité de ~u . Nous obtenons

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

@2
t ~u(x; t) � c2�~u(x; t) = � @2

t ~a(x; t) + c2�~a(x; t) + f s(x; t); p our x 2 
 et t � 0;

~u(x; t) = 0 ; p our x 2 @
 et t � 0;

~u(x; t) = 0 ; p our x 2 
 et t � 0:

(1.133)

La dernière ligne de (1.133) p eut être transformée en la condition initiale

@t ~u(x; 0) = ~u(x; 0) = 0 ; p our x 2 
 ; (1.134)

en remarquant que ~a(x; t) = 0 p our t � 0. Posons f (x ; t) = � @2
t ~a(x; t) + c2�~a(x; t) + f s(x; t) ,

F (x; t) =

0

B
B
@

0

f (x; t)

1

C
C
A , U(x; t) =

0

B
B
@

~u(x; t)

@t ~u(x; t)

1

C
C
A et A =

0

B
B
@

0 � 1

� c2� 0

1

C
C
A . Nous obtenons

8
>>><

>>>:

@t U(x; t) + AU (x; t) = F (x; t); p our x 2 
 et t � 0;

U(x; 0) = 0 ; p our x 2 
 :

(1.135)
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Soit V (x) =

0

B
B
@

u1(x)

u2(x)

1

C
C
A 2 H , avec H = H 1

0 (
) � L 2(
) . Nous suivons la démarche adoptée dans

[10]. Munissons H 1
0 (
) du pro duit scalaire

(u1; u2)H 1
0

=
Z

R3
c2r u1r u2d� x : (1.136)

Il suit D (A) := f V 2 H; AV 2 H g = H 2
dir (
) � H 1

0 (
) , avec H 2
dir (
) = H 2(
) \ H 1

0 (
) . En e�et,

nous avons par dé�nition

f V 2 H; AV 2 H g = f u1 2 H 1
0 (
) ; � u1 2 L 2(
) g � f u2 2 L 2(
) ; u2 2 H 1

0 (
) g: (1.137)

Pour le premier ensemble, nous avons u1 2 H 1
0 (
) qui véri�e � u1 2 L 2(
) , nous déduisons que

u1 2 H 2
dir (
) . Pour le second, nous obtenons u2 2 H 1

0 (
) . Il suit

D (A) = H 2
dir (
) � H 1

0 (
) : (1.138)

Nous avons donc A qui est un op érateur non b orné de D (A) � H vers H . Nous avons alors

(AV (x); V (x))H =

0

B
B
@

� u2(x)

� c2� u1(x)

1

C
C
A :

0

B
B
@

u1(x)

u2(x)

1

C
C
A = � (u1(x); u2(x))H 1

0
� (c2� u1(x); u2(x))L 2 :

(1.139)

Il suit d'après la formule de Green que (AV (x); V (x))H = 0 . A est donc monotone. Voyons si A

est maximal, prenons V 2 D(A) et G =

0

B
B
@

f 1(x)

f 2(x)

1

C
C
A 2 H

(A + I )V (x) = G(x); (1.140)

est équivalent à 8
>><

>>:

u1(x) � u2(x) = f 1(x)

u2(x) � c2� u1(x) = f 2(x):
(1.141)

Ainsi d'après la première équation, nous avons u2 2 H 1
0 (
) car f 1 2 H 1

0 (
) . En injectant la

première équation dans la seconde nous obtenons

u1(x) � c2� u1(x) = f 1(x) + f 2(x): (1.142)

Ceci implique à u1 d'appartenir à H 2
dir (
) . Donc 8G 2 H , nous avons trouvé un unique V appar-

tenant à D(A) tel que (A + I )V (x) = G(x) . A est donc maximal monotone.

D'après le théorème de Hille-Yosida, le problème (1.135) admet une unique solution.

Soit St un semi-group e asso cié à A . Rapp elons qu'à l'aide de l'expression de la solution U et

du semi group e contractant St

U(x; t) =
Z t

0
St � sF (x; s)ds; (1.143)

il est facile d'obtenir

kU(� ; t)kH �
Z t

0
kF (� ; s)kH ds: (1.144)
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Comme kF (� ; t)kH = kf (� ; t)kL 2 (
) , nous obtenons sur [0; t]

k~u(� ; t)kH 1
0 (
) � t maxkf (� ; t)kL 2 (
) : (1.145)

Explicitons f , nous avons

k~u(� ; t)kH 1
0 (
) � t maxk@2

t ~a(� ; t) � c2�~a(� ; t)kL 2 (
) : (1.146)

Or, nous avons

k@2
t ~a(� ; t) � c2�~a(� ; t)kL 2 (
) � k @2

t ~a(� ; t)kL 2 (
) + c2k�~a(� ; t)kL 2 (
) (1.147)

et k�~a(� ; t)kL 2 (
) = k~a(� ; t)kL 2 (
) . Soit X un espace, intro duisons l'espace de Sob olev

W 2;1 �
R+ ; X

�
= f a 2 L 1 �

R+ ; X
�

; 8p � 2; 9C > 0 : k@p
t a(� ; t)kX � Cg: (1.148)

Nous obtenons

k~u(� ; t)kH 1
0 (
) � C0 tk~a(� ; t)kW 2; 1 (R+ ;L 2 (
)) � C0 tka(� ; t)kW 2; 1 (R+ ;H 1= 2 (@
)) : (1.149)

Comme u = ~u + ~a, il suit de l'inégalité triangulaire

ku(� ; t)kH 1
0 (
) � k ~u(� ; t)kH 1

0 (
) + k~a(� ; t)kH 1
0 (
)

� C0 tka(� ; t)kW 2; 1 (R+ ;H 1= 2 (@
)) + Cka(� ; t)kH 1= 2 (@
) :
(1.150)

ii) Analyse

Dans cette partie, nous supp osons que la solution est de la forme (1.128) et nous allons déter-

miner les � pol
m;n qui véri�ent la condition (1.129). Pour cela, commençons par traiter la condition à

la limite en r = r ?

nX

` =0

q`
n

dn � `
t � pol

m;n (t � r ?

c ) � (� 1)n � ` dn � `
t � pol

m;n (t + r ?

c )

4� (r ?)` +1 cn � ` = apol
m;n (t); (1.151)

avec apol
m;n 2 C1 (R) les co e�cients sp ectraux de la fonction a

a(x; t) =
+ 1X

n =0

nX

m =0

X

pol

apol
m;n (t) polmn (�; ' ): (1.152)

Nous p osons le changement de variable t0 = t + r ?

c et nous obtenons

nX

` =0

q`
n

(� 1)n � ` dn � `
t � pol

m;n (t)

4� (r ?)` +1 cn � ` =
nX

` =0

q`
n

dn � `
t � pol

m;n (t � 2 r ?

c )

4� (r ?)` +1 cn � ` � apol
m;n (t �

r ?

c
): (1.153)

Comme � pol
m;n (t) = 0 p our t < r ?=c, l'équation (1.153) écrite p our t 2 [

r ?

c
; 2

r ?

c
] se simpli�e en

nX

` =0

q`
n

(� 1)n � ` dn � `
t � pol

m;n (t)

4� (r ?)` +1 cn � ` = � apol
m;n (t �

r ?

c
): (1.154)

Il s'agit d'une équation aux dérivées ordinaires qui est bien p osée quand nous l'équip ons des

conditions initiales (c'est une conséquence de (1.129))

d`
t � pol

m;n (
r ?

c
) = 0 8` 2 [[0; n � 1]]: (1.155)
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Nous avons ainsi déterminé � pol
m;n et ses dérivées jusqu'à l'ordre n � 1 p our t � 2

r ?

c
.

Ensuite nous rép étons le raisonnement et construisons � pol
m;n par récurrence. Nous sommes au rang

k . Cela signi�e que les fonctions � pol
m;n (et ses dérivées jusqu'à l'ordre n � 1) sont connues p our

t � (k + 1) r ?

c . L'équation (1.153) p ermet de déterminer � pol
m;n p our t 2 [(k + 1)

r ?

c
; (k + 2)

r ?

c
], le

membre de droite (1.153) étant devenu une donnée (car t �
2r ?

c
� k

r ?

c
). Par soucis de clarté,

nous p ouvons également écrire (1.153) sous la forme d'une équation linéaire avec terme source et

condition initiale. Notons

L(t) =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

� pol
m;n (t)

dt � pol
m;n (t)

.

.

.

dn � 1
t � pol

m;n (t)

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

; A =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

0 1 0

.

.

.

1

a0 a1 � � � an � 1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

et B (t) =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

0

.

.

.

0

b(t)

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

avec

a` = �
qn � `

n

q0
n

� � c
r ?

� n � `
et b(t) =

nX

` =0

q`
n

dn � `
t � pol

m;n (t � 2 r ?

c )

4� (r ?)` +1 cn � ` � apol
m;n (t �

r ?

c
):

Sur [(k + 1)
r ?

c
; (k + 2)

r ?

c
] nous étudions

8
>><

>>:

dt L(t) = AL (t) + B (t);

L
�
(k + 1)

r ?

c

�
connu :

(1.156)

Les conditions initiales de L sont connues sur l'intervalle [(k+1)
r ?

c
; (k+2)

r ?

c
]. Comme b 2 C1 (R) ,

le problème (1.156) admet une unique solution d'après le théorème de Cauchy-Lipschitz. Nous

avons ainsi déterminé les fonctions � pol
m;n et ses dérivées d'ordre au plus n � 1 sur tout R, car elles

sont égales aux valeurs terminales de L sur [(k + 1)
r ?

c
; (k + 2)

r ?

c
]. C'est bien une fonction C1

de

R.

iii) Convergence des séries

Dans la partie ii) , les calculs ont été e�ectués p our

a(x; t) =
1X

n =0

nX

m =0

X

pol

apol
m;n (t)polmn (�; ' ): (1.157)

Il reste à démontrer la convergence des séries p our démontrer le résultat. Dans le cas où a est

une somme �nie de polmn , ce résultat formel devient rigoureux car la solution est elle aussi décrite

à l'aide d'une somme �nie. Dé�nissons les sommes partielles uN et aN

8
>>>>><

>>>>>:

uN (x; t) =
NX

n =0

nX

m =0

X

pol

Regpol
m;n [� pol

m;n ](x ; t);

aN (x; t) =
NX

n =0

nX

m =0

X

pol

apol
m;n (t)polmn (�; ' ):

(1.158)
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Nous avons

lim
N ! + 1

aN (x; t) = a(x; t) dans H
1
2 (� R ) (1.159)

Intro duisons l'op érateur solution, que nous notons Sol. L'op érateur Sol asso cie à la fonction a 2
C1 (� R ) la solution sur la b oule u

Sol(a) = u(x; t): (1.160)

L'op érateur Sol est continu. Nous avons uN qui est la solution asso ciée à aN

Sol(aN ) = uN (x; t): (1.161)

Il suit

Sol(a � aN ) = u(x; t) � uN (x; t): (1.162)

Avec l'estimation (1.150) nous obtenons

ku(x; t)� uN (x; t)kH 1 (B r ? ) � C0 tka(x; t)� aN (x; t)kW 2; 1 (R+ ;H 1= 2 (� r ? )) + Cka(x; t)� aN (x; t)k
H

1
2 (� r ? )

:

(1.163)

En passant à la limite sur N nous obtenons la convergence de uN vers u .

1.3.4 La solution développ ée à l'ordre 2

Dans cette section, nous allons identi�er deux formes que prend la solution régulière de l'équa-

tion des ondes : son développ ement de Taylor en 0 à l'ordre 2 et son développ ement dans la base

des Regpol
m;n (décrite dans la section 1.3.3) également à l'ordre 2. Rapp elons que x =

0

B
B
B
B
B
B
@

x1

x2

x3

1

C
C
C
C
C
C
A

, nous

avons u qui s'écrit sous les deux formes suivantes

8
>>>><

>>>>:

u(x; t) = u(0; t) + r u(0; t) � x +
1
2

xT � H (u(0; t)) � x

u(x; t) =
X

pol

Rpol
0;0 [� pol

0;0 ] + Rpol
0;1 [� pol

0;1 ] + Rpol
1;1 [� pol

1;1 ] + Rpol
0;2 [� pol

0;2 ] + Rpol
1;2 [� pol

1;2 ] + Rpol
2;2 [� pol

2;2 ]:

(1.164)

Rép ertorions les Regpol
m;n p our n � 2 dans le tableau 1.7.

Détaillons le développ ement de Taylor de u

u(x; t) = u(0; t) + @x 1 u(0; t)x1 + @x 2 u(0; t)x2 + @x 3 u(0; t)x3

+
1
2

(@2
x 1

u(0; t)x2
1 + @2

x 2
u(0; t)x2

2 + @2
x 3

u(0; t)x2
2)

+ @x 1 x 2 u(0; t)x1x2 + @x 1 x 3 u(0; t)x1x3 + @x 2 x 3 u(0; t)x2x3:

Nous avons à présent le matériel nécessaire p our identi�er les deux formes de u , nous obtenons

u(0; t) = �
(� cos

0;0 )0(t)

2�c
; (1.165)

r u(0; t) =
1

4�c 3

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

� (� cos
1;1)(3) (t)

� (� sin
1;1)(3) (t)

(� cos
0;1 )(3) (t)

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

; (1.166)
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n m Regcos
m;n [� cos

m;n ] Regsin
m;n [� sin

m;n ]

0 0 �
(� cos

0;0)0(t)

2�c
�

(� cos
0;0 )(3) (t)

12�c 3 r 2 + o
r ! 0

(r 2) 0

1 0
(� cos

0;1 )(3) (t)

6�c 3 x3 + o
r ! 0

(r 2) 0

1 �
(� cos

1;1)(3) (t)

6�c 3 x1 + o
r ! 0

(r 2) �
(� sin

1;1)(3) (t)

6�c 3 x2 + o
r ! 0

(r 2)

0 �
(� cos

0;2)(5) (t)

20�c 5 x2
3 +

(� cos
0;2 )(5) (t)

20�c 5 r 2 + o
r ! 0

(r 2) 0

2 1
(� cos

1;2 )(5) (t)

10�c 5 x1x3 + o
r ! 0

(r 2)
(� sin

1;2)(5) (t)

10�c 5 x2x3 + o
r ! 0

(r 2)

2 �
(� cos

2;2)(5) (t)

10�c 5 (x2
1 � x2

2) + o
r ! 0

(r 2) �
(� sin

2;2)(5) (t)

5�c 5 x1x2 + o
r ! 0

(r 2)

Tableau 1.7 � Les premiers Regpol
m;n [� pol

m;n ] avec n � 2

et en�n

H (u(0; t)) =
1

10�c 5

0

B
B
B
B
B
B
B
@

� 2(� cos
2;2)(5) (t) � 2(� sin

2;2)(5) (t) ( � cos
1;2)(5) (t)

� 2(� sin
2;2)(5) (t) 2(� cos

2;2 )(5) (t) ( � sin
1;2)(5) (t)

(� cos
1;2)(5) (t) ( � sin

1;2)(5) (t) � (� cos
0;2 )(5) (t)

1

C
C
C
C
C
C
C
A

+
� � (� cos

0;0 )(3) (t)

6�c 3 +
(� cos

0;2)(5) (t)

10�c 5

�
I:

(1.167)

1.4 Étude des solutions singulières de l'équation des ondes

1.4.1 Solution de l'équation des ondes sur une couronne solide

Problème sur la couronne

Dans cette partie, nous allons déterminer la solution de l'équation des ondes sur une couronne

solide (de p etit rayon r1 et de grand rayon r2 ), voir la �gure 1.1.

Cr 2
r 1

= f x 2 R3; r1 � j x j � r2g: (1.168)

Nous noterons uc la solution de ce problème ( c référant à couronne). Nous considérerons une

solution causale uc(x; t) = 0 p our les temps négatifs dont nous connaissons la trace sur la frontière

de la couronne Cr 2
r 1

. Nous noterons les sphères de rayon r1 , resp ectivement r2 sous la forme suivante

� r 1 = f x 2 R3; jx j = r1g et � r 2 = f x 2 R3; jx j = r2g: (1.169)

Nous voulons résoudre le problème (1.170). Cherchons uc 2 C1 (Cr 2
r 1

� R) tel que
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r1

r2

Figure 1.1 � Domaine en couronne considéré (entre la b oule de rayon r1 et celle de rayon r2 )

8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

c2� uc(x; t) � @2
t uc(x; t) = 0 ; sur Cr 2

r 1
;

uc(x; t) = 0 ; 8t < 0;

u� r 1
(x; t) = a(x; t);

u� r 2
(x; t) = b(x; t);

(1.170)

avec a 2 C1 (� r 1 � R) et b 2 C1 (� r 2 � R) .

i) Caractère bien p osé de l'équation des ondes sur la couronne Cr 2
r 1

Ce problème admet une unique solution qui est régulière dans la couronne Cr 2
r 1

. Comme p our

la b oule de rayon R , il est p ossible de montrer l'existence et l'unicité du problème (1.170) grâce

au théorème de Hille-Yosida. Rapp elons le problème considéré

8
>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>:

@2
t uc(x; t) � c2� uc(x; t) = 0 ; p our x 2 Cr 2

r 1
et t � 0;

uc(x; t) = 0 ; 8t < 0;

uc(x; t) = a(x; t); p our x 2 � r 1 et t � 0;

uc(x; t) = b(x; t); p our x 2 � r 2 et t � 0;

(1.171)

avec a et b des fonctions C1 (� r 1 � R) , resp ectivement C1 (� r 2 � R) .

Remarque 1.20. Nous avons équivalence entre les conditions du problème (1.171) avec les con-

ditions initiales uc(x; 0) = 0 et @t uc(x; 0) = 0 .

Nous relevons tout d'ab ord la fonction a en ~a, resp ectivement b en

~b comme suit : soit ~a 2
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C1 (R3 � R) , resp ectivement l'unique solution du problème

8
>>>>>><

>>>>>>:

�~a(x; t) � ~a(x; t) = 0 dans Cr 2
r 1

~a(x; t) = a(x; t) sur � r 1

~a(x; t) = 0 sur � r 2 ;

(1.172)

resp ectivement 8
>>>>>><

>>>>>>:

� ~b(x; t) � ~b(x; t) = 0 dans Cr 2
r 1

~b(x; t) = 0 sur � r 1 ;

~b(x; t) = b(x; t) sur � r 2 :

(1.173)

Posons ~uc(x; t) = uc(x; t) � ~a(x; t) � ~b(x; t) . Pour démontrer l'existence et l'unicité de u , com-

mençons par démontrer l'existence et l'unicité de ~u . Nous obtenons

8
>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>:

@2
t ~uc(x; t) � c2� ~uc(x; t) = f (x; t); p our x 2 Cr 2

r 1
et t � 0;

@t ~uc(x; 0) = ~uc(x; 0) = 0 ; p our x 2 Cr 2
r 1

;

~uc(x; t) = 0 ; p our x 2 � r 1 [ � r 2 et t � 0;

~uc(x; t) = 0 ; p our x 2 Cr 2
r 1

et t � 0:

(1.174)

avec f (x ; t) = � @2
t

�
~a + ~b

�
(x; t) + c2�

�
~a + ~b

�
(x; t) . Posons F (x; t) =

0

B
B
@

0

f (x; t)

1

C
C
A , Uc(x; t) =

0

B
B
@

~uc(x; t)

@t ~uc(x; t)

1

C
C
A et A =

0

B
B
@

0 � 1

� c2� 0

1

C
C
A . Nous obtenons

8
>>><

>>>:

@t Uc(x; t) + AUc(x; t) = F (x; t); p our x 2 Cr 2
r 1

et t � 0;

Uc(x; 0) = 0 ; p our x 2 Cr 2
r 1

:

(1.175)

Soit V (x) =

0

B
B
@

u1(x)

u2(x)

1

C
C
A 2 H , avec H = H 1

0 (Cr 2
r 1

) � L 2(Cr 2
r 1

) . Munissons H 1
0 (Cr 2

r 1
) du pro duit scalaire

(u1(x); u2(x))H 1
0 (C r 2

r 1 ) =
Z

C r 2
r 1

c2r u1(x; t)r u2(x; t)d� x : (1.176)

Il suit D (A) := f V (x) 2 H; AV (x) 2 H g = H 2
dir (Cr 2

r 1
) � H 1

0 (Cr 2
r 1

) , avec H 2
dir (Cr 2

r 1
) = H 2(R3) \

H 1
0 (Cr 2

r 1
) . Nous avons donc A qui est un op érateur non b orné de D (A) � H vers H . Nous avons
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alors

(AV (x); V (x))H =

0

B
B
@

� u2(x)

� c2� u1(x)

1

C
C
A :

0

B
B
@

u1(x)

u2(x)

1

C
C
A

= � (u1(x); u2(x))H 1
0 (C r 2

r 1 ) � (c2� u1(x); u2(x))L 2 (C r 2
r 1 ) :

Il suit que (AV (x); V (x))H = 0 . A est donc monotone. Voyons si A est maximal, prenons V 2 D(A)

et G(x) =

0

B
B
@

f 1(x)

f 2(x)

1

C
C
A 2 H

(A + I )V (x) = G(x); (1.177)

est équivalent à 8
>><

>>:

u1(x) � u2(x) = f 1(x)

u2(x) � c2� u1(x) = f 2(x):
(1.178)

La première équation donne u1 et u2 2 H 1
0 (Cr 2

r 1
) car f 1 2 H 1

0 (Cr 2
r 1

) . La seconde se simpli�e en

u1(x) � c2� u1(x) = f 1(x) + f 2(x): (1.179)

Ceci implique à u1 d'appartenir à H 2
dir (Cr 2

r 1
) . Donc 8G 2 H , nous avons trouvé un unique V

appartenant à D(A) tel que (A + I )V (x) = G(x) . A est donc maximal monotone.

D'après le théorème de Hille-Yosida, le problème (1.175) admet une unique solution.

Soit St un semi-group e asso cié à A . Soit

U(x; t) =
Z t

0
St � sF (x; s)ds; (1.180)

nous avons

kU(� ; t)kH � C
Z t

0
kF (� ; s)kH ds; C > 0: (1.181)

Or ici kF (� ; t)kH = kf (� ; t)kL 2 (C r 2
r 1 ) . Nous obtenons sur [0; t]

k~uc(� ; t)kH 1
0 (C r 2

r 1 ) � t maxkf (� ; t)kL 2 (C r 2
r 1 ) : (1.182)

Explicitons f , nous avons

k~uc(� ; t)kH 1
0 (C r 2

r 1 ) � C t maxk@2
t

�
~a + ~b

�
(� ; t) � c2�

�
~a + ~b

�
(� ; t)kL 2 (C r 2

r 1 ) : (1.183)

Or, nous avons

k@2
t

�
~a + ~b

�
(� ; t) � c2�

�
~a + ~b

�
(� ; t)kL 2 (C r 2

r 1 ) � C(1 + c2)
�
k@2

t ~a(� ; t)kL 2 (C r 2
r 1 )) + k@2

t
~b(� ; t)kL 2 (C r 2

r 1 ))

�

(1.184)

car k�~a(� ; t)kL 2 (C r 2
r 1 ) = k~a(� ; t)kL 2 (C r 2

r 1 ) et resp ectivement k� ~b(� ; t)kL 2 (C r 2
r 1 ) = k~b(� ; t)kL 2 (C r 2

r 1 ) .

Rapp elons l'espace de Sob olev

W 2;1 �
R+ ; X

�
= f a 2 L 1 �

R+ ; X )
�

; 8p � 2; 9C > 0 : k@p
t a(� ; t)kX � Cg; (1.185)

avec X = H 1=2(� r 1 ); H 1=2(� r 2 ) , ou L 2(Cr 2
r 1

) . Nous obtenons p our C0 > 0

k~uc(� ; t)kH 1
0 (C r 2

r 1 ) � C0 tk~a(� ; t) + ~b(� ; t)kW 2; 1 (R+ ;L 2 (C r 2
r 1 ))

� C0 t
�
ka(� ; t)kW 2; 1 (R+ ;H 1= 2 (� r 1 )) + kb(� ; t)kW 2; 1 (R+ ;H 1= 2 (� r 2 ))

�
:
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Nous obtenons p our C0 > 0 et C1 > 0

kuc(� ; t)kH 1 (C r 2
r 1 ) � C0k~uc(� ; t)kH 1

0 (C r 2
r 1 ) + C1k~a(� ; t) + ~b(� ; t)kH 1

0 (C r 2
r 1 )

� C0 t
�
ka(� ; t)kW 2; 1 (R+ ;H 1= 2 (� r 1 )) + kb(� ; t)kW 2; 1 (R+ ;H 1= 2 (� r 2 ))

�

+ C1
�
ka(� ; t)kH 1= 2 (� r 1 ) + kb(� ; t)kH 1= 2 (� r 2 )

�
:

(1.186)

ii) Analyse

Comme p our les solutions régulières, nous combinons une solution avancée et une solution

retardée, voir la section 1.3.2. Nous cherchons donc une solution du problème (1.170) dans la base

des M pol ;�
m;n (donnés par (1.109)) sous la forme

uc(x; t) =
+ 1X

n =0

nX

m =0

X

pol

M pol ;�
m;n [� pol ;�

m;n ](x ; t � ) + M pol ;+
m;n [� pol ;+

m;n ](x ; t+ ) (1.187)

avec pol qui prend les valeurs cos ou sin et � pol ;�
m;n les pro jections dans la base des M pol ;�

m;n d'une

fonction � 2 C1 (R3) à déterminer. En comparant avec les décomp ositions apol
m;n , resp ectivement

bpol
m;n de a, resp ectivement b

8
>>>><

>>>>:

a(x; t) =
+ 1X

n =0

nX

m =0

X

pol

apol
m;n (r; t )polnm (�; ' )

b(x; t) =
+ 1X

n =0

nX

m =0

X

pol

bpol
m;n (r; t )polnm (�; ' );

(1.188)

nous obtenons les relations suivantes qui traduisent les troisièmes et quatrièmes lignes de (1.170)

8
>>><

>>>:

apol
m;n (x; t) = M pol ;+

m;n [� pol ;+
m;n ](x ; t +

r1

c
) + M pol ;�

m;n [� pol ;�
m;n ](x ; t �

r1

c
) sur � r 1 ;

bpol
m;n (x; t) = M pol ;+

m;n [� pol ;+
m;n ](x ; t +

r2

c
) + M pol ;�

m;n [� pol ;�
m;n ](x ; t �

r2

c
) sur � r 2 :

(1.189)

Notation 1.3. Nous notons

X

m;n; pol

� pol
m;n =

+ 1X

n =0

nX

m =0

X

pol

� pol
m;n : (1.190)

Nous remarquons alors que la décomp osition de uc en M pol ;+
m;n [� pol ;+

m;n ] et M pol ;�
m;n [� pol ;�

m;n ] n'est

pas unique. Plus précisément, les fonctions � pol ;�
m;n sont dé�nies à un p olynôme près. Pour as-

surer l'unicité, nous imp osons que les fonctions (x; t) 7!
X

m;n; pol

M pol ;+
m;n [� pol ;+

m;n ](x ; t+ ) et (x; t) 7!

X

m;n; pol

M pol ;�
m;n [� pol ;�

m;n ](x ; t � ) soient nulles p our les temps négatifs sur Cr 2
r 1

. Cette contrainte est

assurée par 8
>>>><

>>>>:

M pol ;+
m;n [� pol ;+

m;n ](x ; t+ ) = 0 ; p our t+ �
r2

c
;

M pol ;�
m;n [� pol ;�

m;n ](x ; t � ) = 0 ; p our t � � �
r1

c
:

(1.191)

Nous allons maintenant déterminer M pol ;+
m;n [� pol ;+

m;n ], M pol ;�
m;n [� pol ;�

m;n ] par intervalle de temps � t =
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bb

r1 r2
r

t

r2=c

� r1=c b

b b

b

M pol ;+
m;n [� pol ;+

m;n ](t+ ) = 0

M pol ;�
m;n [� pol ;�

m;n ](t � ) = 0

b� t

Figure 1.2 � Potentiels avancés et retardés

r2 � r1

c
. E�ectuons le changement de variable t1 = t �

r1

c
, resp ectivement t2 = t +

r2

c
, dans la

première ligne, resp ectivement dans la deuxième ligne de (1.189)

8
>>><

>>>:

M pol ;�
m;n [� pol ;�

m;n ](x ; t1) = apol
m;n (x; t1 +

r1

c
) � M pol ;+

m;n [� pol ;+
m;n ](x ; t1 +

2r1

c
) sur � r 1 ;

M pol ;+
m;n [� pol ;+

m;n ](x ; t2) = bpol
m;n (x; t2 �

r2

c
) � M pol ;�

m;n [� pol ;�
m;n ](t2 �

2r2

c
) sur � r 2 :

(1.192)

Comme p our le cas de la b oule B r ?
(voir section 1.3.3), nous e�ectuons ce changement de

variable a�n que les termes à gauche de (1.192) deviennent des données. Cette fois-ci nous

raisonnerons directement sur les M pol ;�
m;n et déterminerons les � pol ;�

m;n ensuite. En e�et, p our t1 2

[
� r1

c
;

� r1

c
+ � t ], la fonction M pol ;+

m;n [� pol ;+
m;n ](x ; t1 +

2r1

c
) est identiquement nulle d'après (1.191). De

même M pol ;�
m;n [� pol ;�

m;n ](x ; t2 �
2r2

c
) = 0 p our t2 2 [

r2

c
;

r2

c
+ � t ]. Il suit que p our t1 2 [

� r1

c
;

� r1

c
+ � t ]

et p our t2 2 [
r2

c
;

r2

c
+ � t ]

8
>>><

>>>:

M pol ;�
m;n [� pol ;�

m;n ](x ; t1) = apol
m;n (x; t1 +

r1

c
) sur � r 1 ;

M pol ;+
m;n [� pol ;+

m;n ](x ; t2) = bpol
m;n (x; t2 �

r2

c
) sur � r 2 :

(1.193)
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Nous avons ainsi avancé de �t dans la détermination de � +
et � �

. Le raisonnement p eut être ainsi

rép été par récurrence.

Soit k un entier naturel. Supp osons connus M pol ;�
m;n [� pol ;�

m;n ](x ; t1) et M pol ;+
m;n [� pol ;+

m;n ](x ; t2) p our

t1 � �
r1

c
+ k�t et t2 �

r2

c
+ k�t .

Pour t1 2 [�
r1

c
+ n�t; �

r1

c
+( k+1) �t ] et t2 2 [

r2

c
+ k�t;

r2

c
+( k+1) �t ], les fonctions M pol ;+

m;n [� pol ;+
m;n ](x ; t1+

2r1

c
) et M pol ;�

m;n [� pol ;�
m;n ](x ; t2 �

2r2

c
) sont ainsi connues d'après l'hyp othèse. Il suit de (1.189) que

nous avons déterminé M pol ;+
m;n [� pol ;+

m;n ](x ; t1) et M pol ;�
m;n [� pol ;�

m;n ](x ; t2) p our t1 2 [�
r1

c
+ k�t; �

r1

c
+

(k + 1) �t ] et t2 2 [
r2

c
+ k�t;

r2

c
+ ( k + 1) �t ]. Nous venons de déterminer M pol ;�

m;n [� pol ;�
m;n ](x ; t1) et

M pol ;+
m;n [� pol ;+

m;n ](x ; t2) sur tout R.

Nous déterminons alors les � pol ;�
m;n (t � ) en résolvant les équations aux dérivées ordinaires (1.194)

munies de la condition de causalité (qui équivaut à imp oser la nullité des n � 1 premières dérivées

de � pol ;�
m;n (t � ) en t+ = t +

r2

c
et t � = t �

r1

c
).

8
>>>>><

>>>>>:

M pol ;+
m;n [� pol ;+

m;n ](x ; t+ ) =
1

4�

nX

` =0

q`
n

(� 1)n � ` @n � `
t � pol ;+

m;n (t+ )

r ` +1 cn � ` polmn ;

M pol ;�
m;n [� pol ;�

m;n ](x ; t � ) =
1

4�

nX

l =0

ql
n

@n � `
t � pol ;�

m;n (t � )

r ` +1 cn � ` polmn :

(1.194)

iii) Convergence des séries

Dans la section 1.4.1, les calculs ont été e�ectués de manière formelle. Il reste à démontrer la

convergence des séries p our démontrer le résultat. Dans le cas où a et b sont des sommes �nies

de polmn , ce résultat formel devient rigoureux car la solution est elle aussi décrite à l'aide d'une

somme �nie. Dé�nissons les sommes partielles uc N , aN et bN
8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

uc N (x; t) =
NX

n =0

nX

m =0

X

pol

M pol ;+
m;n [� pol ;+

m;n ](x ; t+ ) + M pol ;�
m;n [� pol ;�

m;n ](x ; t � )

aN (x; t) =
NX

n =0

nX

m =0

X

pol

apol
m;n (x; t)

bN (x; t) =
NX

n =0

nX

m =0

X

pol

bpol
m;n (x; t):

(1.195)

Nous avons 8
>><

>>:

lim
N ! + 1

aN (x; t) = a(x; t) dans H
1
2 (� r 1 )

lim
N ! + 1

bN (x; t) = b(x; t) dans H
1
2 (� r 2 ):

(1.196)

Intro duisons l'op érateur solution, que nous notons Sol. L'op érateur Sol asso cie à deux fonctions

a 2 C1 (� r 1 ) et b 2 C1 (� r 2 ) la solution sur la couronne uc

Sol(a; b) = uc(x; t): (1.197)

Lemme 1.5. L'opérateur Sol : W 2;1 ([0; T ]; H 1=2(� r 1 )) � W 2;1 ([0; T ]; H 1=2(� r 2 )) ! L 1 ([0; T ]; H 1(Cr 2
r 1

))
est continu, pour tout T > 0.

Preuve du lemme 1.5. La continuité de l'op érateur Sol découle de l'estimation obtenue en (1.186).
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Revenons à la convergence des séries. Nous avons uc N qui est la solution asso ciée à aN et bN

Sol(aN ; bN ) = uc N (x; t): (1.198)

Il suit

Sol(a � aN ; b� bN ) = uc(x; t) � uc N (x; t): (1.199)

Avec l'estimation (1.186) nous obtenons

kuc(x; t) � uc N (x; t)kH 1 (C r 2
r 1 ) � Cka(x; t) � aN (x; t)k

H
1
2 (� r 1 )

+ C2kb(x; t) � bN (x; t)k
H

1
2 (� r 2 )

:

(1.200)

En passant à la limite sur N , nous obtenons la convergence de uc N vers u .

1.4.2 Représentation des solutions singulières de l'équation des ondes

Dans la section 1.4.1, nous avons décrit la solution uc dans une couronne privée de l'origine car

la somme des M pol ;+
m;n et M pol ;�

m;n est singulière en 0 . Cela dé�nit par conséquent une base p our les

solutions singulières de l'équation des ondes. Notons us la solution singulière qui s'exprime dans

cette base de la façon suivante

us(x; t) =
X

m;n; pol

M pol ;+
m;n [� pol ;+

m;n ](x ; t+ ) + M pol ;�
m;n [� pol ;�

m;n ](x ; t � ): (1.201)

Nous avons également en notant upol
m;n les décomp ositions sp ectrales de us

us(x; t) =
X

m;n; pol

upol
m;n (x; t); (1.202)

avec upol
m;n (x; t) = M pol ;+

m;n [� pol ;+
m;n ](x ; t+ ) + M pol ;�

m;n [� pol ;�
m;n ](x ; t � ) .

Le théorème 1.5 p ermet d'écrire la solution de l'équation des ondes us dans une nouvelle base.

Théorème 1.5. Nous avons les comportements suivants au voisinage de x = 0

i) M pol ;�
m;n [� ](x ; t � ) =

PX

p= � n � 1

M pol ;�
m;n;p [� ](�; '; t )r p + O

r ! 0
(r P +1 );

ii ) Regpol
m;n [� ](x ; t) =

PX

p= n
p� n (mod 2)

Regpol
m;n;p [� ](t)r p + O

r ! 0
(r P +1 );

iii ) us(x; t) =
X

m;n; pol

h PX

p= � n � 1

M pol ;�
m;n;p [� pol

m;n ](�; '; t )r p �
PX

p= n
p� n (mod 2)

Regpol
m;n;p [� pol ;+

m;n ](�; '; t )r p
i

+ O
r ! 0

(r P +1 ):

Preuve. i ) Par dé�nition nous avons

M pol ;�
m;n [� ](x ; t � ) =

nX

` =0

q`
n

� (n � ` ) (t � )
4�r ` +1 cn � ` polmn (�; ' ): (1.203)

E�ectuons un développ ement de Taylor

M pol ;�
m;n [� ](x ; t � ) =

nX

` =0

KX

k=0

q`
n

(� 1)k

k!
� (n � ` + k) (t)
4�c n � ` + k r � ` � 1+ k polmn (�; ' ) + O

r ! 0
(r K � n ): (1.204)



1.4. ÉTUDE DES SOLUTIONS SINGULIÈRES DE L'ÉQUATION DES ONDES 73

Après le changement de variable p = � ` � 1 + k et P = K � n � 1 nous obtenons

M pol ;�
m;n [� ](x ; t � ) =

PX

p= � n � 1

� nX

` =max(0 ;� 1� p)

q`
n

(� 1)p+ ` +1

(p + ` + 1)!
� (n + p+1) (t)
4�c n + p+1 polmn (�; ' )

�
r p + O

r ! 0
(r P +1 ):

(1.205)

Notons M pol ;�
m;n;p [� ] les éléments du développ ement de Taylor de M pol ;�

m;n [� ]

M pol ;�
m;n;p [� ](�; '; t ) =

nX

k=max(0 ;� 1� p)

qk
n

(� 1)p+ k+1

(p + k + 1)!
� (n + p+1) (t)
4�c n + p+1 polmn (�; ' ): (1.206)

Nous obtenons �nalement

M pol ;�
m;n [� ](x ; t � ) =

PX

p= � n � 1

M pol ;�
m;n;p [� ](�; '; t )r p + O

r ! 0
(r P +1 ): (1.207)

ii ) Par dé�nition (voir (1.124)) nous avons

Regpol
m;n [� ](x ; t) =

r n

2�

� KX

k=0
k pair

r k � (k+1+2 n ) (t)
ck+1+2 n Q� k � 1

n (� 1)
�

polmn (�; ' ) + O
r ! 0

(r K + n +1 ): (1.208)

Après le changement de variable p = n + k et P = n + K nous obtenons

Regpol
m;n [� ](x ; t) =

1
2�

PX

p= n
p� n (mod 2)

� � (p+ n +1) (t)
cp+ n +1 Q� p+ n � 1

n (� 1)polmn (�; ' )
�

r p + O
r ! 0

(r P +1 ): (1.209)

Notons Regpol
m;n;p [� ] les éléments du développ ement de Taylor de Regpol

m;n [� ].

Pour p et n de même parité :

Regpol
m;n;p [� ](�; '; t ) =

� (p+ n +1) (t)
2�c p+ n +1 Q� p+ n � 1

n (� 1)polmn (�; ' ): (1.210)

Pour p et n de parité di�érente :

Regpol
m;n;p [� ](�; '; t ) = 0 : (1.211)

Nous obtenons �nalement

Regpol
m;n [� ](x ; t) =

PX

p= n

Regpol
m;n;p [� ](�; '; t )r p + O

r ! 0
(r P +1 ): (1.212)

iii ) Remarquons que Rpol
m;n [� ](x ; t) = M pol ;�

m;n [� ](x ; t � ) � M pol ;+
m;n [� ](x ; t+ ) . Nous partons de l'ex-

pression (1.201) de la solution us et nous allons l'écrire dans une autre base en a joutant et retirant

M pol ;�
m;n [� pol ;+

m;n ] à chacun des termes de (1.201)

us(x; t) =
X

m;n; pol

M pol ;�
m;n [� pol ;�

m;n ](x ; t � ) + M pol ;�
m;n [� pol ;+

m;n ](x ; t � ) (1.213)

� M pol ;�
m;n [� pol ;+

m;n ](x ; t � ) + M pol ;+
m;n [� pol ;+

m;n ](x ; t+ ) (1.214)

=
X

m;n; pol

M pol ;�
m;n [� pol ;+

m;n + � pol ;�
m;n ](x ; t � ) � Regpol

m;n [� pol ;+
m;n ](x ; t): (1.215)

Notons � pol
m;n = � pol ;+

m;n + � pol ;�
m;n . En utilisant i ) et ii ), nous obtenons iii ). Il suit

upol
m;n (x; t) = M pol ;�

m;n [� pol
m;n ](x ; t � ) � Regpol

m;n [� pol ;+
m;n ](x ; t): (1.216)

Ceci termine la preuve.
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Remarque 1.21 (imp ortante) . Le théorème 1.5 est fondamental pour la suite car il permet de

décrire le comportement de la solution en champs lointain, nous réutiliserons cette décomposition

dans le chapitre 3.

1.5 Rapp els des résultats obtenus

A�n de p ermettre une lecture plus �uide nous synthétisons les résultats obtenus et énonçons

quelques corollaires.

1.5.1 Développ ement mo dal

Rapp elons que B r ?
est la b oule centrée en l'origine et de rayon r ?

.

Théorème 1.6. Toute solution u de l'équation des ondes sur B r ? nf 0g � R+

8
>><

>>:

u(x; t) = 0 ;

u(x; 0) = 0 ; @t u(x; 0) = 0 ;
(1.217)

peut s'écrire sous la forme

u(x; t) =
X

m;n; pol

M pol ;�
m;n [apol

m;n ] + Regpol
m;n [bpol

m;n ]; (1.218)

et se développer au voisinage de 0 sous la forme

u(x; t) =
X

m;n; pol

X

p

r p � fM pol ;�
m;n;p [apol

m;n ] + gReg
pol

m;n;p [bpol
m;n ]

�
polmn (�; ' ); (1.219)

avec 8
>><

>>:

M pol ;�
m;n;p [� ] = fM pol ;�

m;n;p [� ]polmn (�; ' );

Regpol
m;n;p [� ] = gReg

pol
m;n;p [� ]polmn (�; ' ):

(1.220)

Corollaire 1.1. Si u est solution de

8
>><

>>:

u(x; t) = 0 ; sur R3nf 0g � R+ ;

u(x; 0) = 0 ; @t u(x; 0) = 0 ; sur R3nf 0g;
(1.221)

alors

Regpol
m;n [bpol

m;n ] = 0 ; (1.222)

c'est à dire

u(x; t) =
X

m;n; pol

M pol ;�
m;n [apol

m;n ]; (1.223)

et peut se développer au voisinage de 0 sous la forme

u(x; t) =
X

m;n; pol

X

p

r p fM pol ;�
m;n;p [apol

m;n ]polmn (�; ' ): (1.224)

Preuve. Il su�t de remarquer que Regpol
m;n [bpol

m;n ] est non identiquement nul en l'origine.



1.5. RAPPELS DES RÉSULTATS OBTENUS 75

Corollaire 1.2. Si u est solution sur B r ? � R+
(incluant l'origine) de

8
>><

>>:

u(x; t) = 0 ;

u(x; 0) = 0 ; @t u(x; 0) = 0 ;
(1.225)

alors

M pol ;�
m;n [apol

m;n ] = 0 ; (1.226)

c'est à dire

u(x; t) =
X

m;n; pol

Regpol
m;n [bpol

m;n ]; (1.227)

et peut se développer au voisinage de 0 sous la forme

u(x; t) =
X

m;n; pol

X

p

r p gReg
pol
m;n;p [bpol

m;n ]polmn (�; ' ): (1.228)

1.5.2 Développ ement asymptotique

Lemme 1.6. La fonction u admet la décomposition suivante

u(x; t) =
PX

p= �1

�
r pup(�; '; t )

�
+ uP (x; t); (1.229)

avec uP
le reste véri�ant

max
t � T

juP (x; t)j = O
r ! 0

(r P +1 );

max
t � T

jr uP (x; t)j = O
r ! 0

(r P ):

De plus, la fonction up admet la décomposition suivante

up(�; '; t ) =
X

m;n; pol

(up)pol
m;n (t) polmn (�; ' ); (1.230)

avec

(up)pol
m;n (t) = fM pol ;�

m;n;p [apol
m;n ] + gReg

pol
m;n;p [bpol

m;n ]: (1.231)

D'autre part, elle se développ e au voisinage de 0 sous la forme

u(x; t) =
X

m;n; pol

X

p

r p(up)pol
m;n (t)polmn (�; ' ); (1.232)

avec

(up)pol
m;n (t) = fM pol ;�

m;n;p [apol
m;n ] + gReg

pol
m;n;p [bpol

m;n ]: (1.233)

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons déterminé le développ ement mo dal de la solution en champ

lointain. Nous nous sommes basés sur des résultats existants en fréquentiel p our les adapter au

domaine temp orel. Notre contribution ma jeure réside dans la simpli�cation des expressions. Pour

se faire, nous avons dé�ni des bases de représentation de la solution adaptées au problème considéré

( Regpol
m;n , M pol ;�

m;n , M pol ;+
m;n ). Ces expressions restent toutefois assez lourdes. Ce chapitre p ermet de

faciliter l'étap e de raccord qui sera réalisée au chapitre 3.
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Chapitre 2

Éléments d'analyse p our l'étude en

champ pro che : mo dèle

quasi-statique à l'extérieur d'un

obstacle

2.1 Intro duction

Dans ce chapitre, nous isolons un certain nombre de résultats d'analyse concernant le champ

pro che. Bien que cette partie soit assez di�cile à lire, elle p ermet d'avoir une présentation plus

directe dans les chapitres suivants.

Nous nous plaçons à l'extérieur d'un obstacle

bB � R3
sur le domaine

b
 = R3 n bB , voir la �gure

2.1. Bien que la théorie puisse aussi être développ ée dans le cas d'un obstacle moins régulier, par

exemple de typ e Lipschitz, nous allons supp oser que l'obstacle est de classe C1
. Ainsi les fonctions

considérées seront aussi de classe C1
. D'autre part, nous allons supp oser que cet obstacle est

b orné : il est strictement inclus dans la b oule de rayon R?
.

b

0

bB

b


BR ?

R?

Figure 2.1 � Domaine d'étude

Nous paramétrons ce domaine par les co ordonnées cartésiennes de champ pro che X = ( X 1; X 2; X 3) 2

77
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R3
ainsi que par les co ordonnées sphériques (R; �; ' ) 2 R+ � [0; � ] � [0; 2� [ qui sont dé�nies par

le changement de variables

X 1 = R sin � cos'; X 2 = R sin � sin '; et X 3 = R cos�:

Nous considérons une famille de fonctions Ui : b
 � R+ �! R, i 2 Z , qui véri�ent le système

d'équations de Laplace emb oîtées

� X Ui +2 (X ; t) =
@2

t

c2 Ui (X ; t); p our X 2 b
 ; t � 0; (2.1)

avec les conditions à la limite de Dirichlet sur la frontière

b� de

bB

Ui (X ; t) = 0 ; 8i 2 Z; 8t 2 R; 8X 2 b� : (2.2)

Ces fonctions sont aussi supp osées nulles p our tout i < 0 et p our tout t � 0

Ui (X ; t) = 0 ; 8i < 0; 8t 2 R; 8X 2 b
 ; (2.3)

Ui (X ; t) = 0 ; 8i 2 Z; 8t � 0; 8X 2 b
 : (2.4)

En�n, nous imp osons le cadre fonctionnel suivant (qui est licite car la frontière de l'obstacle est

régulière)

Ui 2 C1 ( b
 � R): (2.5)

Remarque 2.1. Il est aussi tout à fait possible de considérer des conditions de Neumann. Cel les-ci

prennent la forme :

@Ui
@n

(X ; t) = 0 ; 8i 2 Z; 8t 2 R; 8X 2 b� : (2.6)

Remarque 2.2. Comme Ui = 0 pour i < 0, l'équation (2.1) se réduit pour i = � 2 et � 1 à

l'équation de Laplace homogène

� X U0(X ; t) = 0 ; � X U1(X ; t) = 0 ; 8t 2 R; 8X 2 b
 : (2.7)

Ce chapitre se divise en deux parties. Nous allons déterminer le développ ement mo dal du

champ pro che dans la section 2.2, puis nous ferons quelques rapp els sur le problème de Laplace

p our les conditions de Neumann ou de Dirichlet dans la section 2.3.

2.2 Développ ement mo dal du champ pro che au voisinage de

l'in�ni

2.2.1 Quelques notations

Rapp elons ou intro duisons quelques notations récurrentes de ce chapitre

� la variable pol p eut prendre les valeurs cos et sin.

� Le symb ole

X

m;n; pol

doit être compris dans le sens suivant

X

m;n; pol

� pol
m;n =

+ 1X

n =0

nX

m =0

�
� cos

m;n + � sin
m;n

�
(2.8)

� Les op érateurs M pol ;�
m;n;` et Regpol

m;n;` sont dé�nis par (1.206) et (1.210). Ce sont des applications

de l'ensemble des fonctions C1 (R) vers l'ensemble des fonctions C1 (S2� R) avec S2
la sphère

paramétrée par les variables (�; ' ) .

� Soient R1 et R2 deux réels p ositifs ; nous notons B c
R 1

le complémentaire de la b oule de rayon

R1 et CR 2
R 1

la couronne de p etit rayon R1 et de grand rayon R2

B c
R 1

=
n

X 2 R3 j R � R1

o
et CR 2

R 1
=

n
X 2 R3 j R1 � R � R2

o
: (2.9)
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2.2.2 Développ ement mo dal du champ pro che

Lors de ce premier résultat, nous supp osons qu'il existe une famille de fonctions qui véri�e

les équations de Laplace emb oîtées et nous exhib ons le développ ement mo dal de la solution au

voisinage de l'in�ni.

Théorème 2.1. Si la famil le de fonctions (Ui 2 C1 ( b
 � R)) i � I véri�ent (2.1) , (2.2) , (2.3) et

(2.4) , alors il existe deux famil les de fonctions (A i )pol
m;n 2 C1 (R) et (B i )pol

m;n 2 C1 (R) avec i � I ,

n 2 N, 0 � m � n et pol qui peut prendre les valeurs cos ou sin tel les que pour R � R?
, t 2 R et

i � I

Ui (X ; t) =
X

m;n; pol

iX

` =0

M pol ;�
m;n; � n � 1+ ` [(B i � ` )pol ;�

m;n ]R� n � 1+ ` + Regpol
m;n;n + ` [(A i � ` )pol

m;n ]Rn + ` : (2.10)

Nous pouvons trouver les dé�nitions de M pol ;�
m;n;p et Regpol

m;n;p en (1.206) et (1.210) .

Remarque 2.3. La convergence de la série (2.11) peut être comprise au sens L 1
loc (R; L 2(CR 2

R 1
)) ,

W k1 ;1
loc (R; H 1(CR 2

R 1
)) ou encore W k1 ;1

loc (R; H 1(� k2 ; CR 2
R 1

)) , avec R1 et R2 deux réels positifs qui

véri�ent R? < R 1 < R 2 et k1 et k2 deux entiers naturels. Par régularité el liptique, voir [14 ], nous

pouvons montrer que la convergence de cette série et de ses dérivées a lieu aussi ponctuel lement.

Remarque 2.4. Un résultat très similaire qui nous servira par la suite est donné par le lemme

suivant.

Lemme 2.1. La fonction Ui admet la décomposition suivante

Ui (X ; t) =
+ 1X

p= � P

Rp
�

Ui;p (�; '; t )
�

+ UP
i (X ; t); (2.11)

avec UP
i le reste véri�ant

max
t � T

@m
t jUP

i (X ; t)j = O
R! + 1

(R� P � 1); 8m � 0

max
t � T

@m
t jr X UP

i (X ; t)j = O
R! + 1

(R� P � 2); 8m � 0:

De plus, la fonction Ui;p admet la décomposition suivante

Ui;p (�; '; t ) =
X

m;n; pol

(Ui;p )pol
m;n (t) polmn (�; ' ); (2.12)

avec

(Ui;p )pol
m;n (t) = fM pol ;�

m;n;p [(B i � p� n � 1)pol ;�
m;n ] + gReg

pol

m;n;p [(A i � p+ n )pol
m;n ]: (2.13)

Pour faire la preuve du lemme 2.1, nous aurons b esoin de quelques résultats du chapitre 1 que

nous rapp elons ci-dessous. Nous avons

8
>><

>>:

Regpol
m;n;p [� ] = 0 8p < n;

M pol ;�
m;n;p [� ] = 0 8p < � n � 1:

(2.14)

Nous p osons la condition de nullité

(A i )pol
m;n (t) = ( B i )pol ;�

m;n (t) = 0 ; 8i < 0: (2.15)
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Preuve du lemme 2.1. Nous détaillerons le calcul formel qui p ermet d'obtenir le résultat mais pas

la partie concernant la convergence de la série et la ma joration du reste. Nous partons du résultat

du théorème 2.1 p our exprimer Ui

Ui (X ; t) =
X

m;n; pol

iX

` =0

M pol ;�
m;n; � n � 1+ ` [(B i � ` )pol ;�

m;n ]R� n � 1+ ` + Regpol
m;n;n + ` [(A i � ` )pol

m;n ]Rn + ` : (2.16)

D'après (2.15) nous obtenons

8
>><

>>:

Regpol
m;n;n + ` [(A i � ` )pol

m;n ] = 0 8` > i;

M pol ;�
m;n; � n � 1+ ` [(B i � ` )pol ;�

m;n ] = 0 8` > i:
(2.17)

En décomp osant mo de à mo de et en plongeant la somme sur ` , nous avons

(Ui )pol
m;n (R; t ) =

+ 1X

` =0

fM pol ;�
m;n; � n � 1+ ` [(B i � ` )pol ;�

m;n ]R� n � 1+ ` +
+ 1X

` =0

gReg
pol
m;n;n + ` [(A i � ` )pol

m;n ]Rn + ` : (2.18)

E�ectuons à présent le changement de variable p = � n � 1+ ` p our la première somme et p = n + `
p our la seconde, nous obtenons

(Ui )pol
m;n (R; t ) =

+ 1X

p= � n � 1

Rp fM pol ;�
m;n;p [(B i � p� n � 1)pol ;�

m;n ] +
+ 1X

p= n

Rp gReg
pol
m;n;p [(A i � p+ n )pol

m;n ]: (2.19)

D'après (2.14), nous avons

gReg
pol
m;n;p [(A i � p+ n )pol

m;n ] = 0 p our p < n , nous p ouvons donc plonger la

deuxième somme et nous obtenons

(Ui )pol
m;n (R; t ) =

+ 1X

p= � n � 1

Rp
�

fM pol ;�
m;n;p [(B i � p� n � 1)pol ;�

m;n ] + gReg
pol
m;n;p [(A i � p+ n )pol

m;n ]
�

: (2.20)

En identi�ant avec

(Ui )pol
m;n (R; t ) =

+ 1X

p= � P

RpUi;p (X ; t) + O
R! + 1

(R� P � 1); (2.21)

nous obtenons (2.13). Ceci termine la preuve.

Lemme 2.2. Pour toute fonction � 2 C1 (R) , nous avons

i ) � X
�
Regpol

m;n;p +2 [� ]Rp+2 �
=

@2
t

c2 Regpol
m;n;p [� ]Rp;

ii ) � X
�
M pol ;�

m;n;p +2 [� ]Rp+2 �
=

@2
t

c2 M pol ;�
m;n;p [� ]Rp:

Preuve. Commençons par rapp eler la forme de l'op érateur � X

� X =
1

R2 @R R2@R +
1

R2 � � ; (2.22)

avec � � le Laplacien Beltrami véri�ant

� � polnm (�; ' ) = � n(n + 1)pol n
m (�; ' ): (2.23)

De plus, nous avons

1
R2 @R R2@R Rp+2 = ( p + 2)( p + 3) Rp: (2.24)
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Nous en déduisons

� X
�
Regpol

m;n;p +2 [� ]Rp+2 �
=

�
(p + 2)( p + 3) � n(n + 1)

�
Regpol

m;n;p +2 [� ]Rp: (2.25)

Montrer i ) revient alors à véri�er l'égalité suivante

�
(p + 2)( p + 3) � n(n + 1)

�
Regpol

m;n;p +2 [� ] =
@2

t

c2 Regpol
m;n;p [� ]: (2.26)

Remarquons que p our p et n de parité di�érente nous avons Regpol
m;n;p +2 [� ] = 0 et Regpol

m;n;p [� ] = 0
donc l'égalité est véri�ée.

Pour p et n de même parité, nous p ouvons récrire l'égalité en remplaçant Regpol
m;n;p par sa dé�nition

�
(p+2)( p+3) � n(n+1)

� � (p+ n +3) (t)
2�c p+ n +3 Q� p+ n � 3

n (� 1)polnm (�; ' ) =
� (p+ n +3) (t)
2�c p+ n +3 Q� p+ n � 1

n (� 1)polnm (�; ' );

(2.27)

et en simpli�ant

�
(p + 2)( p + 3) � n(n + 1)

�
Q� p+ n � 3

n (� 1) = Q� p+ n � 1
n (� 1): (2.28)

Puisque Regpol
m;n;p [� ] = 0 p our tout p < n , nous prenons p = n + 2 p0

avec p0 2 N. Calculons alors

le rapp ort suivant

Q� p+ n � 1
n (� 1)

Q� p+ n � 3
n (� 1)

=
Q� 2p0� 1

n (� 1)

Q� 2p0� 3
n (� 1)

: (2.29)

En annexes nous avons déterminé Q� p
n p our p pair voir (C.15) et p our p impair voir (C.16), en

remplaçant et en simpli�ant nous obtenons

Q� 2p0� 1
n (� 1)

Q� 2p0� 3
n (� 1)

= (2 p0+ 2)(2 n + 2 p0+ 3) : (2.30)

Il su�t de remarquer p our p = n + 2 p0
que

�
(p + 2)( p + 3) � n(n + 1)

�
= (2 p0+ 2)(2 n + 2 p0+ 3) ; (2.31)

p our conclure.

Nous raisonnons exactement de la même façon p our prouver ii ) dans le cas où n et p sont de même

parité. Voyons le cas où n et p sont de parité di�érente.

Puisque M pol ;�
m;n;p [� ] = 0 p our tout p < � n � 1, nous prenons p = � n � 1 + 2p0

avec p0 2 N. Nous

avons

Q� p+ n � 1
n (� 1)

Q� p+ n � 3
n (� 1)

=
Q2n � 2p0

n (� 1)

Q2n � 2p0� 2
n (� 1)

: (2.32)

D'après (C.15), nous avons

Q� 2(p0� n )
n (� 1)

Q� 2(p0� n +1)
n (� 1)

= 2(2 p0 � 2n + 1)( p0+ 1) : (2.33)

Il su�t ensuite de remarquer p our p = � n � 1 + 2p0
que

�
(p + 2)( p + 3) � n(n + 1)

�
= 2(2 p0 � 2n + 1)( p0+ 1) ; (2.34)

p our conclure.

Ceci termine la preuve.

Pour démontrer le théorème 2.1, nous allons tout d'ab ord obtenir le développ ement mo dal

d'une fonction C1
�
R; H 1

loc ( b
)
�

qui véri�e l'équation de Laplace homogène. Puis nous traiterons

le cas général.
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Étude du noyau de l'équation de Laplace

Prop osition 2.1. Soit U 2 C1
� b
 � R

�
, qui véri�e

� X U(X ; t) = 0 dans

b
 et U(X ; t) = 0 8t � 0; (2.35)

alors il existe deux famil les de fonctions du temps Apol
m;n : R ! R et B pol

m;n : R ! R tel les que

U(X ; t) =
X

m;n; pol

M pol ;�
m;n; � n � 1[B pol ;�

m;n ]R� n � 1 + Regpol
m;n;n [Apol

m;n ]Rn ; (2.36)

et Apol
m;n (t) = B pol

m;n (t) = 0 pour tout t � 0.

Preuve. Nous agissons par séparation de variables. Décomp osons la fonction U à l'aide des har-

moniques sphériques polmn

U(X ; t) =
X

m;n; pol

Upol
m;n (R; t )polmn (�; ' ): (2.37)

Les fonctions Upol
m;n véri�ent

1
R2 @R R2@R Upol

m;n (R; t ) �
n(n + 1)

R2 Upol
m;n (R; t ) = 0 ; (2.38)

et sont par conséquent données par

Upol
m;n (R; t ) = A(t)Rn + B (t)R� n � 1; (2.39)

avec A , B 2 C1 (R) . Il ne reste plus qu'à remarquer que

8
>><

>>:

fM pol ;�
m;n; � n � 1[B pol ;�

m;n ] =
qn

n

4�
B pol

m;n (t);

gReg
pol
m;n;n [Apol

m;n ] =
d2n +1

t Apol
m;n (t)

2�c 2n +1 Q� 1
n (� 1):

(2.40)

Nous p ouvons alors identi�er

8
>>><

>>>:

d2n +1
t Apol

m;n (t) =
2�c 2n +1

Q� 1
n (� 1)

A(t);

B pol
m;n (t) =

4�
qn

n
B (t):

(2.41)

Pour déterminer Apol
m;n , nous utilisons d`

t A
pol
m;n (t) = 0 p our tout ` � 2n . Ceci termine la preuve.

Corollaire 2.1. Soient U0 et U1 deux fonctions véri�ant les équations de Laplace emboîtées, nous

avons

8
>>>><

>>>>:

U0(X ; t) =
X

m;n; pol

M pol ;�
m;n; � n � 1[(B0)pol ;�

m;n ]R� n � 1 + Regpol
m;n;n [(A0)pol

m;n ]Rn ;

U1(X ; t) =
X

m;n; pol

1X

` =0

M pol ;�
m;n; � n � 1+ ` [(B1� ` )pol ;�

m;n ]R� n � 1+ ` + Regpol
m;n;n + ` [(A1� ` )pol

m;n ]Rn + ` :

(2.42)

Preuve. Pour U0 , il su�t de remarquer que U0 est solution de l'équation de Laplace homogène et

d'appliquer la prop osition 2.1.
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La fonction U1 est elle aussi solution de l'équation de Laplace homogène. Elle p eut s'écrire sous

la forme

U1(X ; t) =
X

m;n; pol

(U1)pol
m;n (R; t )polmn (�; ' ); (2.43)

avec

(U1)pol
m;n (R; t ) = A 1(t)Rn + B 1(t)R� n � 1; avec A 1 et B 1 2 C1 (R): (2.44)

Analyse :

Supp osons que (2.42) est valide et déterminons (A1)pol
m;n et (B1)pol

m;n en fonction de A 1 et B 1 .

L'équation (2.42) s'écrit

U1(X ; t) =
X

m;n; pol

M pol ;�
m;n; � n � 1[(B1)pol ;�

m;n ]R� n � 1 + Regpol
m;n;n [(A1)pol

m;n ]Rn

+ M pol ;�
m;n; � n [(B0)pol ;�

m;n ]R� n + Regpol
m;n;n +1 [(A0)pol

m;n ]Rn +1 :

Commençons par éliminer les termes nuls. Rapp elons que Regpol
m;n;p [� ] = 0 si n et p sont de parité

di�érente, voir le théorème 1.5. Il suit

Regpol
m;n;n +1 [(A0)pol

m;n ] = 0 : (2.45)

D'autre part, nous avons par dé�nition, voir (1.206)

M pol ;�
m;n; � n [(B0)pol ;�

m;n ] = 0 si n 6= 0 ;

= �
dt (B0)pol ;�

0;0 (t)

4�c
sinon :

Il su�t ensuite d'identi�er p our obtenir (B1)pol ;�
m;n et (A1)pol

m;n . Séparons le cas n = 0 et n 6= 0 .

Pour n 6= 0 , nous avons

(U1)pol
m;n (R; t ) = A 1(t)Rn + B 1(t)R� n � 1; (2.46)

et

(U1)pol
m;n (R; t ) = fM pol ;�

m;n; � n � 1[(B1)pol ;�
m;n ]R� n � 1 + gReg

pol

m;n;n [(A1)pol
m;n ]Rn : (2.47)

Il su�t ensuite de remarquer

8
>><

>>:

fM pol ;�
m;n; � n � 1[(B1)pol ;�

m;n ] = qn
n

(B1)pol ;�
m;n (t)

4�
;

gReg
pol

m;n;n [(A1)pol
m;n ] =

@2n +1
t (A1)pol

m;n (t)

2�c 2n +1 Q� 1
n (� 1):

(2.48)

En identi�ant, il suit 8
>>><

>>>:

(B1)pol ;�
m;n (t) =

4� B 1(t)
qn

n
;

@2n +1
t (A1)pol

m;n (t) =
2�c 2n +1

Q� 1
n (� 1)

A 1(t):
(2.49)

Pour déterminer (A1)pol
m;n , nous utilisons d`

t (A1)pol
m;n (t) = 0 p our tout ` � 2n .

Pour n = 0 , nous avons

(U1)pol
0;0 (R; t ) = A 1(t) +

B 1(t)
R

; (2.50)

et

(U1)pol
0;0 (R; t ) = fM pol ;�

0;0;� 1[(B1)pol ;�
0;0 ]R� 1 + gReg

pol
0;0;0[(A1)pol

0;0 ] + fM pol ;�
0;0;0 [(B0)pol ;�

0;0 ]: (2.51)

Il su�t ensuite de remarquer

8
>><

>>:

fM pol ;�
0;0;� 1[(B1)pol ;�

0;0 ] =
(B1)pol ;�

0;0 (t)

4�
;

gReg
pol
0;0;0[(A1)pol

0;0 ] + fM pol ;�
0;0;0 [(B0)pol ;�

0;0 ] =
@t (A1)pol

0;0 (t)

2�c
Q� 1

0 (� 1) �
@t (B0)pol ;�

0;0 (t)

4�c
:

(2.52)
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En identi�ant, il suit

8
>><

>>:

(B1)pol ;�
0;0 (t) = 4 � B 1(t);

@t (A1)pol
0;0 (t) =

2�c

Q� 1
0 (� 1)

�
A 1(t) +

@t (B0)pol ;�
0;0 (t)

4�c

�
:

(2.53)

Pour déterminer (A1)pol
0;0 , nous utilisons (A1)pol

0;0 (t) = 0 .

Synthèse :

Si U1 s'écrit sous la forme (2.42) alors U1 est solution de l'équation de Laplace. Ceci termine la

preuve.

Étude de l'équation de Laplace emb oîtée : cas général

Commençons par rapp eler l'équation de Laplace emb oîtée.

Lemme 2.3. Soit Ui une famil le de fonctions de C1
�
H 1

loc ( b
)
�

dé�nies pour i � I véri�ant

8
>><

>>:

� X Ui (X ; t) =
@2

t

c2 Ui � 2(X ; t); 8X 2 b
 ; 8t � 0;

Ui (X ; t) = 0 ; 8i 2 Z; 8X 2 b� ; 8t 2 R;
(2.54)

et les développement modaux sur B c
R �

Ui (X ; t) =
X

m;n; pol

iX

` =0

M pol ;�
m;n; � n � 1+ ` [(B i � ` )pol ;�

m;n ]R� n � 1+ ` + Regpol
m;n;n + ` [(A i � ` )pol

m;n ]Rn + ` : (2.55)

Une solution particulière de

� X U?
i +1 (X ; t) =

@2
t

c2 Ui � 1(X ; t) sur B c
R ? � R+ ; (2.56)

est donnée par

U?
i +1 (X ; t) =

X

m;n; pol

i +1X

` =1

M pol ;�
m;n; � n � 1+ ` [(B i +1 � ` )pol ;�

m;n ]R� n � 1+ ` + Regpol
m;n;n + ` [(A i +1 � ` )pol

m;n ]Rn + ` :

(2.57)

Preuve. Appliquons � X à U?
i +1 donné par (2.57)

� X U?
i +1 (X ; t) =

X

m;n; pol

i +1X

` =1

� X
�
M pol ;�

m;n; � n � 1+ ` [(B i +1 � ` )pol ;�
m;n ]R� n � 1+ ` �

+
X

m;n; pol

i +1X

` =1

� X
�
Regpol

m;n;n + ` [(A i +1 � ` )pol
m;n ]Rn + ` � :

Or d'après le lemme 2.2, nous avons

8
>><

>>:

� X
�
M pol ;�

m;n;p [� ]Rp+2 �
=

@2
t

c2 M pol ;�
m;n;p � 2[� ]Rp;

� X
�
Regpol ;�

m;n;p [� ]Rp+2 �
=

@2
t

c2 Regpol ;�
m;n;p � 2[� ]Rp:

(2.58)
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Il suit

� X U?
i +1 (X ; t) =

X

m;n; pol

i +1X

` =1

@2
t

c2 M pol ;�
m;n; � n � 3+ ` [(B i +1 � ` )pol ;�

m;n ]R� n � 3+ ` +
@2

t

c2 Regpol
m;n;n + ` � 2[(A i +1 � ` )pol

m;n ]Rn + ` � 2:

(2.59)

E�ectuons le changement de variable ` = ` � 2, nous obtenons

� X U?
i +1 (X ; t) =

X

m;n; pol

i � 1X

` = � 1

@2
t

c2 M pol ;�
m;n; � n � 1+ ` [(B i � 1� ` )pol ;�

m;n ]R� n � 1+ ` +
@2

t

c2 Regpol
m;n;n + ` [(A i � 1� ` )pol

m;n ]Rn + ` :

(2.60)

Or remarquons que p our ` = � 1,

M pol ;�
m;n; � n � 2[(B i )pol ;�

m;n ] = 0 et Regpol
m;n;n � 1[(A i )pol

m;n ] = 0 : (2.61)

Il suit

� X U?
i +1 (X ; t) =

@2
t

c2

X

m;n; pol

i � 1X

` =0

M pol ;�
m;n; � n � 1+ ` [(B i � 1� ` )pol ;�

m;n ]R� n � 1+ ` +Regpol
m;n;n + ` [(A i � 1� ` )pol

m;n ]Rn + ` :

(2.62)

Nous obtenons bien de façon formelle

� X U?
i +1 (X ; t) =

@2
t

c2 Ui � 1(X ; t): (2.63)

Maintenant prouvons la convergence en norme L 2
de la somme.

À ` �xé, nous avons une somme orthogonale. Nous savons grâce au noyau que

X

m;n; pol

M pol ;�
m;n; � n � 1[B pol ;�

m;n ]R� n � 1 + Regpol
m;n;n [Apol

m;n ]Rn ; (2.64)

converge en norme L 2
. Nous avons alors

X

m;n; pol

kM pol ;�
m;n; � n � 1[B pol ;�

m;n ]R� n � 1 + Regpol
m;n;n [Apol

m;n ]Rn k2 < 1 : (2.65)

Pour les termes réguliers ( Regpol
m;n;p ), ils sont en nombre �ni car Ui (X; t ) = O

R! + 1
(R i ) , il n'y a pas

de problème de convergence.

Pour les termes singuliers, montrons à présent que

X

m;n; pol

kM pol ;�
m;n; � n � 1+ ` [B

pol ;�
m;n ]R� n � 1+ ` k2 � @` � 1

t

X

m;n; pol

kM pol ;�
m;n; � n � 1[B pol ;�

m;n ]R� n � 1k2:

Hyp othèse : Nous avons

max
R>R ?

max
t � T

R� i Ui (X ; t) < 1 ; (2.66)

soit encore

Ui (X ; t) = O
R! + 1

(R i ): (2.67)

Il nous faut montrer �
� fM pol ;�

m;n; � n � 1+ ` [� ]
�
� � �@`

t

�
� fM pol ;�

m;n; � n � 1[� ]
�
� : (2.68)

La série

X

m;n; pol

@`
t

�
� fM pol ;�

m;n; � n � 1[� ]
�
�

converge car elle est dé�nie à partir d'un Ui précédent. Par

dé�nition, nous avons

@`
t

�
� fM pol ;�

m;n; � n � 1[� ]
�
� = qn

n
j� ( ` ) (t)j

4�
=

(2n)!
n!2n

j� ( ` ) (t)j
4�

; (2.69)
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et

�
� fM pol ;�

m;n; � n � 1+ ` [� ]
�
� =

nX

max(0 ;n � ` )

qk
n

(` � n + k)!
j� ( ` ) (t)j

4�c ` =
nX

max(0 ;n � ` )

(n + k)!
k!(n � k)!2k (` � n + k)!

j� ( ` ) (t)j
4�c ` :

(2.70)

Dans la somme qui dé�nit

fM pol ;�
m;n; � n � 1+ ` [� ], il y a au maximum ` termes. Faisons le ratio, nous

avons

R =

qk
n

(` � n + k)!
j� ( ` ) (t)j

4�c `

qn
n

j� ( ` ) (t)j
4�

=
(n + k)!n!

(2n)!k!
2n � k

(n � k)!( ` � n + k)!c` : (2.71)

Cep endant, k est p ositif et k � n � ` donc n � k � ` , nous déduisons

2n � k � 2` : (2.72)

D'autre part, nous avons

(n + k)!n!
(2n)!k!

=
(k + 1) � � � n

(n + k + 1) � � � (2n)
� 1; (2.73)

et également

1
(n � k)!( ` � n + k)!

� 1: (2.74)

Il suit

R � Cst 2` ; (2.75)

nous déduisons alors

j fM m;n; � n � 1+ ` [� ]j

j fM m;n; � n � 1[� ( ` ) ]j
� Cte ` 2` : (2.76)

Nous avons alors une convergence L 2
loc .

Nous p ouvons maintenant démontrer le résultat dans le cas général à savoir faire la preuve du

théorème 2.1.

Preuve du théorème 2.1. Soit Vi +1 = Ui +1 � U?
i +1 la fonction donnée par

Vi +1 (X ; t) = Ui +1 (X ; t) � U?
i +1 (X ; t);

=
X

m;n; pol

M pol ;�
m;n; � n � 1[(B i +1 )pol ;�

m;n ]R� n � 1 + Regpol
m;n;n [(A i +1 )pol

m;n ]Rn :

La prop osition 2.1 nous p ermet de remarquer que Vi +1 véri�e

� X Vi +1 (X ; t) = 0 ; dans B c
R ? � R+ : (2.77)

La fonction Vi +1 est donc solution de l'équation de Laplace homogène et nous avons déterminé

une solution particulière de l'équation de Laplace emb oîtée dans le lemme 2.3. Il su�t à présent de

sommer les expressions de Vi +1 et U?
i +1 a�n d'obtenir la solution de l'équation de Laplace emb oîtée

dans le cas général

Ui +1 (X ; t) = Vi +1 (X ; t) + U?
i +1 (X ; t);

=
X

m;n; pol

i +1X

` =0

M pol ;�
m;n; � n � 1+ ` [(B i +1 � ` )pol ;�

m;n ]R� n � 1+ ` + Regpol
m;n;n + ` [(A i +1 � ` )pol

m;n ]Rn + ` :

Ceci termine la preuve.
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2.3 Rapp els sur le problème extérieur de Laplace

2.3.1 Condition de Neumann

Dans cette section nous rapp elons la cadre fonctionnel p our la résolution du problème de

Neumann en domaine non b orné

8
>><

>>:

� X U(X ) = F (X );

@n U(X ) = 0 ;
(2.78)

avec F un terme source volumique. À la �n de cette section, nous p ourrons a�rmer l'existence

d'une solution de ce problème avec

lim
R! + 1

U(X ) � Uas (X ) = 0 ; (2.79)

avec Uas le comp ortement asymptotique de la solution U .

L'espace variationnel HNeu

Commençons par dé�nir l'espace HNeu

HNeu := f U 2 L 2
loc ( b
) : r U 2 L 2( b
) g; (2.80)

avec L 2
loc l'ensemble des fonctions qui véri�ent �U 2 L 2( b
) p our tout � 2 D (R3) (en d'autres

termes, les fonctions L 2( b
) sur tout b orné y compris au voisinage de la frontière).

Propriété 2.1. Pour tout U 2 H , la limite suivante est convergente

U1 := lim
R! + 1

1
4�

Z �

0

Z 2�

0
U(R; �; ' ) sin �d�d': (2.81)

Notation 2.1. Nous notons � R ?
la sphère de rayon R?

, d� la mesure sur la sphère unité notée

S, d'où Z

S
U(R; �; ' )d� =

Z �

0

Z 2�

0
U(R; �; ' ) sin �d�d'; (2.82)

et en�n UR ?
la valeur moyenne de U sur la sphère � R ?

UR ? :=
1

4� (R?)2

Z

� R ?

U(R; �; ' )R2d�: (2.83)

Remarque 2.5. Remarquons que U1 est la limite de la valeur moyenne de U sur la sphère de

rayon R?
, en e�et

lim
R ? ! + 1

UR ? = lim
R ? ! + 1

1
4� (R?)2

Z

� R ?

U(R; �; ' )R2d�

= lim
R ? ! + 1

1
4�

Z �

0

Z 2�

0
U(R?; �; ' )d� =: U1 :

Preuve de la propriété 2.1. Cette preuve est une adaptation d'un résultat que nous p ouvons trou-

ver dans [9]. D'après la remarque 2.5, nous avons

UR ? =
1

4�

Z 2�

0

Z �

0
U(R?; �; ' )d�: (2.84)
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Montrons que UR ?
est de Cauchy au voisinage de l'in�ni. Nous avons

jUR 2 � UR 1 j =
1

4�

�
�
�
�

Z 2�

0

Z �

0
(U(R2; �; ' ) � U(R1; �; ' )) d�

�
�
�
�

=
1

4�

�
�
�
�
�

Z 2�

0

Z �

0

Z R 2

R 1

@R U(R; �; ' )dRd�

�
�
�
�
�
:

Appliquons l'inégalité de Cauchy-Schwartz :

jUR 2 � UR 1 j �
1

4�

 Z 2�

0

Z �

0

Z R 2

R 1

j@R U(R; �; ' )j2R2 sin �dRd�d'

! 1=2

�

 Z 2�

0

Z �

0

Z R 2

R 1

1
R2 dRd�

! 1=2

:

Par conséquent, nous avons

�
�UR 2 � UR 1

�
� � Ctekr UkL 2 (� R ? � [R 1 ;R 2 ])

�
1

R1
�

1
R2

�
�!

R 1 ;R 2 ! + 1
0: (2.85)

Ceci termine la preuve.

Propriété 2.2. L'espace HNeu est un espace de Hilbert lorsqu'il est muni du produit scalaire

(U; V)H Neu =
Z

b

r U(X ):r V (X ) + U1 V1 :

La preuve s'e�ectue par contradiction, voir [31].

L'espace de Bepp o-Levi H0

Dé�nition 2.1. L'espace de Beppo-Levi H0 est dé�ni comme la fermeture des fonctions de D(b
)
vis-à-vis du produit scalaire Z

b


�
r U � r V +

UV
R2

�
R2dRd� (2.86)

au sens H0 := f U : b
 ! R j r U 2 L 2( b
) et

U
R

2 L 2( b
) g.

Propriété 2.3. Nous avons équivalence de normes dans H0 . Il existe Cte > 0, 8v 2 H0

kr vkL 2 ( b
) � kr vkL 2 ( b
) + k
v
R

kL 2 ( b
) � Ctekr vkL 2 ( b
)

Preuve. Nous p ouvons nous référer à [24] p our la preuve.

Lemme 2.4. Si U 2 HNeu alors U � U1 2 H0 .

Preuve du lemme 2.4. Nous nous référerons à [9]. Comme U1 2 R et r U 2 L 2( b
) (par dé�nition

de HNeu ), nous avons r (U � U1 ) 2 L 2( b
) .

Il nous reste à montrer que

U � U1

R
2 L 2( b
) : (2.87)

Soient R1 > 0 tel que

bB � BR 1 et

b
 R 1 := b
 \ BR 1 .

Puisque U 2 H 1
loc ( b
) et U1 2 R, nous avons

U � U1

R
2 L 2( b
 R 1 ) .

Démontrons à présent que

U � U1

R
2 L 2( b
 nBR 1 ) . Nous avons

U � U1 = U � U + U � U1 ; (2.88)
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avec U la moyenne de U sur la sphère unité, dé�ni par (2.84) p our R? = 1 . Montrer

U � U1

R
2

L 2( b
 nBR 1 ) revient à montrer

U � U
R

2 L 2( b
 nBR 1 ) et

U � U1

R
2 L 2( b
 nBR 1 ): (2.89)

Commençons par la première. Nous avons






U � U
R






2

L 2 ( 
̂ nB R 1 )
=

Z

R>R 1

Z

S

(U � U)2

R2 R2d�dR =
Z

R>R 1

Z

S
(U � U)2d�dR: (2.90)

Grâce à l'inégalité de Poincaré sur la sphère unité, puisque U � U est à moyenne nulle, nous avons

Z

S
(U � U)2(R; �; ' )d� � C

Z

S
jr � Uj2d�; (2.91)

avec

r � U = @� U(R; �; ' )�! e� +
1

sin �
@' U(R; �; ' )�! e' : (2.92)

Nous obtenons alors

Z

R>R 1

Z

S

(U � U)2(R; �; ' )
R2 R2d� � C

Z

R>R 1

Z

S

jr � Uj2

R2 R2d�: (2.93)

Puisque r X U = @R U +
1
R

r � U , nous obtenons






U � U
R






2

L 2 ( b
 nB R 1 )
� Ckr X Uk2

L 2 ( b
 nB R 1 )
< + 1 : (2.94)

Montrons que

U � U1

R
2 L 2( b
 nBR 1 ) , nous avons par dé�nition






U � U1

R






L 2 ( b
 nB R 1 )
=

Z

b
 nB R 1

(U � U1 )2

R2 R2dRd�: (2.95)

En prenant R1 = R et R2 qui tend vers l'in�ni dans l'équation (2.85), nous avons

jUR � U1 j �
Cte
R

kr x UkL 2 ( b
) : (2.96)

Il suit 




U � U1

R






2

L 2 ( b
 nB R 1 )
� Ctekr UkL 2 ( b
)

Z

L 2 (
 nB R 1 )

1
R2 dRd� < + 1 : (2.97)

Théorème 2.2. Nous avons la caractérisation suivante de H0

H0 = f U 2 H j U1 = 0 g: (2.98)

Preuve. Nous reprenons ce qui a été fait dans [9]. Notons D = f U 2 H j U1 = 0 g. Commençons

par montrer H0 � D .

Soit U 2 H0 , d'après le lemme 2.4, U � U1 2 H0 , donc U1 2 H0 . Par conséquent,

U1

R
2 L 2( b
)

ce qui est imp ossible sauf si U1 = 0 .

Montrons à présent l'inclusion inverse.

Soit U 2 D . D'après le lemme 2.4, U � U1 2 H0 , comme U1 = 0 , U 2 H0 .
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Théorème 2.3. L'espace H0 est un espace de Hilbert quand il est muni du produit scalaire

(u; v)H 0 =
Z

b

r U � r V dX ; (2.99)

avec dX = d�dR .

Preuve. Remarquons que p our tout U; V 2 H0 nous avons

Z

b

r U � r V dX + U1 V1 =

Z

b

r U � r V dX : (2.100)

Dé�nition 2.2. Nous disons qu'une fonction F : b
 �! R est dans H �
0 si et seulement si

8V 2 H0;
Z

b

F V � CF kr V kL 2 ( b
) :

Théorème 2.4. Soit F une fonction de H �
0 . Il existe un unique U 2 H0 qui véri�e

8
>>><

>>>:

� � X U = F dans

b
 ;

@n U = 0 sur @b
 :

Preuve. Nous p ourrons se référer à [24]. Ce problème admet la formulation variationnelle

8
>>><

>>>:

Trouver U 2 H0 tel que :

8V 2 H0;
Z

b

r U:r V dX = < F; V > :

(2.101)

La forme bilinéaire asso ciée est co ercive. En e�et :

Z

b

r U:r UdX = kr Uk2

L 2 ( b
)
� Ck

U
R

k2
L 2 ( b
)

(2.102)

D'après le théorème de Lax-Milgram et la prop osition 2.3, ceci termine la preuve.

Nous p ouvons aussi chercher à voir si F véri�e

Z
F V � CF

�
kr VkL 2 ( b
) + k

V
R

kL 2 ( b
)

�

Remarque 2.6 (exemple de fonctions du dual) . Soit F : b
 ! R une fonction. Associons à F la

fonction G dé�nie par

G(X ) = RF (X ): (2.103)

La fonction F est une élément de H �
0 si G 2 L 2( b
) . En e�et, nous avons d'après l'inégalité de

Cauchy-Schwartz

Z
F V =

Z
RF

V
R

� k RF kL 2 ( b
) k
V
R

kL 2 ( b
) � k RF kL 2 ( b
)

�
kr V kL 2 ( b
) + k

V
R

kL 2 ( b
)

�
:

En particulier, si F 2 L 2( b
) à support compact alors G est L 2( b
) et F 2 H �
0 . En e�et, nous avons

kRF kL 2 ( b
) � R� kF kL 2 ( b
) ;
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où R� = sup
X 2 supp F

kX kL 2 ( b
) . De même, si F 2 L 2( b
) et F = O
�

1
R5=2+ s

�
avec s > 0 alors G est

un élément de L 2( b
)
Z

b

G2(R; �; ' )R2dRd� =

Z

b

R2F 2(R; �; ' )R2dRd�;

or F 2(R; �; ' )R4 = O(
1

R5+2 s )R4 �
C

R1+ s qui est intégrable.

Nous allons à présent voir la formulation variationnelle du problème précédent. Nous partons

de l'équation suivante 8
>><

>>:

� � X U = F dans H �
0

@n U = 0 dans H � 1=2(@b
)
(2.104)

Multiplions la première ligne de (2.104) par V 2 H0

Z

b

� � X UV =

Z

b

F V: (2.105)

D'après la formule de Green, nous avons

Z

b

r U � r V �

Z

@b

@n U � V =

Z

b

F V: (2.106)

En tenant compte de la condition à la limite il suit

Z

b

r U � r V =

Z

b

F V: (2.107)

L'existence et l'unicité de la solution suit du théorème de Lax-Milgram. Il existe un unique U 2 H0

tel que a(U; V) = `(V ) avec a, resp ectivement ` la forme bilinéaire dé�nie p ositive, resp ectivement

linéaire, dé�nies sur H0 .

Considérons maintenant le même problème p osé sur HNeu fermé par la condition U1 = �
8
>>>>>><

>>>>>>:

� � X U = F

U1 = �

@n U = 0 :

(2.108)

Posons

eU = U � � . Nous nous ramenons au problème suivant

8
>>>>>><

>>>>>>:

eU 2 H0;

� � eU = F; car � � eU = � � X U + � � = � � X U;

@n eU = 0 ;

(2.109)

qui est lui-même bien p osé. Dans le sens inverse, si U est la solution du problème (2.104), p our

V 2 D (b
) , nous montrons à l'aide de la formule de Green

Z

b

� � X U � V =

Z

b

F � V; (2.110)
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puis p our V 2 D ( �b
) Z

b

�r U � r V +

Z

@b

@n U � V =

Z

b

F � V: (2.111)

Il suit que @n U = 0 . Nous p ouvons passer à la démonstration du théorème 2.5 plus général. Soit

� une fonction de troncature qui vaut 1 en + 1 et 0 au voisinage de l'obstacle

bB .

Théorème 2.5. Soient F : b
 �! R et Uas : b
 �! R des fonctions qui véri�ent

F + � X (�U as) 2 H �
0 : (2.112)

Il existe un unique U 2 H qui véri�e

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

� � X U = F dans

b


U � Uas 2 H0

@n U = 0 :

(2.113)

Remarque 2.7. La condition U � Uas 2 H0 équivaut à (U � Uas)1 = 0 . C'est le sens que nous

donnons à la limite de (2.78) .

Preuve du théorème 2.5. Posons

eU = U � � (R)Uas . Nous avons

8
>><

>>:

� � eU = � �( U � �U as ) = F + �( �U as ) 2 H �
0 ;

@n eU = 0 :
(2.114)

Remarque 2.8. Introduisons le commutateur

< � ; � > U as = �( �U as ) � � (� X Uas ); (2.115)

avec � (� X Uas ) = �( �U as ) � 2r � � r Uas � (� � )Uas . Nous obtenons < � ; � > U as = 2 r � r Uas +
�( �U as ) . Les fonctions � � et r � sont à support dans un interval le fermé, en e�et, il existe un

R0 > 0 tel que pour tout R < R 0 la fonction de troncature � est nul le. De même, il existe un

R1 > R 0 tel que pour tout R > R 1 , � (R) = 1 . Par conséquent, � varie sur [R0; R1] et est constante

en dehors.

Nous sommes donc ramenés au problème précédent.

2.3.2 Condition de Dirichlet

Dans cette section nous allons chercher à dé�nir un espace p our lequel le problème (2.116) sera

bien p osé et admettra donc une unique solution.

8
>><

>>:

� X U(X ) = F (X );

U(X ) = 0 ; sur � bB :
(2.116)

Dé�nissons l'espace HDir

HDir := f U 2 L 2
loc ( b
) : r U 2 L 2( b
) et U = 0 sur � bB g; (2.117)

avec L 2
loc l'ensemble des fonctions qui véri�ent �U 2 L 2( b
) (en d'autres termes, les fonctions

L 2( b
) sur tout b orné y compris au voisinage de la frontière).
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Théorème 2.6. L'espace HDir est un espace de Hilbert s'il est muni du produit scalaire

(U; V)H Dir =
Z

b

r U � r V dX : (2.118)

Preuve. Nous p ouvons nous référer à [24].

Remarque 2.9. Nous avons l'inclusion d'espaces suivante

HDir � HNeu : (2.119)

Théorème 2.7. Soit U 2 L 2
loc ( b
) tel que

8
>><

>>:

� X U(X ) = F (X );

U(X ) = 0 ; pour X 2 � bB ;
(2.120)

alors il existe une unique solution de

8
>><

>>:

U � �U
as

2 HDir ;

F � � X U
as

2 H �
Dir \ L 2

loc ( b
) ;
(2.121)

avec � = 1 au voisinage de l'in�ni et � = 0 au voisinage de l'obstacle.

Preuve. Analyse Nous voulons montrer que le problème de Dirichlet (2.120) est bien p osé et que

sa solution U est unique. Intro duisons la nouvelle fonction inconnue

eU(X ) = U(X ) � �U
as

(X ) 2 HDir ; (2.122)

Nous nous ramenons alors au problème (2.123) qui est bien p osé.

8
>><

>>:

� eU(X ) = F (X ) � �( �U
as

(X )) ;

eU(X ; t) 2 HDir :
(2.123)

Synthèse Il existe un unique

eU solution du problème (2.123). Alors

eU + �U as est solution du

problème (2.120). Nous avons ainsi l'existence de U . En�n l'unicité de U découle de celle de

eU .

Ceci termine la preuve.

Conclusion

Nous avons réutilisé les bases de représentation du chapitre 1 p our le développ ement mo dal

en champ pro che de notre solution. De plus, nous avons vu que le temps p ouvait être considéré

comme un paramètre. Ceci p ermet d'obtenir facilement des estimations des dérivées en temps de

la solution en champ pro che. Ce sera très utile dans l'étap e de raccord p our identi�er les termes

de champ pro che et de champ lointain qui se corresp ondent.
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Chapitre 3

Dé�nition du développ ement

asymptotique à tout ordre

3.1 Intro duction

Dans ce chapitre, nous commencerons par rapp eler les dé�nitions utiles p our la dé�nition du

développ ement asymptotique à tout ordre dans la section 3.1.1. Ensuite, dans les sections 3.2

et 3.3, en exploitant les conditions de raccord, nous dé�nirons les termes des développ ements

asymptotiques de champ pro che et de champ lointain. Ces deux développ ements sont dé�nis p our

un système d'équations aux dérivées partielles comp ortant des singularités au voisinage de l'origine

et de l'in�ni. En�n, nous dé�nirons une fonction de raccord et estimerons son erreur dans la section

3.4.

3.1.1 Rapp els sur le champ lointain

En champ lointain nous p ouvons développ er la solution u" sous la forme

u" (x; t) =
+ 1X

i =0

ui (x; t)" i ; (3.1)

avec ui les fonctions dé�nies sur 
 ? � R et 
 ? = R3nf 0g. Rapp elons que les termes de ce développ e-

ment véri�ent les problèmes d'évolution obtenus au chapitre . Trouver u0 : 
 ? � R ! R tel que

8
>><

>>:

c2� u0(x; t) � @2
t u0(x; t) = f (x; t);

u0(x; 0) = 0 ; @t u0(x; 0) = 0 :
(3.2)

et trouver ui : 
 ? � R ! R p our i � 1 tel que

8
>><

>>:

� ui (x; t) �
@2

t

c2 ui (x; t) = 0 ;

ui (x; 0) = 0 ; @t ui (x; 0) = 0 :
(3.3)

Remarque 3.1. Ces problèmes ne sont pas bien posés car les fonctions ui sont potentiel lement

singulières à l'origine, voir le chapitre 1.

Le développ ement (3.1) appro che la solution de notre problème loin de l'obstacle. Nous justi-

�erons cette a�rmation dans le chapitre 4. Pour le moment nous n'avons aucun moyen d'assurer

que cette série est convergente, nous ferons dans ce chapitre tous les calculs de façon formelle.

95



96 CHAPITRE 3. DÉFINITION DU DÉVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE À TOUT ORDRE

3.1.2 Rapp els sur le champ pro che

En champ pro che nous p ouvons développ er la solution U" sous la forme

U" (X ; t) =
+ 1X

i =0

Ui (X ; t)" i ; (3.4)

avec Ui les fonctions dé�nies sur

b
 � R et

b
 = R3n bB . Rapp elons que les termes de ce développ ement

véri�ent les problèmes d'évolution obtenus au chapitre . Trouver Ui : b
 � R ! R tel que

8
>>>>>><

>>>>>>:

� X Ui +2 (X ; t) =
@2

t

c2 Ui (X ; t);

Ui (X ; 0) = 0 ; @t Ui (X ; 0) = 0 ;

Ui (X ; t) = 0 ; 8i < 0:

(3.5)

Remarque 3.2. Ces problèmes ne sont pas bien posés car les fonctions Ui sont potentiel lement

singulières au voisinage de l'in�ni, au sens de

lim
R! + 1

jU(R; �; ' )j = + 1 ; (3.6)

voir le chapitre 2.

Le développ ement (3.4) appro che la solution de notre problème au voisinage de l'obstacle.

Nous justi�erons cette a�rmation dans le chapitre 4. Pour le moment nous n'avons aucun moyen

d'assurer que cette série est convergente, nous ferons dans ce chapitre tous les calculs de façon

formelle.

3.1.3 Conditions de raccord

Pour fermer les problèmes de champ lointain et de champ pro che (les rendre bien p osés), nous

allons écrire des conditions de raccord, voir (65)

ui;p (�; '; t ) = Ui + p;p (�; '; t ); p our i 2 Z et p 2 Z: (3.7)

Rapp elons que ui;p , resp ectivement Ui;p , sont les termes du développ ement au voisinage de 0 ,

resp ectivement au voisinage de + 1 des fonctions ui , resp ectivement Ui

8
>>>><

>>>>:

ui (x; t) =
PX

p= �1

ui;p (�; '; t )r p + uP
i (x; t);

Ui (X ; t) =
+ 1X

p= � P

Ui;p (�; '; t )Rp + UP
i (X ; t);

(3.8)

avec uP
i (x; t) = O

r ! 0
(r P +1 ) et UP

i (X ; t) = O
R! + 1

(r � P � 1) . D'autre part, nous adoptons la conven-

tion 8
>><

>>:

ui (x; t) = Ui (X ; t) � 0; 8i < 0;

ui;p (�; '; t ) = Ui;p (�; '; t ) � 0; 8i < 0:
(3.9)
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3.2 Exploitation des conditions de raccord

3.2.1 Conséquence de la forme de l'Ansatz

Dans cette section, nous allons montrer que la forme de l'Ansatz, (3.1) et (3.4), limite les singu-

larités des termes de champ lointain et les croissances des termes de champ pro che. Commençons

par le cas i > 0 et p < � i , nous avons i + p < 0. La convention (3.9) donne alors

Ui + p(X ; t) � 0 et Ui + p;p (�; '; t ) � 0: (3.10)

D'après la condition de raccord rapp elée en (3.7), nous avons aussi

ui;p (�; '; t ) = Ui + p;p (�; '; t ): (3.11)

Il suit

ui;p (�; '; t ) � 0; 8i > 0 et p < � i: (3.12)

Remarque 3.3. La relation (3.12) permet de simpli�er le développement des ui

ui (x; t) =
PX

p= � i

ui;p (�; '; t )r p + uP
i (x; t); (3.13)

avec uP
i (x; t) = O

r ! 0
(r P +1 ) .

Voyons à présent la cas i > 0 et p > i , nous avons i � p < 0. La convention (3.9) donne alors

ui � p(x; t) � 0 et ui � p;p (�; '; t ) � 0: (3.14)

De plus, la condition de raccord (3.7) p eut se réécrire sous la forme

Ui;p (�; '; t ) = ui � p;p (�; '; t ): (3.15)

Il suit

Ui;p (�; '; t ) � 0; 8i > 0 et p > i: (3.16)

Remarque 3.4. La relation (3.16) permet de simpli�er le développement des Ui

Ui (X ; t) =
iX

p= � P

Ui;p (�; '; t )Rp + UP
i (X ; t); (3.17)

avec UP
i (X ; t) = O

R! + 1
(R� P � 1) .

3.2.2 Développ ement mo dal

Au chapitre 1, nous avons obtenu le développ ement mo dal des fonctions singulières de l'équation

des ondes. Au voisinage de 0 , resp ectivement de l'in�ni, les fonctions ui , resp ectivement Ui , p euvent

être développ ées à l'aide des harmoniques sphériques polmn . Ces développ ements prennent la forme

8
>>>>><

>>>>>:

ui (x; t) =
PX

p= � i

X

m;n;pol

(ui;p )pol
m;n (t)r ppolmn (�; ' ) + uP

i (x; t);

Ui (X ; t) =
iX

p= � P

X

m;n;pol

(Ui;p )pol
m;n (t)Rppolmn (�; ' ) + UP

i (X ; t);

(3.18)

avec

� la variable pol p eut prendre les valeurs cos ou sin,
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� le symb ole

X

m;n; pol

doit être compris dans le sens suivant

X

m;n; pol

f pol
m;n =

+ 1X

n =0

nX

m =0

�
f cos

m;n + f sin
m;n

�
; (3.19)

� les fonctions cosmn et sinm
n sont les harmoniques sphériques, voir (1.22).

De plus, nous avons trouvé aux chapitres 1 et 2 les formes de (ui;p )pol
m;n et de (Ui;p )pol

m;n que nous

rapp elons ici

8
>><

>>:

(ui;p )pol
m;n (t) = fM pol ;�

m;n;p [(ai )pol
m;n ] + gReg

pol
m;n;p [(bi )pol

m;n ];

(Ui;p )pol
m;n (t) = fM pol ;�

m;n;p [(B i � p� n � 1)pol ;�
m;n ] + gReg

pol
m;n;p [(A i � p+ n )pol

m;n ]:
(3.20)

Comme la famille polmn est une famille libre, il suit que la condition de raccord p eut aussi être

écrite mo de à mo de

(ui;p )pol
m;n (t) = ( Ui + p;p )pol

m;n (t): (3.21)

Il suit

fM pol ;�
m;n;p [(ai )pol

m;n ] + gReg
pol
m;n;p [(bi )pol

m;n ] = fM pol ;�
m;n;p [(B i � n � 1)pol ;�

m;n ] + gReg
pol
m;n;p [(A i + n )pol

m;n ]: (3.22)

En identi�ant nous obtenons les relations de raccord que nous explicitons dans le théorème 3.1.

Théorème 3.1. Les coe�cients des termes de champ proche et des termes de champ lointain sont

reliées par

8
>><

>>:

(ai )pol
m;n (t) = ( B i � n � 1)pol ;�

m;n (t); pour n � i � 1;

(bi )pol
m;n (t) = ( A i + n )pol

m;n (t) , (A i )pol
m;n (t) = ( bi � n )pol

m;n (t); pour n � i:
(3.23)

La première relation relie les singularités du champ lointain aux termes décroissants du champ

pro che. La seconde relie les termes réguliers du champ pro che aux termes croissants du champ

lointain.

3.3 Dé�nition des termes du développ ement asymptotique

Pour dé�nir les termes du développ ement asymptotique, nous agissons par récurrence.

Initialisation :

Champ lointain

La fonction u0 est la solution régulière sur R3 � R+
du problème

8
>><

>>:

c2� u0(x; t) � @2
t u0(x; t) = f (x; t);

u0(x; 0) = 0 ; @t u0(x; 0) = 0 :
(3.24)

Au voisinage de l'origine nous avons, d'après le corollaire 1.2

u0(x; t) =
1X

n =0

nX

m =0

X

pol

Regpol
m;n [(b0)pol

m;n ]: (3.25)
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Cette relation dé�nit les fonctions du temps (b0)pol
m;n : R+ ! R.

Champ proche

Nous intro duisons la partie non variationnelle

U0;sing (X ; t) =
1X

n =0

nX

m =0

X

pol

Regpol
m;n [(A0)pol

m;n ]: (3.26)

Ceci se simpli�e en

U0;sing (X ; t) = Reg cos
m;n [(b0)cos

0;0 ]; (3.27)

à l'aide d'une part des conditions de raccord

8
>><

>>:

(A0)pol
m;n (t) = 0 ; 8n � 1;

(A0)cos
0;0 (t) = ( b0)cos

0;0(t):
(3.28)

et d'autre part en remarquant que

Regsin
0;0[(A0)sin

0;0] = 0 : (3.29)

Nous p ouvons alors dé�nir U0 comme la solution de

8
>>>>>><

>>>>>>:

� X U0(X ; t) = 0 ;

U0(X ; t) = 0 sur � ! " ;

U0(X ; t) � � (R)U0;sing (X ; t) 2 HDir ;

(3.30)

avec

� (R) = 0 ; p our R < R ?;

� (R) = 1 ; p our R > 2R?:

Le premier terme du développ ement de champ pro che en l'in�ni s'écrit sous la forme

U0(X ; t) = U0;sing (X ; t) +
1X

n =0

nX

m =0

X

pol

M pol ;�
m;n [(B0)pol

m;n ]: (3.31)

Ceci dé�nit les fonctions (B0)pol
m;n : R+ ! R.

Remarque 3.5. Dans le cas d'un obstacle sphérique centré en l'origine, nous obtenons

U0(X ; t) = (1 �
1
R

)u0(0; t): (3.32)

Itération : (p our i � 1)

A cette étap e, nous avons dé�ni, p our j � i � 1, les termes du champ lointain uj , les termes

du champ pro che Uj et leurs co e�cients de développ ement mo dal (aj )pol
m;n , (bj )pol

m;n , (A j )pol
m;n et

(B j )pol
m;n .

Champ lointain

Nous dé�nissons ui par la formule explicite

ui (x; t) =
1X

n =0

nX

m =0

X

pol

M pol; �
m;n [(ai )pol

m;n ]; (3.33)

avec (ai )pol
m;n (t) = ( B i � n � 1)pol

m;n (t) p our n < i et (ai )pol
m;n (t) = 0 p our n � i . Cette relation se

simpli�e en

ui (x; t) =
i � 1X

n =0

nX

m =0

X

pol

M pol; �
m;n [(B i � n � 1)pol

m;n ]: (3.34)
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Remarque 3.6. Dans le développement modal, il n'y a pas de termes réguliers car la solution ui

n'a pas de terme source en dehors de x = 0 , voir le corol laire 1.1. Ceci s'écrit

(bi )pol
m;n (t) = 0 8i � 1: (3.35)

Champ proche

Nous dé�nissons la partie non variationnelle de Uj connaissant tous les Uj p our j � i � 1 et tous

les uj p our j � i . En tenant compte des relations de raccord

(A i )pol
m;n (t) = ( bi � n )pol

m;n (t); p our n � i;

= 0 ; p our n > i:

Nous obtenons

Ui; sing (X ; t) =
iX

` =0

i � `X

n =0

nX

m =0

X

pol

Regpol
m;n;n + ` [(bi � n � ` )pol

m;n ]Rn + `

+
iX

` =1

1X

n =0

nX

m =0

X

pol

M pol ;�
m;n; � n � 1+ ` [(B i � ` )pol

m;n ]R� n � 1+ ` :

Il ne nous reste plus qu'à dé�nir la partie régulière de Ui

Ui; reg (X ; t) = Ui (X ; t) � � (R)Ui; sing (X ; t); (3.36)

avec

� (R) = 0 ; p our R < R ?;

� (R) = 1 ; p our R > 2R?:

Remarquons que le supp ort de � est inclus dans B c
R ? . La fonction Ui; reg véri�e

� X Ui; reg (X ; t) =
@2

t

c2 Ui � 2(X ; t) � � X
�
� (R)Ui; sing (X ; t)

�
; p our R � 2R?;

= 0 p our R > 2R?:

Nous p ouvons alors obtenir le développ ement mo dal de Ui à l'in�ni

Ui (X ; t) =
iX

` =0

i � `X

n =0

nX

m =0

X

pol

Regpol
m;n;n + ` [(bi � n � ` )pol

m;n ]Rn + `

+
iX

` =0

1X

n =0

nX

m =0

X

pol

M pol ;�
m;n; � n � 1+ ` [(B i � ` )pol

m;n ]R� n � 1+ ` :

Maintenant, en tenant compte de la remarque 3.6

(bi � n � ` )pol
m;n (t) = 0 ; 8i � n � ` � 1: (3.37)

Le seul cas non nul est p our n = i � ` . Il suit

Ui (X ; t) =
iX

` =0

i � `X

m =0

X

pol

Regpol
m;i � `;i [(b0)pol

m;i � ` ]R
i

+
iX

` =0

1X

n =0

nX

m =0

X

pol

M pol ;�
m;n; � n � 1+ ` [(B i � ` )pol

m;n ]R� n � 1+ ` :
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3.4 La fonction de raccord

3.4.1 Dé�nitions

Dans cette section, nous intro duisons une fonction de raccord qui contient tous les termes des

développ ements spatiaux de ui et des Ui mis en jeu dans le raccord d'ordre I .

Dé�nition 3.1. Soit rac";I la fonction de raccord d'ordre I donnée par

rac";I (x; t) =
IX

i =0

I � iX

p= � i

" i ui;p (�; '; t )r p : (3.38)

Remarque 3.7. La dé�nition de la fonction de raccord est en variables de champ lointain. Rap-

pelons que ui;p est le terme d'ordre p du développement de Taylor généralisé de ui pour r tendant

vers 0

ui (x; t) =
PX

p= � i

ui;p (�; '; t )r p + uP
i : (3.39)

Lemme 3.1. En variables de champ proche, notons la fonction de raccord d'ordre I Rac";I . El le

est donnée par

Rac";I (X ; t) =
IX

i =0

iX

p= i � I

" i Ui;p (�; '; t )Rp: (3.40)

Preuve. Nous allons maintenant montrer que cette dé�nition est consistante. Partons de la dé�-

nition (3.38), nous avons en passant en variables X = x="

rac";I (x; t) := rac ";I ("X ; t) =
IX

i =0

I � iX

p= � i

" i + pui;p (�; '; t )Rp: (3.41)

E�ectuons le changement de variable i = i + p

rac";I ("X ; t) =
IX

i =0

iX

p= i � I

" i ui � p;p (�; '; t )Rp: (3.42)

Les indices des sommes sont non triviaux, détaillons leur obtention. Nous partons de

8
>><

>>:

0 � i � I

� i � p � I � i;
(3.43)

en e�ectuant le changement de variable j = i + p, nous obtenons

8
>><

>>:

p � j � I + p

0 � j � I:
(3.44)

La première nous donne à la fois j � I � p et p � j , la seconde j 2 [0; I ]. En�n en utilisant la

condition de raccord (3.7), nous obtenons

rac";I ("X ; t) =
IX

i =0

iX

p= i � I

" i Ui;p (�; '; t )Rp: (3.45)

Il est donc naturel de p oser la dé�nition (3.40).
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3.4.2 Estimation d'erreur de la fonction de raccord

Dans cette section, nous allons montrer que la fonction de raccord que nous avons dé�nie

précédemment en 3.4.1 est valable dans la zone intermédiaire à la fois pro che des développ ements

de champ pro che et lointain tronqués à l'ordre I . Nous allons donc estimer l'erreur entre la fonction

de raccord et les solutions des domaines champ lointain et champ pro che grâce au lemme 3.2. Nous

ferons ensuite le même calcul p our le gradient des fonctions dans le lemme 3.3.

Rapp elons qu'au chapitre , nous avons vu que la zone de raccord 
 r
" était une couronne de

p etit rayon � f et de grand rayon � n . Nous avons vu également que � f = � f (" ) et � n = � n (" ) sont

des fonctions p ositives de " qui véri�ent

8
>><

>>:

lim
" ! 0

� f (" ) = 0 et lim
" ! 0

� n (" ) = 0 ;

lim
" ! 0

� f (" )
"

= + 1 et lim
" ! 0

� n (" )
"

= + 1 :
(3.46)

Lemme 3.2. Plaçons nous sur le couronne C � n
� f

. Nous avons l'erreur entre la solution du champ

lointain et la fonction de raccord qui véri�e

max
0� t � T

ku";I (x; t) � rac";I (x; t)kL 1 (C � n
� f

) = O
" ! 0

(� I +1
n ): (3.47)

Nous avons l'erreur entre la solution du champ proche et la fonction de raccord qui véri�e

max
0� t � T

kU";I (X ; t) � Rac";I (X ; t)kL 1 (C � n ="
� f =" ) = O

" ! 0

�
(
� f

"
)� I � 1

�
: (3.48)

Preuve. Notons

e(x; t) = max
0� t � T

ku";I (x; t) � rac";I (x; t)kL 1 (C � n
� f

) : (3.49)

Par dé�nition nous avons

e(x; t) = max
0� t � T





IX

i =0

" i ui (x; t) �
IX

i =0

" i
I � iX

p= � i

ui;p (�; '; t )r p




L 1 (C � n
� f

)
: (3.50)

Il suit

e(x; t) � max
0� t � T

IX

i =0

" i


 ui (x; t) �

I � iX

p= � i

ui;p (�; '; t )r p




L 1 (C � n
� f

)
: (3.51)

En écrivant ui sous la forme (3.13) p our P = I � i , nous obtenons

max
0� t � T

kui (x; t) �
I � iX

p= � i

ui;p (�; '; t )r pkL 1 (C � n
� f

) � max
0� t � T

kuI � i
i (x; t)kL 1 (C � n

� f
) : (3.52)

D'après le lemme 1.6 nous obtenons

" i max
0� t � T

kuI � i
i (x; t)kL 1 (C � n

� f
) � Cte � I � i +1

n (" )" i ::

Comme " � � n , nous avons

e(x; t) � Cte
IX

i =0

" i � I � i +1
n (" ) � Cte � I +1

n (" ): (3.53)

Nous obtenons ainsi la première égalité. Pour la seconde, notons

E(X ; t) = max
0� t � T

kU";I (X ; t) � Rac";I (X ; t)kL 1 (C � n ="
� f =" ) : (3.54)
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Par dé�nition nous avons

E(X ; t) = max
0� t � T





IX

i =0

" i Ui (X ; t) �
IX

i =0

" i
iX

p= i � I

Ui;p (�; '; t )Rp




L 1 (C � n ="
� f =" )

: (3.55)

Il suit

E(X ; t) � max
0� t � T

IX

i =0

" i


 Ui (X ; t) �

iX

p= i � I

Ui;p (�; '; t )Rp




L 1 (C � n ="
� f =" )

: (3.56)

En écrivant Ui sous la forme (3.17) p our P = I � i , nous obtenons

max
0� t � T



 Ui (X ; t) �

iX

p= i � I

Ui;p (�; '; t )Rp




L 1 (C � n ="
� f =" )

� max
0� t � T

kUI � i
i (X ; t)kL 1 (C � n ="

� f =" ) : (3.57)

D'après le lemme 2.1, lorsque " tend vers 0, nous obtenons

max
0� t � T

kUI � i
i (X ; t)kL 1 (C � n ="

� f =" ) � Cte(
� f

"
) i � I � 1: (3.58)

Il suit

" i max
0� t � T

kUI � i
i (X ; t)kL 1 (C � n ="

� f =" ) � Cte � i
f (

� f

"
)� I � 1; (3.59)

car � f < 1 quand " tend vers 0. Nous obtenons �nalement

E(X ; t) � Cte
IX

i =0

� i
f (

� f

"
)� I � 1 � Cte(

� f

"
)� I � 1: (3.60)

Ceci termine la preuve du lemme.

Passons au lemme p our les gradients. Commençons par dé�nir le gradient en variable X :

r X =
1
"

r , avec r le gradient en co ordonnées cartésiennes.

Lemme 3.3. Plaçons nous sur le couronne C � n
� f

. Nous avons l'erreur entre le gradient de la

solution du champ lointain et le gradient de la fonction de raccord qui véri�e

max
0� t � T

kr
�
u";I (x; t) � rac";I (x; t)

�
kL 1 (C � n

� f
) = O

" ! 0
(� I

n ): (3.61)

Nous avons l'erreur entre la solution du champ proche et la fonction de raccord qui véri�e

max
0� t � T

kr X

�
U";I (X ; t) � Rac";I (X ; t)

�
kL 1 (C � n ="

� f =" ) = O
" ! 0

�
(
� f

"
)� I � 2

�
: (3.62)

Preuve. Notons

e(x; t) = max
0� t � T

kr
�

u";I (x; t) � rac";I (x; t)
�

kL 1 (C � n
� f

) : (3.63)

Par dé�nition nous avons

e(x; t) = max
0� t � T

kr
� IX

i =0

" i ui (x; t) �
IX

i =0

" i
I � iX

p= � i

ui;p (�; '; t )r p
�

kL 1 (C � n
� f

) : (3.64)

Il suit

e(x; t) � max
0� t � T

IX

i =0

" i kr
�

ui (x; t) �
I � iX

p= � i

ui;p (�; '; t )r p
�

kL 1 (C � n
� f

) : (3.65)
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En écrivant ui sous la forme (3.13) p our P = I � i , nous obtenons

max
0� t � T

kr
�

ui (x; t) �
I � iX

p= � i

ui;p (�; '; t )r p
�

kL 1 (C � n
� f

) = max
0� t � T

kr uI � i
i (x; t)kL 1 (C � n

� f
) : (3.66)

D'après le lemme 1.6 nous obtenons

max
0� t � T

kr uI � i
i (x; t)kL 1 (C � n

� f
) � C� I � i

n (" ): (3.67)

Comme " � � n , nous avons

e(x; t) � C� I
n (" ): (3.68)

Nous obtenons ainsi la première égalité. Pour la seconde, notons

E(X ; t) = max
0� t � T

kr X

�
U";I (X ; t) � Rac";I (X ; t)

�
kL 1 (C � n ="

� f =" ) : (3.69)

Par dé�nition nous avons

E(X ; t) = max
0� t � T

kr X

� IX

i =0

" i Ui (X ; t) �
IX

i =0

" i
iX

p= i � I

Ui;p (�; '; t )Rp
�

kL 1 (C � n ="
� f =" ) : (3.70)

Il suit

E(X ; t) � max
0� t � T

IX

i =0

" i kr X

�
Ui (X ; t) �

iX

p= i � I

Ui;p (�; '; t )Rp
�

kL 1 (C � n ="
� f =" ) : (3.71)

En écrivant Ui sous la forme (3.17) p our P = I � i , nous obtenons

max
0� t � T

kr X

�
Ui (X ; t) �

iX

p= i � I

Ui;p (�; '; t )Rp
�

kL 1 (C � n ="
� f =" ) = max

0� t � T
kr X UI � i

i (X ; t)kL 1 (C � n ="
� f =" ) : (3.72)

D'après le lemme 2.1, lorsque " tend vers 0, nous obtenons

max
0� t � T

kr X UI � i
i (X ; t)kL 1 (C � n ="

� f =" ) � C(
� f

"
) i � I � 2: (3.73)

Il suit

" i max
0� t � T

kr X UI � i
i (X ; t)kL 1 (C � n ="

� f =" ) � C(
� f

"
)� I � 2; (3.74)

car � f < 1 quand " tend vers 0. Nous obtenons �nalement

E(X ; t) � C(
� f

"
)� I � 2: (3.75)

Ceci termine la preuve du lemme.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons déterminé la solution valide sur tout le domaine en exploitant les

conditions de raccord. Nous avons également donné une estimation de l'erreur de raccord dans la

zone intermédiaire en intro duisant une fonction de raccord à la fois en variables de champ lointain

et de champ pro che. Nous exploiterons ce résultat dans le chapitre 4.



Chapitre 4

Justi�cation mathématique du

développ ement asymptotique :

estimation d'erreurs

L'ob jectif de ce chapitre est de démontrer que les séries de champ lointain et de champ pro che

sont bien des approximations d'ordre I de la solution exacte ~u" . Cette étap e passe par une preuve

de consistance et stabilité.

4.1 Approximation de la solution en champ lointain, champ

pro che

Rapp elons notre domaine 
 " = R3n! " en variables de champ lointain et

b
 = R3n bB en variables

de champ pro che. Nous allons dans cette section dé�nir des approximations dans plusieurs zones

de la solution ~u" 2 C1 (
 " � R+ )
8
>>>>>><

>>>>>>:

@2
t ~u" (x; t) � c2�~u" (x; t) = f (x; t) sur 
 " � R+

~u" (x; t) = 0 ; sur 
 " � R�

~u" (x; t) = 0 ; sur � ! " � R;

(4.1)

avec f 2 D (R3) � R. Dans le domaine de champ lointain

B c
r ? = f x 2 R3 : jx j > r ?g; (4.2)

avec r ? > " , nous considérerons une approximation de la solution exacte à partir du développ ement

formel que nous avons obtenu dans le chapitre 3

u" (x; t) =
+ 1X

i =0

ui (x; t)" i : (4.3)

Dans le domaine de champ pro che

bBR ? n bB = f X 2 b
 : jX j < R ?g; (4.4)

avec R? > 1, nous construirons une approximation de la solution exacte à partir de la série du

champ pro che

U" (X ; t) =
+ 1X

i =0

Ui (X ; t)" i ; (4.5)

105
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avec x = X " . L'ob jet de ce chapitre est de démontrer les deux résultats suivants.

Théorème 4.1. Pour tout r ? > 0, nous avons l'estimation d'erreur

max
t � T

k~u" (�; t) � u";I (�; t)kL 2 (B c
r ? ) = O

" ! 0
(" I +1 ); (4.6)

avec ~u" la solution exacte et u";I la troncature de la série de la solution du champ lointain

u";I (x; t) =
IX

i =0

ui (x; t)" i : (4.7)

Théorème 4.2. Pour tout R? > 0, nous avons l'estimation d'erreur

max
t � T

k~u" (X "; t ) � U";I (X ; t)kL 2 ( bB R ? n bB ) = O
" ! 0

(" I +1 ); (4.8)

avec U";I la troncature de la série de la solution du champ proche

U";I (X ; t) =
IX

i =0

Ui (X ; t)" i : (4.9)

Ces deux résultats ne p euvent être obtenus directement, nous allons passer par l'intro duction

d'une approximation uniformément valide. Celle-ci nécessite une nouvelle échelle

� =
p

"; (4.10)

qui est b eaucoup plus grande que l'échelle du champ pro che mais b eaucoup plus p etite que celle

du champ lointain. Notons � � (x) = � (x=� ) une fonction de troncature avec

8
>>>>>><

>>>>>>:

� � (x) = 0 ; p our jx j < �

� � (x) = 1 ; p our jx j > 2�

� � (x) 2 [0; 1] p our jx j 2 [�; 2� ]

(4.11)

Voir la �gure 4.1.

Remarque 4.1. La fonction de troncature � �
permet de s'intéresser au champ lointain et 1� � �

au champ proche.

x2�
b

�

1 � � �

1
� �

b

b

Figure 4.1 � Fonctions de troncature

A�n de démontrer les deux théorèmes 4.1 et 4.2, nous intro duisons l'approximation uniformé-

ment valide

~u";I (x; t) = � � (x)u";I (x; t) +
�
1 � � � (x)

�
U";I (

x
"

; t): (4.12)
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Remarque 4.2. Cette fonction ~u";I coïncide avec u";I sur le domaine de champ lointain et avec

U";I sur le domaine de champ proche. Plus précisément, nous avons

~u";I (x; t) = u";I (x; t) (4.13)

pour jx j > r ?
et " assez petit et

~u";I (X "; t ) = U";I (X ; t) (4.14)

pour jX j < R ?
et " assez petit. Dans la zone intermédiaire, el le est une moyenne pondérée de u";I

et U";I .

Par un argument de consistance et de stabilité, nous montrerons que l'approximation unifor-

mément valide véri�e le théorème 4.3.

Théorème 4.3. Pour ~e";I (x; t) = ~u" (x; t) � ~u";I (x; t) , nous avons

max
t � T

k~e";I (x; t)kL 2 (
 " ) = O
" ! 0

("
I
2 � 1

2 ): (4.15)

4.2 Stabilité

Dans la section 1.3.3, nous avons obtenu l'inégalité (1.186) que nous réutiliserons ici, en parti-

culier p our démontrer le théorème 4.4 qui est le résultat principal de cette section et qui ma jore

une fonction par son D'Alemb ertien = �
@2

t

c2 + � .

Théorème 4.4. Munissons u" 2 C1 (
 " � R+ ) des conditions initiales

u" (x; 0) = 0 et @t u" (x; 0) = 0 ; (4.16)

et de la condition de Dirichlet

u" (x; t) = 0 ; sur � " � R+ : (4.17)

Supposons de plus que supp ( u" ) � 
 ";r s := 
 " \ B r s , pour r s > 0, alors u" véri�e

8T > 0; max
t � T

ku" (� ; t)kL 2 (
 " ) � Cr s (T )max
t � T

k u" (� ; t)kL 1 (
 ";r s ) ; (4.18)

avec Cr s (T ) une fonction au plus quadratique de T .

Remarque 4.3. L'inégalité du théorème 4.4 est uniquement utile en temps court, pour l'étude en

temps long, il faut utiliser d'autres outils qui sortent du contexte de cette thèse.

Remarque 4.4. Nous pouvons faire mieux au niveau des espaces.

Avant de commencer la preuve du théorème 4.4, montrons quelques résultats préliminaires.

4.2.1 Stabilité d'un problème sur domaine b orné

Lemme 4.1 (Inégalité de Poincaré) . Pour tout R� > 0 et u 2 H 1
0 ([� R� ; R� ]3) nous avons

kukL 2 ([ � R � ;R � ]3 ) �
2R�p

3�
kr ukL 2 ([ � R � ;R � ]3 ) : (4.19)

Preuve. Pour démontrer ce résultat, plaçons nous sur le cub e DR � := [ � R� ; R� ]3 . Soit le pro duit

wn;p;q (x) := wn (x)wp(y)wq(z) avec n , p et q des entiers sup érieurs ou égaux à 1 et

wn (x) = sin
� n� (x + R� )

2R�

�
; wp(y) = sin

� p� (y + R� )
2R�

�
; wq(z) = sin

� q� (z + R� )
2R�

�
: (4.20)
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Remarque 4.5. Rappelons que la famil le wn;p;q est une base orthogonale de H 1
0 (DR � ) .

Dans cette base nous avons

� wn;p;q (x) = �
� 2

(2R� )2

�
n2 + p2 + q2�

wn;p;q (x): (4.21)

Il suit

Z

[� R � ;R � ]3

�
� wn;p;q (x)

�
wn;p;q (x)dx = �

Z

[� R � ;R � ]3

� 2

4R2
�

�
n2 + p2 + q2��

wn;p;q (x)
� 2

dx: (4.22)

La formule de Green donne

kr wn;p;q k2
L 2 ([ � R � ;R � ]3 ) =

� 2

4R2
�

�
n2 + p2 + q2�

kwn;p;q k2
L 2 ([ � R � ;R � ]3 ) �

3� 2

4R2
�

kwn;p;q k2
L 2 ([ � R � ;R � ]3 ) :

(4.23)

Soient u 2 H 1
0 (DR � ) et un;p;q 2 R les co ordonnées de u dans la base wn;p;q

u(x) =
X

n;p;q � 1

un;p;q wn;p;q (x): (4.24)

Il suit

kr uk2
L 2 (D R � ) =

X

n;p;q � 1

jun;p;q j2kr wn;p;q k2
L 2 (D R � )

�
3� 2

4R2
�

X

n;p;q � 1

jun;p;q j2kwn;p;q k2
L 2 (D R � ) =

3� 2

4R2
�

kuk2
L 2 (D R � ) :

Ceci termine la preuve.

Corollaire 4.1 (Estimation de Weyl) . Pour tout R� > 0 et u 2 H 1
0 (
 ";R � ) , avec 
 ";R � = 
 " \ BR � ,

nous avons

kukL 2 (
 ";R � ) �
2R�p

3�
kr ukL 2 ([ � R � ;R � ]3 ) : (4.25)

Preuve. Comme 
 ";R � � DR � , nous avons H 1
0 (
 ";R � ) � H 1

0 (DR � ) quitte à prolonger les éléments

de H 1
0 (
 ";R � ) par 0 sur DR � hors de 
 ";R � . Nous partons du lemme 4.1 et puisque kuk2

L 2 (
 ";R � ) �
kuk2

L 2 (D R � ) , nous obtenons le résultat attendu.

Remarque 4.6. Nous avons majoré la constante sur 
 ";R � à partir de cel le sur le cube DR � .

Nous pouvons aussi calculer la constante optimale à partir de la séparation de variables sur la

sphère mais ceci est plus di�cile à présenter.

Nous p ouvons à présent passer à la démonstration du théorème 4.4.

4.2.2 Preuve du théorème 4.4

Preuve du théorème 4.4. Commençons par noter r f (t) := ct la distance parcourue par l'onde

depuis la source f au temps t , voir �gure 4.2. Rapp elons que l'équation des ondes propage l'in-

formation à vitesse �nie c. Ainsi si le supp ort de la source f est inclus dans la b oule de rayon r s

p our tout temps t > 0 alors la solution est nulle hors de la b oule de rayon r s + ct . Traduisons le

fait que la solution est nulle avant l'arrivée de l'onde par : p our tout t > 0

u" (x; t) = 0 p our r > r s + r f (t); (4.26)

c'est à dire

supp

�
u" (� ; t)

�
� B r s + ct : (4.27)
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+

+

r f = ct

r s

R�

Suppf

"


 ";R �

DR �

Figure 4.2 � Domaine 
 ";R �

Notons u";dir;R � la solution du problème avec des conditions de Dirichlet sur � R � = f x 2 R3 :
jx j = R� g 8

>>>>>><

>>>>>>:

u";dir;R � (x; t) = f (x; t) sur 
 ";R � � R+ ;

u";dir;R � (x; t) = 0 sur � R � � R+ ;

u";dir;R � (x; 0) = 0 et @t u";dir;R � (x; 0) = 0 sur 
 ";R � ;

(4.28)

avec = � �
@2

t

c2 . Nous avons

u" (� ; t) � u";dir;R � (� ; t); 8 t <
R� � r s

c
: (4.29)

L'intro duction de cette frontière �ctive ne mo di�e donc pas u" car elle se situe hors du supp ort

de u" .

Remarque 4.7. Nous introduisons u";dir;R � car nous connaissons l'estimation pour cette fonction

max
t � T

kr u";dir;R � (�; t)kL 2 (
 ";R � ) � Tmax
t � T

k u";dir;R � (�; t)kL 2 (
 ";R � ) : (4.30)

En e�et, posons A =

0

B
B
@

0 � 1

� c2� 0

1

C
C
A , U";dir =

0

B
B
@

u";dir;R � (x; t)

@t u";dir;R � (x; t)

1

C
C
A , H = H 1

0 (
 ";R � ) � L 2(
 ";R � ) ,
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F =

0

B
B
@

0

� c2f (x ; t)

1

C
C
A , nous avons

D(A) = H 2
dir (
 ";R � ) � H 1

0 (
 ";R � ) et @t U + AU = F: (4.31)

Rappelons, voir [10 ], que A est un opérateur maximal monotone sur H muni du produit scalaire

(U1; U2)H =
�
r u1(�; t); r u2(�; t)

�
L 2 (
 ";R � ) +

�
v1(�; t); v2(�; t)

�
L 2 (
 ";R � ) ; (4.32)

avec Ui =

0

B
B
@

ui (x; t)

vi (x; t)

1

C
C
A . La solution est de la forme

U";dir =
Z t

0
exp[� A(s � t)]F (�; s)ds: (4.33)

Il suit

max
t � T

kU";dir kH � max
t � T

Z t

0
kf (�; t)kL 2 (
 ";r s ) ds � Tmax

t � T
kf (�; t)kL 2 (
 ";r s ) : (4.34)

En particulier

8T > 0; max
t � T

kr u";dir;R � (�; t)kL 2 (
 ";R � ) � Tmax
t � T

k u";dir;R � (�; t)kL 2 (
 ";r s ) : (4.35)

Il suit que p our tout t <
R� � r s

c

max
t � T

kr u" (�; t)kL 2 (
 ";R � ) = max
t � T

kr u";dir;R � (�; t)kL 2 (
 ";R � ) � Tmax
t � T

k u";dir;R � (�; t)kL 2 (
 ";r s ) ;

(4.36)

d'après (4.30). Appliquons à présent l'inégalité de Poincaré

max
t � T

ku";dir;R � (�; t)kL 2 (
 ";R � ) �
2(r s + cT)

p
3�

max
t � T

kr u";dir;R � (�; t)kL 2 (
 ";r s ) : (4.37)

D'après l'inégalité de Young nous obtenons donc p our tout t > 0

max
t � T

ku";dir;R � (�; t)kL 2 (
 ";R � ) �
2T(r s + cT)

p
3�

k1kL 2 (
 ";r s ) max
t � T

k u";dir;R � (�; t)kL 1 (
 ";r s ) : (4.38)

Remarquons que k1kL 2 (
 ";r s ) ne dép end pas du temps. Une dernière subtilité subsiste p our passer

de ku";dir;R � (�; t)kL 2 (
 ";R � ) à ku" (�; t)kL 2 (
 " ) . Il su�t simplement de dire que u" est nulle p our tout

r > R � . Nous obtenons donc le théorème 4.4.

4.3 Consistance

Dans cette partie nous nous intéressons à l'erreur commise en tronquant la série ~u" à I . Rap-

p elons que

~e";I (x; t) = ~u";I (x; t) � ~u" (x; t); (4.39)

et que le D'Alemb ertien s'écrit = �
@2

t

c2 + � . Le but de cette section est de prouver le résultat

de consistance donné par le théorème 4.5 suivant.

Théorème 4.5. Nous avons ~e";I , l'erreur commise en tronquant la série à l'ordre I , qui véri�e

max
t � T

k ~e";I (x; t)kL 1 (
 ";R � ) � O
" ! 0

(� I � 1); (4.40)

avec � =
p

" .
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4.3.1 Décomp osition du résidu

Commençons par appliquer le d'Alemb ertien à l'erreur ~e";I , voir (4.39). Par dé�nition de la

troncature de la solution ~u";I , voir (4.12), nous avons

~e";I (x; t) =
�
~u";I (x; t) � ~u" (x; t)

�

=
�

� � (x)u";I (x; t) +
�
1 � � � �

U";I (x="; t )
�

� ~u" (x; t):

Nous allons ensuite utiliser les commutateurs. Rapp elons que le commutateur de deux op érateurs

A et B s'écrit

< A; B > = AB � BA: (4.41)

Nous obtenons en appliquant cette dé�nition

~e";I (x; t) = � � (x) u" (x; t) � ~u" (x; t) (4.42)

+
�
1 � � � (x)

�
U";I (x="; t ) (4.43)

+ < ; � � (x) > u ";I (x; t)+ < ; 1 � � � (x) > U ";I (x="; t ): (4.44)

Dans la suite, nous allons estimer chacun des termes de cette somme : (4.42), (4.43) et en�n (4.44).

Nous avons (4.42) qui est nul car le supp ort de la source f est en champ lointain, il suit

� � (x) u";I (x; t) = f (t) = ~u" (x; t): (4.45)

4.3.2 Consistance en champ pro che

Dans cette section, nous allons nous intéresser au terme (4.43).

Lemme 4.2. Nous avons la troncature de la solution en champ proche U";I qui véri�e

U";I (x="; t ) = �
@2

t

c2

�
" I � 1UI � 1(x="; t ) + " I UI (x="; t )

�
: (4.46)

Preuve. Par dé�nition du d'Alemb ertien et de U";I nous avons

U";I (x="; t ) = (� �
@2

t

c2 )
� IX

i =0

" i Ui (x="; t )
�
:

Sous forme développ ée, ceci devient

U";I (x="; t ) =
�
� U0(x="; t ) �

@2
t

c2 U0(x="; t )
�
"0

+
�
� U1(x="; t ) �

@2
t

c2 U1(x="; t )
�
"1

+ � � �

+
�
� UI � 1(x="; t ) �

@2
t

c2 UI � 1(x="; t )
�
" I � 1

+
�
� UI (x="; t ) �

@2
t

c2 UI (x="; t )
�
" I :
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En réarrangeant les termes nous obtenons

U";I (x="; t ) = � U0(x="; t ) + � U1(x="; t )

+
�
"2� U2(x="; t ) �

@2
t

c2 U0(x="; t )
�
"0

+
�
"2� U3(x="; t ) �

@2
t

c2 U1(x="; t )
�
"1

+ � � �

+
�
"2� UI (x="; t ) �

@2
t

c2 UI � 2(x="; t )
�
" I � 2

�
@2

t

c2 UI � 1(x="; t )" I � 1 �
@2

t

c2 UI (x="; t )" I :

Remarquons alors que � U0(x="; t ) = � U1(x="; t ) = 0 , � X Ui +2 (X ; t) =
@2

t

c2 Ui � 2(X ; t) et � X =

"2� , la somme se réduit donc à

U";I (x="; t ) = �
@2

t

c2 UI � 1(x="; t )" I � 1 �
@2

t

c2 UI (x="; t )" I :

Ceci termine la preuve.

Passons à la ma joration du terme (4.43). Le lemme 4.2 nous p ermet d'écrire

�
1 � � � (x)

�
U";I (x="; t ) =

�
1 � � � (x)

� @2
t

c2

�
� " I � 1UI � 1(x="; t ) � " I UI (x="; t )

�
: (4.47)

La fonction 1 � � n
est à supp ort dans la b oule de rayon 2� , notée B2� , nous avons alors

max
t � T

k
�
1� � � (x)

�
U";I (x="; t )kL 1 (
 ";R � ) = max

t � T
k
�
1� � � (x)

� @2
t

c2

�
� " I � 1UI � 1(x="; t )� " I UI (x="; t )

�
kL 1 (B 2� ) :

(4.48)

Nous avons vu dans le chapitre 3, voir (3.17), que nous p ouvions écrire Ui sous la forme

Ui (X ; t) =
iX

p= � P

Ui;p (�; '; t )Rp + UP
i (X ; t); (4.49)

avec max
t � T

@m
t jUP

i (X ; t)j = O
R! + 1

(R� P � 1) , p our tout m � 0. Nous en déduisons

@m
t Ui (X ; t) = O

R! + 1
(R i ); avec R =

r
"

: (4.50)

En particulier, lorsque r 2 B2� nous avons

@2
t

c2 UI � 1(x="; t ) = O
" ! 0

(
� �

"

� I � 1
) et

@2
t

c2 UI (x="; t ) = O
" ! 0

(
� �

"

� I
): (4.51)

Lorsque " tend vers 0, nous obtenons

max
t � T

k
�
1 � � � (x)

�
U";I (x="; t )kL 1 (
 ";R � ) � O

" ! 0
(� I � 1): (4.52)

4.3.3 Consistance dans la zone de raccord

Dans cette section, nous nous intéressons au terme (4.44).
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Lemme 4.3. Dans la zone intermédiaire, ici la couronne C2�
� = f � � j x j � 2� g, nous avons

max
t � T

ku";I (x; t) � rac";I (x; t)kL 1 (C 2�
� ) � O

" ! 0
(� I +1 ) (4.53)

et

max
t � T

kRac";I (x="; t ) � U";I (x="; t )kL 1 (C 2�
� ) � O

" ! 0
(� I +1 ): (4.54)

Remarque 4.8. Le lemme 4.3 signi�e que la fonction de raccord approche bien à la fois la solution

en champ lointain et cel le en champ proche dans la zone intermédiaire, C2�
� .

Preuve du lemme 4.3. Il su�t d'appliquer le lemme 3.2 à la couronne C2�
� .

Lemme 4.4. Nous avons

max
t � T

kr u";I (x; t) � r rac";I (x; t)kL 1 (C 2�
� ) � O

" ! 0
(� I ): (4.55)

et

max
t � T

kr X Rac";I (X ; t) � r U";I (X ; t)kL 1 (C 2�="
�=" ) � O

" ! 0
(� I +2 ): (4.56)

Preuve du lemme 4.4. Il su�t d'appliquer le lemme 3.3 à la couronne C2�
� .

Remarque 4.9. Nous avons pris � =
p

" pour deux raisons. La première est que sous cette forme

� véri�e bien les limites voulues à savoir

8
>><

>>:

lim
" ! 0

� = 0 ;

lim
" ! 0

�
"

= + 1 :
(4.57)

La seconde est qu'avec � de cet ordre, l'erreur entre le développement en champ proche et en champ

lointain est minimisé, voir le lemme 3.2.

Lemme 4.5. Nous avons les majorations suivantes

max
t � T

ku";I (x; t) � U";I (x="; t )kL 1 (C 2�
� ) � O

" ! 0
(� I +1 ); (4.58)

et

max
t � T

kr u";I (x; t) � r U";I (x="; t )kL 1 (C 2�
� ) � O

" ! 0
(� I ): (4.59)

Preuve du lemme 4.5. Par inégalité triangulaire nous avons

max
t � T

ku";I (x; t) � U";I (x="; t )kL 1 (C 2�
� ) � max

t � T
ku";I (x; t) � rac";I (x; t)kL 1 (C 2�

� )

+ max
t � T

kRac";I (x="; t ) � U";I (x="; t )kL 1 (C 2�
� )

et

max
t � T

kr u";I (x; t) � r U";I (x="; t )kL 1 (C 2�
� ) � max

t � T
kr u";I (x; t) � r rac";I (x; t)kL 1 (C 2�

� )

+ max
t � T

kr Rac";I (x="; t ) � r U";I (x="; t )kL 1 (C 2�
� ) :

Les lemmes 4.3 et 4.4 nous donnent

8
>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

max
t � T

ku";I (x; t) � rac";I (x; t)kL 1 (C 2�
� ) � O

" ! 0
(� I +1 )

max
t � T

kRac";I (x="; t ) � U";I (x="; t )kL 1 (C 2�
� ) � O

" ! 0
(� I +1 )

max
t � T

kr u";I (x; t) � r rac";I (x; t)kL 1 (C 2�
� ) � O

" ! 0
(� I )

max
t � T

kr X Rac";I (X ; t) � r X U";I (X ; t)kL 1 (C 2�="
�=" ) � O

" ! 0
(� I +2 ):

(4.60)
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Nous obtenons immédiatement (4.58). Pour montrer (4.59), il su�t de remarquer que

max
t � T

kr X Rac";I (X ; t) � r X U";I (X ; t)kL 1 (C 2�="
�=" ) = " max

t � T
kr Rac";I (x="; t ) � r U";I (x="; t )kL 1 (C 2�

� )

(4.61)

et que " = � 2
p our conclure. Ceci termine la preuve.

Passons à la ma joration du terme (4.44). Commençons par remarquer que

< ; � � (x) > ~u";I (x; t)+ < ; 1 � � � (x) > U ";I (x="; t ) = < � ; � � (x) >
�
u";I (x; t) � U";I (x="; t )

�
;

(4.62)

car p our toute fonction v

< ; 1 > v = 0 et < ; � � (x) > v = < � ; � � (x) > v: (4.63)

En e�et, @2
t et � �

appartiennent à deux espaces normaux. Par dé�nition du commutateur, voir

(4.41), il suit

< � ; � � (x) > v = �
�
� � (x)v

�
� � � (x)� v: (4.64)

Or nous avons

� � (x)� v = �( � � (x)v) � 2r � � (x) � r v � (� � � (x))v: (4.65)

En injectant (4.65) dans (4.64), nous avons

j < ; � � (x) > v j � j (� � � (x))vj + 2 jr � � (x) � r vj: (4.66)

Remarque 4.10. Les fonctions � � �
et r � �

sont à support dans la couronne C2�
� , � � � (x) =

1
� 2 � � (x=� ) et r � � (x) =

1
�

r � (x=� ) nous avons

8
>><

>>:

max
t � T

k� � � (x)v(x)kL 1 (B 2� ) �
Cte
� 2 max

t � T
kv(x)kL 1 (C 2�

� )

max
t � T

kr � � (x)v(x)kL 1 (B 2� ) �
Cte
�

max
t � T

kv(x)kL 1 (C 2�
� ) :

(4.67)

En remplaçant v par u";I � U";I , nous obtenons

max
t � T

k < ; � � (x) >
�
u";I (x; t) � U";I (x="; t )

�
kL 1 (
 ";R � ) �

Cte
� 2 max

t � T
ku";I (x; t) � U";I (x="; t )kL 1 (C 2�

� )

+
Cte
�

max
t � T

kr u";I (x; t) � r U";I (x="; t )kL 1 (C 2�
� ) ;

avec, d'après le lemme 4.5

8
>><

>>:

max
t � T

ku";I (x; t) � U";I (x="; t )kL 1 (C 2�
� ) � O

" ! 0
(� I +1 );

max
t � T

kr u";I (x; t) � r U";I (x="; t )kL 1 (C 2�
� ) � O

" ! 0
(� I ):

(4.68)

Nous obtenons �nalement

max
t � T

k < ; � � (x) >
�
u";I (x; t) � U";I (x="; t )

�
kL 1 (
 ";R � ) � O

" ! 0
(� I � 1): (4.69)
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4.3.4 Preuve du théorème de consistance 4.5

Les lemmes 4.2, 4.3 et 4.4 vont nous p ermettre de faire la preuve du théorème de consistance

4.5.

Preuve du théorème 4.5. Nous avons

~e";I (x; t) = � � (x) u" (x; t) � ~u" (x; t) (4.70)

+
�
1 � � � (x)

�
U";I (x="; t ) (4.71)

+ < ; � � (x) > u ";I (x; t)+ < ; 1 � � � (x) > U ";I (x="; t ): (4.72)

avec

8
>>>>>><

>>>>>>:

� � (x) u" (x; t) � ~u" (x; t) = 0 ;

max
t � T

k
�
1 � � � (x)

�
U";I (x="; t )kL 1 (
 ";R � ) � O

" ! 0
(� I � 1);

max
t � T

k < ; � � (x) > u ";I (x; t)+ < ; 1 � � � (x) > U ";I (x="; t )kL 1 (
 ";R � ) � O
" ! 0

(� I � 1):

(4.73)

Par inégalité triangulaire nous déduisons

max
t � T

k ~e";I (x; t)kL 1 (
 ";R � ) � O
" ! 0

(� I � 1): (4.74)

Ceci termine la preuve.

4.4 Preuve des théorèmes d'estimation d'erreur

Nous avons maintenant le matériel nécessaire p our p ouvoir démontrer les trois théorèmes énon-

cés en début de chapitre, à savoir les théorèmes 4.1, 4.2 et 4.3. Commençons par le théorème 4.3.

Preuve du théorème 4.3. Le théorème de stabilité 4.4 fournit l'estimation

max
t � T

k~e";I (x; t)kL 2 (
 " ) � C(T)max
t � T

k ~e";I (x; t)kL 1 (
 ";R � ) : (4.75)

Le théorème 4.5 p ermet d'estimer la forme du D'Alemb ertien

max
t � T

k ~e";I (x; t)kL 1 (
 ";R � ) � O
" ! 0

(� I � 1); (4.76)

avec � =
p

" . Ceci termine la preuve.

Passons à la démonstration du théorème 4.1.

Preuve du théorème 4.1. Commençons par une inégalité triangulaire

max
t � T

k~u" (x; t)� u";I (x; t)kL 2 (B c
r ? ) � max

t � T
k~u" (x; t)� u";I + I 0 (x; t)kL 2 (B c

r ? ) +max
t � T

k
I + I 0X

i = I +1

" i ui (x; t)kL 2 (B c
r ? ) ;

(4.77)

avec I 0 > 0. Pour tout r ? > 0, sur B c
r ? , nous sommes en champ lointain car il existe un voisinage

de l'origine qui n'intersecte pas B c
r ? . Par conséquent la solution exacte ~u" coïncide avec la solution

en champ lointain u" . Nous avons

max
t � T

k~u" (x; t) � u";I (x; t)kL 2 (B c
r ? ) � max

t � T
k~e";I + I 0 (x; t)kL 2 (B c

r ? ) + O
" ! 0

(" I +1 ): (4.78)
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Le théorème 4.3 p ermet d'obtenir

max
t � T

k~e";I + I 0 (x; t)kL 2 (B c
r ? ) � max

t � T
k~e";I + I 0 (x; t)kL 2 (
 " ) = O

" ! 0
("

I + I 0
2 � 1

2 ): (4.79)

Nous choisissons alors un I 0 tel que

I + I 0

2
�

1
2

� I + 1 , par exemple prenons I 0 = I + 3 , il suit

O
" ! 0

("
I + I 0

2 � 1
2 ) = O

" ! 0
(" I +1 ): (4.80)

Nous obtenons ainsi le résultat attendu.

En�n démontrons le théorème 4.2.

Preuve du théorème 4.2. La preuve est similaire à celle du théorème 4.1, l'inégalité triangulaire

donne

max
t � T

k~u" (X "; t ) � U";I (X ; t)kL 2 ( bB R ? n bB ) � max
t � T

k~u" (X "; t ) � U";I + I 0 (X ; t)kL 2 ( bB R ? n bB )

+ max
t � T

k
I + I 0X

i = I +1

" i Ui (X ; t)kL 2 ( bB R ? n bB ) ;

avec I 0 > 0. Ici nous sommes en champ pro che, ~u" corresp ond à la solution en champ pro che U" ,

avec le changement de variables nous avons

U" (X ; t) = ~u" ("X ; t): (4.81)

Nous obtenons

max
t � T

k~u" (X "; t ) � U";I (X ; t)kL 2 ( bB R ? n bB ) � max
t � T

k~u" (X "; t ) � ~u";I + I 0 (X "; t )kL 2 ( bB R ? n bB ) + O
" ! 0

(" I +1 ):

(4.82)

Le changement d'échelle donne

max
t � T

k~u" (X "; t ) � ~u";I + I 0 (X "; t )kL 2 ( bB R ? n bB ) = max
t � T

k~u" (x; t) � ~u";I + I 0 (x; t)kL 2 (B "R ? n! " ) : (4.83)

En remarquant que B "R ? n! " � 
 " et avec le théorème 4.3 nous obtenons

max
t � T

k~u" (X "; t ) � ~u";I + I 0 (X "; t )kL 2 ( bB R ? n bB ) � max
t � T

k~u" (x; t) � ~u";I + I 0 (x; t)kL 2 (
 " ) = O
" ! 0

("
I + I 0

2 � 1
2 ):

(4.84)

Nous choisissons alors un I 0 tel que

I + I 0

2
�

1
2

� I + 1 , par exemple prenons I 0 = I + 3 , il suit

O
" ! 0

("
I + I 0

2 � 1
2 ) = O

" ! 0
(" I +1 ): (4.85)

Nous obtenons ainsi le résultat attendu.

Conclusion de la partie I

Ce chapitre termine la partie théorique. Cette conclusion est l'o ccasion de revenir sur les

nouveautés que nous avons app ortées par rapp ort au régime fréquentiel. Nous p ouvons par exemple

se référer à [41], [12] p our un travail où l'ensemble de la démarche est présente.

Les calculs formels menant aux développ ements asymptotiques (l'identi�cation des systèmes

d'équations aux dérivées partielles et les écritures des princip es de raccord, voir l'intro duction),

bien que plus complexes, sont très similaires aux calculs en régime fréquentiel. Toutefois la déri-

vation et la justi�cation des singularités de champ pro che et de champ lointain sont à notre avis
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plus compliqués. C'est la raison p our laquelle les chapitres 1 et 2 représentent la ma jeure partie

de cette thèse.

L'estimation d'erreur globale est basée, comme souvent en analyse asymptotique, sur un argu-

ment de stabilité et consistance. L'argument de stabilité est sp éci�que au temp orel et est lié au fait

que l'équation des ondes conserve l'énergie totale. L'argument de consistance est une adaptation

des preuves en régime fréquentiel. L'estimation des erreurs de raccord dans une norme adaptée est

la partie la plus technique. Les estimations d'erreur lo cale reprennent un argument de rattrapage

d'ordre qui p eut être considéré comme classique en analyse asymptotique.
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Deuxième partie

Outils numériques p our l'analyse

asymptotique
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Intro duction et rep ère

bibliographique de la deuxième

partie

Dans cette partie, nous allons détailler les simulations numériques qui illustrent les résultats

théoriques obtenus dans la partie I. Nous développ ons également dans cette partie des outils

numériques p our le traitement des problèmes de p erturbation singulière et de propagation d'ondes

en domaine temp orel.

Ces simulations ont été réalisées à l'aide de la librairie du pro jet Magique- 3D , dont le développ eur

principal est Julien Diaz. Ce co de de calcul est programmé en Fortran 90 et son noyau numérique

est un co de de Galerkine Discontinue (voir [1], [4], [6] et [25]) sur des maillages tétraèdriques. Ce

choix est particulièrement adapté en général aux géométries complexes et en particulier à notre

problème de p etit obstacle. Toutefois, ces simulations ont nécessité de nombreuses mo di�cations

que j'ai réalisées, notamment au niveau de l'automatisation des maillages, des algorithmes de raf-

�nement lo cal espace-temps et de l'implémentation des métho des asymptotiques prop osées dans

cette thèse.

La principale di�culté numérique se situe au niveau des grands ratios de longueur caractéris-

tiques. A�n de rép ondre à cette problématique, nous avons prop osé trois di�érentes appro ches :

- la première appro che est la résolution directe à l'aide de la métho de Galerkine Discontinue (DG).

Nous détaillerons cette exp érience dans le chapitre 5 principalement dans le but de présenter la

métho de de Galerkine Discontinue, de montrer notre p oint de départ et de construire une solution

de référence ;

- la seconde appro che est la métho de issue des développ ements asymptotiques raccordés que nous

avons présentée de façon théorique dans la partie I, nous décrirons son implémentation numérique

dans le chapitre 6 ;

- la troisième appro che est la métho de des pas de temps lo caux ou métho de de ra�nement espace-

temps. Nous intro duirons cette métho de dans le chapitre 7.
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Chapitre 5

Résolution directe à l'aide de la

métho de de Galerkine Discontinue

Ce chapitre se divise en deux parties. Dans un premier temps, nous allons expliciter l'exp érience

numérique et p ourquoi nous avons choisi de travailler avec la métho de de Galerkine Discontinue

(DG) en section 5.1. Ensuite, dans la section 5.2, nous mettrons en ÷uvre la métho de DG p our

notre problème considéré.

5.1 Contexte d'étude p our la résolution directe

Nous travaillons sur la b oule de rayon r ?
, notée B r ?

B r ? = f x 2 R3 : jx j � r ?g: (5.1)

Dans la simulation numérique, nous prenons r ? = 1 . Ce domaine comp orte un p etit obstacle

sphérique B " de rayon "
B " := f x 2 R3 : jx j � "g: (5.2)

En�n, nous notons 
 " = B r ? n B " le domaine de propagation constitué de B r ?
privé de B " . Nous

avons représenté le domaine sur la �gure 5.1. A�n de mo déliser l'obstacle, nous allons mettre des

bb

B "

b

CLA sphériques

Conditions de Dirichlet

Figure 5.1 � Domaine considéré p our la résolution directe

conditions de Dirichlet sur la frontière de l'obstacle, c'est à dire sur la sphère de rayon " , notée

� " := f x 2 R3 : jx j = "g
~u" (x; t) = 0 ; sur � " � [0; T ]; (5.3)

avec [0; T ] un intervalle de temps �ni, T étant la �n de l'exp érience numérique.
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Remarque 5.1. Lorsque nous implémentons, nous sommes forcés de travail ler sur un interval le

de temps �ni.

A�n de considérer l'extérieur de B r ?
, nous allons mettre des conditions aux limites absorbantes

(CLA) sphériques sur la sphère de rayon r ?
, notée � r ? := f x 2 R3 : jx j = r ?g.

Remarque 5.2. Les conditions aux limites absorbantes d'Engquist et Majda, voir [20 ] et [21 ]

(d'ordre supérieur ou égal à 2) ne sont pas adaptées aux frontières courbes. Lorsqu'el les sont d'or-

dre élevés, el les peuvent être instables lorsque le domaine comporte des coins.

Une idée naturel le consiste à poser cette condition aux limites sur une sphère de rayon r ?
. C'est

cette approche qu'ont développé Bayliss, Gunzburger et Turkel, voir [5 ] et [7 ].

En dimension 3, les conditions de Bayliss et Turkel d'ordre 2 p our une sphère de rayon r ?

s'écrivent sous la forme

@t

c
~u" (x; t) + @r ~u" (x; t) +

~u" (x; t)
r ? = 0 ; sur � r ? � [0; T ]; (5.4)

avec c la vitesse de propagation de l'onde et � r ?
la sphère de rayon r ?

. Rapp elons à présent

l'équation des ondes acoustique

c2�~u" (x; t) � @2
t ~u" (x; t) = f (x; t); sur 
 " � [0; T ]: (5.5)

La vitesse de propagation c est continue dans chaque maille. Dans l'exp érience, la source f est le

pro duit d'un Dirac (en espace) et d'une Gaussienne centrée en � et de longueur caractéristique �
(en temps)

f (x ; t) = � x � x s 
 f g(t); (5.6)

avec xs les co ordonnées de la source et

f g(t) =
1

p
2��

exp
�

�
(t � � )2

2� 2

�
: (5.7)

Nous choisissons xs de telle sorte que

0 =2 supp

�
f (�; t)

�
: (5.8)

Rapp elons que nous notons ~u" la solution du problème sur 
 " . En�n nous prenons des conditions

initiales nulles

~u" (x; 0) = 0 et @t ~u" (x; 0) = 0 sur 
 " : (5.9)

Pour résumer, nous avons alors le problème suivant :

8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

c2�~u" (x; t) � @2
t ~u" (x; t) = f (x; t); sur 
 " � [0; T ];

~u" (x; 0) = 0 et @t ~u" (x; 0) = 0 sur 
 " ;

~u" (x; t) = 0 ; sur � " � [0; T ];

@t

c
~u" (x; t) + @r ~u" (x; t) +

~u" (x; t)
r ? = 0 ; sur � r ? � [0; T ]:

(5.10)

Ce problème admet une solution unique ~u" 2 C1
�
(
 " n f xsg) � [0; T ]

�
.

Remarque 5.3. Nous avons considéré une source ponctuel le singulière bien qu'el le ne soit pas

C1
�

 " � [0; T ]

�
. En e�et, c'est une con�guration très fréquente dans la pratique et el le est de

ce point de vue plus intéressante qu'une source régulière. Les simulations numériques réalisées au

sein de l'équipe Magique-3D n'ont pas révélé de problème numérique. Toutefois, ceci ne repose pas

actuel lement sur une théorie rigoureuse.
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5.1.1 Pourquoi appliquer une approximation de Galerkine Discontinue ?

La métho de de Galerkine

1

Discontinue (DG) a été initialement intro duite par Reed and Hill

en 1973, voir [34], comme technique de résolution des problèmes hyp erb oliques de transp ort des

neutrons. Cette technique, devenant de plus en plus p opulaire, p ermet désormais de résoudre la

plupart des équations aux dérivées partielles.

La métho de de Galerkine Discontinue (DG) est souvent assimilée à une métho de hybride ou

mixte, car elle combine à la fois les caractéristiques de la métho de des éléments �nis (FEM) et

des volumes �nis (FVM). En e�et, la solution est représentée dans chaque élément comme étant

une approximation p olynomiale (comme dans les FEM) et les interactions au niveau des inter-

faces (arêtes communes en 2D, faces communes en 3D), sont calculées à l'aide de �ux numériques

(comme dans FVM). Théoriquement, les solutions p euvent être obtenues avec un ordre arbitraire-

ment élevé.

De plus, la métho de DG p ermet la formation de schémas numériques compacts. Ceci est dû au

fait que la représentation de la solution dans chaque élément est indép endante de la solution des

autres cellules (asp ect lo cal). Ceci améliore grandement la robustesse et la précision de n'imp orte

quelle implémentation de conditions de b ord mais p ermet aussi la parallélisation du co de de calcul.

En plus de ces caractéristiques, la métho de DG est extrêmement �exible :

- elle p eut manipuler une grande variété d'éléments et de maillages,

- elle p ermet l'utilisation de techniques adaptatives de typ e hp (éléments de taille variable (h) et

de degrés di�érents (p) ).

5.2 Mise en ÷uvre de la métho de de Galerkine Discontinue

5.2.1 Notations

Nous considérons des maillages comp osés de tétraèdres. Nous notons NTh le nombre d'éléments

du maillage et Th le maillage asso cié au domaine 
 " . En�n, nous notons Vh l'espace d'approxima-

tion

Vh =
�

v 2 L 2(
 " ); vjK 2 P p(K ); 8K 2 Th
	

(5.11)

où Pp(K ) est l'espace des p olynômes de degré inférieur ou égal à p. Nous notons :

� F i l'ensemble des faces internes, c'est-à-dire les faces appartenant à deux éléments du maillage

(que nous noterons arbitrairement K +
et K �

), voir la �gure 5.2,

� Fb l'ensemble des faces frontières, c'est-à-dire les faces appartenant à un seul élément du

maillage,

� n�
les vecteurs normaux à K �

, orientés vers l'extérieur de K �
,

� ' �
les traces d'une fonction ' sur K �

.

Remarque 5.4. Nous avons fait la �gure 5.2 en 2D pour avoir une idée mais nous sommes en

3D, donc les faces sont des triangles et les éléments du mail lage sont des tétraèdres.

5.2.2 Discrétisation en espace

Construisons le problème appro ché à partir du problème que nous avons détaillé en (5.10).

Multiplions l'équation des ondes par une fonction continue par maille v et intégrons sur K un

élément du maillage. Nous supp osons ici que la solution est régulière a�n de p ouvoir e�ectuer des

intégrations par partie et p ouvoir dé�nir ces traces de Dirichlet et de Neumann (p our les traces

1 . En Français, les noms russes qui �nissent en -in s'écrivent -ine p our resp ecter la phonétique. Galerkine est la

version française de � A � EP KNH .
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K +

K �

n+n�

F i

Figure 5.2 � Schéma de deux éléments du maillage

~u" doit être au minimum C1
en espace). Nous obtenons

Z

K
c2�~u" (x; t)v(x; t)dx �

Z

K
@2

t ~u" (x; t)v(x; t)dx =
Z

K
f (x ; t)v(x; t)dx: (5.12)

Dans la suite, nous omettrons dx p our alléger les expressions. Avec la formule de Green, nous

p ouvons mo di�er le premier terme de la façon suivante

Z

K
c2�~u" (x; t)v(x; t) = �

Z

K
c2r ~u" (x; t)r v(x; t) +

Z

� K

c2(r ~u" (x; t):n)v(x; t) (5.13)

où � K est la frontière de l'élément K . Nous sommons ensuite sur tous les éléments du maillage et

nous obtenons

�
X

K 2T h

Z

K
c2r ~u" (x; t)r v(x; t) �

X

K 2T h

Z

K
@2

t ~u" (x; t)v(x; t) +
X

K 2T h

Z

� K

c2(r ~u" (x; t):n)v(x; t)

=
X

K 2T h

Z

K
f (x ; t)v(x; t);

avec

X

K 2T h

Z

� K

c2(r ~u" (x; t):n)v(x; t) =
X

F 2F b

Z

F
c2(r ~u" (x; t):n)v(x; t)+

X

F 2F i

Z

F
c2

h
(r ~u+

" (x; t):n+ )v+ (x; t)+

(r ~u�
" (x; t):n� )v� (x; t)

i
. Il suit

�
X

K 2T h

Z

K
c2r ~u" (x; t)r v(x; t) �

X

K 2T h

Z

K
@2

t ~u" (x; t)v(x; t) +
X

F 2F b

Z

F
c2(r ~u" (x; t):n)v(x; t)

+
X

F 2F i

Z

F
c2�

(r ~u+
" (x; t):n+ )v+ (x; t) + ( r ~u�

" (x; t):n� )v� (x; t)
�

=
X

K 2T h

Z

K
f (x ; t)v(x; t):

(5.14)

Nous allons détailler au fur et à mesure les termes de (5.14).

La somme sur les faces internes

X

F 2F i

Z

F
c2�

(r ~u+
" (x; t):n+ )v+ (x; t) + ( r ~u�

" (x; t):n� )v� (x; t)
�
: (5.15)

Dé�nissons le saut et la moyenne d'une fonction et d'un vecteur.
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Dé�nition 5.1 (Dé�nition du saut et de la moyenne) . Pour F 2 F i , nous notons [[' ]] le saut de

la fonction ' à travers la face F et ff ' gg la moyenne de ' sur la face F

[[' ]] := ' + n+ + ' � n� ;

ff ' gg :=
1
2

�
' + + ' � �

:

Pour F 2 F b , nous notons [[' ]] := 'n et ff ' gg := ' .

De la même façon, pour F 2 F i , nous notons [[q]] le saut d'un vecteur q à travers la face F et

ff qgg la moyenne de q sur la face F

[[q]] := q+ � n+ + q� � n� ;

ff qgg :=
1
2

�
q+ + q� �

:

Pour F 2 F b , nous notons [[q]] := q � n et ff qgg := q.

Remarque 5.5. La moyenne d'un scalaire, respectivement d'un vecteur, est un scalaire, respec-

tivement un vecteur. Par contre, le saut d'un scalaire, respectivement d'un vecteur, est un vecteur,

respectivement un scalaire. Remarquons que cette dé�nition reste valable en intervertissant K +
et

K �
.

Nous allons également utiliser les propriétés suivantes

Propriété 5.1. Soient ' et  deux fonctions continues par mail le, nous avons à travers la face

F 2 F i la relation suivante

[[' ]] = [[ ' ]] ff  gg+ [[  ]] ff ' gg: (5.16)

Preuve. D'après la dé�nition 5.1 nous avons p our F 2 F i

[[' ]] ff  gg+ [[  ]] ff ' gg =
1
2

�
' + n+ + ' � n� � �

 + +  � �
+

1
2

�
 + n+ +  � n� � �

' + + ' � �
:

(5.17)

Comme n+ = � n�
, il suit

[[' ]] ff  gg+ [[  ]] ff ' gg = ( ' +  + � ' �  � )n+ = [[ ' ]] : (5.18)

Propriété 5.2. Soit ' une fonction scalaire continue par mail le et q une fonction vectoriel le.

Nous avons à travers la face F 2 F i la relation suivante

[[q' ]] = [[ q]] ff ' gg+ [[ ' ]] � ff qgg: (5.19)

Preuve. La preuve est semblable à celle de la propriété 5.1.

Appliquons la dé�nition 5.1 du saut à l'équation (5.15), nous obtenons

X

F 2F i

Z

F
c2�

(r ~u+
" (x; t) � n+ )v+ (x; t) + ( r ~u�

" (x; t) � n� )v� (x; t)
�

=
X

F 2F i

Z

F
c2 [[r ~u" (x; t)v(x; t)]] :

La propriété 5.2 nous donne

[[r ~u" (x; t)v(x; t)]] = [[ r ~u" (x; t)]] ff v(x; t)gg+ [[ v(x; t)]] � ffr ~u" (x; t)gg: (5.20)

Nous voulons faire apparaître une symétrie, p our cela nous allons utiliser des propriétés de l'équa-

tion des ondes.

Propriété 5.3. Si ~u" est solution de l'équation des ondes alors
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1. [[~u" (x; t)]] = 0 ,

2. [[r ~u" (x; t)]] = 0 .

En e�et, nous savons que l'onde ~u" est continue dans 
 " et r ~u" est continue à travers les

interfaces, a�n d'assurer la transmission du �ux entre les deux mailles. Nous allons utiliser ces

propriétés p our la formulation variationnelle. La propriété 5.3 et l'équation (5.20) donnent

[[r ~u" (x; t)v(x; t)]] = [[ v(x; t)]] � ffr ~u" (x; t)gg: (5.21)

Nous a joutons ensuite un terme nul p our obtenir une symétrie

[[r ~u" (x; t)v(x; t)]] = [[ v(x; t)]] � ffr ~u" (x; t)gg+ [[~u" (x; t)]] � ffr v(x; t)gg: (5.22)

En�n, nous ra joutons un terme p ositif p our la co ercivité

X

F 2F i

Z

F
c2 [[~u" (x; t)]] � [[v(x; t)]] = 0 ; (5.23)

où  est un terme qui p énalise les sauts de ~u" et v sur les faces de Th . Il est dé�ni sur chaque face

du maillage par :  :=
�
h

, où h désigne le pas de discrétisation (c'est-à-dire le diamètre du plus

p etit cercle inscrit de K 2 Th ) et � dép end de l'ordre de discrétisation ( Pp ). Nous obtenons alors

X

F 2F i

Z

F
c2 [[(r ~u" (x; t):n)v(x; t)]] =

X

F 2F i

Z

F
c2 ([[v(x; t)]] � ffr ~u" (x; t)gg+ [[~u" (x; t)]] � ffr v(x; t)gg)

+
X

F 2F i

Z

F
c2 [[~u" (x; t)]] � [[v(x; t)]] :

(5.24)

La somme sur les termes de b ord

Nous allons maintenant nous intéresser au terme de b ord. La frontière du domaine 
 " est com-

p osée de deux sphères centrées en l'origine � " et � r ?
sur lesquelles nous avons soit des conditions

de Dirichlet, soit des conditions aux limites absorbantes sphériques. Il suit

X

F 2F b

Z

F
c2(r ~u" (x; t):n)v(x; t) =

X

F 2F b \ � r ?

Z

F
c2(r ~u" (x; t):n)v(x; t)+

X

F 2F b \ � "

Z

F
c2(r ~u" (x; t):n)v(x; t):

(5.25)

La somme sur les faces avec des CLA sphériques

X

F 2F b \ � r ?

Z

F
c2(r ~u" (x; t):n)v(x; t): (5.26)

Rapp elons que nous considérons la condition absorbante suivante

@t

c
~u" (x; t) + @r ~u" (x; t) +

~u" (x; t)
r ? = 0 ; (5.27)

voir le problème considéré (5.10).

Remarque 5.6. Puisque nous sommes sur une sphère, nous avons

r ~u" (x; t) � n = @r ~u" (x; t): (5.28)
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Les égalités (5.27) et (5.28) donnent

r ~u" (x; t):n = �
@t

c
~u" (x; t) �

~u" (x; t)
r ? : (5.29)

Il suit

X

F 2F b \ � r ?

Z

F
c2(r ~u" (x; t):n)v(x; t) = �

X

F 2F b \ � r ?

Z

F
c2� @t

c
~u" (x; t) +

~u" (x; t)
r ?

�
v(x; t): (5.30)

La somme sur les faces avec des conditions de Dirichlet

Rapp elons le terme de (5.14) faisant intervenir les conditions de Dirichlet

X

F 2F b \ � "

Z

F
c2�

r ~u" (x; t):n
�
v(x; t): (5.31)

En adoptant le même raisonnement qu'avec la somme sur les faces internes, nous obtenons

X

F 2F b \ � "

Z

F
c2�

r ~u" (x; t):n
�
v(x; t) =

X

F 2F b \ � "

Z

F
c2 ffr ~u" (x; t)gg � [[v(x; t)]] : (5.32)

Nous devons ensuite symétriser en a joutant un terme nul

X

F 2F b \ � "

Z

F
c2 ffr v(x; t)gg � [[~u" (x; t)]] = 0 ; (5.33)

et le terme de co ercivité

X

F 2F b \ � "

Z

F
c2 [[~u" (x; t)]] � [[v(x; t)]] = 0 : (5.34)

Nous obtenons �nalement

X

F 2F b \ � "

Z

F
c2�

r ~u" (x; t):n
�
v(x; t) =

X

F 2F b \ � "

Z

F
c2

�
[[v(x; t)]] � ffr ~u" (x; t)gg+ ffr v(x; t)gg � [[~u" (x; t)]]

�

+
X

F 2F b \ � "

Z

F
c2 [[~u" (x; t)]] � [[v(x; t)]] :

(5.35)

En injectant ( 5:24), ( 5:30) et ( 5:35) dans l'équation bilan (5:14), nous obtenons

�
X

K 2T h

Z

K
c2r ~u" (x; t)r v(x; t) �

X

K 2T h

Z

K
@2

t ~u" (x; t)v(x; t) �
X

F 2F b \ � r ?

Z

F
c2� @t

c
~u" (x; t) +

~u" (x; t)
r ?

�
v(x; t)

+
X

F 2F b \ � "

Z

F
c2

�
[[v(x; t)]] � ffr ~u" (x; t)gg+ ffr v(x; t)gg � [[~u" (x; t)]] +  [[~u" (x; t)]] � [[v(x; t)]]

�

+
X

F 2F i

Z

F
c2

�
[[v(x; t)]] � ffr ~u" (x; t)gg+ [[~u" (x; t)]] � ffr v(x; t)gg+  [[~u" (x; t)]] � [[v(x; t)]]

�

=
X

K 2T h

Z

K
f (x ; t)v(x; t):

(5.36)

Nous avons construit le problème semi-discrétisé de ( 5:10). Nous cherchons ~u" : [0; T ] � Vh ! R
tel que 8v 2 Vh et 8t 2 [0; T ]

8
>><

>>:

� @2
t (~u" ; v) � c @t bh (~u" ; v) � c2 ah (~u" ; v) = ( f; v );

~u" (x; 0) = 0 et @t ~u" (x; 0) = 0 ;
(5.37)
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où (�; �) désigne le pro duit scalaire sur L 2

(~u" ; v) :=
X

K 2T h

Z

K
~u" (x; t)v(x; t): (5.38)

Sur Vh � Vh , bh désigne la forme bilinéaire telle que

bh (~u" ; v) :=
X

F 2F b \ � r ?

Z

F
~u" (x; t)v(x; t): (5.39)

En�n ah désigne la forme bilinéaire symétrique sur Vh � Vh telle que

ah (~u" ; v) :=
X

K 2T h

Z

K
r ~u" (x; t)r v(x; t) +

X

F 2F b \ � r ?

Z

F

~u" (x; t)
r ? v(x; t)

�
X

F 2F b \ � "

Z

F

�
[[v(x; t)]] � ffr ~u" (x; t)gg+ ffr v(x; t)gg � [[~u" (x; t)]] +  [[~u" (x; t)]] � [[v(x; t)]]

�

�
X

F 2F i

Z

F

�
[[v(x; t)]] � ffr ~u" (x; t)gg+ [[~u" (x; t)]] � ffr v(x; t)gg+  [[~u" (x; t)]] � [[v(x; t)]]

�
:

(5.40)

Nous obtenons alors le système linéaire suivant

M
d2

dt2 Uh + c B
d
dt

Uh + c2 KUh = �F ; (5.41)

où Uh est le vecteur de comp osantes uh;i , M est la matrice de masse ( diagonale par blo c ), B est

la matrice absorbante ( nulle partout sauf p our des éléments absorbants ), K est la matrice

de rigidité ( symétrique ) et F est le vecteur source.

5.2.3 Préliminaires à la construction des matrices M , K et B

Dé�nitions et notations

Pour le maillage, en 3D, nous ne considérerons que des tétraèdres.

Dé�nition 5.2 (Tétraèdre et face de référence) . En 3D, nous appelons élément de référence K̂
le tétraèdre de sommets Ŝ1(0; 0; 0), Ŝ2(1; 0; 0), Ŝ3(0; 1; 0), Ŝ4(0; 0; 1) et la face de référence, notée

F̂ , le triangle Ŝ1Ŝ2Ŝ3 , voir la �gure 5.3.

b
b

b

Ŝ1 Ŝ2

Ŝ3

F̂
b

Ŝ4

Ŝ3

Ŝ2

Ŝ1

ŷ

ẑ

x̂

ŷ

x̂

K̂

Figure 5.3 � La face et le tétraèdre de référence

Remarque 5.7. En 1D, l'élément de référence est le segment [0; 1] et en 2D c'est le triangle de

sommets Ŝ1(0; 0), Ŝ2(1; 0), Ŝ3(0; 1).
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Dé�nition 5.3. Il existe, pour tout élément K , une fonction a�ne FK qui transforme un point

x̂ de K̂ de coordonnées ( x̂ , ŷ , ẑ ) en un point de l'élément K

FK (x̂; ŷ; ẑ) =

2

6
6
6
6
6
6
4

x1

y1

z1

3

7
7
7
7
7
7
5

+

2

6
6
6
6
6
6
4

x2 � x1 x3 � x1 x4 � x1

y2 � y1 y3 � y1 y4 � y1

z2 � z1 z3 � z1 z4 � z1

3

7
7
7
7
7
7
5

2

6
6
6
6
6
6
4

x̂

ŷ

ẑ

3

7
7
7
7
7
7
5

; (5.42)

où ( x i , yi , zi ) sont les coordonnées du sommet Si de l'élément K , voir la �gure 5.4. Cette appli-

cation peut s'écrire sous la forme matriciel le

FK (x̂ ) = AK x̂ + bK ;

avec son jacobien qui véri�e

JFK = AK et jJFK j = jdet(AK )j: (5.43)

b

Ŝ4

Ŝ3

Ŝ2

Ŝ1

x̂

ŷ

ẑ S3

S4

S1

S2

FK

Figure 5.4 � La fonction a�ne FK

Remarque 5.8. A titre d'exemple, nous pouvons véri�er que les coordonnées des sommets Si

véri�ent

(x i ; yi ; zi ) = FK (x̂ i ; ŷi ; ẑi ); (5.44)

avec (x̂ i ; ŷi ; ẑi ) les coordonnées des sommets Ŝi du tétraèdre de référence K̂ .

Remarque 5.9. Il lustrons également FK dans le cas 1D et 2D avec la �gure 5.5.

En ce qui concerne les degrés de lib erté du maillage p our des éléments �nis de typ e Pp , nous

dé�nissons les degrés de lib erté sur l'élément de référence.

Dé�nition 5.4. En dimension 3, les degrés de liberté de l'élément �ni de Lagrange P̂p sont les

points de coordonnées

(x̂ i ; ŷj ; ẑ` ) =
�

i � 1
p

;
j � 1

p
;

` � 1
p

�
; x̂ i + ŷj + ẑ` � 1; i; j; ` = 1 ; � � � ; p + 1 ; (5.45)

voir �gure 5.6. Pour un élément K , ses degrés de liberté sont les images par FK des degrés de

liberté de K̂ , nous avons

PK
p = FK (P̂p): (5.46)
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0 1K̂ x̂

x1 x2K

FK

Ŝ1 Ŝ2

Ŝ3

K̂

x̂

ŷ

S1

S2

S3

K

FK

Figure 5.5 � La fonction a�ne FK en 1D et en 2D

b

b

bb

b

b

bb

b

b

b

b

b

b

Ŝ1 Ŝ2

Ŝ3

Ŝ4

Ŝ1 Ŝ5 Ŝ2

Ŝ6

Ŝ3

Ŝ7
Ŝ8

Ŝ10

Ŝ4

Ŝ9

Figure 5.6 � Degrés de lib erté du tétraèdre de référence ( P1 à droite et P2 à gauche)

Construction de l'espace d'approximation Vh

Nous allons construire une base de l'espace Vh , constituée de fonctions continues sur 
 " .

Dé�nition 5.5. Soit Vh un sous-espace vectoriel de H 1(
 " ) . Nous utilisons des éléments �nis de

type Pp
et nous considérons des fonctions polynomiales de degrés � p pour chaque élément a�n

de dé�nir Vh

Vh =
�

v 2 L 2(
 " ); vjK 2 P p(K ); 8K 2 Th
	

: (5.47)

Les fonctions de Lagrange (� K
i ) i =1 ;N p de l'élément K 2 Th véri�ent

8
>><

>>:

� K
i (Pj ) = � ij ; 8i; j = 1 : : : Np;

� K
i jK 0 = 0 ; 8K 6= K 0;

(5.48)

où Np est le nombre de degrés de lib erté d'un élément K et Pj sont les co ordonnées des degrés de

lib erté de K . L'espace Vh est de dimension NPh ( NPh est le nombre de degrés de lib erté asso ciés

au maillage Th ) et toute fonction v de Vh véri�e

vjK (x) =
N pX

i =1

v(Pi )� K
i (x): (5.49)

Remarque 5.10. Les valeurs ponctuel les de v dans cette base coïncident avec ses degrés de liberté.
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Remarque 5.11. Le support de la fonction � i est uniquement constitué des éléments contenant

le point Pi , voir la �gure 5.7. Autrement dit, les seules fonctions de base non nul les sur

un élément K sont les fonctions associées aux degrés de liberté de l'élément K . Cette

propriété nous permet de dé�nir les fonctions de base élément par élément à partir de fonctions

de base �̂ i dé�nies sur l'élément de référence K̂ .

Dé�nition 5.6. Les fonctions de base �̂ i sont dé�nies par :

8
>><

>>:

�̂ i (P̂j ) = � ij ; 8i; j = 1 : : : Np;

�̂ i jK 2 P p(K ); 8i = 1 : : : Np;
(5.50)

où Np est le nombre de degrés de liberté de K̂ .

b b

Pi Pi +1

� 2i � 1 � 2i

b
1

Pi

b

Figure 5.7 � La fonction � i et son supp ort en 1D et 2D

Les fonctions de base � K
i sont alors également dé�nies à l'aide des fonctions FK par

8
>><

>>:

� K
i = �̂ i � F � 1

K ; 8i = 1 : : : Np;

� K
i jK 0 = 0 si K 6= K 0:

(5.51)

Les fonctions de base P1 en 3D Explicitons les fonctions de base P1 . En P1 , nous avons

Np = 4 , voir la dé�nition 5.4 et la �gure 5.6. Nous déduisons de la dé�nition 5.6 que nous avons

4 fonctions de base en P1 données par

�̂ 1(x̂; ŷ; ẑ) = 1 � x̂ � ŷ � ẑ;

�̂ 2(x̂; ŷ; ẑ) = x̂;

�̂ 3(x̂; ŷ; ẑ) = ŷ;

�̂ 4(x̂; ŷ; ẑ) = ẑ:

Les fonctions de base P2 en 3D Explicitons les fonctions de base P2 . En P2 , nous avons

Np = 10 , voir la dé�nition 5.4 et la �gure 5.6. Nous déduisons de la dé�nition 5.6 que nous avons
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10 fonctions de base en P2 données par

�̂ 1(x̂; ŷ; ẑ) = 2(1 � x̂ � ŷ � ẑ)(
1
2

� x̂ � ŷ � ẑ); �̂ 6(x̂; ŷ; ẑ) = 4 x̂ŷ;

�̂ 2(x̂; ŷ; ẑ) = 2 x̂(x̂ �
1
2

); �̂ 7(x̂; ŷ; ẑ) = 4 ŷ(1 � x̂ � ŷ � ẑ);

�̂ 3(x̂; ŷ; ẑ) = 2 ŷ(ŷ �
1
2

); �̂ 8(x̂; ŷ; ẑ) = 4 ẑ(1 � x̂ � ŷ � ẑ);

�̂ 4(x̂; ŷ; ẑ) = 2 ẑ(ẑ �
1
2

); �̂ 9(x̂; ŷ; ẑ) = 4 x̂ẑ;

�̂ 5(x̂; ŷ; ẑ) = 4 x̂(1 � x̂ � ŷ � ẑ); �̂ 10(x̂; ŷ; ẑ) = 4 ŷẑ:

Les fonctions de base P3 en 3D Explicitons les fonctions de base P3 . En P3 , nous avons

Np = 20 , voir la dé�nition 5.4. Nous déduisons de la dé�nition 5.6 que nous avons 20 fonctions de

base en P3 données par

�̂ 1(x̂ ) =
9
2

(1 � x̂ � ŷ � ẑ)(
2
3

� x̂ � ŷ � ẑ)(
1
3

� x̂ � ŷ � ẑ); �̂ 2(x̂ ) =
9
2

x̂(x̂ �
1
3

)( x̂ �
2
3

);

�̂ 3(x̂ ) =
9
2

ŷ(ŷ �
1
3

)( ŷ �
2
3

); �̂ 4(x̂ ) =
9
2

ẑ(ẑ �
1
3

)( ẑ �
2
3

);

�̂ 5(x̂ ) =
27
2

x̂(1 � x̂ � ŷ � ẑ)(
2
3

� x̂ � ŷ � ẑ); �̂ 6(x̂ ) =
27
2

x̂(1 � x̂ � ŷ � ẑ)( x̂ �
1
3

);

�̂ 7(x̂ ) =
27
2

x̂(x̂ �
1
3

)ŷ; �̂ 8(x̂ ) =
27
2

x̂ŷ(ŷ �
1
3

);

�̂ 9(x̂ ) =
27
2

ŷ(ŷ �
1
3

)(1 � x̂ � ŷ � ẑ); �̂ 10(x̂ ) =
27
2

ŷ(1 � x̂ � ŷ � ẑ)(
2
3

� x̂ � ŷ � ẑ);

�̂ 11(x̂ ) =
27
2

ẑ(
2
3

� x̂ � ŷ � ẑ)(1 � x̂ � ŷ � ẑ); �̂ 12(x̂ ) =
27
2

ẑ(1 � x̂ � ŷ � ẑ)( ẑ �
1
3

);

�̂ 13(x̂ ) =
27
2

x̂ẑ(x̂ �
1
3

); �̂ 14(x̂ ) =
27
2

x̂ẑ(ẑ �
1
3

);

�̂ 15(x̂ ) =
27
2

ŷẑ(ŷ �
1
3

); �̂ 16(x̂ ) =
27
2

ŷẑ(ẑ �
1
3

);

�̂ 17(x̂ ) = 27 x̂ŷẑ; �̂ 18(x̂ ) = 27 ŷẑ(1 � x̂ � ŷ � ẑ);

�̂ 19(x̂ ) = 27 x̂ẑ(1 � x̂ � ŷ � ẑ); �̂ 20(x̂ ) = 27 x̂ŷ(1 � x̂ � ŷ � ẑ):

Remarque 5.12. Nous il lustrons uniquement en 1D les fonctions de base avec la �gure 5.8.

1 2

�̂ 1 �̂ 2

b b b

1 23

�̂ 1 �̂ 3
�̂ 2

1 23 4
b b b b

�̂ 1 �̂ 2

�̂ 3 �̂ 4

Figure 5.8 � Fonctions de base �̂ i en P1 , P2 et P3 en 1D

Passons maintenant au calcul des di�érentes matrices du schéma.
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5.2.4 Calcul de la matrice de masse M

La matrice de masse M est diagonale par blo cs

M =

0

B
B
B
B
B
B
@

M 1

.

.

.

M NT h

1

C
C
C
C
C
C
A

; (5.52)

où chacun des blo cs M k
est carré de taille Np

M K
i;j =

Z

K
� K

i (x)� K
j (x): (5.53)

De plus, en utilisant les éléments de référence présentés plus haut et en e�ectuant le changement

de variables x = FK (x̂ ) , nous obtenons

Z

K
� K

i (x)� K
j (x)dx =

Z

K̂
� K

i

�
FK (x̂ )

�
� K

j

�
FK (x̂ )

�
j det JFK (x̂ )jdx̂ : (5.54)

D'après la relation (5.51) entre les fonctions de bases sur l'élément K et K̂ , nous avons

M K
i;j = j det AK j

Z

K̂
�̂ i (x̂ )�̂ j (x̂ )dx̂ : (5.55)

Remarque 5.13. Les blocs de la matrice de masse M sont proportionnels entre eux. C'est pratique

pour le calcul car nous aurons qu'un seul bloc à inverser.

5.2.5 Calcul de la matrice de raideur K

Passons maintenant au calcul de la matrice de raideur K . Nous supp oserons ici que la célérité

est constante par maille.

La matrice de raideur n'est pas diagonale par blo c, c'est p ourquoi nous intro duisons une notation

globale des fonctions de base

� i (x) = � K
I (x); (5.56)

avec i = kNp + I et k la numérotation du tétraèdre K ( 1 � k � NTh ).

Remarque 5.14. Nous utiliserons maintenant les indices i et j pour la notation globale, c'est à

dire que i et j sont compris entre 1 et NPh . Pour la notation locale nous utiliserons I et J qui

eux sont entre 1 et Np . Plus précisément, nous avons les relations suivantes

8
>><

>>:

i = kNp + I;

j = kNp + J:
(5.57)

Il suit

K =
�
K i;j

�
1� i;j � NP h

; (5.58)

avec

K i;j = ah (� i ; � j ): (5.59)
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Reprenons maintenant la dé�nition (5.40) et explicitons ah (� i ; � j )

ah (� i ; � j ) =
X

K 2T h

Z

K
c2r � i (x) � r � j (x) +

X

F 2F b \ � r ?

Z

F

� i (x)
r ? � j (x)

�
X

F 2F b \ � "

Z

F

�
[[� j (x)]] � ffr � i (x)gg+ ffr � j (x)gg � [[� i (x)]] +  [[� i (x)]] � [[� j (x)]]

�

�
X

F 2F i

Z

F

�
[[� j (x)]] � ffr � i (x)gg+ [[� i (x)]] � ffr � j (x)gg+  [[� i (x)]] � [[� j (x)]]

�
:

(5.60)

Pour plus de clarté, intro duisons les notations suivantes

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(K 1) i;j =
X

K 2T h

Z

K
c2r � i (x) � r � j (x);

(K 2) i;j =
X

F 2F i

Z

F
[[� j (x)]] � ffr � i (x)gg+ [[� i (x)]] � ffr � j (x)gg;

(K 3) i;j =
X

F 2F b \ � "

Z

F
[[� j (x)]] � ffr � i (x)gg+ ffr � j (x)gg � [[� i (x)]] ;

(K 4) i;j =
X

F 2F i

Z

F
 [[� i (x)]] � [[� j (x)]] ;

(K 5) i;j =
X

F 2F b \ � "

Z

F
 [[� i (x)]] � [[� j (x)]] ;

(K 6) i;j =
X

F 2F b \ � r ?

Z

F

� i (x)
r ? � j (x):

(5.61)

Nous avons alors

K i;j = ah (� i ; � j ) = ( K 1) i;j + ( K 6) i;j �
�
(K 2) i;j + ( K 3) i;j + ( K 4) i;j + ( K 5) i;j

�
: (5.62)

Nous allons calculer chacune de ces sommes d'intégrales.

Calcul de (K 1) i;j

En utilisant le fait que

� i jK (x) = �̂ I � F � 1
K (x) et � j jK (x) = �̂ J � F � 1

K (x); (5.63)

nous en déduisons

r � i jK (x) = ( J � 1
FK

)T r �̂ I � F � 1
K (x) et r � j jK (x) = ( J � 1

FK
)T r �̂ J � F � 1

K (x): (5.64)

Or (J � 1
FK

)T = ( A � 1
K )T

et p our simpli�er nous notons A � T
K := ( A � 1

K )T
. Il suit en notant cK la

célérité de l'onde sur la maille K
Z

K
c2

K r � i (x):r � j (x)dx = c2
K

Z

K
(r � i (x))T r � j (x)dx

= c2
K

Z

K
(A � T

K r �̂ I � F � 1
K (x))T A � T

K r �̂ J � F � 1
K (x)dx:

En p osant x̂ = F � 1
K (x) , il suit

Z

K
c2

K r � i (x):r � j (x)dx = jdet AK jc2
K

Z

K̂
r �̂ I (x̂ )T A � 1

K A � T
K r �̂ J (x̂ )dx̂ : (5.65)
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Nous p ouvons noter que nous avons dans l'intégrale sur l'élément de référence le terme A � 1
K A � T

K
qui dép end de K . Posons CK = A � 1

K A � T
K , CK

est une matrice symétrique de dimension 3 � 3
déterminée par les co e�cients CK

11 , CK
12 , CK

13 , CK
22 , CK

23 et CK
33 . Nous véri�ons assez facilement en

3D que

r �̂ T
I (x̂ )A � 1

K A � T
K r �̂ J (x̂ ) = CK

11

�
@̂x �̂ I (x̂ )@̂x �̂ J (x̂ )

�
+ CK

12

�
@̂y �̂ I (x̂ )@̂x �̂ J (x̂ ) + @̂x �̂ I (x̂ )@̂y �̂ J (x̂ )

�

+ CK
13

�
@̂z �̂ I (x̂ )@̂x �̂ J (x̂ ) + @̂x �̂ I (x̂ )@̂z �̂ J (x̂ )

�
+ CK

22

�
@̂y �̂ I (x̂ )@̂y �̂ J (x̂ )

�

+ CK
23

�
@̂z �̂ I (x̂ )@̂y �̂ J (x̂ ) + @̂y �̂ I (x̂ )@̂z �̂ J (x̂ )

�
+ CK

33

�
@̂z �̂ I (x̂ )@̂z �̂ J (x̂ )

�
:

(5.66)

Nous obtenons

(K 1) i;j =
X

K 2T h

jdet AK jc2
K

h
CK

11

� Z

K̂
@̂x �̂ I (x̂ )@̂x �̂ J (x̂ )

�
+ CK

12

� Z

K̂
@̂y �̂ I (x̂ )@̂x �̂ J (x̂ )

+ @̂x �̂ I (x̂ )@̂y �̂ J (x̂ )
�

+ CK
13

� Z

K̂
@̂z �̂ I (x̂ )@̂x �̂ J (x̂ ) + @̂x �̂ I (x̂ )@̂z �̂ J (x̂ )

�

+ CK
22

� Z

K̂
@̂y �̂ I (x̂ )@̂y �̂ J (x̂ )

�
+ CK

23

� Z

K̂
@̂z �̂ I (x̂ )@̂y �̂ J (x̂ ) + @̂y �̂ I (x̂ )@̂z �̂ J (x̂ )

�

+ CK
33

� Z

K̂
@̂z �̂ I (x̂ )@̂z �̂ J (x̂ )

�i
:

(5.67)

Nous avons p our le premier terme de K ij des intégrales lo cales qui dép endent uniquement de

l'élément de référence. Passons maintenant aux intégrales combinant saut et moyenne.

Calcul de (K 2) i;j

Pour les faces internes, nous utilisons la dé�nition 5.1 du saut et de la moyenne et nous obtenons

Z

F
[[� i (x)]] � ffr � j (x)gg+ ffr � i (x)gg � [[� j (x)]] =

1
2

Z

F

��
� +

i (x)n+ + � �
i (x)n� �

�
�
r � +

j (x) + r � �
j (x)

�

+
�
� +

j (x)n+ + � �
j (x):n� �

�
�
r � +

i (x) + r � �
i (x)

��
:

(5.68)

En développant il suit

Z

F
[[� i (x)]] � ffr � j (x)gg+ ffr � i (x)gg � [[� j (x)]] =

1
2

Z

F

�
� +

i (x)n+ :r � +
j (x) + � +

i (x)n+ :r � �
j (x)

+ � �
i (x)n� :r � �

j (x) + � �
i (x)n� :r � +

j (x) + � +
j (x)n+ :r � +

i (x) + � +
j (x)n+ :r � �

i (x)

+ � �
j (x)n� :r � �

i (x) + � �
j (x)n� :r � +

i (x)
�

:

(5.69)

Remarque 5.15. Cette intégrale est calculée en deux temps, les termes en rouge sont calculés

quand nous sommes sur l'élément K +
, les termes en noir quand nous sommes sur K �

.

Remarque 5.16. Parmi les quatre intégrales en rouge de (5.69) nous avons des symétries en i
et en j 8

>><

>>:

Z

F
� +

i (x)n+ :r � +
j (x) +

Z

F
� +

j (x)n+ :r � +
i (x);

Z

F
� �

i (x)n� :r � +
j (x) +

Z

F
� �

j (x)n� :r � +
i (x):

(5.70)
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Suite aux remarques 5.15 et 5.16, nous ne calculons que les deux contributions en bleu de

(5.70), le reste étant calculé lors du passage sur le voisin ou obtenu par symétrie. Nous calculons

alors les intégrales

8
>><

>>:

K +
21(i; j ) =

Z

F
� +

i (x)n+ � r � +
j (x);

K +
22(i; j ) =

Z

F
� �

j (x)n� � r � +
i (x) = �

Z

F
� �

j (x)n+ � r � +
i (x):

(5.71)

Nous aurons alors

(K 2) i;j =
X

F 2F i

1
2

h
K +

21(i; j ) + K +
21(j; i ) + K +

22(i; j ) + K +
22(j; i )

+ K �
21(i; j ) + K �

21(j; i ) + K �
22(i; j ) + K �

22(j; i )
i
:

(5.72)

Remarque 5.17. Une face interne F 2 F i est commune à deux éléments du mail lage que nous

notons K +
et K �

, ce qui explique pourquoi nous trouvons à la fois une intégrale sur les éléments

K +
et K �

.

Commençons par le calcul de la première intégrale de (5.71). Remarquons que tous les termes

de cette intégrale sont sur l'élément K +
, nous ne tiendrons donc pas compte du + . Nous allons

avoir b esoin d'exprimer � i jF , r � i jF , resp ectivement � j jF , r � j jF en fonction de �̂ I jF , r �̂ I jF ,

resp ectivement �̂ J jF , r �̂ J jF . Pour cela nous allons intro duire de nouvelles dé�nitions. Rapp elons

que nous avons noté F̂ la face de référence, c'est à dire le triangle Ŝ1Ŝ2Ŝ3 et K̂ notre élément de

référence, c'est à dire le tétraèdre Ŝ1Ŝ2Ŝ3Ŝ4 .

Dé�nition 5.7. Le tétraèdre de référence K̂ a quatre faces que nous notons F̂i pour i = 1 ; 2; 3; 4.

Les faces F̂i sont des triangles formés de trois sommets Ŝj pour j = 1 ; 2; 3; 4 et j 6= i , voir la �gure

5.9.

Remarque 5.18. A titre d'exemple nous avons F̂ = F̂4 .

Ŝ3

b

Ŝ4

Ŝ2

Ŝ1

ŷ

ẑ

F̂1

F̂2F̂3

F̂4

b
b

b

x̂

Figure 5.9 � Les faces F̂i du tétraèdre de référence K̂

Dé�nition 5.8. Nous notons gi la fonction a�ne qui transforme un point de la face de référence

F̂ (point en 2D ) en un point de la face du tétraèdre de référence F̂i (point en 3D ), voir la �gure

5.10 qui il lustre la fonction a�ne g3 .

Notons ŝ = ( x̂; ŷ) un p oint de la face de référence F̂ , la dé�nition 5.8 donne

FK � gi (ŝ) = x et ŝ = g� 1
i � F � 1

K (x): (5.73)
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b b

b

Ŝ1 Ŝ2

Ŝ3

F̂
b

Ŝ4

Ŝ3

Ŝ2

Ŝ1

ŷ

ẑ

b

b

x̂

ŝ

g3

x̂

ŷ

x̂

F̂3

b

K̂

Figure 5.10 � La fonction g3

Revenons au calcul de K 21 . En p osant x = FK + � gi (ŝ) , nous avons

K 21 =
Z

F̂ i

� +
i

�
FK + � gi (ŝ)

�
n+ � r � +

j

�
FK + � gi (ŝ)

�
ds; (5.74)

avec ds = 2 aF dŝ et aF l'aire de la face F . Il suit

K 21 = 2 aF

Z

F̂ i

� +
i

�
FK + � gi (ŝ)

�
n+ � r � +

j

�
FK + � gi (ŝ)

�
dŝ: (5.75)

Or nous avons

� +
i (x) = �̂ I � F � 1

K + (x) et r � +
i (x) = A � T

K + r �̂ I � F � 1
K + (x): (5.76)

Il suit

K +
21(i; j ) = 2 aF

�
A � T

K +

Z

F̂
�̂ I

�
gi (ŝ)

�
r �̂ J

�
gi (ŝ)

�
dŝ

�
� n+ : (5.77)

Pour le calcul de la deuxième intégrale de (5.71), ça se complique car il y a à la fois des termes

provenant de K +
et de K �

. Nous allons avoir b esoin d'intro duire une nouvelle dé�nition.

Dé�nition 5.9. Soit hm une fonction a�ne de F̂ dans F̂ tel le que pour deux tétraèdres voisins

K +
et K �

nous avons

FK + � gi (ŝ) = FK � � gi
�
hm (ŝ)

�
: (5.78)

Commençons par calculer la deuxième intégrale de (5.71). Prenons ŝ un p oint de la face de

référence F̂ et x = FK +

�
gi (ŝ)

�
nous avons

K +
22(i; j ) = 2 aF

Z

F̂
� �

j � FK +

�
gi (ŝ)

�
n� � r � +

i � FK +

�
gi (ŝ)

�
dŝ: (5.79)

Or r � +
i = A � T

K + r �̂ +
I � F � 1

K + , il suit

K +
22(i; j ) = 2 aF

Z

F̂
� �

j � FK +

�
gi (ŝ)

�
n� � A � T

K + r �̂ +
I

�
gi (ŝ)

�
dŝ: (5.80)

Nous allons devoir retravailler le premier terme de l'intégrale. Il existe un m tel que

id = FK � � gi
�
hm (ŝ)

�
� g� 1

i (ŝ) � F � 1
K + : (5.81)

Dans ce cas

� �
j � id � FK +

�
gi (ŝ)

�
= �̂ J � gi

�
hm (ŝ)

�
: (5.82)

Il suit

K +
22(i; j ) = 2 aF A � T

K +

� Z

F̂
�̂ J � gi

�
hm (ŝ)

�
r �̂ I

�
gi (ŝ)

�
dŝ

�
� n� : (5.83)
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Calcul de (K 3) i;j

Passons aux intégrales sur les faces avec des conditions de Dirichlet. D'après la dé�nition 5.1,

nous avons

(K 3) i;j =
X

F 2F b \ � "

Z

F
� j (x) � nr � i (x) + r � j (x)� i (x) � n: (5.84)

Calculons simplement le premier terme, l'autre est obtenu par symétrie. En reprenant ce que nous

avons fait sur les faces internes nous avons

Z

F
� j (x) � nr � i (x) = 2 aF A � T

K

� Z

F̂
�̂ J

�
gi (ŝ)

�
r �̂ I

�
gi (ŝ)

�
dŝ

�
� n: (5.85)

Nous obtenons

(K 3) i;j =
X

F 2F b

2aF A � T
K

� Z

F̂
�̂ J

�
gi (ŝ)

�
r �̂ I

�
gi (ŝ)

�
+ �̂ I

�
gi (ŝ)

�
r �̂ J

�
gi (ŝ)

�
dŝ

�
� n:

(5.86)

Remarque 5.19. Pour une face du bord du domaine, F 2 F b , la face appartient à un seul élément

du mail lage, c'est pourquoi il y a seulement l'intégrale sur K qui apparaît dans l'expression de

(K 3) i;j .

Calcul de (K 4) i;j

Passons au calcul du terme de p énalisation p our les faces internes, par dé�nition 5.1 du saut

et de la moyenne nous avons

(K 4) i;j =
X

F 2F i

Z

F
 K

�
� +

i (x)n+ + � �
i (x)n� �

�
�
� +

j (x)n+ + � �
j (x)n� �

: (5.87)

Développ ons, nous obtenons

(K 4) i;j =
X

F 2F i

 K

Z

F

h
� +

i (x)n+ :� +
j (x)n+ + � +

i (x)n+ :� �
j (x)n�

+� �
i (x)n� :� +

j (x)n+ + � �
i (x)n� :� �

j (x)n�
i
:

(5.88)

Comme nous l'avons fait p our le calcul des intégrales combinant saut et moyenne, nous ne calculons

que les termes en rouge de l'équation (5.88), les autres seront déterminés lors du passage à l'élément

voisin K �
. Après le changement de variable x = FK + � gi (ŝ) nous obtenons

8
>><

>>:

Z

F
� +

i (x)n+ :� +
j (x)n+ = 2 aF

Z

F̂
�̂ I

�
gi (ŝ)

�
�̂ J

�
gi (ŝ)

�
dŝ;

Z

F
� +

i (x)n+ :� �
j (x)n� = � 2aF

Z

F̂
�̂ I

�
gi (ŝ)

�
�̂ J

�
gi � hm (ŝ)

�
dŝ:

(5.89)

Calcul de (K 5) i;j

Pour le terme de p énalisation sur les faces de Dirichlet, nous avons

Z

F
 K [[� i (x)]] [[� j (x)]] =

Z

F
 K � i (x)n � � j (x)n =  K

Z

F
� i (x)� j (x): (5.90)

Il suit

 K

Z

F
� i (x)� j (x) = 2 aF  K

Z

F̂
�̂ I

�
gi (ŝ)

�
�̂ J

�
gi (ŝ)

�
dŝ: (5.91)

Nous en déduisons

(K 5) i;j =
X

F 2F b \ � "

2aF  K

Z

F̂
�̂ I

�
gi (ŝ)

�
�̂ J

�
gi (ŝ)

�
dŝ: (5.92)
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Calcul de (K 6) i;j

En�n, p our l'intégrale sur les faces avec des CLA nous avons

(K 6) i;j =
X

F 2F b \ � r ?

2aF

Z

F̂

�̂ I
�
gi (ŝ)

�

r ? �̂ J
�
gi (ŝ)

�
dŝ: (5.93)

Remarque 5.20. Pour l'implémentation, pour chaque tétraèdre, nous stockons cinq vecteurs de

tail le Np : le premier correspond au tétraèdre courant, les quatre autres aux tétraèdres voisins. Ceci

est un gros avantage niveau mémoire en comparaison par exemple avec la méthode des éléments

�nis (EF) dont les éléments ont beaucoup plus de voisins. En e�et, rappelons que pour être voisins

avec la méthode DG, deux éléments doivent avoir une face en commun alors qu'avec la méthode

EF il su�t d'avoir un sommet en commun.

5.2.6 Calcul de la matrice d'amortissement B

Nous avons la matrice d'amortissement B qui véri�e

B =
�
Bi;j

�
1� i;j � NP h

; (5.94)

avec

Bi;j =
X

F 2 Fb \ � r ?

Z

F
� i (x)� j (x): (5.95)

Remarque 5.21. Les termes Bi;j ressemblent aux M i;j sauf que nous intégrons sur une face

et non sur tout le tétraèdre. La matrice B est donc également diagonale par bloc. De plus, cette

matrice est nul le partout sauf pour les éléments ayant au moins une face absorbante.

Par passage sur l'élément de référence, nous obtenons p our toute face absorbante

Z

F
� i (x)� j (x) = 2 aF

Z

F̂
�̂ I

�
gi (ŝ)

�
�̂ J

�
gi (ŝ)

�
dŝ: (5.96)

Nous en avons �ni avec le calcul mathématique des di�érentes matrices.

5.2.7 Discrétisation en temps

Après avoir vu la discrétisation en espace, regardons la discrétisation en temps de l'équation

( 5:14). La construction du schéma en temps d'ordre 2 rep ose sur des développ ements de Taylor

d'ordre 3 ou 4. Rapp elons que notre vecteur solution Uh est de comp osantes uh;i . Pour le calcul

de la dérivée première, considérons alors le développ ement de Taylor suivant

uh;i (t + � t) = uh;i (t � � t) + 2� t@t uh;i (t � � t) + 2� t2@2
t uh;i (t � � t) + O

� t ! 0
(� t3): (5.97)

Il suit

uh;i (t + � t) = uh;i (t � � t) + 2� t@t uh;i (t) + O
� t ! 0

(� t3): (5.98)

Nous obtenons �nalement

uh;i (t + � t) � uh;i (t � � t)
2� t

= @t uh;i (t) + O
� t ! 0

(� t2):

Nous avons donc, par approximation

un +1
h;i � un � 1

h;i

2� t
= @t uh;i (tn ) + O

� t ! 0
(� t2); (5.99)
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où tn = n� t et un
h;i est l'approximation de uh;i (tn ) .

De même, p our la dérivée d'ordre 2, nous considérons alors le développ ement de Taylor suivant

uh;i (t + � t) + uh;i (t � � t) = 2 uh;i (t) + � t2@2
t uh;i (t) + O

� t ! 0
(� t4): (5.100)

Nous obtenons

uh;i (t + � t) + uh;i (t � � t) � 2uh;i (t)
� t2 = @2

t uh;i (t) + O
� t ! 0

(� t2): (5.101)

Nous avons donc, par approximation

un +1
h;i + un � 1

h;i � 2un
h;i

� t2 =
@2uh;i (tn )

@t2
+ O

� t ! 0
(� t2): (5.102)

Nous obtenons �nalement le schéma en espace et en temps suivant

M
Un +1 + Un � 1 � 2Un

� t2 + c B
Un +1 � Un � 1

2� t
+ c2 KUn = �F h : (5.103)

Nous p ouvons aussi l'écrire sous la forme

�
M + c

� t
2

B
�

Un +1 =
�
2M � c2� t2K

�
Un +

�
c

� t
2

B � M
�

Un � 1 � � t2Fh ; (5.104)

où Un est une approximation de Uh (tn ) . Le schéma est stable sous une condition CFL dép endant

du paramètre  .

Remarque 5.22. Premièrement, remarquons que les matrices M et B sont diagonales par blocs.

Ce schéma est donc explicite par bloc. Il ne nécessite l'inversion que de matrices de petites tail les

( Np � Np avec Np le nombre de degrés de liberté du tétraèdre de référence). C'est un des principaux

avantages des méthodes DG par rapport aux méthodes d' éléments �nis.

Deuxièmement, comme les matrices M et B sont positives, il en est de même pour M + c
� t
2

B .

Nous en déduisons que les CLA ont un caractère stabilisateur.

Conclusion

Ce chapitre décrit le fonctionnement du co de de l'équip e Magique-3D : la discrétisation en

espace et en temps, la construction des matrices de masse, rigidité et d'amortissement. Nous

n'avons pas mis les résultats numériques p our deux raisons :

- nous n'avons pas à disp osition de solution de référence p our véri�er ;

- le co de de l'équip e Magique-3D est robuste, je considère que c'est une solution de référence p our

comparer mes pro chaines exp ériences numériques que je détaille dans les chapitres 6 et 7.

Il ne faut pas considérer que j'étais simple utilisatrice du co de. C'est la première fois que ce co de

est utilisé dans le cas d'une étude numérique liée à une analyse asymptotique multi-échelle.



Chapitre 6

Résolution avec la métho de des

développ ements asymptotiques

raccordés

Ce chapitre est, à mon sens, le plus amusant de cette thèse. Nous allons mettre en place la

métho de des développ ements asymptotiques raccordés (MAE) p our notre problème avec p etit

obstacle. Nous expliciterons dans les sections 6.1 et 6.2 les outils numériques p our cette mise en

÷uvre. Ensuite, dans la section 6.3, nous montrerons les résultats numériques et en particulier,

nous verrons que l'onde se propage dans le domaine comme s'il y avait un obstacle au centre alors

qu'il n'est pas maillé.

6.1 Contexte d'étude p our la résolution avec la métho de

MAE (Matched Asymptotic Expansions)

Le domaine sur lequel nous allons travailler di�ère de celui du chapitre 5. La génération du

maillage est une tâche b eaucoup plus facile car elle ne nécessite pas de traitement particulier au

voisinage de l'origine. Nous travaillons donc sur toute la b oule de rayon r ?

B r ? := f x 2 R3 : jx j � r ?g; (6.1)

que nous avons représentée sur la �gure 6.1. Dans l'exp érience numérique nous prenons r ? = 1 .

b 0
b

CLA sphériques

Figure 6.1 � Domaine considéré p our la métho de MAE

Nous allons également mettre des CLA sphériques (Conditions aux Limites Absorbantes) sur

la sphère unité. Comme nous l'avons vu au chapitre 5, en dimension 3, les conditions de Bayliss,

143
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Gunzburger et Turkel d'ordre 2 p our la sphère de rayon r ?
s'écrivent sous la forme

@t

c
~u" (x; t) + @r ~u" (x; t) +

~u" (x; t)
r ? = 0 ; sur � r ? � [0; T ]; (6.2)

avec � r ? := f x 2 R3 : jx j = r ?g la sphère de rayon r ?
. Rapp elons à présent l'équation des ondes

acoustiques

c2�~u" (x; t) � @2
t ~u" (x; t) = f (x; t); sur 
 " � [0; T ]; (6.3)

avec c la vitesse de propagation de l'onde. La vitesse de propagation c est continue dans chaque

maille. Rapp elons que la source f , dé�nie en (5.6) et (5.7), est une gaussienne avec

0 =2 supp

�
f (�; t)

�
: (6.4)

Dans l'exp érience numérique, nous plaçons la source en xs = (0 ; 0:3; 0). Rapp elons que nous notons

~u" la solution du problème sur 
 " .

Remarque 6.1. Notre solution ~u" véri�e l'équation des ondes sur 
 " et n'est pas dé�nie en 0
comme nous avons pu le voir dans la partie I. Ses approximations ne seront pas dé�nies dans un

voisinage de l'origine.

En�n nous prenons des conditions initiales nulles

~u" (x; 0) = 0 et @t ~u" (x; 0) = 0 sur 
 " : (6.5)

Pour résumer, nous avons alors le problème suivant

8
>>>>>><

>>>>>>:

c2�~u" (x; t) � @2
t ~u" (x; t) = f (x; t); sur 
 " � [0; T ];

~u" (x; 0) = 0 et @t ~u" (x; 0) = 0 sur 
 " ;

@t

c
~u" (x; t) + @r ~u" (x; t) +

~u" (x; t)
r ? = 0 ; sur � r ? � [0; T ]:

(6.6)

6.2 Mise en o euvre de la métho de MAE

Dans le chapitre d'intro duction, nous avons vu que le développ ement asymptotique de la solu-

tion du problème (6.6) donnait

à l'ordre 0
u"; 0(x; t) = u0(x; t); (6.7)

à l'ordre 1

u"; 1(x; t) = u0(x; t) �
u0(0; t � r=c)

r
"; (6.8)

à l'ordre 2

u"; 2(x; t) = u0(x; t) �
u0(0; t � r=c)

r
" �

@t u0(0; t � r=c)
rc

"2; (6.9)

et en�n la mo di�cation de l'ordre 2 donne

um
"; 2(x; t) = u0(x; t) �

u0(0; t + � � r=c)
r

"; (6.10)

avec u0 la solution du problème sans obstacle dans le domaine et � = "=c.

La première étap e p our implémenter la métho de MAE consiste à calculer la solution u0 du

problème 8
>>>>>><

>>>>>>:

c2� u0(x; t) � @2
t u0(x; t) = f (x; t); sur B r ? � [0; T ];

u0(x; 0) = 0 et @t u0(x; 0) = 0 sur B r ? ;

@t

c
u0(x; t) + @r u0(x; t) + u0(x; t) = 0 ; sur � r ? � [0; T ]:

(6.11)
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C'est ce que nous faisons à l'aide de la métho de DG. Rapp elons ce que nous avons vu au chapitre

5.

6.2.1 Calcul de u0

Discrétisation en espace

Au chapitre 5, nous avons construit le problème semi-discrétisé de (5.10) et nous avons obtenu

le système linéaire suivant

M
d2

dt2 Uh + c B
d
dt

Uh + c2 KUh = �F ; (6.12)

où Uh est le vecteur de comp osantes uh;i , M est la matrice de masse ( diagonale par blo c ), B
est la matrice absorbante ( nulle partout sauf p our les degrés de lib erté corresp ondants à

la frontière extérieure ), K est la matrice de rigidité ( symétrique ) et F est le vecteur source.

Maintenant, p our résoudre le problème (6.11), nous ne devons plus prendre en compte les

conditions de Dirichlet. Nous allons avoir une � nouvelle � forme bilinéaire symétrique �ah sur

Vh � Vh telle que

�ah (u0; v) :=
X

K 2T h

Z

K
r u0(x; t) � r v(x; t) +

X

F 2F b \ � r ?

Z

F

u0(x; t)
r ? v(x; t)

�
X

F 2F i

Z

F

�
[[v(x; t)]] � ffr u0(x; t)gg+ [[ u0(x; t)]] � ffr v(x; t)gg+  [[u0(x; t)]] � [[v(x; t)]]

�
:

(6.13)

La solution u0 véri�era donc le système semi discrétisé suivant

8
>><

>>:

�
@2

t u0; v
�

+ c bh (u0; v) + c2 �ah (u0; v) = � (f; v );

u0(x; 0) = 0 et @t u0(x; 0) = 0 :
(6.14)

Nous obtenons le système linéaire suivant

M
d2

dt2 U0
h + c B

d
dt

U0
h + c2 �KU0

h = �F ; (6.15)

avec U0
h le vecteur de comp osantes u0(Pi ; t) , M la matrice de masse dé�nie dans la section 5.2.4,

B la matrice d'amortissement dé�nie en 5.2.6, F le vecteur source et

�K la matrice de rigidité qui

di�ère de celle du chapitre 5.

Remarque 6.2. Nous avons déjà déterminé au chapitre 5 les matrices M et B de façon détail lée.

Il manque la construction de

�K , c'est ce que nous al lons faire dans la section 6.2.1.

Calcul de la matrice de raideur

�K

Puisque la forme bilinéaire �ah est semblable à ah , la construction de

�K va être similaire à celle

de K . Reprenons donc ce que nous avons fait dans la section 5.2.5. En particulier, nous avions vu

que

K i;j = ah (� i ; � j ): (6.16)

avec � i , � j des fonctions de base de l'espace variationnel Vh . En pro cédant de la même façon,

p our

�K nous avons

�K i;j = �ah (� i ; � j ): (6.17)
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Par dé�nition de �ah , voir (6.13), nous obtenons

�K i;j = �ah (� i ; � j ) =
X

K 2T h

Z

K
r � i (x) � r � j (x) +

X

F 2F b \ � r ?

Z

F

� i (x)
r ? � j (x)

�
X

F 2F i

Z

F

�
[[� j (x)]] � ffr � i (x)gg+ [[� i (x)]] � ffr � j (x)gg+  [[� i (x)]] � [[� j (x)]]

�
:

(6.18)

Remarque 6.3. Nous avons déjà explicité ces intégrales dans la section 5.2.5.

Reprenons les notations de la section 5.2.5, nous avons

�K i;j = K 1 + K 6 � K 2 � K 4: (6.19)

Nous renvoyons donc à cette section p our le détail de K 1 , K 2 , K 4 et K 6 . Nous avons donc toutes

les matrices p our implémenter (6.15).

Discrétisation en temps

Reprenons les approximations que nous avons vues dans la section (5.2.7)

@t un
h;i '

un +1
h;i � un � 1

h;i

2� t
; (6.20)

où un
h;i := uh;i (n� t) et uh;i sont les co ordonnées de Uh . Nous avons aussi

@2
t un

h;i '
un +1

h;i + un � 1
h;i � 2un

h;i

� t2 : (6.21)

L'équation (6.15) donne

M
Un +1 � 2Un + Un � 1

� t2 + c B
Un +1 � Un � 1

2� t
+ c2 �KUn = �F : (6.22)

En simpli�ant nous obtenons

(M + c
� t
2

B)Un +1 =
�
2M � c2 � t2 �K

�
Un

h +
�
c

� t
2

B � M
�
Un � 1 � � t2F ; (6.23)

avec Un = Uh (n� t) . Nous obtenons ainsi la solution u0 du problème (6.11) sur B r ? � [0; T ]. Voyons

à présent l'algorithme p our la métho de MAE.

6.2.2 Calcul des termes d'ordre sup érieur

Le calcul des termes du développ ement asymptotique

8
>><

>>:

u1(x; t) = �
u0(0; t � r=c)

r
;

u2(x; t) = �
@t u0(0; t � r=c)

rc
;

(6.24)

passe par l'évaluation de trois fonctions

8
>>>>>><

>>>>>>:

� (x) =
1
r

;

 1(x; t) = u0(0; t � r=c);

 2(x; t) = @t u0(0; t � r=c):

(6.25)
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La fonction no dale � n'est pas dé�nie en 0 mais partout ailleurs sur le maillage. La construction

de � s'e�ectue tétraèdre par tétraèdre et sur chaque degré de lib erté du tétraèdre courant. Nous

obtenons ainsi exactement l'évaluation de 1=r en chaque degré de lib erté du maillage hormis en

l'origine.

Pour la construction des fonctions  1 et  2 , nous commençons par réaliser une exp érience numérique

complète et nous sto ckons les valeurs p onctuelles u0(0; t) sur la grille en temps tn . Détaillons

l'op érateur de valeur p onctuelle.

Op érateur de valeur p onctuelle

Bien que l'ensemble des fonctions H 1
ne soit pas lo calement C0

, l'espace de recherche de l'ap-

proximation est continu par morceaux. Il est donc p ossible d'évaluer la valeur de l'approximation

numérique en x = 0 . Plaçons nous dans le tétraèdre K 0 qui contient l'origine x = 0 . L'approxi-

mation de la solution u0 dans ce tétraèdre s'écrit

u0(x; tn ) =
N pX

i =1

u0(Pi ; tn )� K 0
i (x); (6.26)

avec � K 0
i les fonctions de bases du tétraèdre K 0 et Pi les co ordonnées des degrés de lib erté du

tétraèdre. Cette expression p eut être évaluée en l'origine

u0(0; tn ) =
N pX

i =1

u0(Pi ; tn )� K 0
i (0): (6.27)

Cette appro che est justi�ée par la théorie des inégalités inverses qui nous p ermet d'a�rmer que

la valeur p onctuelle de la solution u0 est bien appro chée par celle de l'approximation numérique.

Cette théorie n'est pas l'ob jet de cette thèse mais nous avons prop osé une estimation non optimale

en annexe D.

Ensuite, p our construire u1 au temps t , nous évaluons

r
c

p our chaque degré de lib erté et nous

asso cions deux temps discrets t i
n et t i

n +1 qui entourent le temps t �
r i

c

t i
n = E

� t � r i =c
� t

�
� t; (6.28)

t i
n +1 = t i

n + � t: (6.29)

Puis nous appro chons u0(0; t � r i =c) à l'aide d'une moyenne barycentrique

u0(0; t � r i =c) ' (1 � � )u0(0; t i
n ) + �u 0(0; t i

n +1 ); (6.30)

avec

� =
t � r i =c� t i

n

� t
2 [0; 1]: (6.31)

Dans le cas de l'évaluation de u2 , une approximation de la dérivée en temps est nécessaire. Elle

est appro chée à l'aide d'une di�érence �nie centrée

@t u0(0; tn ) =
u0(0; tn +1 ) � u0(0; tn � 1)

2� t
+ O

� t ! 0
(� t2); (6.32)

avec tn = n� t .

6.3 Résultats numériques

Dans cette partie nous allons comparer les résultats obtenus avec la métho de MAE et ceux

obtenus de façon directe, c'est à dire dans le contexte du chapitre 5. Pour avoir une idée en 3D ,
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Figure 6.2 � Comparaison de la métho de directe (à droite) et de la métho de MAE (à gauche)

le lecteur p eut consulter la page web https ://team.inria.fr/magique3d/multiscale-mo deling-for-

time-domain-wave-equation/. Nous avons mis un cliché dans la �gure 6.2. Dans cette partie nous

travaillerons avec les résultats de six récepteurs placés en xR 1 = (0 ; 0:4; 0), xR 2 = (0 ; 0:2; 0),

xR 3 = (0 ; � 0:2; 0), xR 4 = (0 ; 0; 0:5), xR 5 = (0 ; � 0:4; 0) et xR 6 = (0 ; � 0:6; 0). Nous avons illustré

la p osition des capteurs à l'aide de la �gure 6.3. Dans un premier temps regardons à partir de

b b bbbb

S

R1R2R3

R4

R5

R6

x3

x2

b

Figure 6.3 � Position des capteurs et de la source

quel ra�nement nous obtenons une solution correcte p our u0 , c'est à dire p our le problème sans

obstacle.

6.3.1 Validation de la solution u0

Nous avons réalisé les simulations numériques sur trois di�érents maillages. Détaillons les car-

actéristiques de chacun

- maillage 1 : 87 817 tétraèdres, volume maximal d'un élément : 8:10� 5
,
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- maillage 2 : 119 526tétraèdres, volume maximal d'un élément : 6:10� 5
,

- maillage 3 : 243 979tétraèdres, volume maximal d'un élément : 3:10� 5
.

Nous représentons le maillage 3 dans la �gure 6.4.

Figure 6.4 � Maillage 3

À partir de ces trois maillages nous dé�nissons six con�gurations (classées par ordre croissant

de nombre de degrés de lib erté)

- la con�guration 1 corresp ond à une approximation P2 sur le maillage 1,

- la con�guration 2 corresp ond à une approximation P2 sur le maillage 2,

- la con�guration 3 corresp ond à une approximation P3 sur le maillage 1,

- la con�guration 4 corresp ond à une approximation P3 sur le maillage 2,

- la con�guration 5 corresp ond à une approximation P2 sur le maillage 3,

- la con�guration 6 corresp ond à une approximation P3 sur le maillage 3.

Nous p ouvons nous référer au tableau 6.1 p our connaître les nombres de degrés de lib erté corre-

sp ondant aux con�gurations. A�n de véri�er la convergence de la métho de MAE nous comparons

con�guration 1 2 3 4 5 6

nombre de ddl 878 170 1 195 260 1 756 340 2 390 520 2 439 790 4 879 580

maillage 1 2 1 2 3 3

ordre P 2 P 2 P 3 P 3 P 2 P 3

Tableau 6.1 � Nombre de degrés de lib erté de chaque con�guration

les résultats des di�érentes con�gurations entre elles, voir les �gures 6.5, 6.6, 6.7, 6.8, 6.9, 6.10, 6.11,

6.12, 6.13, 6.14, 6.15 et 6.16 p our les six récepteurs. Pour chaque récepteur, nous a�cherons les u0

obtenus dans les six con�gurations et les erreurs absolues p our les cinq premières con�gurations,

la dernière étant prise comme référence.
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Figure 6.5 � Solution u0 au récepteur R1
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Figure 6.6 � Erreur absolue au récepteur R1
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Figure 6.7 � Solution u0 au récepteur R2
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Figure 6.8 � Erreur absolue au récepteur R2
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Figure 6.9 � Solution u0 au récepteur R3
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Figure 6.10 � Erreur absolue au récepteur R3
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Figure 6.11 � Solution u0 au récepteur R4
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Figure 6.12 � Erreur absolue au récepteur R4



154 CHAPITRE 6. IMPLÉMENTATION DE LA MÉTHODE MAE

-0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0 0.5 1 1.5 2

u0

t

configuration 1
configuration 2
configuration 3
configuration 4
configuration 5
configuration 6

Figure 6.13 � Solution u0 au récepteur R5
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Figure 6.14 � Erreur absolue au récepteur R5
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Figure 6.15 � Solution u0 au récepteur R6
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Figure 6.16 � Erreur absolue au récepteur R6
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Remarque 6.4. Nous observons que pour les deux premiers récepteurs qui se situent autour de

la source, l'erreur est plus importante que pour les autres récepteurs. Ceci est dû au caractère

singulier de la solution au voisinage de la source.

Nous rép ertorions les temps de calculs nécessaires dans le tableau 6.2. Les temps indiqués sont

des temps CPU, c'est donc indicatif. Nous avons e�ectué les cinq premières con�gurations sur

mon ordinateur p ortable ( 8 Go de mémoire vive) et nous avons passé la con�guration 6 sur une

machine 24 Go. Pour la con�guration 6, le temps de calcul est sous-estimé car il a été réalisé sur

une machine plus puissante.

con�guration 1 2 3 4 5 6

maillage 1 2 1 2 3 3

ordre P 2 P 2 P 3 P 3 P 2 P 3

temps CPU (en secondes) 603 958 2 519 3 957 2 785 9 917

Tableau 6.2 � Temps d'exécution p our chaque con�guration

Conclusion

Nous allons faire une liste des conclusions que nous p ouvons tirer des exp ériences.

- La première et la plus imp ortante est que la solution u0 converge en ra�nant le maillage et en

augmentant l'ordre.

- Nous p ouvons ensuite a�rmer que l'ordre de la métho de a un impact sur la solution. En e�et, en

P2, sur les 3 maillages, l'erreur autour de la source est plus imp ortante qu'en P3. Monter en ordre

est donc plus b éné�que que de ra�ner car le P2 du maillage le plus ra�né est moins b on autour

de la source que le P3 du maillage le plus grossier. Il ne s'agit pas là de résultats surprenants.

- Si nous nous éloignons de la source, toutes les con�gurations donnent la même solution.

6.3.2 Validation de u1

Dans cette section, nous pro céderons sensiblement de la même façon que précédemment. Nous

allons comparer les cinq premières con�gurations aux six récepteur décrits dans la section 6.3.1.

Pour chaque récepteur, nous a�cherons les u1 obtenus dans les cinq con�gurations et les erreurs

absolue p our les cinq con�gurations comparée à une solution de référence. Pour le récepteur R1 ,

resp ectivement R2 , R3 , R4 , R5 , R6 , nous obtenons les résultats en �gure 6.17, 6.18, resp ectivement

en �gure 6.19, 6.20, 6.21, 6.22, 6.23, 6.24, 6.25, 6.26, 6.27 et 6.28.
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Figure 6.17 � Solution u1 au récepteur R1
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Figure 6.18 � Erreur absolue au récepteur R1

Remarque 6.5. La solution u1 étant calculée en fonction de u0 , l'erreur qu'il y avait pour les

con�gurations en P 2 va s'accentuer, comme nous pouvons le remarquer sur les �gures 6.18, 6.20,
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Figure 6.19 � Solution u1 au récepteur R2
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Figure 6.20 � Erreur absolue au récepteur R2



6.3. RÉSULTATS NUMÉRIQUES 159

-0.5

0

0.5

1

1.5

0 0.5 1 1.5 2

u 1

t

configuration 1
configuration 2
configuration 3
configuration 4
configuration 5

Figure 6.21 � Solution u1 au récepteur R3
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Figure 6.22 � Erreur absolue au récepteur R3
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Figure 6.23 � Solution u1 au récepteur R4
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Figure 6.24 � Erreur absolue au récepteur R4
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Figure 6.25 � Solution u1 au récepteur R5

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0 0.5 1 1.5 2
t

configuration 1
configuration 2
configuration 3
configuration 4
configuration 5

Figure 6.26 � Erreur absolue au récepteur R5










































































































