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Introduction gprerale

Cette these de doctorat s'inscrit au sein de l'action stratgique DIP ( Depth Imaging Part-
nership) 1 qui est un partenariat entre Inria et Total ( http:/dip.inria.fr ) cedea la re-
cherche long-terme sur le theme de l'imagerie sismique. L'imagerie de la Terre parequations
d'ondes est un domaine applicatif qui met en jeu des competences varees visanta la concep-
tion de logiciels performants capables de ctlivrer des images de qualie des zones exploees.
L'exploration petrolere a commene il y a bien longtemps et il n'est pasetonnant qu'aujour-
d'hui les domaines restanta explorer soient fortement leerogenes, souvent di ciles d'aces.

La conception de logiciels performants est donc un outil cé pour I'exploration petrolere,
non seulement pour l'aide a la cetection mais aussi pour alerter sur de possibles erreurs
d'appeciation des quanties d'hydrocarbures pesents dans la zone cibke. La tache des lo-
giciels est aujourd'hui particulerement di cile car les prenonenes de propagation d'ondes
sont d'autant plus complexes que les couches geologiques sont fortement contrasees. L'ob-
jectif de DIP, et donc en particulier de cette these, est d'aneliorer les techniques d'imagerie
sismique utilises pour la prospection petrolere en favorisant les collaborations entreequipes
de recherche aux competences compementaires.

La recherche de nouvelles ressources d'hydrocarbures est un processus long et complexe.
Uneetude typique sétale sur plusieurs mois et recessite l'intervention de dierentesequipes
scienti ques : geologues, geophysiciens et geonunericiens. Letape la plus critique est celle qui
fournit une cartographie aussi pecise que possible du sous-sol. Elle se base gereralement sur
la nmethode dite de \sismique par e exion" quietudie la propagation des ondes sismiques
dans le sol et leurs e exions aux interfaces des dierentes couches gologiques.

Une fois qu'un terrain aekt cibk et que desetudes peliminaires ontet e ectlees, la
prospection sismigue commence par letape d'acquisition de donrees. Un ensemble de sources
explosives provoque successivement la propagation d'ondes dans le sol et un quadrillage de
ecepteurs mesure, en surface, les ondes directes et eechies. Ce processus est illuste sur la
Fig. 1.

Plusieurs techniques nuneriques permettent d'obtenir une cartographie du sous-sol en
fonction du dege de pecision souhait. Elles se dierencient principalement par les colts
de calculs gerees, traduisant un eel besoin en ressource informatique pour s'executer en un
temps raisonnable. La Fig. 2 repesente la corelation entre ces techniques d'imagerie sismique

1. DIP est une action qui aet ceee en 2008a partir de la collaboration entre lequipe Inria Magique-3D
(Pau) dirigee par Heene BARUCQ et Henri CALANDRA de Total EP (Pau/Houston). Deux autresequipes
Inria : Hiepacs (Bordeaux) dirigee par Luc GIRAUD et Nachos (Nice) dirigge par Sephane LANTERI ont
depuis rejoint le partenariat.
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Figure 1 { Acquisition des donrees sismiques, terrestre et maritime, source Internet

et levolution des machines de calcul paralkle intensif { ou calcul massivement paralkle.
L'imagerie sismique est donc un domaine de pedilection pour ce que I'on appelle HPCHigh-
Performance Computing). La puissance des machines, exprimree en Flop/sKLoating-point
Operations Per Second, est repesenee sur les courbes, la plus puissantea gauche et celle
de Totala droite. L'abscisse sktale de I'aenement de l'informatique a grande echellea la

n des anrees 1980, jusqu'au prochain palier que la communaut espere atteindre en 2020 :
l'exaFlop/s (1018 Flop/s).

A gauche sont lisees les principales methodes d'exploration sismique utiliees par l'indus-
trie petrolere. Chacune d'elles sktale sur une echelle de temps et de puissance, repesente
par un rectangle coloe et fait face,a droite,a uneechelle de complexit des milieux que I'on
peut simuler. La corelation est, nous semble-t-il,evidente entre la pecision recherctee et le
coat de calculs. Il en ressort une classi cation selon des crieres de capacit et besoins.

Nous nous situons aujourd’hui dans le rectangle des techniquesgull Wave Equation”
dont la plus utilie est la RTM ( Reverse Time Migration). Cependant, des techniques plus
anciennes comme la migration profondeur de Kirchho ou l'approximation de Gauss par
exemple, peuvent encore étre utiliees dans certains cas simplies. Quanta l'avenir, c'est
vraisemblablement la technique FWI (Full Waveform Inversion), reposant sur la esolution
du probeme inverse, qui devraitemerger. Celle-ci est plus colteuse mais permet d'étre encore
plus pecis. En e et, la RTM fournit des informations sur la ciretique du milieu tandis que
esoudre le probeme inverse permet d'obtenir des informations sur la dynamique du milieu,
donnant ainsi des informations directes sur ses constituants.

La RTM, commurement attribieea [BKS83, McM83, Whi83], est une des nethodes de
migration par extrapolation de lequation des ondes. Sa speci cie est de consicerer lequation
des ondes compekte, appeke en anglaidfull wave equation’. Cela lui permet d'étre assez
pecise, méme lorsque le sous-sol pesente des teerogereies gologiques, mais cela la rend
aussi tes coateuse en temps et donc en ressource informatique. Les nethodes de migration
se basent sur un mockle de vitesse, c'esta-dire sur une description des dierentes couches du
sous-sol discrimirees uniquement par la vitesse de propagation des ondes les parcourant.

La RTM est initialiee en utilisant un moctle de vitesse approximatif puis deux simula-
tions nuneriques de propagation des ondes sont e ectiees par source. La premere reproduit
I'experience de l'acquisition, avec une source numerique imitant le type d'explosion faite sur
le terrain. La seconde kealise la propagation d'ondes inverse dans laquelle les donrees sis-
migques mesuees sur le terrain servent de source nunerique. Appeke etro-propagation, cette
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Figure 2 { Corelation des techniques nuneriques d'exploration sismique et de la complexie
des milieux consicees avec les evolutions de la puissance HPC, image reproduite a partir
d'un graphique de Calandra, Morton et Etgen en 2011 (etrene plus tard dans [Wen14])

simulation est justiee par la eversibilie en temps de lequation des ondes.

Nous nous servons ensuite du principe d'imagerie,enone par Claerbout en 1971 dans [Cla71]
et esunee par la phrase :\re ectors exist at points in the ground where the rst arrival of the
downgoing wave is time coincident with an upgoing wave'Ainsi, en chaque point du milieu
al il y a corelation entre le champ propage et le champ etro-propage, nous pouvons en
ckduire la pesence d'un e ecteur. L'ensemble de ces e ecteurs trace une carte du sous-sol
indiquant les dierentes interfaces geologiques.

La RTM consiste donca projeter dans le domaine spatial des donrees temporelles enre-
gistees par les ecepteurs. La Fig. 3 est un exemple de esultat RTM sur le cas syntletique
Marmousi 2D, dont le mockle de vitesse est acoustique.

Une fois adopt le principe selon lequel appliquer la RTM signi e esoudre desequations
d'ondes compétes, nous pouvons dierencier les techniques de RTM par la methode nunerique
utilisee pour esoudre lequation des ondes. Cependant quelle qu'elle soit, cette technique
transforme lequation physique en un syseme matriciel du type Ax = b, a1 A est une
matrice inversible, X est le vecteur des inconnuesa ceterminer etb est un vecteur » par les
donrees du probeme.

Le plus souvent, les industriels petroliers utilisent dans leur \code en version production”,
la methode des dierences nies. Cette discetisation est structuee, elle permet un parcours
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Figure 3 { Exemple de RTM acoustique 2D sur Marmousi, mocele de vitesse (gauche),
cartographie des e ecteurs (droite) { images issues de [YGW14]

ordonre et peck ni des donrees et donc un gain de temps certain lors des calculs. Cepen-
dant, la matrice A est dans ce cas multi-diagonale, ce qui complique son inversion notamment
lorsque l'ordre de discetisation est teselewe ou lorsque la taille du probeme est tes grande.
Or, c'est un cas de gure de plus en plus fequent car les gisements de petrole sont dans
des zones tes complexes comme par exemple en eau profonde avec marges abruptes. Cet in-
conenient est la particularie des nmethodesa stencil proportionnela lI'ordre de discetisation,
augmentant le nombre de diagonales de la matrice et recessitant plus de communications de
donrees pour le calcul paralkle.

Dans le contexte du partenariat DIP, la compagnie petrolere Total a choisi de priviegier
la methode de Galerkin discontinue dans un code pour l'instant \en version recherche". La
discetisation par DGM ( Discontinuous Galerkin Method) est non-structuee ce qui facilite
grandement le traitement des leerogreies mais rend aussi le parcours des donrees plus
akatoire. Un autre pointa l'avantage de cette nmethode est qu'elle fournit une matrice A
diagonale par blocs, chacun de taille proportionnellea I'ordre de discetisation, ce qui permet
de l'inverser tes facilement. C'est d'ailleurs dans un contexte de calcul paralele que la DGM
prend tout son sens. En e et, elle recessite, certes, un peu plus de donrees que la rmrethode
des dierences nies, mais les calculs deviennent tes incependants. Ainsi, les probemes de
grandes tailles ne sont plus celicatsa traiter, sitdt que la capacie des ressources informatiques
est su sante. Ce sont des nmethodesa stencil xe, seulement les donrees des voisins directs
(par les faces) sont recessaires, quel que soit I'ordre de discetisation.

Par ailleurs, il existe dierents deges de pecision pour la moctlisation physique du sous-
sol. La version la plus simpliee consicere des matriaux acoustiques isotropes, c'esta-dire ne
tependant que d'une seule vitesse de propagation. Une version plus ealiste consistea cecrire
les makeriaux comme elastiques isotropes. Dans ce cas, deux vitesses de propagation entrent
en consickration : celle des ondes P, dites ondes de compression et celle des ondes S, dites ondes
de cisaillement, decrites sur la Fig. 4. En n, pour aller plus loin, il est possible de prendre en
compte l'anisotropie, de moctliser la dispersion, d'ajouter des ssures et méme de consicerer
les matriaux comme des milieux poreux. Tout cela ajoute bienevidemment de la complexie
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a tous les niveaux de la simulation : mocklisation, schema nunerique, impementation, calcul
paraléle.

Figure 4 {lllustration de la compression et du cisaillement des ondes P et S, source Internet

Le code de \sismique par e exion" de Total, bag sur la RTM, s'appelle DIVA ( Depth
Imaging Velocity Analysis). Il traite les probemes 2D et 3D, acoustique etelastique et se sert
d'outils internesa Total pour cartographier les e ecteurs. DIVA est cock en Fortran et aet
cevelope pour le paradigme de paralelisme par passage de messages,a travers l'utilisation
de la bibliotreque MPI ( Message Passing Interfacg De plus, le code aet fortement opti-
mise pour tirer parti des performances matrielles des supercalculateurs de Total, base sur la
technologie Intel. Dans sa version production, le code en devient méme di cilement lisible.
Au sein du partenariat DIP, nous travaillons exclusivement sur la version recherche de DIVA,
qui est optimiee HPCegalement mais qui doit rester facilement accessible aux chercheurs.

Cette trese a pour objectif de contribuera aneliorer l'imagerie parequations d'ondes
elastiques dans des milieux anisotropes. Il s'agit d'un sujet de recherche tes vaste et nous
avons choisi de cibler deux contributions possibles qui, si elles supposent des competences tes
dierentes, ont la m&me nalie : eduire les coats de calcul requis pour simuler la propagation
d'ondeselastiques en milieu anisotrope. Les deux parties peuvent étre lues independamment.

Dans une premere partie, la simulation est rendue plus ealiste en moctlisant le sous-sol
comme un matriau reerogene elastique anisotrope. L'anisotropie est de type TTI ( Tilted
Transverse Isotropic), commurement utilisee en geophysique. Le mockle physique n'est donc
pas nouveau mais sa mise en uvre introduit la probematique des conditions aux limitesa
appliquer au syseme. Les solutions existantes pour les magriaux isotropes ne sont pas direc-
tement transposables, notamment les PML (Perfectly Matched Layer), sur lesquelles il aee
cmonte qu'elles gererent des instabilies nuneriques dans ce cas. De plus, le contexte HPC
ajoute des contraintes suppkmentaires car il faut veillera ne pas cetruire les performances
des calculs en utilisant des conditions aux limites dont I'e cacie ne serait garantie qu'avec un
nombre important de communications. L'utilisation de PML ou de conditions d'ordre elee
peut notamment cetruire consicerablement les performances des algorithmes paraleles. Cette
partie decrit la construction d'une condition aux limites absorbante pour les ondeselastiques
TTI 3D et sa validation nunerique dans le code de Total. Notre objectif est de fournira la
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communaue geophysique une condition aux limites stable et e cace dans un contexte HPC.
C'est pourquoi nous nous focalisons sur une condition d'ordre peuelewe.

Dans une deuxeme partie, le paradigme de paralelisme du code de propagation d'ondes
elastiques est optimise pour la portabilie. Levolution des architectures matrielles anene
une treerogereie des ressources informatiques et donc une complexie croissante pour les
ckveloppeurs souhaitant atteindre les performances optimales des machines HPC. Le para-
digme de paralklisme par thches est une solution qui a fait ses preuves dans les librairies
d'algebre lireaire notamment. Les codes paralkles par taches sont plus exibles, portables et
sont gereralement ordonnanas par un support d'execution, en anglais runtime. Cependant,
le portage d'un code industriel, avec ses contraintes propres, n‘avait pas encoreet eali® jus-
qua pesent. Cette partie 2 cecrit la eecriture de l'algorithme du code de Total en tAches et
etudie le comportement sur dierentes architectures machines. Notre objectif est de montrer
la faisabilie d'un portage vers une programmationa base de taches pour un code industriel.

Les aneliorations proposes, bien que totalement incependantes, se ewlent au nal
tes compkmentaires. En e et, 'introduction de I'anisotropie pour rendre la simulation plus
ealiste augmente le nombre des calculs de facon non-uniforme, ce qui deeriore un peu plus
leur epartition sur les ressources informatique. L'utilisation de la programmationa base de
taches, au-deh d'orir de la exibilie et de la portabilie, permet de corriger en partie ce
ceequilibre et donc de eduire le temps recessairea la simulation.

Les exgeriences nuneriques ontet ealises sur plusieurs calculateurs, la machine experi-
mentale co-ceveloppee par Inria PlaFRIM (Plateforme Fecerative pour la Recherche en Infor-
matique et Matrematiques - https://plafrim.bordeaux.inria.fr ), la machine de calculs
de l'universie de Bordeaux MCIA (Mesocentre de Calcul Intensif Aquitain - www.mcia.
univ-bordeaux.fr ) et pour des besoins speci ques, le supercalculateur de Total Pangea
(www.top500.0org/system/178071 ).

2. Cette deuxeme partie aet ealiee dans le cadre d'une collaboration internationale avec George BO-
SILCA de I'ICL (' Innovative Computing Laboratory ), Knoxville-Tennessee USA, sous la coordination d'Emma-
nuel AGULLO de I'lnria,equipe Hiepacs, gracea l'action stratgique DIP.
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La propagation des ondeselastiques est un pkenonene physique decrit par desequations
lireaires. Les sources explosives utilisees en \sismique par e exion" sont calibees pour letude
d'une petite partie de la crodte terrestre, de I'ordre d'une dizaine de kilonetres de profondeur
sur quelques kilonetres cares de surface. Les longueurs d'ondes sont donc tes petites, de
l'ordre de plusieurs dizaines de netres. Pourtant, les ondes se propagent au-deh de ce
domaine physique, mais avec des intensies a aiblies par dissipation. Cela n'a ecte donc que
marginalement les mesures en surface.

Nuneriguement, le domaine discret est un maillage de points en trois dimensions, reles en
cellules. La longueur d'onde du probeme physique ¢ nit directement la taille maximale de ces
cellules, conditionnant la densie du maillage. En e et, pour pouvoir simuler nuneriqguement
une onde, il est d'usage d'avoir au moins une dizaine de points par longueur d'onde. Le rap-
port entre les dimensions du domaine physique et la longueur d'onde des sources explosives se
traduit donc par un maillage tes dense. Aussi, le domaine discret est eduita son minimum,
cecrivant un pawe droit dont les dimensions sont celles du domaine déetude physique.

La frontere externe du domaine discret n'existe pas dans le domaine physique qui est
un milieu ouvert. Pour les simulations, lesequations de cepart doivent &tre coupkesa des
conditions aux limites agissant sur cette frontere arti cielle. Le probeme mixte obtenu doit
étre bien po®, c'esta-dire admettre une solution unique cependant des donrees. Cette
solution doit &tre aussi proche que possible de la restriction de la solution du probeme initial.

Une condition aux limites est appeke \transparente" lorsque la solution du probeme
mixte correspondant est exactement la restriction de la solution du probeme initial dans
le domaine de calcul. Cette condition fait gereralement intervenir des operateurs pseudo-
dierentiels non-locaux, en espace et en temps. Nuneriqguement, cela signi e que la condition
agissant sur la frontere cepend d'autres pointsa l'inerieur du maillage, au pas de temps
courant, mais aussia tous les pas de temps peedents. Outre des di cules de mise en uvre
souvent causees par une carackrisation abstraite des ogerateursa partir de leur symbole, une
condition aux limites transparente gerere donc des coats de calcul souvent edhibitoires.

En pratique, la condition aux limites transparente est remplaee par une approximation
que l'on appelle alors Condition aux Limites Absorbante ou CLA ou ABC (Absorbing Boun-
dary Condition) en anglais. La CLA est souvent assoceea son ordre qui corresponda l'ordre
d'approximation appligte a la condition transparente. Sans surprise, quand elle est stable,
une CLA d'ordreelewe gerere moins de e exions qu'une CLA d'ordre faible.

3. Les ondesemises par les sources explosives ont une vitessé de quelques milliers de retres par seconde
. . . , \Y,
et une fequence f de quelques dizaines de Hertz, ce qui xe I'ordre de grandeur de leur longueur d'ondel = —.

4. Selon la ¢k nition commune de Hadamard pour les sysemes déquations aux cerivees partielles.
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Une bibliographie exhaustive des CLA serait trop longuea developper ici notamment parce
que le sujet est traie depuis de nombreuses anrees et la literature sur le sujet est vaste. Citons
tout de méme quelques auteurs qui nous semblent importants pour nos travaux. Les articles
de ekrences sont,a notre avis, ceux d'Engquist et Majda [EM77, EM79] datant de la n des
anrees 1970, au est propose une technique de construction de CLA d'ordreelewe pour les
ondes acoustiques. lls ontet suivi par les travaux de Reynolds [Rey78] et Halpern [Hal80]
qui proposent des CLA d'ordre 1 pour les ondeselastiques. Ce probeme est plus dicilea
consicerer car il s'agit d'un probeme vectoriel dans lequel deux types d'ondes interagissent.
S'ensuivent beaucoup de travaux apportant aneliorations et extensionsa d'autre sysemes,
notamment ceux d'Higdon [Hig91] sur des conditions d'ordreelewe pour les ondeselastiques
et ceux de Collino [Col93] pour les ondes acoustiques. Puis, au tebut des anrees 2000, les
travaux de Tsokga [Ts099], Hagstrom [Hag03] et Givoli [GivO3] ont permis d'aneliorer les
simulations nurreriques dans des milieux isotropes.

Toutes ces ekrences concernent des milieux de propagation isotropes. L'objectif de cette
partie | est de rendre la simulation plus ealiste en moctlisant le sous-sol comme un magriau
heerogene elastique anisotrope. A notre connaissance, aucune CLA n'a jamaiset formuke
pour epondrea ce probeme.

Une autre voie que celle des CLA consisteaetendre le domaine discret en y ajoutant une
couche dans laquelle les ondes seraient atenwees. C'est le principe des couches absorbantes qui
est souvent priviege dans le milieu industriel. Une impementation simple, que 'on appelle
taper, peut facilement étre utili’ee mais cerere des e exions parasitesa l'interface entre le
domaine detude discret et la couche absorbante. Au debut des anrees 1990, Berenger aborde
ce probeme pour les ondeselectromagretiques dans [Ber94, Ber96] et propose un moyen de ne
gererer aucune e exiona l'interface. C'est I'avenement des couches parfaitement adapees,
en anglais PML (Perfectly Matched Layers), qui evolutionnent la simulation nunerique de
la propagation des ondes.

Cependant, l'addition d'une couchea un maillage ne se fait pas sans contrepartie, surtout
en trois dimensions. Cela entrane un surcolt evident en terme de calculs, mais aussi de
stockage, ce qui devient tes probkmatique pour des donrees de grande taille. De plus, une
impementation en paralele recessite des communications sgeci ques additionnelles. Sur ce
point pecis du paralelisme, l'utilisation de CLA n'est pas non plus sans contraintes si les
conditions sont d'ordreelewe. Toutefois, lorsque des conditions d'ordre peuelewe su sent, les
communications utiles aux CLA se limitent aux n uds de la frontere arti cielle, ce qui les
rend tes competitives par rapport aux couches absorbantes.

Au-deh de ces consicerations pratiques, les PML sou rent d'un probeme de stabilie dans
certains milieux anisotropes (voir [BFJ03]), se traduisant comme une croissance exponentielle
de la solution nunerique en temps long. En particulier les PML sont instables pour la plupart
des milieux TTI (Tilted Transverse lIsotropy). Ce type de milieu esta considerer pour des
applications concetes car il inclut I'anisotropie des couches du sous-sol.

L'objectif de cette premere partie consiste donca construire une CLA pour les ondes
elastigues dans un milieu anisotrope. Pour cela, nous nous imposons deux contraintes. Pre-
merement, la CLA doit étre compatible avec le contexte RTM dans lequel la simulation
intervient, c'esta-dire assurer une stabilie nunerique en temps longs. Deuxemement, la
CLA doit facilement s'inegrer dans le code paralele DIVA, bas sur la nethode de Galerkin
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Discontinue DGM.

Comme nous l'avons cea dit, les CLA d'ordre eleve pour les ondes elastiques, méme
isotropes, sont di cilesa formuler eta impementer, surtout dans un contexte de calcul pa-
ralele intensif - HPC. Les CLA d'ordre faible ne sou rent pas de cet inconenient mais, bien
evidemment, c'est au prix des e exions parasites gereees par la frontere arti cielle dans le
domaine detude. Cependant, il ne faut pas oublier que notre objectif est de cevelopper un
propagateur optimie dedea la RTM qui comporte uneetape de sommation capable de ltrer
les valeurs incoterentes. L'impact des e exions est donc minimise, ce qui donne un inerét
certain pour des CLA d'ordre peuelee.

Nous allons donc consacrer cette partie du mansucrita la construction d'une CLA 2D et
3D pour un milieu anisotrope TTI. Cette CLA sera d'ordre peuelew et stable en temps long.
Cetteetude se divise en cing chapitres.

Le chapitre 1 introduit le syseme de lelastodynamique pour les milieux anisotropes. La
section 1.2 ce nit l'anisotropie de type TTI et la section 1.3 cktaille la discetisation par
la methode de Galerkin Discontinue DGM. Le chapitre 2 revient sur la construction d'une
CLA d'ordre faible pour des milieux anisotropes simplies de type VTI ( Vertical Transverse
Isotropy). La nmethodologie classique, base sur celle d'Engquist et Majda, est rappekea la
section 2.1 pour les milieux isotropes et appliqiee dans des milieux VTla la section 2.2.

Le chapitre 3 est consacea la construction d'une nouvelle CLA d'ordre faible, adapte
pour les milieux TTI. La section 3.1 decrit le processus dans le cas 2D. La stabilie de cette
nouvelle CLA est ensuite etudee section 3.1.4. Nous montrons ensuite qu'on peutetendre
notre approche au cas 3D qui fait I'objet de la section 3.3. Des tests nuneriques, cetailes en
2D et peliminaires en 3D illustrent les bonnes performances des nouvelles CLA.
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Chapitre 1

Mogaklisation desequations d'ondes
en milieu transverse isotrope

Ce chapitre introduit le contexte physique et mattematique dans lequel nousevoluerons
dans la suite du manuscrit. Apes avoir rappek lesequations gererales gouvernant la propa-
gation des ondeselastiques, nous cktaillons les caraceristiques des milieuxelastiques aniso-
tropes, notamment transverse isotrope (TTI), ainsi que leur impact sur lesequations. Nous
cecrivons ensuite la technique de discetisation utiliee, qui combine une nmethode de Galerkin
discontinue (DGM) en espace et un sclkema Leap-Frog en temps. Ce choix nenea un syseme
lireaire dont la structure des matrices est peciee, justi ant au passage son acequation avec
le cadre de esolution paralkle intensif HPC. Nous terminons ce chapitre par unetat de l'art
des nethodes geophysiques employees pour prendre en compte l'anisotropie du sous-sol. Le
plus souvent partielles ou complexesa mettre en uvre, aucune d'entre-elles ne propose des
conditions de bord absorbant adapeesa la simulation des ondes anisotropes.

1.1 Le syseme de Elastodynamique

1.1.1 Formulation desequations homognes

Nous supposons que le domaine detude est un care (paw) droit, noe , en dimension
deux (trois). La variable d'espace est noeex 2 et la variable temporelle est t 2 [0; T], a
T > 0 designe la duee de simulation.

Le syseme de lelastodynamique est forne de troisequations qui peuvent &tre formukes
en vitesse ou en deplacement. Nous avons fait le choix de travailler avec le syseme bas sur
la variable vitesse qui est noeev. Soient la masse volumique des maeriaux et _le tenseur
des contraintes. La premereequation du syseme est celle du mouvement qui se ceduit de la
loi de Newton. Sa forme homogene, c'esta-dire sans terme source, secrit :

(x)@v(x;t)y=r _(x;t) (1.1)

a \r " designe l'operateur divergence. La deuxeme equation cecrit la deformation des
maeriaux. Elle fait donc intervenir le tenseur des ceformations noe _. Sous I'hypotlese
dite de petites deformations, ce tenseur sécrit :

W)= 50 v (v (12)
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al \ r " designe l'ogerateur gradient. Pour nir, la troisemeequation, appeke loi de Hooke,
tient compte des contraintes des maeriaux en exprimant les relations du tenseur des con-
traintes C (appe€ aussi tenseur delasticie) avec le tenseur des deformations. Elle sécrit en
formulation vitesse :

@_(x;1) = C(x) _(v(x;1)) (1.3)
X
al le produit entre le tenseur d'ordre 4 et le tenseur d'ordre 2 est e nipar @ jj = Cik «-
k;l
Le syseme de lelastodynamique s'obtient alors en injectant lesequations (1.2) et (1.3)
dans la cerivee en temps de (1.1) :

)@v(x;t) = r  C(x) _(v(x;1) (1.4)

Il s'agit d'une formulation d'ordre deux car elle fait intervenir des cerivees secondes sur la
variable vitesse. Il est aussi possible decrire le syseme au premier ordre en consicerant le
tenseur des contraintes comme variable auxiliaire, ne faisant ainsi intervenir que des cerivees
premeres. Les inconnues sont alors le vecteur vitesse et le tenseur des contraintes . Une
formulation en vitesse-contrainte de lelastodynamique skcrit ainsi : B

(x)@v(x;t)
@_(x;1)

ro_(x;t)

1.5
C(x) (v(x;1)) -

Dans le projet DIP, la formulation du premier ordre (1.5) aek priviegee car elle pesente
'avantage de donner un aces direct aux quanties utiles pour l'imagerie. Toutefois, l'intro-
duction desequations d'ordre deux est justiee car elles peuvent &tre utiliees poureliminer
le tenseur des contraintes qui n'est qu'une variable auxiliaire pour le pfenonenea decrire.

1.1.2 Terme source et condition initiale

Les ondes sont exciees par une source ponctuelle mocelise en gereral comme le produit
d'une fonction temporelle et d'une fonction spatiale. La source apparat physiquement dans
lequation du mouvement (1.1) et se retrouve donc directement dans la formulation du premier
ordre (1.5) sur la premereequation :

(x)@v(x;t)
@_(x;1)

ro_(x; 1)+ s(t)s(x)

1.6
C(x) _(v(x;1) -

al & est une fonction scalaire temporelle et est une fonction vectorielle spatiale. Ce syseme
peut se eecrire de faconequivalente avec la source dans la deuxemeequation :

(x)@v(x;t)
@_(x;1)

ro_(x;t)

(1.7)
C(x) _(v(x;t)) + s(t)s(x)

al s est une fonction scalaire temporelle (peciement telle ques = @) et s est une fonction
tensorielle spatiale (peciement telle quer s=s).
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1.1. Le syseme de klastodynamique

Code DIVA

Le code DIVA se base sur le choix arbitraire (1.7), c'esta-dire avec la source sur lequation
du tenseur des contraintes. Dans sa version initiale (i.e. isotrope), la source ne gerere que des
ondes P. Cela se traduit par une action sur les termes diagonaux du tenseur et la fonction
spatiale s de la source utiliee skcrit alors :

S6)= %00 g g (L.8)

al Xo est le point d'impact de la source et y, est la distribution de Dirac en ce point.
Cependant, dans des milieux anisotropes, cette source gerere une onde S de faible intensie
en plus d'une onde P.

A n de reproduire nuneriquement chaque explosion e ectiee sur le terrain, la fonction
temporelle s de la source cecrit une impulsion sismique commurement repesente par une
ondelette de Ricker [Ric53]sr, cerivee seconde d'une fonction gaussienne, voir Fig. 1.1. Elle
cepend d'une fequence pic f, et son amplitude varie suivant la formule :

2f th

sr()=(1 2 *fitd)e (1.9)

Figure 1.1 { Ondelette de Ricker pour une fequence pic de 26iz

Speci cations

Dans le cadre de notre travail sur les CLA, il est ineressant de ne grerer qu'une seule
des ondes, P ou S, pour etudier plus facilement les e exions parasites. De plus, comme
dans le code DIVA, les geophysiciens utilisent gereralement des moctles pseudo-acoustiques,
c'esta-dire se focalisant sur une seule des deux ondes dans un milieu elastique. Ce point
sera ceveloppe par la suite. Nous allons donc consicerer trois con gurations d'impulsion sis-
mique : une onde P, une onde S et la combinaison d'une onde P et d'une onde S. Ces cas
seront surnommes \pseudo-acoustiques" pour les deux premiers et elastique" pour le dernier.

Par ailleurs, la propagation des ondes P et S dans un milieuelastique peut se fairea l'aide
d'une source ponctuelle ou d'une condition initiale. Dans ce dernier cas, le syseme du premier
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Chapitre 1. Mocklisation desequations d'ondes en milieu transverse isotrope

ordre (1.5) sécrit :

8
§ av(xt) =1 _(xt)

@:Fx;t) f C(x) _(v(x;1)) (1.10)
Ev(o,x)) = vo(x)
~_(0;x)) = _,()

et il s'agit alors de & nir vg et —o"
Nous partons du fait suivant. Toute solution de lequation des ondeselastiques secrit sous
la forme : | | |
U=+ (1.11)
| |
al’ corresponda une onde P et corresponda une onde S (simple en 2D ou double en

3D).

Letude de la matrice assocee a lequation de dispersion du syseme (1.4) admet deux
valeurs propres , et s correspondanta l'onde P eta l'onde S. Les vecteurs propres assoces
peuvent s'exprimera l'aide d'operateurs en espaceBy et Bs comme suit :

'U = By(g(x)) + Ba(g(x)) (112)

al g(x) est une distribution quelconque. Il devient alors possible de ne grerer qu'une onde
P ou une onde S en choisissant par exemple comme condition initiakeg = B»(g) et en xant

= 0. Nous choisissonsg(x) = e “ix *oli* une fonction gaussienne, qui est une condition
initiale classique en propagation d'ondes. Les conditions initiales

Vo(X) = Bo(e X xoli?) (1.13)

seront cetailees pour chaque con guration isotrope et anisotrope.

Si nous souhaitons maintenant utiliser une source ponctuelle comme dans le syseme (1.7),
il est possible de la construirea partir de la condition initiale. Commercons par observer que
le sysemea l'ordre deux ne gererera qu'une onde P ou une onde S en appliquanta une source
quelconquef (x;t) l'operateur Bp ou Bs respectivement :

X)@v(x;t) = r C(x) _(v(x;1)) + Bo(f (x;1)) (1.14)
La reformulationa I'ordre deux du syseme (1.7) donne :
)@v(x;t) = 1 CX) _(v(x;t) +sr(t)r  s(x) (1.15)

En choisissant par exemplef (x;t) = sr(t) x,(x), il restea e nir s par identi cation
termea terme suivant legalie :

rs(x) = Ba( xo(x)) (1.16)

Ainsi, pour chaque condition initiale formuke a l'aide des operateurs B, (provenant
de letude des vecteurs propres de la matrice de dispersion) pour le syseme (1.10), nous
ceterminerons une source ponctuelle pour le syseme (1.7), conduisant dans les deux casa la
cereration d'une onde P, d'une onde S ou de la combinaison d'une onde P et d'une onde S
pour des con gurations isotrope et anisotrope.

16



1.2. Anisotropie de type TTI

1.2 Anisotropie de type TTI

1.2.1 [enition et proprees physiques

Le tenseur delasticie intervenant dans le syseme de Iklastodynamique (1.5) est de rang
quatre, c'esta-dire qu'il est cecrit par les termes C = ( Cjjik )16ijk; 6d, @ d est la dimension
du domaine detude. Il appartienta la classe des tenseurs synetriques, ce qui permet de le
eecrire sous forme matricielle, suivant la notation de Voigt selon laquelle les indices sont
regroupes deuxa deux et remplaes par la table de correspondance Tab. 1.1.

indice tensorielg 11 22 33 23/32 13/31 12/21
indice matriciel C | 1 2 3 4 5 6

Table 1.1 { Correspondance des indices entre tenseur et matrice delasticie

Ainsi, chaque coe cient tensoriel (Cjju )i<ijki<d PeUt se eecrire comme un coe cient
matriciel (Cmn)i<m:n< 24- La matrice C obtenue est, elle aussi, synetrique, compose d'au
plus 21 coe cients inependants. De plus, les paranetres physiques assurent que le tenseur
est positif, i.e. 8 tenseur synetrique, (C ) : > 0, a le symbole \:" cesigne le produit
scalaire tensoriel. -

Matrices célasticie isotropes et anisotropes

Lorsqu'un milieu est isotrope, la matrice delasticie se simpli e consicerablement avec
seulement 2 constantes incependantes. Les paramnetres physiques sont gereralement donres
sous la forme des constantes de Lane (, ), correspondant respectivement au coe cient de
Poisson et au module de Young. La matrice sécrit alors :

2+2 3

o

+2

o

+2

o
O ooo

Ciso. 1.17)

y =

Un milieu isotrope peutegalement étre cecrit par sa masse volumique et les vitesses de
propagation V, et Vs relatives aux ondes P et aux ondes S qui ontee ¢k nies en introduction.
Dans ce cas, la matrice sécrit :

2 3

Cin Ci1 2Ce Cin 2Ces O 0 0

Cu Cuu 2Ces O 0 0

— Cu 0 0 0
Ciso = Ces O 0 (1.18)

Ces O

Ces

allescoecients Ci11= V p2 et Cgg = VS2 sont directement relesa la vitesse des ondes P et S.
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Chapitre 1. Mocklisation desequations d'ondes en milieu transverse isotrope

Isotropie transverse verticale

Dans une couche geologique, les vitesses de propagation des ondes sont en gereral non-
uniformes dans toutes les directions mais leurs epartitions, c'esta-dire leurs fronts d'onde,
admettent deux plans de symnetrie orthogonaux. C'est la ¢ nition de l'orthotropie. Si les axes
du repere detude sont colireairesa ces plans, la matrice delasticie secrit alors gracea 9
constantes incependantes :

2 3
Ci1 Cip Ci3 O 0 0
Cp Cx O 0 0
C 0 0 0
Cortho = 33 Cu O 0 (1.19)
Css O
Cee

Si ce regere d'orthotropie est dierent du repere detude, il est toujours possible de former la
matrice delasticie apes rotation sur le tenseur, comme cela est explige plus loin.

L'anisotropie du sous-sol est consiceee orthotrope dans une seule direction, cela signi e
que les fronts d'onde admettent une symetrie par rapporta un axe (souvent proche de la
verticale). C'est la e nition de I'anisotropie polaire ou Isotropie Transverse (TI), largement
utilise en imagerie sismique. Dans ce cas, le milieu est isotrope dans le plan orthogonala
cet axe, c'esta-dire que les vitesses de propagation sont invariantes dans ce plan. Sur ce
point, nous renvoyons au livre de Tsvankin [Tsv01], ou pour une version plus condensea
l'article [Tsv96]. La Fig. 1.2 repesente schematiquement les dierences entre des maeriaux
isotrope, Tl et orthotrope. La Fig. 1.3 est un exemple de couches gologiques TI.

Figure 1.2 { Sctemas de matkriaux isotrope (gauche), Tl (milieu) et orthotrope (droite)

Dans un repere orthogonal ai I'axe e, corresponda l'axe de synetrie &, l'anisotropie
polaire est dite VTI (Vertical Transverse Isotropy) et la matrice delasticie secrit avec 5
constantes incependantes :

2 3

Ciu Ci1 2Ce¢ Ci3 O 0 0

Cu Ci3 0 O O

_ Cszs O 0 0
Cvti = Cuu O 0 (1.20)

Cua O

Ces

Les coe cients de la matrice delasticie VTI (1.20) sont construitsa partir de la masse
volumique, des vitesses de propagation des ondes donrees dans la direction d'orthotropie et
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1.2. Anisotropie de type TTI

Figure 1.3 { Photographie de couches geologiques Tl, Grand Canyon USA (cedits Luca
Galuzzi - www.galuzzi.it )

de trois constantes"; et

: Cnh =V pz(l + 2")

% Csz = \(/qu
Ciz = (V2 VHZ+2VE (V2 VY V¢ (1.21)
Cu = V&

" Ce = V32(1+2 )

Ces constantes, introduites par Thomsen dans [Tho86], & nissent le caracere isotrope trans-
verse d'un maeriau. Elles sont c nies par les formules :

8
W _ Cu Cas

(Ci3+ Cas)®> (Caz Cua)

2C33(C33C44) (122)
Ces Caa
2C 44
Nous utiliserons par la suite la notation| = P 1+2" | pour faciliter la lisibilie des calculs.
Remarque 1.1 L'anisotropie Tl est caracerigee elliptique lorsque ="
Remarque 1.2 Lorsque les constantes de Thomsen sont nulles (fe= = =0), la matrice

delasticie VTI  (1.20) redevient isotrope, c'esta-dire qu'elle secrit comme en (1.18).
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Chapitre 1. Mocklisation desequations d'ondes en milieu transverse isotrope

Isotropie transverse incliree

En gereral, le regere detude caresien ( ey;ey;e;) ne concide pas avec le regere d'or-
thotropie (&x; &; ®). En d'autres termes, |'axe de synetrie de I'anisotropie polaire n'est pas
I'axe vertical e,. Dans ce cas, l'isotropie transverse est dite incliree et se note TTI selon son
appellation anglaiseTilted Transverse Isotropy. L'inclinaison est caracerisee par deux angles,
repesenes sur la Fig. 1.4. Plus pecisment, en notant Py, la projection sur le plan d'axes
(ex;ey), les angles sont & nis par :

(

(b @)

1.23
(ex) Py &) (123

a corresponda l'angle d'inclinaison par rapporta la vertical, appeke dip ou tilt par les
geophysiciens, et est I'azimut (c'esta-dire lI'angle de la projection dans le plan horizontal).

Figure 1.4 { Angles d'inclinaison TTI

Remarque 1.3 En gophysique, I'axe verticale, est usuellement oriene positivement vers
le bas pour suivre les valeurs croissantes de la profondeur du sous-sol.

Une proprek ineressante de l'anisotropie TTI est qu'elle peut étre caraceriee algebri-
guement comme une rotation de l'anisotropie VTI. Cependant, comme les matrices delasticie
sont des eecritures de tenseurs, la rotation se fait dans le cadre de l'alggbre tensorielle. Dans ce
cas, deux repesentations du tenseur TTI sont possibles. Soit l'inclinaison est exprineevia les
angles (1.23) comme une matrice de passa@g ; ) liant le tenseur VTI et le tenseur TTI. Soit
cette inclinaison est repesenee gracea une matrice de rotationR . . Dans le premier cas,
la matrice delasticie TTI s'obtient comme le produit M. yCy T M(T; ) et nous renvoyons
a l'annexe A.1 pour I'expression deM . . Dans le second cas, la matrice du changement de
base entre le regere caresien et le regere TTIR(. ) est donree par :

COS COS CcOS Sin sin
Ri.y=4 sin cos 0 5 (1.24)
sin cos sin sin cos
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1.2. Anisotropie de type TTI

et les coe cients € du tenseur delasticie TTI se calculenta l'aide des coe cients g du

tenseur delasticie VTI selon la formule :

xd xd xd xd
= Rpquj Rk Rslgpq
p=1 g=1 r=1 s=1

Cix o 816 kil 6d (1.25)

La matrice delasticie TTI ainsi obtenue est dense, compoge de 21 coe cients dierents.
Bien que ne cependant que de 7 constantes Vy; Vs;", | ; ; et de la masse volumique
fournie par le probeme physique, ces coe cients n'‘ont pas de forme analytique simple. Ainsi,
la matrice delasticie TTI secrit par commodit :

2 3
Ci1 Ci2 Ciz3 Cis Ci5 Cgp

Co2 Ca3 Cyy Cy5 Cyp
Cs3 Cszs Czs Cgp

1.26
Cas Cus Cue ( )

La structure dense de la matrice delasticie TTI (1.26) est comparablea celle de I'anisotro-
pie totale, contrairementa I'orthotropie non-incliree (et donca I'anisotropie VTI (1.20)) qui
ne se traduit que par une modi cation des coe cients de la matrice delasticie isotrope (1.18).
Méme si les caracerisations des anisotropies VTl et TTI sont assez proches, l'anisotropie TTI
est un probeme bien plus di cilea traiter.

Remarque 1.4 Lorsque = =0 etdonc qu'il n'y a pas d'inclinaison, la matrice delasticie
TTIl (1.26) redevient VTI, c'esta-dire comme illustee en (1.20).

Remarque 1.5 Lorsque les constantes de Thomsen sont nulles i.é. = = =0, la
matrice delasticie TTI  (1.26) redevient isotrope, c'esta-dire comme (1.18), quels que soient
les angles d'inclinaison. Ceci est di au fait que dans un maekriau isotrope, les vitesses de
propagation sont les mémes dans toutes les directions.

Fronts d'ondes

Pour illustrer les dierences physiques entre l'isotropie et l'anisotropie de type TI, nous
avons repesent a la Fig. 1.5 les fronts d'ondes en deux dimensions pour un exemple de
maeriauelastique.

Les couches du sous-sol sont decrites par des constantes Tl (1.22) tes petites, toujours
inErieuresa un. Pour plus de cetails, une liste non-exhaustive de maeriaux Tl est disponible
dans l'article [Tho86]. Dans ce type de con gurations, le front des ondes P est quasi-ellipso-dal,
ce qui est caraceristique de l'anisotropie polaire.A l'oppog, le front des ondes S peut s'awerer
beaucoup plus singulier. Selon [TT94], sa forme est fortement determiree par le paranetre :

2

&= Vi(" ) (2.27)
V2 .

S

La Fig. 1.6 repesente dierents fronts d'ondes S dans un maeriauelastique, en faisant varier
le paranetre &
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Chapitre 1. Mocklisation desequations d'ondes en milieu transverse isotrope

Figure 1.5 { Fronts d'ondeselastiques en dimension 2 : isotropes @ gauche), VTI (au milieu)
et TTI @ droite), avec =1 kg.m 2, V, =3000 m.s !, Vo = 1500 m.s 1, " =0:24, =0:10
et =30 Fronts des ondes P en rouge trait plein et des ondes S en bleu trait pointile

Figure 1.6 { Fronts d'ondeselastiques en dimension 2 :&= 1 @ gauche), &= 1:75 (au
milieu) et &= 0:75 @ droite), avec =1 kg.m 2, V, = 3000 m.s %, " = 0:24, =0:10 et
= 30 Fronts des ondes P en rouge trait plein et des ondes S en bleu trait pointile

1.2.2 Equations de Elastodynamique dans un milieu anisotrope

Pour chacune des con gurations, isotrope, VTl ou TTI, lesequations de lelastodynamique
dierent. Pour faciliter le traitement des equations, il convient de cevelopper le syseme
eereral (1.5) selon chaque composante des champs d'ondes. Pour les maeriaux isotropes, le
syseme secrit le plus souvent avec la matrice delasticie (1.17) :

8
@vx = @xx+@xy+@xz

@y = @yt+t@Q ywt+t @y,
@v;, = @xz"‘@yz"’@zz
@x =( +2 )@+ @/Vy"' @,v;
@y = @w*( +2 )Qw+ @V, (1.28)
@22z = @Qw+ @Qw+( +2 )Qv,
@y: = (Qvz+ @vy)
@xz = (Qvz+ @vyx)
@ xy - (@Vy + @Vx)

Dans le cas des matriaux VTI, quelques coe cients sont modies pour former la matrice
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1.3. Discetisation desequations

delasticie (1.20) et le syseme greral (1.5) sécrit :

Qy = Q@y+tQ ywt+t @y,
@v; = Qxx+@ y:+@ 2
@ xx = Cu@vx +(Ci1 2Cee)@Qvy + C13@V,
@y = (Ci1 2Ce6)@QVx + C11@vy + C13@V, (1.29)
@ 7z = C13@Qvx + C13@Qvy + C33@V,
@y: = Cau(Qv:+ @vy)
@ xz: = Cu(@vz+ @vx)
@ xy = CGG(@Vy + @Vx)

8
%@Vx = @Q@xt@Q xwt @ x

Pour les maeriaux TTI, la matrice delasticie (1.26) est dense. Lesequations portant
sur le tenseur des contraintes contiennent donc des termes suppkmentaires, qui ne sont pas
pesents en isotrope ou en VTI :

= @xz"‘@yz"‘@zz

@ xx = Cu@vx + C12@vy + C13@V; + Cuu(@QV; + @Vy) + C15(@QVz + @Vx) + C16(@QVy + @Vy)

@ vy
@ 22
@yz
@ x:
@xy

Vx = @xx+@xy+@xz
g W= @xyt+t@ ywt@ y,

C12@Vx + C22@Vy + C23@V; + Co4(@Vz + @vy) + Cos(@V, + @Vx) + Cos(@Vy + @Vy)(1.30)
C13@QVx + C23@Vy + C33@V; + Cas(@V, + @Vy) + C35(@QV, + @Vx) + C36(@QVy + @QVx)
C14@QvVx + C24@Vy + C34@V; + Cas(@V, + @Vy) + Cus5(@QVz + @Vx) + Cus(@QVy + QVx)
C15@QVvx + Cos@vVy + C35@V, + Cs5(@V, + @Vy) + Cs5(@QVz + @Vx) + Css(@Vy + @Vx)
C16@Vx + C26@Vy + C36@V;, + Cas(@V; + @Vy) + Cs6(@QV; + @Vx) + Ces(@Vy + @Vx)

Cette dierence structurelle dans le cas d'une anisotropie de type TTI entrane des com-
plications algebriques evidentes, du fait de I'apparition de termes suppkmentaires dans les
equations. Cependant, cette complexie est essentiellement algebrique et en observant avec
soin comment est e ni le syseme dans un maeriau TTI, il apparat que les coe cients de
la matrice delasticie (1.26) ne sont pas incependants, contrairement au cas d'anisotropie
totale. Ainsi, l'anisotropie de type TTI peut &tre decrite comme un cas d'anisotropie VTI
ayant subi une inclinaison. Ce point va étre ceterminant pour nous, et nous utiliserons cette
propret plus loin quand il s'agira de cevelopper des conditions de bord absorbant.

1.3 Discetisation desequations

1.3.1 e nition etetat de l'art

La nethode de Galerkin, apparue dans les anrees 1910, serta formuler le probeme discret
assocea la esolution des sysemes dequations aux cerivees partielles. Le principe repose sur
un choix de sous-espace de fonctions de dimension nie permettant de cecrire dans le domaine
discret les fonctions du probeme continu. Elle est le fondement des nethodes deements nis
(FEM pour Finite Element Method).
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La methode de Galerkin discontinue, tes connue sous son acronyme DGM pour sa termi-
nologie anglaise Discontinuous Galerkin Method) est plus ecente, datant des anrees 1970.
Quelgues fois cecrite comme une FEM avanee, son principe ajoute au choix du sous-espace
ni de fonctions discetes la possibilie de travaillera lechelle locale de leement. Les fonctions
de base sont alors propresa chaque cellule du maillage ce qui signi e gu'elles sont discontinues

a l'interfaces entre deuxeements (voir une illustrationa la Fig. 1.7).

La DGM, tout comme la FEM, permet de consicerer des maillages complexes et de
proedera des approximations d'ordreelewe. La distribution des deges de liberes est rap-
peke sur les Fig. 1.8 et tableau 1.2. La DGM a pour avantage de conduirea une formulation
temporelle des champs quasi-explicite car la matrice de masse est diagonale par blocs grace
a la discontinuie des fonctions de base. De plus, la largeur de bande de la matrice de rigidie
est la méme pour tous lesebments, car uneement ne communique avec ses voisins que par
les faces alors qu'avec la FEM il communiquevia les faces, les arétes et les sommets. La
matrice de rigidie possde donc une structure par blocs. Si le maillage contientN mailles,
elle sera compose deN blocs diagonaux et de ¢ + 1) N blocs extradiagonaux traduisant
les communications intereements. La taille des blocs c&epend uniguement de l'ordre de la
discetisation. Cette structure se préte donc tes facilementa une impementation dans un
cadre HPC.

Une autre caraceristique de la DGM est l'adaptabilie hp, c'esta-dire qu'en autorisant
la discontinuie des fonctions de base, il est possible d'utiliser des maillages non-conformes
(adaptabilie h) et mixer des ordres d'approximation dierents (adaptabilie p), ce qui as-
sure une plus grande exibilie de la methode, voir Fig. 1.9. En pratique, c'est I'adaptabilie
p qui est utilie dans le code DIVA car l'adaptabilie h pesente plusieurs inconwenients
de mise en uvre. Tout d'abord elle recessite de changer consicerablement la structure du
maillage pour prendre en compte leshanging nodes(i.e. les n uds d'unekement sitles sur
une aréte ou une face d'un autre eement), alors que l'adaptabilie p n'a besoin que d'un
vecteur suppementaire indiquant l'ordre de chaque eement. Le stockage de vecteur peut
méme &tre evie en eordonnant judicieusement les eements en fonction de leur ordre de
discetisation. Ensuite, I'adaptabilie h complexi e consicerablement les calculs d'inegrales
de surface, notamment en 3D. En e et, il n'est plus possible de se ramenera un calcul sur
unekment de ekrence car les calculs doivent etre faits sur une partie de la face correspon-
danta l'intersection de deuxekments et non sur une face entere. En 3D, l'intersection de
deux ttraedres d'un maillage non-conforme n'est pas forement un triangle mais peut étre
un quadrilatre, un pentagone ou un hexagone. L'adaptabilie p ne recessite que le calcul des
dierentes combinaisons d'ordre possibles sur leement de etrence. En pratique, le nombre
de ces combinaisons est limit, de I'ordre d'une dizaine. Finalement, I'adaptabilie h casse la
structure de la matrice de raideur (qui sera pesenee plus loin) car le nombre de voisins d'un
ebment devient variable. L'adaptabilie  p conserve cette structure et modi e uniquement la
taille des blocs.

La DGM aet introduite par Reed et Hill dans [RH73] tout d'abord pour lesequations
elliptiques puis paraboliques. Citons [ABCMO02] notamment pour sa bibliographie cetailee.
Pour les equations hyperboliques, une premere analyse mattematique est donree par Le-
saint et Raviart au milieu des anrees 1970 [LR74, Les75] et l'ordre de convergence opti-
mal a ek etabli par Navert et Pitkaranta dix ans plus tard [Nav82, JNP84, JP86]. La
DGM est cesormais populaire pour les equations hyperboliques (lireaires et non-lireaires)
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1.3. Discetisation desequations

Figure 1.7 { Fonctions discetes sur un maillagea une dimension, continues et discontinues

Figure 1.8 { Localisation des deges de libere en deux dimensions, pour trois discetisations

2D 3D
P1 P2 P3| P1 P2 P3
volume : K | 3 6 10| 4 10 20
surface : F| 2 3 4 | 3 6 10

Table 1.2 { Nombre de deges de libere en deux et trois dimensions

Figure 1.9 { lllustration de l'adaptabilie  hp sur un maillage en deux dimension

et les travaux de Cockburn, Shu et leurs co-auteurs ontet particulerement convaincants.
Dans [CKS00a, Coc01], linegration en temps est meree en appliquant une nethode de
Runge-Kutta et ces travaux sont bien connus dans la communaue sous l'acronyme RKDG.
Unetat de I'art des approches DG jusqu'aux anrees 2000 est disponible dans [CKS00b]. En ce
qui concerne l'adaptabilie hp, les travaux de Suli, Schwab et Houston dans [SHS00, SSHOOQ]
sont particulerement ceterminants.

De nos jours, et particulerement pour la propagation des ondes, plusieurs equipes uti-
lisent la DGM et les approches dierent essentiellement au niveau des ux et des sckemas en
temps. Dumbser, Kaser et leurs co-auteurs priviegient le screma ADER (Arbitrary high-order
DERIvation ) bas sur des ux cecentes avant et des inegrations en temps de type Runge-
Kutta (voir par exemple [DKO6, KD06, KHdIPO8]). Leur nmethode, appeke DG-ADER, a
I'inconenient d'étre dissipative. D'autres equipes, comme [BLP06, DFGOQ9], pekrent ap-

25



Chapitre 1. Mocklisation desequations d'ondes en milieu transverse isotrope

pliquer le sctema Leap-Frog avec des ux centes, o0 rant ainsi une alternative non-dissipative.
Incependamment, des techniques de penalies inerieures ontee ceveloppees pour lesequations
en formulation du second ordre, comme la IPDGM (nterior Penalty DGM ). Pour lesequations
hyperboliques, citons par exemple [GSS06, AMMO06, BSW08, Bal09].

Nous utilisons la formulation du premier ordre de lequation des ondes et nous avons
choisi le sctema de discetisation DG avec ux centes en espace et Leap-Frog en temps.
Pour le screma en temps une ieration de Leap-Frog est moins colteuse qu'une ieration de
Runge-Kutta. Pour le sctema en espace, I'utilisation de ux centes peut entramer I'apparition
d'ondes parasites ainsi qu'une ceerioration de I'ordre de convergence du schema. L'ickal serait
donc de coupler le sctema Leap-Frog et DG avec ux decentes avant. Malheureusement, un
tel couplage conduita un sclema implicite en temps, plus complexea mettre en uvre dans
un cadre de esolution paralkle et trop coOteux pour des applicationsa lechelle industrielle. 1l
est cependant possible de supprimer les ondes parasites et de conserver |'ordre de convergence
optimale du schema Leap-Frog et DG avec ux centes en lui ajoutant un terme de enalisation
non-dissipatif [Ven14], au prix d'une diminution de la condition CFL.

1.3.2 Discetisation en espace

Soit , une discetisation du domaine en cellules polygonales K, aussi proche que
possible d'une partition de , avec . On notera T, I'ensemble des celluleX . La
frontere | est cecompose en partie exerieure o = @ p, et inerieure iy, correspondant
a I'ensemble des faces entre les cellules. Sur uneemenK , nous noteronsng la normalea
@K sortante.

Toute face interne est partagee par unekment K1 et uneement K,. Nous noterons
arbitrairement n = ng, et nous c nissons le symboleJuK n = (uk, Uk,) n comme le
saut et le symboleff ugg= %(uKl + uk,) comme la moyenne. Pour une face externe) = ng
et par convention le saut et la moyenne sur cette face sontegauxa l'identie.

Formulation variationnelle

Soient les espaces :

V=fv2L? n)telquevix 2 HY( n)% 8K 2 Thg

= f_2 L% n? tel que _ 2 Haiv( Y 8K 2Thet j = i 8ij = xy;zg

La premere etape consiste aecrire la formulation variationnelle assocee au syseme de
lelastodynamique (1.5). Pour cela, nous ¢ nissonsv 2 V et 2 . Soient une fonction-test
w 2 V et un tenseur-test 2 . L'inegration desequations (1.§) contre ce couple-test, sans
cetailler les cependances sur les variables de temps et d'espace, donne sur une cellide du
maillage :

827 z
% @v wdx
3

1
~
=

_) wadx
K K -

4 4

@ : dx = C
K — = K — =

(1.31)

26



1.3. Discetisation desequations

Puis, en observant que C (v) : = C  :r v, linegration par partie de chaque
equation de (1.31) donne : - -
87 Z Z
E @v wdx = (_n) wdx _orowdx
K @K — K~
E 7 7 7 (1.32)
; @ : dx = (C )n vdx r (C ) vdx
K — = @K ~— = K - =

Pour obtenir la formulation variationnelle, il restea sommer pour toutes les cellules du
maillage le syseme (1.32). Ce faisant, les termes des fronteres internes;, font apparatre les
ux. Les operateurs gradient et divergence nétant ce nis que sur chaque cellule, introduisons
les operateurs bries :r  telquer hujx =r u8K 2Th etr , telquer , ujx =r u8K 2
Th. La somme sécrit alors :

z Z z
J wK ndx + (_n) wdx _ir o pwdx
in out h

7 7 7 7 (1.33)
@ : dx JC )vK ndx + (C )n  vdx rn (C ) vdx

h in out h

8”7
% @v wdx
2

Les termes de ux peuvent se eecrire :

JwKn = JKwg n+f_gwKn (1.34)
JC )vKn = JC )M vg n+f(C )glvK n '
Ce qui par la continuie de v et _ se simplie :
J wKn = f_gwKn
= = (1.35)
JC )vKn = JC ) vy n
La formulation variationnelle sécrit alors : Trouver (v;_) dansV tel que pour tout
couple-test(w; ) dans le méme espace, on ait
8Z z Z z
% @v wdx = f _ggdwK ndx + _n wdx _ T pwx
h in out h
§ 7 7 7 Z (1.36)
@_: dx = JC )W vgg ndx + (C )v  ndx rn (C ) vadx

h in out h

La formulation (1.36) en letat conduita un probeme mal pos, il faut & nir des condi-

tions aux limites. De telles conditions modi ent les inegrales sur les fronteres exerieures

out- La methode classique consistea remplacer dans la premere inegrale de bords le terme
_n par une combinaison lireaire sur les composantes de, selon la condition aux limites
choisie (ck nissant des coe cients bj, i = 1:d) eta laisser la seconde inegrale de bords
inchangee. Par exemple, la formule la plus simple_n = 0 est une condition de Neumann.
Nous renvoyons aux chapitre 2 et 3 pour une description cetailee des conditions aux limites
absorbantes utiliges ainsi qu'une analyse de stabilie des probemes mixtes assoces.
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Chapitre 1. Mocklisation desequations d'ondes en milieu transverse isotrope

Syseme matriciel semi-discret

Nous allons maintenant discetiser I'inconnue v sur le sous-espace de fonctiong, tel que
Vi = fv 2 L2 p)?tel que (vjk)i 2 P(K)'; 8K 2 Tp; 8i = x;y;29

al P(K)' est I'ensemble des polynébmes de dege inkrieur ouegalal. L'ordre de discetisation

est alors & ni par le choix de ce dege I, pour l'interpolation sur les cellules. L'un des avantages

majeurs des nmethodes DG est la possibilie d'utiliser des deges dierents sur chaque cellule, en

fonction de leur taille et de leurs caraceristiques physiques. Cependant, pour ne pas alourdir

la pesentation, nous supposons ici que ce dege est le méme pour toutes les cellules.
L'inconnue _ est discetise sur le sous-espace de fonctionsy, tel que

ho= f_2L2 ¥ tel que ()i 2P(K)'s 8K 2Thet j = ji;8ij = xy;2g

Gracea la discontinuie des fonctions, nous pouvons construire une base des espac¥g
et 1 en proedantekment pareement. Soit ( ' iK)i=1::N| une base du sous-espace(K )',
par exemple les fonctions de base de Lagrange. La dimensidh de P(K)| est (I +1) en 1D,
(I1+1)(1+2)=2 en 2D et (+1)(1+2)(1+3) =6 en 3D. L'ensemble des fonctions ((iK )i=1:N| K 2Th)
forme une base de I'espackhjq-; et une fonction c peut alors etre approctee parcy 2 Vhjg=1 -

X X
C(X;1) = o (1) 1 (0):

K 2Tp i=1:N,

L'inconnue vectorielle v est approctee parvy 2 Vy;
X X X K K
vh(x;t) = V() K (e
K2Th j=Xy;z i=1:N|

et le tenseur__ est approcle par h2

X X X K K
Lt = ik (O 1 (X)ejex;
K2Th j=xy;2 i=1:N|
k=x;y;z
Q@ nous imposons j*ﬁi = kKji pour tous K;i;j;k an d'assurer la synmetrie du tenseur 4
Remarquons que X X
Vhjk (X;1) = vi () (e
j=xy;z i=1 N,
et X X
ik 5D = k(O e e
j=xy;z i=1:N|
k=xy;z

Nous utiliserons donc par la suite une notation par blocs pour les inconnues : pour chaque
ekment K, pour tout j = x;y;z et pour tout k = X;y;z, k ], nous e nissons les vecteurs

vk = K et K= K : Nous ¢k nissons ensuite les vecteurs
J Jioiz10N ik iki i=1 N
A yea N |
K — oK. oK. KT K _r K. K K K K KiT.
Vh _[vavyvvz] et h _[ XX Yy 2z yz Xz xy]-
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1.3. Discetisation desequations

Finalement, vy, et | designent respectivement les vecteurs composes de I'ensemble des

vecteurs vk et K. En choisissant les fonctions testw = ' Ke; et = ' Kejec pour tout
j = x;y;z et pour tout k = x;y;z, k j, la formulation variationnelle (1.36), avec des
conditions aux limites, se transforme en un syseme lireaire matriciel semi-discret :
8 0 1
X X _
@¢mfavy + RS K+ R L+ BJVRA =0
K2Th L2Thj@K @18;
0 1 (1.37)
% X X .
= Out@ [ +Rivp+ Ryt viA =0
K2Th L2Thj@K @5

a M-, cesignent les matrices de masse eR-, les matrices de rigidies. Comme pour les
vecteurs, ces matrices peuvent etre ¢ nies par blocs. Ainsi, la matriceM\'f est une matrice
de taille dN;, dN,; diagonale pard blocs N; N,. Cesd blocs sont tousegauxa la matrice
#1 K & nie par ~

oy = K'iK'}‘dx; 8i;j =1:N, (1.38)

De meéme, la matriceM K est une matrice de tailled(d+ 1) N;=2 d(d+ 1) N,=2 diagonale
par d(d + 1) =2 blocsN; N,. Cesd(d+ 1) =2 blocs sont tousegauxa la matrice K.

La matrice RX est une matrice de tailledN, d(d+ 1) N,=2 de la forme

2 3
RC 0 0 0 RS R

RKzg 0 RK 0 RY 0 RXK?

0 o0 RS RS RE O

al chaque bloc hiK, i = X;y;z est de taille N; N, et est ¢ ni par
z K
K _ k@
Ripg = ) q@dx, 8p;q=1:N;: (1.39)

La matrice RK est une matriced(d+ 1) Nj=2 dN; de la forme
2

(CuiRY + Ci6R) + C15RY) (C16RE + C1oRY + CuuRY) (CisRE + C1aR + C13RY)
(C12RY + CosRy + C25RY) (Co6RE + CooRY + CuRY) (CasRE + CoaRY + Co3RY)
(C13RE{ + C36R + CasRYy) (CaeRE + C3R) + CuRY) (CasRE + CRY + CasRY)
(CLaRE + CyoRE + CusRY) (CaoRS + CoqRS + CouRE) (CasRY + CagRS + CaRS)
(C1sRE + CseRy + CssRYy ) (CseRY + CasR) + CysRy ) (CssRY + CasR) + CasRY)
(C16RY + CesRY + Cs6RY) (CesRY + CoeRY + CasRy) (CseR + CuoRY + CaeRY)
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Chapitre 1. Mocklisation desequations d'ondes en milieu transverse isotrope

Les matricesR"" et R"" sont de dimensions respectivesiN;, d(d + 1) N;=2 et d(d +
. K
1)N;=2 dN, et ont les mémes structures que les matriceRX et R{f al tous les termes B,

K:L . K:L .
sont maintenant des termes® ; = pour R" et B, pour Ri", i = x;y;z. Ces blocs
sont de taille Ny N, et sont & nis par

8 K;L 1Z
R.ig = 5 "4 phk edx; 8p;g=1:Nj;
% Pd 2 @uemo "
s W 2 (1.40)
By = = 'Kelng edx; 8p;q=1:N;:
V,Ipq 2 @K @L q p |

lls sont dierents par rapport au domaine d'inegration qui contient ou qui exclu les faces de
la fronteres exerieure oyt

Enn, la matrice BX assoceea linegrale des conditions aux limites sur une face d'un
eement K au contact de la frontere ot est une matrice de tailledN; dN; as chaque bloc

K
B ,i;j =xy;zestdetaileN; N et est c ni par

< Z
B NEE PR Rdx; 8pig=1:N;: (1.41)
@K out

Chacune de ces matrices peut étre calcube a partir de lekment de etrence K, qui
repesente le segment [01] en 1D, le triangle (G 0);(1;0);(0;1) en 2D, voir Fig. 1.10 et le
etraedre (0 ;0;0); (1;0;0);(0;1;0); (0;0; 1) en 3D. Nous notonsFg la fonction transformant
lekment de ekrence K en leement K. Cette fonction est lireaire et bijective, car nous
supposons gue les sommets desekments sont ordonres, ce qui revienta consicerer que le
triangle ce ni par les sommets A;B;C est dierent du triangle cetermire par les sommets
C.:A;B.

Figure 1.10 { Passagea leekment de ekrence en 2D

i K )
Les matricesf X et R, skcrivent alors :
Z z
Mile K'iK'jdezjdetJFKj K'i'e'jdezjdetJFKjM'e:

al Jg, est le jacobien de la transformation a ne Fy , et

K z s z ‘
hipq: : Eﬁpidx = j detdgj gJFKTr ‘o eidx = j detdg, jJFKTj N Efr ' fdx
K R K

30



1.3. Discetisation desequations

Remarquons que toutes les matrice® ¢ sont proportionnellesa la matrice 1 ¢ - Nous pouvons

donc ceterminer leur inverse a partir de I(/IK\1 et de jdetJg, j uniquement, ce qui permet
d'acekrer considaraEIement Ir?‘f’ calculs.
Les matricesliij et @,; = peuvent étre calcukes de la méme manere sur leement de

surface de eerence.

Dans la pratique, nous esolvons le syseme (1.37)ekment parekment, ce qui est parti-
culerement adapta un cadre HPC. Cependant, pour des raisons de simplicie, nousecrirons
parfois ce syseme sous sa forme matricielle globale

M + R + B =0
v@vp h vVh (1.42)
M @ ht RVVh =0

al les matrices M,, R , By, M et R, sont & nies par blocs de la facon suivante :

(
kMK siL=K;

My)kL = v 1.43
Mok = SiL 6 K: (1.43)
8 K;K .
> RK + R® siL=K;
(R )k = R® SiL6 K et @ @K6 ;; (1.44)
"0 sinon,
( BK iL=K
| = :
Bkl = " ’ 1.45
Bkt = 57 §lek (1.45)
( MK siL=K
| = .
M kL = ’ 1.46
M D SiL 6 K: (1.46)
8 K;K .
> RK + R siL = K;
(R = R SiL 6 K et @ @KS6 ;; (1.47)

"0 sinon.

1.3.3 Discetisation en temps

Pour terminer la discetisation du syseme (1.37), il faut choisir un screma en temps.
Comme discue peedemment, le choix de la methode ADER conduita des scremas dissipa-
tifs. Aussi, nous travaillons dans le code DIVA avec un sclkema Leap-Frog.

Le sctema Leap-Froga deux variables est bas sur un ceveloppement de Taylor et consiste
a approcher la ceriveea des pas de temps internediaires d'une variablea I'autre. Appligle
a une discetisation par DGM du syseme de lelastodynamique au premier ordre, le screma
obtenu est stable sous une condition CFL.

L'intervalle [0; T] est divie en pas de temps t. Soient v} I'approximation du vecteur

vy au temps discrett = n { et E+1=2 'approximation du vecteur | au temps discret
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internediaire t=(n+ %) . Le syseme (1.37) se discetise alors compktement :

8
n+1 n _ n+1+ n
%M\,i\/h Thyrp M2.g, M0 TTh 5 o= g
(1.48)
E n+3=2 n+1=2
M o+ Ryvp*t =0

t
Comme nous l'avons explige pe@demment, les matrices de masses et la matrice de bord
sont diagonales par blocs et peuvent donc &tre inverses facilement. Ainsi, le syseme (1.48)
se eecrit de facon quasi-explicite :

n+l _ 1 1 1 1 1 n 1 1 1 n+1=2
2V, = —tMV + 5By —tMV 5Bv Vi —tMV + 5By R |
S (1.49)
: +3=2 +1=2

h = 0 tM 1R, vp*!

De plus, les calculs sont e ecties eement par eement sur les blocs de matrice concerres.
Au demi pas de temps courant, les calculs locaux ne ependent que de valeurs pecalcukes,
permettant une esolution enterement paralkle, favorisant le contexte HPC.

1.4 Etat de l'art sur la simulation d'ondes anisotropes pour
des plenonenes gophysiques

Dans ce chapitre, nous avons introduit le syseme de lelastodynamique et decrit comment
ilevolue en fonction du matriau dans lequel les ondeselastiques se propagent. Nous avons
notamment obsene que dans des matriaux anisotropes de type TTI, les ondes se propagent
comme dans des matriaux anisotropes de type VTI ayant subi une inclinaison. Comme nous
l'avons cep explige en introduction, les travaux decrits dans ce manuscrit sont destiresa
gtre ineges dans un propagateur elastique utili pour l'imagerie profondeur par RTM. Il
est evident que la qualie des images tepend de la mocklisation du sous-sol qui est faite
via le propagateur. Pour une mocklisation isotrope du sous-sol, peérer lequation des ondes
acoustiquesa lequation des ondeselastiques qui est largement plus colteusea esoudre, reste
e cace. Cela conduita une RTM dite acoustique et les images ne sont donc construites que
sur la propagation des ondes P dans le sous-sol. Cependant, le sous-sol n'est pas isotrope et
une RTM acoustique base sur cette approximation n'est pas capable de detecter toutes les
surfaces geologiques, comme cela est illuste par exemple dans [HZZY09, JJR10, GDDW11]
sur le mockle syntketique BP, dont les donrees sont rappekes Fig. 1.11 et les dierences
observables entre une RTM isotrope et TTI sont pesenees Fig. 1.12.

L'anisotropie du sous-sol est consiceee polaire, de type TI, c'esta-dire avec un axe de
symetrie d'orthotropie. Concetement, cela se traduit par des termes coupks entre les ondes
P et les ondes S (plus peciement la composante verticale SV), ce qui proscrit la RTM
acoustique. En e et, I'analyse asymptotique de lequation de Christo el conduita une relation
de dispersion du £M€ ordre mettant en evidence ce couplage. Pour le cas TTI 2D, cette
equation secrit :

(

P [(Vax + VE)(RE + R)) + (i, + VERDI 2 + Vi vE, (RE + R) + VE,VE,RS

(1.50)
Vo (VEn  VAx) V& (Vhn + VEI(RE + RORE = O
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Figure 1.11 { Mockles d'anisotropie du cas test syntretique BP, V, en (a), enb, en (c)
et " en (d) { images issues de [GDDW11]

Figure 1.12 { Comparaison isotrope/TTI sur le cas test syntretique BP, isotrope en (a),
TTI en (b) { images issues de [GDDW11]

al Ry;Ry et R, sont les nombres d'ondes dans le repere inclire TTI,! est la fequence angu-
laire, vpx et vp, sont les deux vitesses des ondes P (selon la direction de propagation dans le
repere inclire), vs; est la vitesse des ondes S @}, corresponda la vitesse NMO! des ondes P.

1. NMO (en anglais normal moveout), corresponda l'e et de decalage de mesure dda la eparation entre
les sources et les ecepteurs.
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Des travaux ont alors et consaces a la RTM base sur des mockles approctes. Par
exemple, Alkhalifah [Alk98] propose une approximation dite \acoustique TI" en reformulant
la relation de dispersion TI comme un syseme de deuxequations du deuxeme ordre coupkes
et en xant la vitesse des ondes Sa zro le long de I'axe de synetrie. Il est alors possible
de se focaliser sur les ondes P et de formuler une RTM pseudo-acoustique VTI : [AIkOO].
Cependant, xer la vitesse des ondes Sa &ro est un moyen trop radical de simpli cation qui
induit des instabilies importantes, comme le montre [GZRO04].

L'icee d'Alkhalifah a ensuite et reprise dans [ZZB06a, DFF08, FDF10] pour aneliorer
la RTM pseudo-acoustique VTI puisetenduea la RTM pseudo-acoustique TTI dans [ZZB06b,
DBL07,ZZ08, LHZAP * 08, FDF09]. Une autre piste aet suivie par Duveneck et al. [DMBP08]
qui ont propo% en 2008 de partir desequations de Hooke (1.3) et du mouvement (1.1) puis
de xer la vitesse de propagation des ondes S pour formuler une RTM pseudo-acoustique
VTI. Cette technique a l'avantage de donner un sens physique aux variables desequations du
deuxeme ordre obtenues. L'icke est alors reprise etetendue par rotation au cas TTI comme
cela est fait dans [Z209, LBZNQ9, ZZZ11, DB11].

Les approches d'Alkhalifah et Duveneck et al. sont reanmoins tes similaires. Lesequations
sont toujours coupkes et quelques artefacts dus aux ondes S subsistent. Pour parfaire la RTM
acoustigue, d'autresequipes ont propoe un decouplage desequations de dispersion pour ne
mockliser que les ondes P : [LMJ 09, PUS11] pour le VTI et [ZPS12] pour le TTI. Ces
nethodes sont pseudo-spectrales et elles requerent des impkementation nuneriques parti-
culeres.

Plus ecemment, Yan et Sava ont propos de sparer les conditions d'imagerie des ondes
P et des ondes Selastiques pour des milieux isotropes dans [YSO08], puis VTI dans [YS09]
et TTI dans [YS11], le but >eetant de I'appliquera une RTMelastiqgue non-simpliee. Ce
principe de eparation bag sur la cecomposition de Helmholtz est connu depuis longtemps
pour lesequations isotropes, voir [AR02], que Dellinger et Etgen avaient cepetendu au cas
VTI homogene dans [DE90]. En pratique, la RTMelastique est beaucoup plus colteuse en
ressource informatique que la RTM pseudo-acoustique et la reconstruction de l'image dans ce
cas est beaucoup plus complexe, voir un exemple en isotrope 2D Fig. 1.13.

Figure 1.13 { Exemple de RTMelastique isotrope 2D, moctle de vitesse (gauche), cartogra-
phie des e ecteurs (droite) { images issues de [ZLNM 09]
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Si son principe estetabli depuis bien longtemps, la RTM ne fait quevoluer au ge des
proges de la mocklisation mattematique et du calcul scienti que sur architectures paralkles.
Tout a commene en consicerant le sous-sol isotrope puis VTI puis maintenant TTI, et la
prise en compte du réle des ondes S s'intensi e jusqua les inegrer au probeme.

Toutes les simulations sont bienevidemment ealieesa lechelle locale. 1l est donc reces-
saire de limiter le domaine de calcul par une frontere qui ne doit pas in uencer les simulations.
La plupart des travaux existants utilisent dans le meilleur des cas des conditions de bord
PML, en gereral celles de [CTO01], ou des conditions de Dirichlet ou de surface libre qui sont
eechissantes. Dans ce cas, il faut un nombre de sources teselewe pour que les e exions
soient atentees au maximum par e et de sommation dans le processus RTM. Neanmoins,
il reste des e exions parasites dans I'image nale. Des conditions de bord qui gererent des
e exions minimales sont donc pekrables. Dans le cas des PML, c'est en gereral une couche
absorbante isotrope ou VTI qui entoure le domaine detude TTI, ce qui gerere des e exions
parasites egalement. Si la couche absorbante est TTI, soit c'est un cas detude bien choisi,
soit la simulation est en temps tes court, car il est emonte dans [BFJ03] que la simulation
devient alors rapidement instable. Le recoursa des conditions aux limites absorbantes peut
alors s'awrer plus ineressant car les faibles e exions peuvent étre diminwees en prenant un
nombre su sant de sources et les probemes d'instabilie peuventegalement étre esolus.
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Chapitre 1. Moclisation desequations d'ondes en milieu transverse isotrope

36



Chapitre 2

Conditions aux limites absorbantes
pour des maeriaux VTI

Ce chapitre se veut étre un peambulea la construction de CLA pour des materiaux TTI.
Dans ce chapitre, nous revenons sur une nethodologie de construction des CLA qui aet intro-
duite par Engquist et Majda [EM77, EM79] dans les anrees 70, en suivant la treorieelaboee
par Taylor [Tay81] pour suivre la propagation des singularies des solutions de probemes hy-
perboliques. Nous nous sommes inereses de pesa cette methode de construction car elle est
particulerement bien adapee auxequations hyperboliques du premier ordre. Nous traitons
d'abord le cas le plus simple de matriaux isotropes puis nous l'appliquons aux matriaux
anisotropes de type VTI. An d'aleger I'expose des calculs, nous cetaillons le cas de la di-
mension deux. La dimension trois sera traiee par la suite pour des materiaux TTI, incluant
aussi le cas VTI 3D. Ce chapitre est illuste de esultats nuneriques isotropes et VTI qui
serviront de egrence pour appecier les esultats obtenus pour des maeriaux TTI.

2.1 Construction d'une CLA isotrope par diagonalisation

2.1.1 Construction d'une CLA pour un maeriau isotrope 2D

Pour simpli er la pesentation de la methode, nous consicerons d'abord le cas de la dimen-
sion deux. La dimension trois sera traite par la suite pour des matriaux TTI, incluant aussi
les cas isotrope et VTI 3D. Pour conserver les notations classiques de la ggophysique, nous
nous placons donc dans le plan X;z). Dans le cas 2D, la matrice delasticie (1.18) devient :
2 Vp2 (Vp2 V3 0 3
Ciso;2p = 4 sz 09 (2.1)
V2

Le syseme de lelastodynamique au premier ordre (1.5) skcrit alors :

8
%@Vx = @ xt+t @ x

@v: = @ xx*+* @ 22

@ x = sz@Vx"' (Vp2 V9 @v, (2.2)
g @ 22 (Vp2 2V32)@Vx + VpZ@Vz
@ = Vsz(@Vz + @Vx)
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Chapitre 2. Conditions aux limites absorbantes pour des maeriaux VTI

et le syseme au deuxeme ordre (1.4) a pour expression :

(
@ vx sz@vx + (sz V)@@V, + V @ vy
@v, = VZGvi+ (V¥ VAHQ@w+ V7@V

Construire une CLA consiste a cevelopper une condition de bord qui approche en un
certain sens un ogerateur qui decrit la transmission parfaite d'une onde au travers d'une
surface donree. Cet operateur gouverne une condition aux limites transparente et dans les cas
ealistes, il est global en temps et espace, ce qui rend di cile son inegration dans des sclemas
nurreriques. Notamment, il rompt la structure creuse des matricesekments nis et plusieurs
ecoles ont vu le jour pour la construction d'operateurs approches qui peservent I'architecture
des matrices discetes. Certains suivent les ickes d'Engquist et Majda [EM77, EM79] qui
proposent d'exploiter les proprees algbriques du sysemeecrit dans le domaine de Fourier
apes avoir gek la variable normale leea la frontere sur laquelle la CLA esta poser. D'autres
construisent les conditions en partant de I'expression de la solution analytique du probeme,
comme dans [BT80, GK95] par exemple. Dans ce cas, les conditions sontecrites pour des
surfaces particuleres telles que la sptere ou l'ellipsode. Nous avons choisi de travailler dans
le cadre propog par Engquist et Majda. Dans notre cas, la frontere est plane, toujours
paralelea un des axes. Dans la suite de ce chapitre, nous allons nous concentrer sur le cas
d'une frontere verticale (un des bords du domaine detude) pour laquelle la normale est
donree par le vecteur directeur ex. Sans perte de gereralie, nous allons donc supposer que
le bord est donre par la egion du plan fx = 0g et que le domaine d'inerét se trouve dans
la egion fx < 0g. Nous eecrivons alors le syseme dans le domaine de Fourier en gelant
toute operation dans la variable x. Soient (I; ) les variables de Fourier assoceesaf(z). Le
syseme (2.3) devient :

(vpz@u i (V2 VA@B+(!? V22K =0
Ve@h i (V2 VA@®R+(!2 V2R =0

Nous obtenons alors uneequation dierentielle ordinaire en la variable x de la forme :

(2.3)

(2.4)

QW + MW =0 (2.5)
A W= (W0 @b; @W) et:
2 3
0 0 1 0
0 0 0 1
M = Miso;2p = !ZVVs2 2 0 0 i (\\/;)2 V&) (2.6)
b 2 y22 i (y2 V2 P
0 ; V\Sgp | (\\/ZZ Vs) 0

Lequation (2.5) admet une solution de la forme : W = WgeM* dont les composantes

W, 4 skcrivent :

x4

W; = AiPxe *; 8i=1;:::;4

k=1
Les coe cients A; sont des constantesa ceterminer et ( i; P;) designe le ieme couple \valeur
propre vecteur propre” de la matrice M & nie par (2.6). Chaque vecteur P; a 4 composantes
Pik 1 k 4,
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2.1. Construction d'une CLA isotrope par diagonalisation

Dans le cas isotrope, les valeurs propres; et la matrice des vecteurs propres assoceP
sont facilesa determiner, sans avoir recoursa un logiciel de calcul formel. Nous obtenons :

2 3 2 . .3
p P p ! '
| |
is0;2D = g pé Piso;2p = g 2 2 i ° i ° Z (2.7)
S p o] S S
. . 2 2
s bp 1op s s

a1 , et s sontles valeurs propres assocees respectivement aux ondes P et aux ondes S,
c'esta-dire :

8
q2Vz 1 2
p = —————
V,
P (2.8)
g _pZVSZ !2
T s = Vs

Le domaine de propagationetant ce ni comme le demi-plan fx  0g, les solutions porees
par des exponentiellesa exposant regatif sontaeliminer car elles ne sont pas denergie nie.
Les solutions de lequation (2.5) secrivent alors pour ses deux premeres composantes :

(
B = A e +Bie o

B = Ale ™ B e (2.9)
et pour ses deux derneres composantes :
( .
@B = A ge X  Bj ge sX (2.10)
@b = A perX+ B 2es '

En se placant sur la frontere absorbante, c'esta-dire en x = 0, la relation (2.9) se simpli e
en:

( .
B (0) = A. p+ Bi 2.11)
B(0) = A B s
De méme pour le syseme (2.10) :
(
= 2 i
@%(0) Ag B 212)
@wO0) = A ,+B?
Nous rappelons alors que :
( 2 2 2
@ = Vp@Qw+ (V5 2V)@v: (2.13)
@x = Vsz(@Vz + @Vx)
qui devient, apes transformation de Fourier partielle ent et z :
( il de = V2 i (V2 2Vd)g
Il XX - p@\b( | ( P S) (214)

ilde, = V@B i)
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Chapitre 2. Conditions aux limites absorbantes pour des maeriaux VTI

Il est alors possible d'injecter ces relations dans le syseme (2.12) pour obtenir :

i! dyx
il dyz

VI AZ Bi §] i (VP 2Vd)w

2.15
VI A ,+B 2 iV 2y (2:49)

Il reste maintenanta xer les constantes A et B en fonction deb et pour cela, nous utili-
sons lesequations (2.11) que nous injectons dans le syseme (2.15).

Il vient

- & i)
(2.16)

VW AW 00
>
I
©
[%2]

oy}
1

2 -( i+ pB)

p s

Remarque 2.1 Cette nethode, si elle est appligwee directement comme propos par Eng-
quist et Majda, peut s'awerer extrémement technique pour la construction de CLA d'ordre
eleve, comme cela est illuste par exemple dans [Hal80]. Toutefois, l'introduction de variables
auxiliaires peut la rendre plus pratique comme par exemple dans [Ts099]. Nous n'aborderons
pas cette question dans ce manuscrit car nous visons une application qui se contente a priori
de CLA d'ordre peuelewe. Le caracere novateur de notre travail sera donc décrire une condi-
tion stable pour des matriaux anisotropes TTla des ns d'utilisation dans un code de RTM.

La relation (2.15)ecrite avec les constantes (2.16) fait intervenir les valeurs propres de la
matrice (2.6) qui secrivent dans le domaine de Fourier en fonction d'une racine caree. En
cereral, le retour au domaine spatio-temporel se fait en appliquant une transformee de Fourier
inverse, mais, en pro@dant ainsi, la condition transparente obtenue s'exprimerait comme un
operateur de Fourier inegral en temps et espace. L'inegration de la condition aux limites
dans la formulation cetruirait donc la structure des matrices qui ont I'avantage d'étre creuses,
rendant le syseme implicite en couplant tous leseements du bord. De plus cela recessiterait
de stocker I'historique de la solution sur le bord.

Cependant, il est possible de localiser le symbole de l'ogerateur en appliqguant une ap-
proximation de Taylor ou de Pack. Dans le premier cas, la racine caree est remplaee par un
polynébme, ce qui donne des operateurs dierentiels dans le domaine spatio-temporel. Dans
le second cas, cela nenea des fractions rationnelles qui permettent aussi de manipuler des
orerateurs dierentiels, quitte a introduire des variables auxiliaires. Il est alors recessaire
d'identi er un petit paranetre et dans notre cas, il s'agit de ,—22 qui est inkrieura 1 dans le
cone de propagation et qui est toujours petit quand la fequence augmente. L'approximation
la plus basique de la racine caree est donree par la formule :

pﬁ: 1+ o(x) (2.17)

Dans la suite, nous utiliserons le symbole \ " pour indiquer I'approximation en o(x) pour x

au voisinage de 2ro. Nous rappelons qu'icix designe la variable ,jz qui est proche de zro
dans le cone de propagation.
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2.1. Construction d'une CLA isotrope par diagonalisation

Consicerons d'abord les valeurs propres ce niesa lequation (2.8). Nous avons :

8 s
% = ﬂ 1 2Vp2 L
P Vp 2 Vp
(2.18)
r—
% = L 1 ZVSZ L
oS Vs 12 Vs
De plus,
1 1 .1 VpVs
5 =5 s . > (2.19)
p s : ) 1 2\/2 2y/2 :
izt V. V. 1 | 2lO 1 | 2S
p S . .
ce qui conduita I'expression approctee :
8 .
VpVs ! .
%A !pzs(vs\l& i \p)
(2.20)

VpVs, . il
- PR 'Vp\kz)

Il ne reste plus qua injecter (2.20) et (2.18) dans (2.15) :

s VoVs il |2 il il
3 il dy VT (B iwp (il )i o 0 D)
5 VoVs il i L (2.21)
. pVs : . . H . H H . 2
Z il dyy, VSZ!2 (Vs\b( |\IQ)|V—p ( |\b(+V—p\Q)V—52 iV Sl
ce qui se eecrit :
(
| 20y V(1 2+ 2V +i (VsVp 2VI)N
2 2 2\/2 R 2 (222)
I “dy, Vs( <+ VOB +i 0 (2VS  VsVp)\x

En appliqguant une transformee de Fourier inverse, il vient nalement la condition aux
limites absorbantes :

( @ « = Vp(@vx + sz@vx)"' (VsVp 2V32)@VZ
@ e = Vs(@vi+ VE@vi)+ (VS VsVp)@v

Nous observons que la condition obtenue contient des cerivees dans la directioa. Il est
assez courant deliminer ces termes (voir [Rey78] et [Hal80]) en s'appuyant que le fait que les
ondes de plus fortes amplitudes sont concentees dans un cone dont I'axe de evolution est
selon la direction de la normale. Dans notre cas, nous pouvons donc supposer que les ondes
eechies de forte amplitude ne cependent pas de z. Nous proposons alors d'utiliser comme
CLA, la condition aux limites plus simple, obtenue eneliminant les termes comportant des
cerivees en z et en inegrant en temps :

(

xx = V pVx
xz = VsV,

(2.23)

(2.24)
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Chapitre 2. Conditions aux limites absorbantes pour des maeriaux VTI

2.1.2 Etude exmrimentale pour Elastique isotrope 2D
Cas tests

Comme nous l'avons dita plusieurs reprises, notre objectif est d'aneliorer un logiciel
d'imagerie du sous-sol en permettant de consicerer des makriaux anisotropes. Dans cette
premere partie de la these, nous nous focalisons sur la construction de conditions aux li-
mites absorbantes dont la validation requiert de quanti er I'amplitude des ondes eechies
par la surface absorbante. Dans un cas ealiste, les portions du sous-sol sont constitiees de
nombreuses couches geologiques dierentes. Le ptenonene est donc cecrit par un hombre de
e exions tes important et il n'est pasevident de discriminer les e exions eelles internes des
e exions parasites gereees par la frontere du domaine detude. Nous avons donc commene@
par consicerer des cas test simples,a savoir un cas homogene, c'esta-dire constitte d'un seul
maeriau, puis des cas bi-couches, de type bande ou coin, voir Fig. 2.1, de dimension 10 km
dont les caraceristiques physiques sont cecrites dans le tableau 2.1 (a1 nous consicerons que
la masse volumique en 2D est une masse surfacique).

Figure 2.1 { Cas tests isotropes 2D homogne (gauche), bi-couches (centre) et coin (droite)

milieu | [kg.m ?] Vp[ms ! Vs[ms Y]
1 1 3000 1800
2 1 2200 1250

Table 2.1 { Caraceristiques physiques des cas-tests isotropes

Source et condition initiale

Nous allons suivre la proedure cecrite dans la section 1.1.2 pour construire une condition
initiale et une source a n de ne gererer qu'une onde P, qu'une onde S ou la combinaison d'une
onde P et d'une onde S.

Enelastique isotrope 2D, la matrice de lequation de dispersion skcrit :

V 2k + VK2 (VE VAkek,

Eiso:2p = 2.25
iso; 2D (sz Vsz)kxkz Vssz2+ szkzz ( )
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2.1. Construction d'une CLA isotrope par diagonalisation

Les vecteurs propres de (2.25) sont orthogonaux et font intervenir les symboles de Fourier :

o iky _ ik
P ik, ST ik, (2.26)
ce qui conduit aux operateurs :
Bp = g . Bg = @@ (2.27)

Nous rappelons que notre choix de formule pour les conditions initiales est, = 0 et

Vo(x) = Bo(e “iix xoii*). pour lequation elastique isotrope 2D, cela conduit aux dierents
choix :

8 !
%vo(x) = ((); )z(;))) e ‘iix xoii*; nour ne gererer qu'une onde P;

! (2.28)
_gvo(x) = ()((Z Xz(;) e ‘iix xoii*; nour ne gererer qu'une onde S

ou la somme des deux pour gererer une combinaison d'ondes P et S.

Pour utiliser une source ponctuellea la place d'une condition initiale, nous rappelons que
sa forme lorsqu'elle est appliqiee sur lequation du tenseur des contraintes essr(t)s(x), a
sr(t) est une amplitude (en l'occurrence une ondelette de Ricker ce nie en (1.9)). Il sut
ensuite de cherchers telle quer s= B»( x,). Ecrivons cetteegalie pour By :

@swx + @sx; _ @

@s;x+ @s;z @ *° (2.29)

L'identi cation termea terme conduita une solution simple :  Sy; = S;x =0€t Syx = Szz = x,-
En proedant de la méme facon pour Bg, les dierents choix de sources pour lequation
elastique isotrope 2D skcrivent nalement :

8 !

§ s(x)
:

> s(x)

10
xo(X) 0 1 ; pour ne gererer qu'une onde P;

| (2.30)

0 1
xo(X) 10 ; pour ne gererer qu'une onde S

ou la somme des deux pour gererer une combinaison d'ondes P et S.

Remarque 2.2 Nous retrouvons la source pseudo-acoustique 2D en onde @.8) utiliee
initialement dans le code DIVA isotrope.
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Chapitre 2. Conditions aux limites absorbantes pour des maeriaux VTI

Resultats nuneriques

Sur les trois con gurations de domaine decrites Fig. 2.1 et dans le tableau 2.1, nous
allons consicerer une source elastique (ondes P et S) puis des sources pseudo-acoustiques
(onde P ou onde S). Les esultats sur le domaine homogne sont pesenes Fig. 2.2, ceux des
domaines bi-couches bande et coin sont pesenes Fig. 2.3 et 2.4 respectivement. Le module du
vecteur vitesse est repesent pour dierents temps de simulation. A t = 1s, nous observons
le front d'onde, ce qui permet de ger lechelle des repesentations. A t = 2s out = 3s,
nous commercons a observer le travail des CLA car le front d'onde a atteint les bords du
domaine de calcul. Nous laissons ensuite les calculs continuer jusqua= 5s puist = 7s. Nous
observons ainsi les e exions parasites propres aux bords absorbants. Les mémes esultats
sont ensuite pesenesa lechelle de couleurs des e exions, calcuke au temps, en fonction des
cas,t = 5s (homogene) out = 7s (bi-couches). Toutes les valeurs desechelles sont regrougees
dans le tableau 2.2.

Nous observons un comportement connu : plus I'angle d'incidence de l'onde skloigne de
I'axe normal, plus les e exions sont fortes, avec une absorption totalea incidence normale.
C'est touta fait colerent avec le mode d'approximation qui aet choisi pour localiser la
condition aux limites transparente. De plus, les ondes S gererent des e exions plus fortes
que celles des ondes P, ce qui justi e aussi le choix de consicerer une source en onde P seule,
pour mieuxetudier les e exions et se rapprocher des mockles pseudo-acoustiques utilies par
les geophysiciens.

source| temps homogene bi-couche  bi-couche

bande coin

PS 1s/1s/1s 1.56 1.61 1.60
5s/7s/7s 0.11 0.27 0.26

p 1s/1s/ 1s 1.22 1.45 1.55
Bbs/7s/7s 0.04 0.14 0.10

S 1s/1s/ 1s 1.57 1.57 1.57
5s/7s/7s 0.11 0.27 0.26

Table 2.2 { Valeurs maximales du module du vecteur vitesse pour letude isotrope 2D

Remarque 2.3 Les esultats que nous obtenons sont en acequation avec ceux des autres
codes ckveloppes dans lequipe. lletait cependant recessaire de les lancer pour deux raisons :
ils permettent de valider la formulation isotrope que nous utilisons et ils seront utiles par la
suite en nous fournissant des cas de egrence en vue de la validation des cas d'anisotropie.
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2.1. Construction d'une CLA isotrope par diagonalisation

(a) source PS,echelle de couleur xea t=1s

(b) source PS,echelle de couleur xea t=5s

(c) source P,echelle de couleur xea t=1s

(d) source P,echelle de couleur ea t=5s

(e) source S,echelle de couleur xea t=1s

(f) source S,echelle de couleur ea t=5s 45

Figure 2.2 { Module du vecteur vitesse au cours du tempsat = 1s, 2s, 3s, 5s, et 7s (de
gauchea droite) sur la con guration homogene isotrope 2D



Chapitre 2. Conditions aux limites absorbantes pour des maeriaux VTI

(a) source PS,echelle de couleur xea t=1s

(b) source PS,echelle de couleur xea t=7s

(c) source P,echelle de couleur xea t=1s

(d) source P,echelle de couleur ea t=7s

(e) source S,echelle de couleur xea t=1s

46 (f) source S,echelle de couleur xea t=7s

Figure 2.3 { Module du vecteur vitesse au cours du tempsat = 1s, 2s, 3s, 5s, et 7s (de
gauchea droite) sur la con guration bi-couche bande isotrope 2D



2.1. Construction d'une CLA isotrope par diagonalisation

(a) source PS,echelle de couleur xea t=1s

(b) source PS,echelle de couleur xea t=7s

(c) source P,echelle de couleur xea t=1s

(d) source P,echelle de couleur ea t=7s

(e) source S,echelle de couleur xea t=1s

(f) source S,echelle de couleur xea t=7s 47

Figure 2.4 { Module du vecteur vitesse au cours du tempsat = 1s, 2s, 3s, 5s, et 7s (de
gauchea droite) sur la con guration bi-couche coin isotrope 2D



Chapitre 2. Conditions aux limites absorbantes pour des maeriaux VTI

2.2 Construction d'une CLA VTI par diagonalisation

2.2.1 Construction d'une CLA pour un maeriau VTI 2D

L'anisotropie de type VTI est repesente par des tenseurs dont les coe cients ne sont pas
tes eloigres des coe cients des tenseurs isotropes. Il nous est ainsi possible d'appliquer le
méme processus de construction qua la section 2.1. Comme auparavant, nous nous focalisons
sur le cas 2D car il est plus simplea exposer.

Dans un matriau anisotrope VTI, la matrice delasticie (1.20) skcrit :

2 3
Cip Ciz O
CVTI;2D = 4 C33 0 5 (2.31)
Cas

Le syseme de lelastodynamique au premier ordre (1.5) est alors donre par :

8
%@Vx = Q@ xt@ x

@v; = @ xx*+* @ 22

@ xx = Cu@vx+ C13@v; (2.32)
% @ 2z = Ci3@vx + C33@V,
@ xz = Cu(@vz+ @vy)

et le syseme au deuxeme ordre (1.4) est c& ni par :
(
@7y C11@Vy + (C13+ Cas) @@V, + Cas@vy
@?v, Cas@v; + (Ciz + Cas) @@Vx + C33@V,

Comme pour le cas isotrope, nous supposons que la frontere absorbante est paranetee
par x = 0. En supposant que le domaine d'inerét est e ni par x 0, la normale unitaire
exerieure est k& nie par le vecteur de base ex. Soient (!I; ) les variables de Fourier assocees
a (t;z). Dans le domaine de Fourier, le syseme (2.33) se eecrit :

(
Cu@W i (Ciz+ Cas)@B+(! 2 Cas ?)g =0
_ , , (2.34)
Cas@Vy i (Cia3+ Cua) @V +( ! Cs3 ) =0

Lequation (2.34) est uneequation dierentielle ordinaire en la variable x de la forme :

(2.33)

QW + MW =0 (2.35)
avecW = (\x; \p; Qlx; @\Ny) et :
2 3
0 0 1 0
0 0 0 1
M= MvyTi;2D = § 1 2C044 2 0 0 [ (cclg+c44) (2.36)
" | 2 Ca3 2 i (Ciz+Caa) -
O C4433 éi‘ 44 O
x4
Lequation (2.35) admet des solutions de la forme ‘W = WoeM* ieW; = AiPye i*; 8i =
k=1
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2.2. Construction d'une CLA VTI par diagonalisation

propre vecteur propre" de la matrice M ¢k nie en (2.36).

Les valeurs propres et la matrice des vecteurs propres assoce® sont plus dicilesa
calculer que dans le cas isotrope au sens au il n'est pas ai® de proedera des calculsa la
main. En utilisant le logiciel Maple™ [Maple] (voir annexe A.2), nous obtenons :

2 3 2 . . 3
. = g pg P . = § ! ! H S H ° é 237
VTI;2D . VTI;2D gxp gxp i Xs 1 gXs ( )
avec 8
X _ 2(C13 + C44)( ! 2 2C33)
% P CoiCuy 2 > Csz, o
R
11Ca4 § Cus s
(2.38)
X (Ciz+ Cag)(! 2 *Csp)
s CoC 12 2Cg .,
S w83
11Cas Cus p

Les valeurs propres , et s, assocees respectivement aux ondes P et aux ondes S sont
ek nies par :

8 o] p
5 p = 24 1 24 4 4 212 4 214
(2.39)
2 49— P
s = + 1 2 4 4 212+ 21 4
avec 8
_ C?; Cg3Ci11+2C13Cus
2C11Cus4
_ Ci1+ Cus
2C11Cus
_ Css3
= 2 Cn (2.40)
-0 4 Cs3+ Cyy
C11Cu4
_ Ciu Cus
2C11Cu4

Remarque 2.4 A notre connaissance, il n'existe qu'un article [Pod12] dans lequel la com-
pose des deux racines carees est approchee par une formule pluselaboee mais I'approxima-
tion n'est valide que dans un cas particulier de synetrie axiale. Dans ce cas, 'operateur est
localise en espace en utilisant des approximations de Pack et le noyau en temps est approcte
par des exponentielles.
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Chapitre 2. Conditions aux limites absorbantes pour des maeriaux VTI

Remarque 2.5 Les valeurs propres s'expriment icia I'aide de la composition de deux racines
carees comme illuste dans (2.39). Ce terme compligle est un £moin du couplage entre les
ondes P et les ondes S qui est induit par I'anisotropie. Si les paranetreg1.22) sont s
a 2ro, les valeurs propres se simpli ent et cela nenea la forme simple des valeurs propres
obtenues dans le cas isotrop€2.8).

Le domaine de propagationetant e ni comme le demi-plan fx  0g, les solutions porees
par des exponentiellesa exposant regatif sontaeliminer car elles ne sont pas denergie nie.
Les solutions de lequation (2.35) secrivent alors pour ses deux premeres composantes :

(
Bz = AXp peP¥+ BXgsie X

B = Ale ™ B e (2.41)
et pour ses deux derneres composantes :
@b = AXp 3er* BXsi se X (2.42)
@b = A per*+B ZesX '

En se placant sur la frontere absorbante, c'esta-dire en x = 0, la relation (2.41) se
simplie en :

(
0) = AX + BXi
%) “pop T EAS (2.43)
B(0) = Ai B s
De méme, le syseme (2.42) devient erx =0 :
(
0) = AXp 2 BXai
@¥(0) “ep B0l (2.44)
QB0 = A p+B g
Nous rappelons maintenant que :
(
@ xx = Cu@vx + C13@QV; (2.45)
@ x: = Cau(@v;+ @vy)
qui devient, apes transformation de Fourier partielle ent et z :
(
il d = C iC
f XX 1@\ l- 13 (2.46)
ildy, = Cu(@B i)
Il est alors possible d'injecter ces relations dans le syseme (2.44) pour obtenir :
il dex = Caa[ AXp 3 BXsi g] iCialy (2.47)

il dyy = Cas Ai p+B 3] iCaly

Il reste maintenanta xer les constantes A et B en fonction det et pour cela, nous utili-
sons lesequations (2.43).
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2.2. Construction d'une CLA VTI par diagonalisation

Il vient :
B 1
3A S gz ox, ol B IXsB)
(2.48)
2. 1 b X

Comme pour le cas isotrope, nous localisons la condition en appliquant une approximation
de Taylor d'ordre 2ro en adoptant la notation\ " introduitea la section pe@dente. Le petit
paranetre est toujours ,jz et les valeurs propres & niesa lequation (2.39) se simpli ent alors
a l'ordre 2ro avec notamment la formule de la racine caree (2.17) :

8 r .
_ 2 4 2 2 ) . q P —_ P- il
p = I ol =t =t i! = p—
' ‘ Cu1
r ~ (2.49)
E . 2 4 4 2 ) . q p — p__i
. s - i! T2 + T + Tz + i! + = pcj
44

La simpli cation au premier ordre du syseme (2.47) est plus complexe que pour le cas
isotrope puisqu'elle fait intervenir les termesX,, et Xs. Ce calcul a doncee e ectiea l'aide
de Maple™ | le cktail est donre en annexe A.3. Cela conduit au syseme :

8
. o P . PP Ci3+C
Sl dk P Pemp + i (Cu  Cu C44)w

il dy, ic.i+ P Pcan

En appliguant une transformee de Fourier inverse, il vient nalement la condition aux

limites absorbantes :
8

iC
Cus 1 W (2.50)

Pp_—— p_p_ _Ciz3+C
<@ x P @ Cuvwx + @(C11 Ci1 Cag) 22— =%
Ciu Cus

: p__
@ x: @CaqVx P @ Cuv;

Comme dans le cas isotrope, nous proposons d'utiiser comme CLA, la condition aux
limites plus simple, obtenue en regligeant les dcerivees enz (voir [Rey78] et [Hal80]) et en
inegrant en temps :

+ @C13 V; (2.51)

(

Pp—
XX C 11

(2.52)
XZ C 44Vz

Remarque 2.6 La condition aux limites absorbantes(2.52) avec les coe cients du tenseur
elastique est valable pour tous les probemes orthotropes 2D et donc en particulier pour le
VTI. Cette CLA orthotrope 2D d'ordre faible a cepet formuee dans [Bec91],a l'aide des
equations de Christo el.

En utilisant la valeur des coe cients Tl (1.21), nous obtenons nalement la CLA VTI :

( -
xx = Vpp1+2"VX

(2.53)
xz = VsV,
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Chapitre 2. Conditions aux limites absorbantes pour des maeriaux VTI

Remarque 2.7 Lorsque" = 0, la CLA VTI (2.53) concide avec la CLA isotrope (2.24).

De plus, il esta noter que nous avons obtenu une CLA VTI qui ne fait pas intervenir le
coe cient de Thomsen . Nous reviendrons sur cette propree plus loin car elle sera cruciale
pour mettre en uvre notre technique de construction d'une CLA TTI.

2.2.2 Construction de CLA VTI 2D par @couplage des ondes

Le syseme de lelastodynamique portant sur les ondes P et S peut étre transforne en deux
sous-probemes pseudo-acoustiques en xanWs ou Vpa 2ro. Cela n'a pas de sens physique
mais permet d'isoler les termes desequations qui n'interviennent que sur l'une des deux ondes.
Le méme processus de construction de CLA par diagonalisation peut alors étre appligle a
chaque sous-probeme. L'icee ici est d'observer que la CLA VTI du probemeelastique (2.53)
base sur des approximations et des simpli cations estegale a la somme des contributions
des CLA des sous-probemes pseudo-acoustiques en onde P et en onde S. Nous reviendrons
sur ce point pendant le processus de construction des CLA TTI.

Sous-probéme en ondes P

Lorsque Vs = 0, les coe cients de la matrice VTI (2.31) se simplient : Cj1 = Vp2(1 +
2"); Ca3 = sz; Css=0; Ci3= sz 1+2 . Le syseme de lelastodynamique VTI 2D au
premier ordre (2.32) conduit alorsa un sous-probeme pseudo-acoustique VTl en ondes P :

8
E @vx = @ xx
@v: = @ 2 (2.54)
E @ xx = Cu@vy + C13@QV;
" @ 2z = Cuiz@vx + C33@V,
Soient (I; ) les variables de Fourier assoceesaf z). Le syseme (2.54) se eecrit :
8
E iy = @k
. -
_|. B i G | (2.55)
E il dww = Cuu@W Cisi g
Il Gz = Ciz@W Casi
Apes simpli cations, le syseme (2.55) devient :
8 .
%@dxx = il g
Gz = L\Q
i 2
(Ci — S @b = il dy (2.56)
% Casi + +—
® g = @R
Cazi +

Le syseme forne de la premere et de la troisemeequation de (2.56) conduita uneequation
dierentielle ordinaire en la variable x de la forme :

@W + MW =0 (2.57)
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2.2. Construction d'une CLA VTI par diagonalisation

@ W =(dux;\y) et:
mn ) #
0 i!
M = Myrti;2D0p = i Cgz 2 12 0 (2.58)
" (Cu1Cs3 CZ%) 2 Cn! 2

Lequation (2.57) admet une solution de la forme : W = WeeM* dont les composantes
x4
sont telles queW; = AiPyxe *: 8i = 1;:::;4, avecA; des constantesa ceterminer et
k=1
( i;P;) cesignant le couple ieme couple \valeur propre vecteur propre" de la matrice M
b nie par (2.58).

Les valeurs propres et la matrice des vecteurs propres assoceB sont facilesa ceterminer :

1] 1 L#

PvTi;2Dp = P (2.59)
p T 1

VTI;2D;P = P

avec , la valeur propre relative aux ondes P du sous-probeme pseudo-acoustique decoupe :
s

1 2(Cz 2 ! ?)
P (C11Csz3 C%) 2 Cypp! 2

(2.60)

Le domaine de propagationetant e ni comme le demi-plan fx  0g, les solutions porees
par des exponentiellesa exposant regatif sontaeliminer car elles ne sont pas denergie nie.
Les solutions de lequation (2.57) secrivent alors :

(

dyx = Ae PX

6 = Ao (2.61)

En se pleacant sur la frontere absorbante, c'esta-dire en x = 0, la relation (2.61) se
simplie en :

(
= A
% (9) (2.62)
B3O = A “p
Ce qui se conduita la relation :
il g = plx (2.63)

Nous localisons la condition en appliquant une approximation de Taylor d'ordre Z2ro en
. . . . 2 .
adoptant la notation \ " introduitea la section pe@dente. Comme le terme - est tes petit,
la racine caree de la valeur propre (2.60) peut alors &tre approctee suivant la formule (2.17) :

P 2
p= chll + O(!ﬁ) (2.64)
Legalie (2.63) se simpli e alors en :
P
il g P——0yx (2.65)
Cu1

53
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Apes transfornmee de Fourier inverse, legalie (2.65) donne la CLA ordre faible VTI 2D

en ondes P du sous-probeme pseudo-acoustique decoupe :

Remarque 2.8 La CLA d'ordre faible VTI 2D du sous-probeme en ondes P ne fait pas
intervenir le coe cient de Thomsen

Sous-probéme en ondes S

LorsqueV, = 0, les coe cients de la matrice delasticie (2.31) se simpli ent. Le syseme de
lelastodynamique VTI 2D au premier ordre (2.32) conduit alorsa un sous-probeme pseudo-
acoustigue en ondes S :

@vw = @ xt+ @ x
@v; = @ xx+ @ 2

W AN/ 00

@x = 2VZ@Qv, (2.67)
@, = ZVSZ@VX
@z = Vsz(@Vz + @)
Soient (I; ) les variables de Fourier assoceesaf z). Le syseme (2.67) se eecrit :
8
iy = @dyx | dy
% i\ = @Qdy, i G
il de = 2VZi b (2.68)
%i!qz = 2VZ@Ww
Cilde = V(@b i W)

Apes simpli cations, les deux premeresequations du syseme (2.68) deviennent :
( VZi
2 i 2
bW o= 5@h rau

La substitution de la premere equation dans la seconde nmenea une equation dierentielle
ordinaire en la variable x :

(2.69)

@W + MW =0 (2.70)

avecW =(@QW; \g) et : " #

0 2
Lo (2.71)

NI

M = MyTi;2D:5 =

Lequation (2.70) admet une solution de la forme : W = WeeM* dont les composantes
x4
sont telles queW; = AiPyxe *: 8i = 1;:::;2, avecA; des constantesa ceterminer et
k=1
( i;P;) cesignant le couple ieme couple \valeur propre vecteur propre" de la matrice M
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2.2. Construction d'une CLA VTI par diagonalisation

et nie par (2.71).

Les valeurs propres et la matrice des vecteurs propres assoceB sont facilesa ceterminer :

1 s

s = 0 Pos= 1 (2.72)
S S
avec ¢ la valeur propre relative aux ondes S du sous-probeme pseudo-acoustique cecoupe :
p__
12 2y2
= oV (2.73)
Vs

Le domaine de propagationetant ce ni comme le demi-plan fx  0Og, les solutions porees
par des exponentiellesa exposant regatif sontaeliminer car elles ne sont pas denergie nie.
Les solutions de lequation (2.70) secrivent alors :

= Ae sX
\%\l& - Aze N (2.74)

En se plecant sur la frontere absorbante, c'esta-dire en x = 0, la relation (2.74) se
simplie en :

(
@n() = A
&(0) oAl (2.75)
Ce qui se conduita la relation :
s = @b (2.76)

Nous localisons la condition en appliquant une approximation de Taylor d'ordre 2ro en

adoptant la notation\ " introduitea la section peedente. Comme le terme ,—22 est tes petit,
la racine caree de la valeur propre (2.73) peut alors étre approctee suivant la formule (2.17)
comme pour le sous-probeme en onde P et la relation (2.76) devient :

i!
V\Q @) (2.77)
S
Apes transformee de Fourier inverse, legalie (2.77) donne une CLA d'ordre faible :
1
Qv; = v@\/z (2.78)
S

En utilisant lequation sur  , du syseme (2.67) . @ xz = VSZ(@VZ+ @Vvy), la CLA (2.78)
estequivalentea :

@x= VE@vw V@, (2.79)

Pour terminer, les termes comportant des cerivees enz sontelimires pour se focaliser sur
les ondes de plus fortes amplitudes, conduisanta une CLA VTI en ondes S plus simple pour
sous-probeme pseudo-acoustique decoupek :

xz = VsVz (2.80)

Remarque 2.9 Le sous-probeme pseudo-acoustique en onde S 2D est le méme pour des
con gurations isotrope ou VTI. En e et, il ne fait intervenir aucun coe cient de Thomsen.
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2.2.3 Etude exprimentale pour Elastique VTI 2D
Cas tests

Pour commencer, nous reprenons les cas tests simples tep cecrits dans le cas isotrope,a
savoir un cas homogene, c'esta-dire avec un seul maeriau, puis des cas bi-couches, de type
bande ou coin, voir Fig. 2.5, de dimension 10 krh dont les caraceristiques physiques sont
ckecrites dans le tableau 2.3 (a1 nous considerons que la masse volumique en 2D est une masse
surfacique).

Figure 2.5 { Cas tests VTI 2D homogne (gauche), bi-couches (centre) et coin (droite)

milieu | [kg.m ?] Vp[ms ] Vs[ms | "

1 1 3000 2200 | 0.20 0.10
g 1 3000 2200 | 0.20 0.20
2 1 1800 1100 | 0.15 0.05

Table 2.3 { Caractristiques physiques des cas-tests VTI

Source et condition initiale

De méme que pour le cas isotrope, nous allons suivre la proedure decrite dans la sec-
tion 1.1.2 pour construire une condition initiale et une source a n de ne grerer gqu'une onde
P, qu'une onde S ou la combinaison d'une onde P et d'une onde S.

En VTI 2D, la matrice de lequation de dispersion sécrit :

Evriop = C11kx? + Caakz? (Caa+ Ciz)kxks (2.81)
' (Cas + Ci3)kekz Casky? + Casks? '
al C est la matrice delasticie VTI 2D (2.31).

Dans le cas elliptique, les vecteurs propres de (2.81) sont orthogonaux et font intervenir
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2.2. Construction d'une CLA VTI par diagonalisation

les symboles de Fourier :

Oq_ 0 g 2 v 1
V2 Vg |k VZ2ik,
. %q € (2.8
Vp2 V2 |kZ VZ2ik
ce qui conduit aux operateurs :
Oq_ O g— 1
2vp2 VZ@ Vp2 VSZ@
0= B € o, B : 083
sz VZ@ 2\/p2 VSZ@

Nous rappelons que notre choix de formule pour les conditions initiales est, = 0 et

Vo(X) = Bo(e “lix x0i*)  pour lequation elastique VTI elliptique 2D, cela conduit aux
diesrents choix :

049 1
vo(X) = % e Zlix xoji? ; pour ne gererer qu'une onde P;
Vp2 VE(z  zp)
2.84
0O g —— 1 ( )
V¢ V&(z  z0)
vo(X) = %q § e Zlix xoji? ; pour ne gererer qu'une onde S

2VZ  VZ(x  Xo)

ou la somme des deux pour gererer une combinaison d'ondes P et S.

Pour utiliser une source ponctuellea la place d'une condition initiale, nous rappelons que
sa forme lorsqu'elle est appliqiee sur lequation du tenseur des contraintes essg(t)s(x), al
sr(t) est une amplitude (en l'occurrence une ondelette de Ricker ce nie en (1.9)). Il sut
ensuite de cherchers telle quer s= B»( x,). Ecrivons cetteegalie pour By :

0 1 0q —— 1
@Qsxx + @Sk 2Vp2 VSZ@
A = % q § Xo (2.85)
@s;x + @s;; Vp2 V2@

q___
L'identi cation termea terme conduita une solution simple : sy = 2Vp2 V2 yor Sxz =

q___
Six =0ets;;= V2 VZ . En proedant de la méme facon pour Bs, les dierents choix
de sources pour Itaqléationelastique VTI eIIiptiqui 2D skcrivent nalement :

q___

S 2v2 V2 0
p s
S(X) = x(x)@ d A pour ne ererer qu'une onde P;
0 Vg Ve
0 q 1 (2.86)
% Vp2 VSZ
S(X) = x,(X) @ A : pour ne grerer qu'une onde S
- 22 \/2 0
p s
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ou la somme des deux pour gererer une combinaison d'ondes P et S.

Resultats nuneriques

Comme pour le cas isotrope, sur les trois con gurations de domaine decrites Fig. 2.5 et
dans le tableau 2.3, nous allons consicerer une sourceelastique (ondes P et S) puis des sources
pseudo-acoustiques (onde P ou onde S). Les esultats sur le domaine homogene sont pesenes
Fig. 2.6, ceux des domaines bi-couches bande et coin sont pesents Fig. 2.7 et 2.8 respecti-
vement. Le module du vecteur vitesse est repesent pour dierents temps de simulation. A
t = 1s, nous observons le front d'onde, ce qui permet de ger lechelle des repesentationsA
t =2sout =3s, nous commerconsa observer le travail des CLA car le front d'onde a atteint
les bords du domaine de calcul. Nous laissons ensuite les calculs continuer jusqtiss 5s puis
t = 7s. Nous observons ainsi les e exions parasites propres aux bords absorbants. Les mémes
esultats sont ensuite pesenesa lechelle de couleurs des e exions, calcuee au temps, en
fonction des cas,t = 5s (homogne) out = 7s (bi-couches). Toutes les valeurs desechelles
sont regroupees dans le tableau 2.4.

De méme qu'en isotrope, nous observons un comportement connu : plus I'angle d'incidence
de l'onde skloigne de I'axe normal, plus les e exions sont fortes. C'est touta fait coterent avec
le mode d'approximation qui aee choisi pour localiser la condition aux limites transparente,
qui est le méme que pour le cas isotrope. De plus, les ondes S gererent des e exions plus
fortes que celles des ondes P, ce qui justi e aussi le choix de consicerer une source en onde
P seule, pour mieuxetudier les e exions et se rapprocher des mockles pseudo-acoustiques
utiliees par les geophysiciens.

source temps homogene bi-couche b|-co_uche

bande coin

PS 1s/1s/1s 2.00 2.00 2.00
5s/7s/7s 0.12 0.29 0.33

p 1s/1s/ 1s 1.68 1.68 1.68
5s/7s/7s 0.04 0.12 0.06

S 1s/1s/1s 2.00 2.00 2.00
5s/7s/7s 0.12 0.30 0.29

Table 2.4 { Valeurs maximales du module du vecteur vitesse pour letude VTI 2D

Remarque 2.10 Comme dit peedemment, ces CLA VTI 2D ont cepet expliciees, par
exemple dans [Bec91]. Cependant,a notre connaissance, il ny a pas de etrence ni sur des
esultats nuneriques, ni sur la construction d'une source ou d'une condition initiale VTI
(elliptique ou non). Comme les PML sont stables dans beaucoup de con gurations VTI, elles
sont priviegees car plus pecises. Nous pouvons reanmoins comparer nos esultats VTI avec
nos esultats isotropes.

Comparaison avec la CLA isotrope

Nous proposons maintenant de comparer la CLA VTla la CLA isotrope dans le domaine
homogne VTI elliptique. Les esultats avec des sourceselastiques (ondes P et S) et pseudo-
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acoustigues (onde P et onde S) sont repesenes pour la CLA isotrope Fig. 2.9 @& comparer
avec la Fig. 2.6). Il apparat avant toute chose que les e exions sont assez faibles méme en
utilisant une CLA isotrope. La plus grosse dierence eside dans la e exion de I'onde P en
onde P qui n‘apparat pas dans le cas de la CLA VTI et qui est tes pesente dans le cas de la
CLA isotrope. La e exion d'onde P en onde S est aussi plus forte avec une CLA isotrope, ceci
peut se \eri er en comparant lesechelles de repesentation des calculs. En n, les e exions

de l'onde S sont comparables et cela est logique puisque la partie concernant I'onde S dans la
CLA est la méme.

Non-elliptique

Un exemple de con guration non-elliptique est propoe dans un domaine homogne avec
les paranetres pecies dans le tableau 2.3. Les esultats sont pesenes pour une source
elastique Fig. 2.10. La comparaison avec l'utilisation d'une CLA isotrope est pesenee Fig. 2.11.
De méme que pour le cas elliptique, les e exions de l'onde P sont beaucoup plus fortes avec
une CLA isotrope.
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(a) source PS,echelle de couleur xea t=1s

(b) source PS,echelle de couleur xea t=5s

(c) source P,echelle de couleur xea t=1s

(d) source P,echelle de couleur ea t=5s

(e) source S,echelle de couleur xea t=1s

60 (f) source S,echelle de couleur ea t=5s

Figure 2.6 { Module du vecteur vitesse au cours du tempsat = 1s, 2s, 3s, 5s, et 7s (de
gauchea droite) sur la con guration VTI homogene 2D
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(a) source PS,echelle de couleur xea t=1s

(b) source PS,echelle de couleur xea t=7s

(c) source P,echelle de couleur xea t=1s

(d) source P,echelle de couleur ea t=7s

(e) source S,echelle de couleur xea t=1s

(f) source S,echelle de couleur xea t=7s 61

Figure 2.7 { Module du vecteur vitesse au cours du tempsat = 1s, 2s, 3s, 5s, et 7s (de
gauchea droite) sur la con guration bi-couche bande VTI 2D
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(a) source PS,echelle de couleur xea t=1s

(b) source PS,echelle de couleur xea t=7s

(c) source P,echelle de couleur xea t=1s

(d) source P,echelle de couleur ea t=7s

(e) source S,echelle de couleur xea t=1s

62 (f) source S,echelle de couleur xea t=7s

Figure 2.8 { Module du vecteur vitesse au cours du tempsat = 1s, 2s, 3s, 5s, et 7s (de
gauchea droite) sur la con guration bi-couche coin VTI 2D



2.2. Construction d'une CLA VTI par diagonalisation

(a) source PS,echelle de couleur xea t=1s:2:00

(b) source PS,echelle de couleur xea t=5s:0:15

(c) source P,echelle de couleur xea t=1s: 1:68

(d) source P,echelle de couleur ea t=5s:0:04

(e) source S,echelle de couleur xea t=1s:2:00

(f) source S,echelle de couleur xea t=5s:0:14 63

Figure 2.9 { Comparaison avec la CLA isotropeat = 1s, 2s, 3s, 5s, et 7s (de gauchea droite)
sur la con guration homogene VTI 2D
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(a) source PS,echelle de couleur xea t=1s

(b) source PS,echelle de couleur xea t=5s

Figure 2.10 { Module du vecteur vitesse au cours du tempsat = 1s, 2s, 5s et 7s pour
un cas 2D VTI non-elliptique homogene. Les valeurs maximales sont D4 et 011 aux temps
respectifst =1sett =5s.

(a) source PS,echelle de couleur xea t=1s

(b) source PS,echelle de couleur xea t=5s
Figure 2.11 { Comparaison avec la CLA isotropeat = 1s, 2s, 5s et 7s pour un cas 2D VTI

non-elliptique homogene. Les valeurs maximales sont D4 et 013 aux temps respectifd = 1s
ett=5s.
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2.3 Stabilie de la CLA VTI 2D

2.3.1 Stabilie des probémes mixtes continu, semi-discret et discret
Energie assocee au probéme mixte continu

Nous rappelons que les parametres physiques sont & nis par > 0; Vp, > 0; Vs > 0 et
C synetrique et positif, ie 8 synetrique, (C ): > 0. Le tenseurC est donc inversible et

nous noteronsC ! son inverse, qui est aussi positif.

Pour etudier la stabilie de la CLA dans le cas continu, introduisons le domaine =

f : x 2] 1 ;0get x sa frontere cenie par fx = 0g. Soit la fonction E(t) =
> jiviiz,; +ii_ii? . 1 - Alors, formellement :

q z z

aE(t)= @v vdx + @ :(C ' )dx (2.87)

Il est possible de modi er la premere inegrale de (2.87) en utilisant la premereequation
du syseme de lelastodynamique (1.5) puis en appliquant une inegration par partie (formule
de Green). Il vient :

Z Z Z VA
@v vdx = r_ vdx= _rovdx + (_n) vdx (2.88)

X X X X

De méme, la deuxeme inkgrale de (2.87) peut étre modiee en utilisant la deuxeme

equation du syseme de lelastodynamique (1.5) et le fait que 8 ; (C (v)): =(C ):r v.
Nous obtenons : B B B
Z Z Z
@ :(C ' )dx= (C_(v):(C ' )dx= _ 1 vdx (2.89)

X X X

En injectant les deux inegrales (2.88) et (2.89) dans lequation (2.87), il vient alors :
q z
aE(t) = (_n) vdx (2.90)

Le vecteurn cesigne la normale exerieurea x doncn =(1;0)et_n=( x; xz)- Enn,
sur la frontere «, les composantes de_ sont ce nies par la CLA VTI du syseme (2.53).
Ainsi : q 7

GEMO = vpIO 1+2"v2+ Vgv2 dx (2.91)

Comme cette quantie est regative, lenergie du syseme continu est decroissante, ce qui assure
la stabilie du probeme de lelastodynamique 2D VTI avec la CLA (2.53).

Energie assocee au probéme mixte semi-discret

En reprenant les ceveloppements de la sous-section 1.3.2 sur la discetisation par DGM,
la formulation variationnelle (1.36) du syseme de lelastodynamique au premier ordre (1.5),
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peut secrire sous la forme :

8 X Z x Z
@v wdx = ~orowdx
Ko, K KoT. K
h « 0 « 7 h 2 1
+ @ f _ogwK ndx + n wdxA
K2T, L2T, @K@ ow @K ot
(2.92)
x Z x Z
@ : dx = r (C ) vdx
Ket, K 7 k2T, X o
h « 0 « Zh 2 1
+ @ JC )M veg ndx + (C v ndxA

K2T, L2T, @R @Ln ou @K out

Ce sctema est utili® dans le code DIVA de Total et, nunreriquement, les calculs sont
faitseement parekment. Pour les termes de ux, les calculs sont partages par rapporta la
fonction-test w ou . La secondeequation de (2.92) skcrit alors pour uneement K :

Z Z z Z

@ : dx= r (C ) vdx+ (C HYf vgg ndx + (C v ndx
K = K = @n o @\ o

z z z z

@ : dx = r (C ) vdx+ }(Q v+ v ndx + (C )v ndx
K = K = @now 2~ @\ o -

a le terme v®t corresponda v sur lebment voisina K par rapporta chaque face de @ .
Puis, en faisant l'inegration par partie inverse, nous avons :

Z Z 1 Z z Z
Z(C ) (v+v® ndx+ (C )vndx+ (C ):r vdx (C )v ndx
= _ 2 _ = @ ==

©
g
1

K - @ n out \ out

Les termes env se regroupent alors :

z z 1 z
@ : dx = 5J(g JVKndx+ (C ):r vdx
= _ = =

K = @n out

Nous rappelons que par continuie : J(C )vK n = JC )K vgg n, et donc nalement, en
sommant : B B

0 1
x Z X x Z z
@ : dx = @ JC ) vgy ndx+ (C ):r vdxA
- = K - =

Koty K K2Th L2T, @K @I ou
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Le sclema nurrerique (2.92) est ainsiequivalenta :

8 x < x £
@v wdx = _ i rowdx
KT, KX 0 Ko, K 1
X X Z Z
+ @ f _oggwK ndx + _n wdxA
K2T, L2T, @K@l ou o @K out
(2.93)
x £ x £
@ : dx = (C ):r vdx
- =

Ko, K ; o KZn

JC )W vgg ndx
K2Tp L2T, @R @I ou -

Le tenseur C etant inversible, nous introduisons fz Cc 17 et soit C 1 la notation matri-
cielle deC 1. Le syseme (2.93) est vrai quel que soit le couple; ), et donc notamment
pour (w;©) :

8 x <2 x <
@v wdx = _ .1 wdx
Kot, K 0 Ko, K 1
X X Z Z
+ @ f _ggwK ndx + _n wdxA
K2T, L2T, @K@ ow @K out
(2.94)
x £ x <
@ :(C ' )dx= _orovdx
Kot, K X Xf 7 Kot K°
J ) vgg ndx
K 2T, L2T, @K @I ou
ce qui se eecrit :
8Z Z Z Z
% @v wadx = f _ggdwK ndx + _n wdx _ I pwdx
h in out h
EZ 7 7 (2.95)
. @ :(C*)dx = JK vgy ndx+ i1 pvdx

h in h

En reprenant les notations matricielles de la sous-section 1.3.2, le syseme (2.95) sécrit :

0
0

(8 My@unh+ R n+ Byvy

(2.96)
O M. c1@n Ryc 1Vn

al les matrices M, R et B, sont c& nies dans (1.43), (1.44) et (1.45). Les matricesM .c 1,
et R,.c 1 se construisent comme les matriced/ et R, ce nies dans (1.46) et (1.47) mais
les paranetres physiques ne sont plus factorises dans la matrice de rigidie mais dans la
matrice de masse. De plus, les termes de bord n'apparaissent plus daRg.c :. Ainsi, nous
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avons simplementR,.c 1 = (R )" | La matrice M .c 1 esttelle que chacune de ses matrices

M K.C . a ses blocs multiples par le coe cient correspondant de la matriceC 1 :
(M ¢ 1) =(C M) Mx; 8ij =1ud(d+1)=2
al Mg est la matrice de masse sur les fonction-test e nie en (1.38). De plus, la matrice

M ¢ 1 est inversible et synetrique car les matricesC ® et Mk sont c& nies positives et
synetriques.

En faisant I'ogeration f< (a);vy, > + < (b);  >gdans le syseme (2.96), il vient :
<@MyVpvh >+ <@M ¢ 1 p; h>= <Byvpvp > (2.97)
De la m&me manére que pour letude de la stabilie du probeme continu, il est possible
de montrer que B, est positive en s'appuyant sur les parametres physigues et en utilisant
la structure de la matrice. Le terme de droite dans (2.97) est donc regatif. Par ailleurs, les
matrices de masses sont positives. Ceci implique donc une cecroissance de lenergie semi-

discete Esemi,(t) en posant par exemple :

Esemiy(t) =< @MyVph;vh >+ <@M ¢ 1 ph; h> (2.98)

Energie assocée au probéme mixte discret

Pour competer la discetisation, le screma Leap-Frog est applige au syseme (2.96) :

8
VIARERVIL 1 vitt oy
%(C) Mvh t h+R E+2+th2 h =0
(2.99)
E n+ 3 n+3
T M ¢ 1% (R )Tvp*t =0
La deuxemeequation de (2.99) peut étreecritea un pas de temps peedent :
n+ 3 n 3
& M ¢ t h (R)Tvi* =0 (2.100)
( vl + v (d)+(e) . n+t )
A l'aide de (2.99) et (2.100), l'ogeration < (c);hfh >4 < 172> donne:
8
1 1 1 1
R VRV VE L v v e
t 2 2
10 n+3 n+ 1 - n+ 1 n % 1 1 (2.101)
+ é@<|\/|;Cl%;hZ>+<M ;Clh th ;h2>A:o;

68



2.3. Stabilie de la CLA VTI 2D

ce qui estequivalenta :

8 1 o e 1
% 2—t<M\,vﬂ VRt > 2—t<MVvﬂ;vﬂ>
1 3 1 1 1 1
<M ocn TS <Moo B TE S (2.102)
§: vt 4 vp vt 4n
v 2 2
Nous obtenons donc
EN*L En vt 4oyn N+l ogoyn
—d =d- <B,n h.-h h (2.103)
t 2 2
@ Ej est e nie par :
1 1 1 1
Ej = §<Mvvﬂ;vﬂ>+§<M c 1 E+2; E z2> (2.104)

Nous avons utilie le fait que la matrice M . 1 est synetrique, ce qui implique legalie :

n 1 n+l n+l

1
n7
<M ¢y ? P> =E<M 1o %y 8

> (2.105)

CommeB, est positive, (2.103) est regatif. Nous proposons de & nir Ej comme lenergie
discete du probkeme mais avant cela, il nous faut \eri er que Ej} est positive pour tout n.

En ckveloppant par exemple le terme sur la variable du tenseur des contraintes :

8 1 1 1 1
n+ s n s n+ s n 3
n+;. n 1 B h 2 + h 2 . h 2 + h 2
§<Miclh2’h2> =<M ¢ 5 : > >
(2.106)
3 2 el on 3 omel o0 g
_ Yem . h " ._h h S
4 ic ! t ’ t
puis en se servant de lequation (2.100), il vient par substitution :
n+3 n 3 n+i n %
<M ¢ 1D : h__._h n h _>=< R )VE(M ¢ 1) YR )TV > (2.107)
Nous obtenons donc
8
n - 1 tz 1 T n.,n
§Ed =5< My R M c1) 'R VEvR>
2.108
E n+ 1 nl ol n o1 ( )
1 2 + 2 2 + 2
: +2<M ¢ 1D h__._h >
2 ' 2 2
Eg est donc positive et cecroissante si et seulement si la matrice
t? 1 T
My TR (M c1) (R) (2.109)
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est positive.

Ceci signi e que pour tout vecteur non nul u nous ayons :

t2

< My

RM ¢1) *R) uu>>0

ce qui estequivalenta

1 t2
< My TMV

1
2

1 1 1
RM ¢c1) YR )M, 2M¢? u;MZu>>0

1
car My est synetrique e nie positive. Puis, en posant @ = M7 u, il vient

t2

< | TMV

i
2

1
RM ¢c1) R)M,? e;e>>0
al | repesente la matrice identie.

1 1

Comme la matriceMy R (M ¢ 1) LR )TMy ? est synetrique, elle est diagonalisable.
De plus, ses valeurs propres sont positives ou nulles de part les proprees des matrices qui la
composent. Soit max la plus grande de ses valeurs propres, l'iregalie qui doit &tre \eriee
pour que Ej} soit uneenergie discete est

t2
1 4 max >0 (2.110)

ce qui repesente une condition CFL reliant le pas de temps ta la discetisation en espace
caclee dans la valeur propre.

1 1

En observant maintenant que toute valeur propre deM, 2R (M ¢ 1) ¥R )TM, ? est
aussi valeur propre deM, 'R (M .c 1) }(R )T, cette condition CFL de stabilie du screma
nuerique peut étre formellement calcuke pour un maillage caresien mais pas pour un
maillage non-structue dans lequel trop de paranetres entre en jeu. Dans la pratique, la
plus grande valeur propre peut étre approctee par la nmethode de la puissance, decrire al-
gorithme 2.1. Il s'agit d'une boucle ecursive dans laquelle,a partir d'un esidu du produit
d'une matrice diagonalisable par un vecteur initiale quelconque, chaque itration consistea
multiplier la matrice par le esidu courant eta mettrea jour le esidu normalig. Cette suite
tend vers la plus grande valeur propre de la matrice.

Remarque 2.11 Dans le code DIVA, nous mesurons lenergie discete suivant la formule (2.104).
Nous avons egalement modie la CFL en impémentant la nethode de la puissance, qui a
I'avantage de s'appliquer incependammenta des con gurations isotropes et anisotropes.

2.3.2 Courbes dénergies desetudes isotrope et VTI 2D

Mesurer lenergie discete au cours d'une simulation permetegalement devaluer les e e-
xions parasites dues aux CLA. Lenergie discete, tout comme lenergie continue, s'exprime
en J.s 2 car nous travaillons en vitesse et non en deplacement (et en consicerant la masse
volumique en 2D comme une masse surfacique).

70



2.3. Stabilie de la CLA VTI 2D

Algorithme 2.1 : Methode de la puissance

Data : A; ug;
Result : max
1r Aug;
2 max < TI;Ug>=< Ug;Up>;
3 do
4 tmp max
5 I tmp Ar;
6 max < Ftmp il = =< 1I>]
7 r Itmp
8 while (j max mpl > ) ;

Cas isotrope

La Fig. 2.12 decrit le comportement de lenergie discete pour des sources donrees par une
onde P, une onde S et une source PS. Ces experiences se rapportent aux images des fronts
d'ondes pesentes Fig. 2.2, 2.3 et 2.4. Le cas homogne permet de decrypter les dierentes
etapes de la simulation. Lenergie crot fortement puis decrot par paliers, le pic correspond
a lemission de la source puis le premier palier,at = 1s environ, corresponda la propagation
des ondes avant contact avec le bord absorbant. Le second palier,&= 5s environ, est di
aux e exions parasites de la CLA. En e et, apes le passage des ondes principales, il ne reste
temporairement que les e exions, jusqua rencontrer un autre bord absorbant. C'est sur ce
second palier que I'e cacie d'une CLA peut &tre mesuee.

Sur les trois con gurations i.e. homogene, bi-couches bande et coin, les dierences entre
les trois types de source s'expliquent simplement. Une simulation avec une source en onde P
ou en onde S a la mémeenergie initiale tandis qu'une simulation avec une source en onde PS
a uneenergie initialeegalea la somme desenergies relatives aux deux ondes. Une simulation
avec une source en onde P, dont la vitesse de propagation est plus rapide, voit sonenergie
cecro'tre avant celle d'une simulation avec une source en onde S, car les ondes P atteignent le
bord absorbant plus rapidement. Les e exions poinees par les courbes denergies sont plus
fortes pour une source en onde S par rapporta une source en onde P, ce qui est d& aux choix
d'approximation et de simpli cation des CLA. Du coup, une simulation avec une source PS
a une courbe denergie correspondant plutéta I'absorption de I'onde S et ne permettant pas
de distinguer les petites e exions de l'onde P.

Cas VTI

De méme que pour le cas isotrope, la Fig. 2.13 decrit le comportement de lenergie discete
pour des sources donrees par une onde P, une onde S et une source PS. Ces experiences
se rapportent aux images des fronts d'ondes pesentees sur les Fig. 2.6, 2.7 et 2.8. Le cas
homogene permet de visualiser les paliers des dierentesetapes de la simulation. C'est sur le
second palier,at = 5s environ, que l'e cacie d'une CLA peut &tre mesuee. Sur les trois
con gurations i.e. homogne, bi-couches bande et coin, les conclusions sont les mémes que
pour le cas isotrope.
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Comparaison avec la CLA isotrope

En utilisant une CLA isotrope dans un milieu VTI, nous avons obsenea la Fig. 2.9 que
les e exions d'ondes Petaient tes fortes. Letude de lenergie sur le cas homogene de cette
experience est pesente sur la Fig. 2.14. Les courbes de la source en onde P con rment les
observations, les e exions de l'onde P transformee en onde P, avec un paliera 01, mais
aussi en transformee onde S, avec un paliera @1, sont plus fortes avec une CLA isotrope
gu'avec une CLA VTI a1 nous observons un palier en dessous de:01. En comparaison avec
les simulations dotes d'une source en onde PS ou en onde S, la premere e exion (onde P
transformee en onde P) se produit alors que l'onde S n'est pas encore totalement absorkee
et la deuxeme e exion (onde P transfornee en onde S) a une intensie plus faible que les
e exions de I'onde S (transforrmee en ondes P et S). Ces ke exions sont visibles sur les images
des fronts d'ondes mais ne se cetectent que sur les courbes denergie de la simulation avec
une source en onde P.

Non-elliptique

Lesenergies correspondant aux exgeriences avec un milieu VTI non-elliptique (Fig. 2.10)
sont pesenees sur la Fig. 2.15 pour une source elastique. Le comportement est le méme
que pour un milieu elliptique (Fig. 2.13) ou isotrope (Fig. 2.12). La comparaison avec le cas
homogne pour une CLA isotrope est peseneea la Fig. 2.16, correspondanta I'exgerience
de la Fig. 2.11 au la CLA isotrope est utilise dans un milieu VTI non-elliptique. Comme la
source estelastique, les e exions des ondes P visibles sur les images ne sont pasevaluables
par les courbes denergie.

Simulation en temps long

Nous avons proue la stabilie du probeme mixte discret modulo une CFL. Neanmoins,
nous savons que l'utilisation de conditions aux limites instables peut faire que la solution
nurrerique se mettea crotre de facon exponentielle apes un temps long de simulation, c'est-
a-dire bien apes les e exions des ondes. Nous proposons donc ici de mesurer lenergie discete
pour un temps long de simulation. La Fig. 2.17 regroupe lesenergies discetes mesuees sur
des cas isotrope, VTI elliptique et VTI non-elliptique pour des con gurations homogne, bi-
couches bande et coin avec une source elastique. Une fois la pecision machine atteinte, la
mesure de lenergie ne montre aucune instabilie en temps long.
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Figure 2.12{ Energie discete pour les cas isotrope 2D homogene (haut) et bi-couches, bande
(centre) et coin (bas) 73
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Figure 2.13 { Energie discete pour les cas VTI 2D homogne (haut) et bi-couches, bande
%entre) et coin (bas)
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Figure 2.14 { Comparaison avec la CLA isotrope dans un milieu homogne VTI 2D, avec
une source PS (haut), une source P (centre) et une source S (bas) 75
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Figure 2.15 { Energie discete dans les cas VTI 2D non-elliptique

Figure 2.16 { Comparaison avec la CLA isotrope sur un cas VTI 2D non-elliptique
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Figure 2.17 { Energie discete pour des temps long dans les cas isotrope (haut), VTI elliptique
(centre) et VTI non-elliptique (bas) 2D 77
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2.4 Coe cients de e exion de la CLA VTI 2D

Au paragraphe peedent, nous avonsetude la stabilie de la CLA. Celle-ci est demontee
a l'aide d'une techniqueenergetique. Dans ce paragraphe, nous nous ineressons aux e exions
causes par le bord absorbant. Il s'agit donc d'analyser le comportement de la solution du
probeme mixte. Les coe cients de e exion ont dcpet calcuks en isotrope, par exemple
dans [Ts099] et nous allons suivre la m&me cemarche en anisotrope.

Nous consicerons ici un domaine semi-innif : x 2] 1 ;0]gavec une CLAenfx =0g.
Au bord du domaine, la condition aux limites absorbante eechit une partie des ondes. Une
onde P produit deux e exions d'ondes noees PP et PS, et une onde S produit deux e exions
d'ondes notes SP et SS. Le champ d'onde total est la somme de I'onde incidente et des ondes
eechies :
u' = umer 4y o+ gl (2.111)

avec (I;J ) repesentant ( P; S) pour une onde incidente P et S; P) pour une onde incidente S.

Soit la matrice de lequation de dispersion du syseme de lelastodynamique en dimension

deux :
Ci1kx? + Caskz? (Cas+ Ciz)kxks

EvTi:op = 2.112
V2D (Caa + Cia)kek; Cuasky? + Cask,? ( )
a C est la matrice delasticie VTI 2D (2.31).
Sous l'hypottrese d'ellipticie (= P 1+2" = P 1+2 ), les vecteurs propres de la matrice
EvTi:2p sont donres par :
Xikx Zikz
Zikz ' Xikx (2.113)

q — — q ——
avecX = 2VZ+ VZetZ= VZ+ V2

Nous notonsA;, et A;; les coe cients de e exion. lls interviennent de la facon suivante :

8 ! ! !
2 oumer = XM gnes yee X ppppriuPs = ZKr pgps
J
Zik 5 | Zik 5 | Xik y | (2.114)
3 Zik, Zik, Xik P '
uincs = |nc; uSS - A S; uSP - X A P
: Xiky © xiks osP zik, PP
avec
pinc — eth+ikxX+ikzZ; pl — eiwt+ik'xx+ik'zz; pJ = gwt+ikyx+ikyz (2.115)

pour un bord de normale exerieure colireairea ey, sur lequel nous avonskg = k'Z = K.

Les coe cients de e exion s'expriment en fonction d'un paranetre ¢ qui corresponda
I'angle d'incidence de l'onde sur le bord absorbant. Ce paranetre determine la valeur des
rapports % Dans le cas VTI, la Fig. 2.18 repesente ces rapports pour une onde incidente P

K, Ky . . . . k)'(
ou S. Les rapports 2 et X se ceterminent facilement par trigonomnetrie. Les rapports 1 et
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J . . . - ,
ka se ceduisent des premiers, |'un par synetrie, lI'autre par la loi de Snell-Descartes

sin 1 sin g
= ; pour l'onde P,
Vs v, ' P
§ (2.116)
sin 1 sin ¢
; = ; pour l'onde S.
Vo v, @ P
Ainsi, il est possible décrire :
8 P s S 2
kx cos o kz sin o kg cos o k; 1 sin® g
— = ;o — = ;= = == — ———>—; pour une onde P
% Vo' w Vo ' w Vo' w VE V2
S (2.117)
é ke coso k, sin g k3 cos o kY 1 sin?
— = — = ;== o — = ——= ———, pour une onde S
' Ve 'wo Ve w5 w vz vz P

Figure 2.18 { Sctema des angles intervenant dans la e exion de I'onde P (gauche) et de
'onde S (droite), en VTI

Remarque 2.12 Au-deh d'un certain angle critique, et comme physiquementVs < V, le
terme sous la racine caree de la deuxeme equation du syseme(2.117) devient regatif, ce

. . kP , .
qui cono!mta un rapport - complexe pour I'onde S. Nous retrouvonsegalement cette propree
sur la Fig. 2.18.

Sur un bord de normale extrieure colireairea ey, le champ total u \eri e la CLA (2.53) :

8

2 C11@Qux + C13@u, V p@uy

. C13@ux + C33@u; = 0 (2.118)
" Cqa@Quy + Cya@uy Vs@u,
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En utilisant (2.114) dans la premere et la dernereequation de (2.118), il vient par exemple
pour une onde incidente P :

=V [ Xkxwp™ + XkRApwp™® + Zk WA psp™]
Caal Zkxkp™ + ZkEk,Appp™® XK $2Apsp™]

+ Caal XKykzp"® + Xk {k,Appp™® + ZKZApsp'S]

= V[ Zk,wp™  Zk,WAppp™® + XK SWA psp'S]

8
% Cia[ Xk2p"  XkE*Appp™®  ZKSkoApsp'S]
% (2.119)

En utilisant le fait que sur la frontere, c'esta-dire en fx = 0g, les exponentielles (2.115)
des termesp’ sont toutesegales, il en esulte un syseme matriciel e nissant App et Agp :
I
XC 11k)|(2 ZClgkg X k QWVp (XC 13 chl)k)s(kz Zk zZW Vp APP
(X + Z)CaskPk, + Zk,w Vg XC44kS2+ ZCusk? XkSWVs  Aps

XC 11k)% + ZCl3k22 Xk XWVp

(X + Z)Casknks  ZkywVg (2120)

Un ceveloppement limie peut etre e ectiea l'aide du logiciel Maple ™ | voir annexe A.4,
sur les coe cients de e exion, autour de l'angle d'incidence normale ¢=0:
S 2\/2\/2 ) 2 zq 2\/2 2 2 2
V2V V2 V2 V2 V2 Vg
4(Vyp VS)Vp3

App 5+ 0(9)

q q
V2 VZ V2 V2 Vs(Vp+ Ve) Vs
A = + O( 3)
P 2(Vp+ Ve)V2 ° 0
22y 2 g V2 qu 2y2 2 Vy2)2 1 (&121
2 2
hs =@ P (W VWV VT W Vo
4V, Ve)VpV2 N2
q q
V2 V2 V2 V2 Ve(Vp+ V) .
T Asp = o+ O( p)

2(Vp+ Vs)Vs

Remarque 2.13 Lorsque =1, les coe cients de e exion correspondent au cas isotrope.
Dans ce cas leurs modules sont comparablesa ceux obtenus dans [Ts099] except pbigh

et Aps qui dierent d'un facteur x—z

La Fig. 2.19 repesente ces coe cients de e exion pour un milieu VTI elliptique, avec
la CLA VTI et la CLA isotrope, ainsi que pour un milieu isotrope (avec une CLA isotrope).
Les courbes sont coterentes et comparablesa la egrence isotropeA incidence normale il
n'y a aucune ke exion,a incidence rasante les coe cients App et Ass ererent une e exion
totale. Le coe cient Aps est assez faible tandis que le coe cientAsp est plus important. De
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2.4. Coe cients de e exion de la CLA VTI 2D

plus, Aps et Agp sont nulsa incidence normale et parfaitement rasante et pesentent un pica
incidence presque rasante. En n, tous les coe cients sont petitsa incidence presque normale.

La comparaison entre l'utilisation d'une CLA VTI et d'une CLA isotrope dans un milieu
VTI met enevidence la sugeriorie de la CLA VTla incidence proche de la normale. Ceci
s'observe par des coe cients moins elewes et surtout par le coe cient App de la CLA iso-
trope qui est dierent de zroa ¢ = 0 (il estegala Tll). Les choix d'approximation et de
simpli cation ontek faits dans ce sens. Par contre,a incidence presque rasante, c'est la CLA
isotrope qui gerere des e exions moins importantes.

Remarque 2.14 Ces esultats sonta coreler avec les images des fronts d'ondes de la CLA
VTI (Fig. 2.6), de la CLA isotrope dans un milieu VTI (Fig. 2.9) et des courbes déenergies
discetes (Fig. 2.14).
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(a) App (b) Aps

(C) Ass (d) Asp

Figure 2.19 { Coe cients de e exion de la CLA VTI 2D pour V, = 3000 m.s 1V =
1750 m.s 1 et " = 0:25, en fonction de o, en rouge trait plein, comparaison avec I'utilisation
d'une CLA isotrope dans le méme milieu VTI elliptique, en bleu trait pointile ; eErence de
la con guration isotrope (CLA et milieu), en vert trait semi-pointile

2.5 Conclusion

Nous avons donc mis en uvre une technigue de construction de CLA base sur la dia-
gonalisation du syseme de lelastodynamique. Nous avons retrouve les CLA connues pour
des maeriaux isotropes et orthotropes 2D et nous avons pu en ceduire une CLA pour des
maeriaux VTI 2D. Cette condition aux limites peut s'interpeter comme la combinaison des
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deux CLA obtenues en limitant les calculs aux cas pseudo-acoustiques des ondes P seules et
ondes S seules. Nous pouvons aussi remarquer que la condition aux limites ne cepend pas
du coecient de Thomsen. C'est certainement d0 au fait que la condition corresponda
I'approximation d'ordre le plus bas d'une condition transparente.

A n de mieuxevaluer les e exions dues aux CLA proposes, hous avons construit des
sources et des conditions initiales permettant de ne gererer qu'une onde P ou qu'une onde
S dans un matriau VTI elliptique. Letude experimentale a ewe un comportement tout
a fait similaire dans des con gurations isotropes et VTI 2D (elliptique ou non), tant sur la
localisation que sur l'intensit des e exions parasites. En comparant ensuite la CLA VTl et la
CLA isotrope cette fois dans un méme milieu VTI 2D (elliptique ou non), nous avons illuste
la sugeriorie de la CLA VTI, essentiellement sur la composante en onde P, la composante en
onde Setant strictement la méme dans le cas elliptique.

Nous avons ensuiteetude la stabilie du probeme mixte continu esultant du couplage de
lelastodynamique avec la CLA VTI 2D et du probeme semi-discret assoceecrit en formula-
tion DG avec ux centes. Pour cela, nous avons opt pour une nethode base sur lenergie
assocee au probeme. La stabilie de lenergie continue est obtenue formellement gracea la
positivie des parametres physiques intervenant dans les equations. Pouretendre cette pro-
pree au probeme discret, nous avons choisi de coupler la formulation DGa ux centes avec
un sctema en temps de type Leap-Frog et nous cemontrons que nous pouvons ce nir une
energie discete, c'esta-dire une fonctionnelle positivea chaque pas de temps, sous une condi-
tion de type CFL. La stabilie du probeme discret decoule alors de la cecroissance de lenergie
discete. Les esultats de stabilie sont illustes par des courbes denergies qui montrent aussi
gue la CLA VTI fonctionne mieux que la CLA isotrope dans un milieu VTI 2D (elliptique ou
non).

Pour nir, nous avons calcuk les coe cients de e exion App, Aps, Asp et Ags de la
CLA VTI en fonction de I'angle d'incidence ¢ pour un milieu VTI elliptique. Nous avons
\erie que ces quatre coe cientsetaient bien nulsa incidence normale (i.e. lorsque ¢ = 0).
En utilisant des developpements limies au voisinage de o = 0, nous avons monte que App
et Agsetaientequivalentsa 3 et que Aps et Agp etaientequivalentsa . Nous retrouvons
donc le méme comportement que dans la cas d'une CLA isotrope appligieea un milieu iso-
trope. De plus, nous avons monte que la CLA VTletait meilleure que la CLA isotrope dans
un milieu VTI elliptique. En particulier, le coe cient App de la CLA isotrope n'est plus nul
en o = 0 dans ce cas mais egaIaTll. Ainsi, moins le milieu est isotrope, moins la CLA
isotrope est e cace.

En esune, nous avons obtenu les esultats suivants :

Tleoeme 2.1 Une CLA pour des maeriaux VTI 2D dans le cas d'une frontere plane de
normale exerieure ey est :

( _

(2.122)
xz = VsV,

Treoeme 2.2 Pour ne gererer que des ondes P ou des ondes S dans un maeriau VTI
elliptique, il sut d'appliquer au syseme de lelastodynamique non homogene :
(x)@v(x;t)
@_(x;1)

ro_(x;t)

(2.123)
C(x) _(v(x;t)) + sr(t)s(x)
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les sources :
8 Oq_ 1
2vp2 VSZ 0
S(X) = x,(X) @ d — A pour ne grerer qu'une onde P,
- 0 V2 V2
0 q 1 (2.124)
0 V2 V2
%s(x) = (@4 — P " A" pour ne grerer qu'une onde S
= 2y2 V2 0

p

a, par exemple, sg est donree comme une ondelette de Ricker de fequence pig, :

s(t)=(1 2 2f2Ye “f¥ (2.125)
ou de consicerer le probeme de Cauchy :
8
§ x)@vix;t) = r _(xt)
@_(x;1) = C(x) _(v(x;1)) (2.126)
FVOX) = volx)
" _(0:x)) = _®
en choisissant pour conditions initiales:0 =0 et:

0q

q__
V@ V&(z  z0)
2.127
0O 9 — 1 ( )

V¢ Vé(z z0)

b s '
Vo(X) q e “Ux XoI®: pour ne gererer qu'une onde S

8

2V2  VE(x Xo)
%vo(x) % e Clix xojj?. pour ne gererer qu'une onde P;
' 2VZ V(X Xo)

Tleoeme 2.3 Les probemes mixtes continu, semi-discret et discret obtenus en couplant
lelastodynamique avec la CLA VTI 2D (2.122) sont stables au sens suivant :
{ pour le probeme continu, nous d nissons la forme quadratique :

E(t)= 3 jivii?. +jj:”2;g ) (2.128)

{ pour le probbme semi-discret, nous ¢ nissons la forme :
Esemiy(t) =< @MyVh;vh > + <@M ¢ 1 h; h>) (2.129)

{ pour le probeme mixte discret, nous c nissons la forme :

1 1 1 1
E3:§<Mvvﬂ;vﬂ>+é<M c1p?op > (2.130)
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Alors, (2.128) et (2.129) sont toujours decroissantes au cours du temps ef(2.130) est
positive et cecroissante si et seulement si la matrice
t2
My —R M ) "(R)T (2.131)

est positive.

Corollaire 2.3.1 Le probeme mixte discret est stable sous la condition de type CFL

2
1 Tt max > 0 (2.132)

@ max estla plus grande valeur propre de la matric, 'R (M ¢ 1) YR )T.

Tleoeme 2.4 Les coe cients de e exion de la CLA VTI 2D, autour de I'angle d'incidence
normale ¢ =0, sont donres par :

8 q q 2
2vp2V52 sz V82 2Vp2 V52 V82
App = 5+ 0(9)
4Vp VeV

q q
2Vp2 V2 Vp2 V& Vs(Vp+ Vs) Vs

A = +0 3
PS 2(V p+ Vo)V2 o+ 0()

q q 1 (2.133)
2\/2\/2 2 2 2\/2 2 22
R _ @ VoV (Vg Vg Vg Ve V) . sz VszA 2\ o 4
ss 5 3 6+ O( o)
4(Vp Vs)VpVg 4V
a 2y/2 2q 2 2
Ve Ve Vg Ve Vs(Vp+ V) .
TAsp = ot O( 0)

2(Vp+ Vs)Vs

De plus, l'utilisation d'une CLA isotrope dans un milieu VTI elliptique modi e les facteurs
des coe cients et ajoute un terme en o(1) egala Tll sur le coe cient App.
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Chapitre 3

Conditions aux limites absorbantes
pour des maeriaux TTI

Ce chapitre propose une solution au probeme gereral de la formulation de conditions
aux limites pour des maeriaux TTI. Nous commercons par illustrer la complexie de la
nmethodologie d'Engquist et Majda qui intervient ces la 2D. Les di cules techniques aux-
guelles nous sommes confrones nous conduisenta proposer une nouvelle nethode permettant
de traiter le cas TTI elliptique. Il s'agit d'une hypottese qui peut sembler limitative puisque
notre approche ne permet pas de traiter tous les cas de matriaux anisotropes. Toutefois, nous
pouvons expliquer pourquoi I'hypotrese d'ellipticie ne I'est pas forement. Le processus de
construction repose sur l'utilisation de regeres geonetriques par les courbes de lenteur et sur
un changement de variables du cas isotrope vers le cas TTIl. Nous nous focalisons ici sur les
ondes P, de premere importance pour les geophysiciens et apes avoir \erie que les ondes S
peuvent se traiter comme dans un milieu isotrope. Nous traitons ensuite le cas de la 3D en
utilisant exactement la méme technique.

3.1 Processus de construction en 2D

3.1.1 Remarques peliminaires

Comme au chapitre peedent, nous nous plecons en dimension deux. Nous conservons la
notation (x;z). La matrice delasticie (1.26) devient :

2 3
Ci1 Ciz Cys
Crriop = 4 Caz Css (3.1)
Css

Nous rappelons que le syseme de lklastodynamique au premier ordre est donre par :

8
%@Vx = @ wxt+t @ x

@v: = @ xx+ @ 2z

@ xx = Cu@vx+ C13@Qv; + Ci5(@QV; + @Vx) (3.2)
g @ zz = Ci3@vx + C33@V; + C3s5(@QV; + @Vx)
" @ xz = Ci5@QVx + C35@V; + Css(@QV2 + @Vx)
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et le syseme au deuxeme ordre a pour expression :

(
@Vx = C1@vx +(Ciz+ Cs5)@@V; + Css@vy + Ci5(@Vv, +2@@Vy) + Cas@v,

3.3
@V, = Cs5@V;+(Ciz+ Cs5)@@Vy + C33@V; + C35(2@Q@V, + @vy) + Cls@vx( )

Pour suivre la nethodologie d'Engquist et Majda [EM77, EM79], nous devons travailler
dans le domaine de Fourier apes avoir gek la variable normalea la surface sur laquelle la
CLA est pose. Pour la frontere fx = 0g de normale exerieure e4, nous notons (; ) les
variables de Fourier assoceesa {; z). Le syseme (3.3) se eecrit alors :

( ; 2 2 ; 2
C11@\W i (Ciz+ Cs5)@Wg +( ! Css )y + Ci5(@v, 2 @Vx) Cssv, = 0(3 2)
Css@Wb i (Ciz+ Css)@Wx +( ! 2 Caz )W Css(2i @Vz+ 2vx)+ Cis@vx =0
Comme dans un maeriau isotrope (voir section 2.1) ou en VTI (voir section 2.2), nous
cherchonsa exprimer (3.4) comme une equation dierentielle ordinaire de la forme QW +
MW = 0. Il n'est pas possible de le faire directement en posantV = (\g;\Wg; @QVy; @WB)a

cause des termes suppementaires issus des caraceristiques TTI du milieu. Mais nous pouvons
y arriver en introduisant des variables auxiliaires comme par exemple :

o _ Cu@W + Cis@N (3.5)
W,  Cis@W + Css@Qb |

Dans ce casW est solution de@W + MW =0 avec W = (wx;wz;\y; ) et

2i C 15Cs5+ i C 15(C13 + Css) 2iC % iC 11(Cy3+ Css)

12 2C 2C
011C55 CfS CllCSS C%s % %
2i C 35C15 i C55(C13+ Csp) 2i C 35C11 + i C 15(C13 + Csp) 2c L2 2¢
2 2 35 . 33
M CllcSS Cl5 C11C55 ClS
Css Cis 0 0
2 2
C11Css  Cis C11Css Cig
Cis Cu 0 0
2 7
CllC55 C15 C11C55 C15

Dans l'icee de suivre la méme cemarche que dans les autres cas, hous avons commene par
chercher les valeurs propres de la matricé1 . Nous avons essaye de les calculer en utilisant le
logiciel Maple™ sur des jeux d'inconnues auxiliaires eta chaque fois, nous n'avons pas obtenu
de valeurs propres facilesa approcher. Devant les di cules rencontees s le cas 2D, nous
avons cecice d'abandonner cette piste et de revenira une compehension desequations plus
basique et fondee sur ce que nous savons faire dans le cas isotrope. Notre objectif est donc
aesormais d'exploiter les liens explicites entre le cas isotrope et le cas TTIl. Nous esgerons
ainsi pouvoiretendre ce que nous savons faire sur les ondes isotropes aux ondes anisotropes.

3.1.2 Construction d'une CLA pour un maeriau TTI 2D

Le syseme de lklastodynamique TTI (3.2) pose des di cules algbriques essentiellement
dues aux termes suppkementaires qui apparaissent par rapport au cas isotrope (2.2) ou au
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cas VTI (2.32). Mais si nous ramenons la ¢ nition d'un milieua des caraceristiques plutot
geonetriques, l'anisotropie TTI n'‘est qu'une rotation de I'anisotropie VTI, qui n'est elle-méme
gu'une transformation simple de l'isotrope. Cette remarque est le point-ck sur lequel s'appuie
notre methode de construction de la CLA TTI.

En observant que la CLA d'ordre faible VTI (2.53) ne depend pas du coe cient de Thom-
sen et comme un milieu TTI n'est qu'une rotation d'un milieu VTI, nous faisons I'hypotlese
gqu'une CLA d'ordre faible TTI ne cepend pas de . Pour faciliter la construction de la CLA
TTI, nous allons donc supposer que = "| Supposer =" corresponda ce que I'on appelle
I'anisotropie elliptique. Pour étre honnéte, nous devons peciser qu'il n'existe pas de milieu
de ce type mais nous avons pour objectif de construire une CLA d'ordre peuelew. Notre
hypottese consiste donca approcher le milieu par un milieu arti ciel aux caraceristiques
plus simples.

Courbes de lenteur

Comme nous l'avons dit, les proprees algebriques du sysemeelastique anisotrope sont
complexes et nous ne voyons pas comment les exploiter dans le cadre d'un calcul de valeurs
propres. Nous nous proposons donc detudier plus en cetail les proprees geonetriques du
syseme et pour cela, nous pensons que les courbes de lenteur sont un bon sujet. La notion
de courbe de lenteur est utilisee pour I'analyse de PML (par exemple dans [BFJO3]). L'icce
de les utiliser pour construire des CLA aet suggeee dans [SG10a, SG10b, SG12a, SG12b].
Nous pouvons citer aussi [BGH10] ai les courbes de lenteur sont utilies pour construire des
CLA anisotropes pour l'acoustique.

Les courbes de lenteur sont tes commodes pour repesenter I'anisotropie d'un milieu. Nous
appelons vecteur de lenteur le vecteur pore par la direction de propagation de I'onde dont
le module estegala l'inverse de la vitesse de phase. Les courbes de lenteur (surfaces en 3D)
sont le lieu des extemies de ce vecteur de lenteur pour toutes les directions de propagation
des ondes. Dans un milieu isotrope par exemple, la vitesse de propagation d'une onde est la
méme dans toutes les directions. La courbe de lenteur est donc un cercle (une sptere en 3D).

La Fig. 3.1 repesente ces formes sur des cas isotrope, VTI et TTI, en dierenciant les
con gurations elliptique et non-elliptique. Elles sont calcutesa partir du logiciel Maple ™
(voir annexe A.5). Les courbes de lenteur des ondes S forment un cercle dans les cas isotrope
et anisotrope elliptique. Par contre, les courbes de lenteur des ondes P forment un cercle dans
le cas isotrope, une ellipse dans le cas VTI elliptique et une ellipse incliree dans le cas TTI
elliptigue. Toutes ces formes sont paranetrables facilementa partir des donrees physiques du
syseme de lelastodynamique : ;Vp;Vs; "

La methode de construction de la CLA TTI s'appuie sur la formulation d'un changement
de variables bag sur des geonetries simples comme le cercle ou l'ellipse qui decrivent les
courbes de lenteur assocees au probeme de propagation consicee. Nous choisissons comme
ekrence le cas isotrope et les solutions du probeme correspondant sont regeees grace au
symbole etoile. Soit (v?; ?) la solution du probeme de propagation d'ondes elastiques iso-
tropes et (v; ) celle du probeme anisotrope TTI elliptique. Nous allons exprimer la relation
entre ces deux solutions et nous l'utiliserons ensuite pour ceduire une CLA TTI d'une CLA
isotrope. Les geonetries simples des courbes de lenteur fournissent un premier changement
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(a) con guration non-elliptique

(b) con guration elliptique (= ")

Figure 3.1 { Courbes de lenteurelastiques : isotropes @ gauche), VTI (au milieu) et TTI &
droite) avec =1kg.m 2, V,=3000 ms %, Vs=1800 m.s %, " =0:20, =0:15et =3Q
pour les ondes P en rouge trait plein et pour les ondes S en bleu trait pointile

de variables entre les modes de propagations des sysemes isotrope; (k;) et TTI elliptique
(kx; kz). Il restea ceterminer par identi cation les changements de variables sur les vitesses
v et v? et les tenseurs des contraintes_ et _?.

CLA TTI elliptiqgue pour les ondes P

Les courbes de lenteur des ondes P et des ondes S sont cecoupkes, ne permettant pas de
formuler un changement de variables sur les deux formes geonretriques en méme temps (voir
Fig. 3.1). De plus, les CLA d'ordre faible isotrope (2.24) et VTI (2.53) peuvent étre obtenues
en cecouplant les ondes P et les ondes S, comme nous l'avons vu au chapitre peedenta
la section 2.2.2. Nous allons donc decoupler les probemes pour construire des CLA TTI
pseudo-acoustiques en ondes P et en ondes S.

Nous avons vu que la CLA d'ordre faible VTI pour des ondes S (2.80) est identiquea la
CLA isotrope puisqu'elle ne fait pas intervenir de coe cients anisotropes. De plus, les courbes
de lenteur des ondes S sont les mémes en isotrope, en VTI elliptique et en TTI elliptique i.e.
un cercle de rayon £V;. Il est donc pertinent de supposer que la CLA d'ordre faible TTI pour
les ondes S est inchangee. La suite des ceveloppements se concentre donc sur la construction
d'une CLA d'ordre faible TTI elliptique pour les ondes P, c'esta-dire en xant temporaire-
ment Vs = 0.
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Etape 1 : changement de variables sur les modes de propagatiari'aide des formes go-
netriques sur les courbes de lenteur. Il s'agit de lier le vecteur d'ondek = ( ky; kz) du milieu
TTI elliptique au vecteur d'onde k? = (k2;k?) du milieu isotrope. Nous proposons le change-
ment de variables suivant : (

kx = 1ki+ 2k?

k, = 3k;+ 4k’z?

(3.6)

a f jg;16 j 6 4 dcesignent les coe cientsa ceterminer.

En rappelant que les composante&y et k; du vecteur d'onde peuvent s'interpeter comme
les symboles des cerivces@ et @, ce changement de variables peut étre einterpee comme
un changement de variables dans le planx; z) de la forme :

(

X'?
?

+
XT3z 3.7)

2X +  4Z

Nous avons choisi de construire une CLA pose sur la fronterefx = 0g de normale
exerieure ey. La frontere arti cielle etant une donree du probeme, le changement de va-
riables ne doit pas la modi er et donc peserver la droite dequation x = 0. Appliquer une
rotation d'angle TTI  n'est pas compatible avec cette contrainte. Nous devons donc construire
une bijection entre un cercle et une ellipse incliree conservant la droitex = 0. Pour cela, |l
fauteliminer le coe cient agissant sur les cerivees en z. Nous imposons don¢ 3 =0 |. Pour
une CLA agissant sur une frontere de normale exkrieure e,, les cerivees en x seraienta
peserver en xant 1 =0.

En esune, le changement de variablesa determiner est nalement :

(
Kx

ks

? ?
ke + 2Kz

3.8
&2 (3.8)

De plus, nous imposons que le ceterminant du syseme (3.8) soit positif pour conserver l'orien-
tation du regere, c'esta-dire 1 4 > 0. Au nal, nous cherchons la combinaison d'une dila-
tation d'axe ex de rapport 1, d'une dilatation d'axe e, de rapport 4 et d'une transvection
telle que
1 0 1 -2
3.9
0 4 0 4 0 1 (3.9)

Les formes geonetriques de la Fig. 3.1 se paranetrisent facilement :
{ Les modes de propagation des ondes elastiques isotrope&; k?) satisfont lequation
quadratique :
V22 + v 2KkZZ=1 (3.10)

{ Les modes de propagation des ondeselastiques TTI elliptiqueKy; k;) satisfont [equation
gererique :
K2+ okeky + gkZ=1 (3.11)
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avec = P 1+2" et

8

21 = V2 2cod +sin? )

_ 2 = 2cos sin V2 (3.12)
"3 = VZ( %sin® +cos? ):

En substituant lesequations du syseme (3.8) dans la relation (3.11), il vient :
1 2kPP+ 121 2+ 2 DKKIH( 13+ 224+ 3 DKP=1 (3.13)

Par identi cation de (3.13) avec lequation du cercle (3.10), le changement de variables
sur les modes de propagation (3.8) est cetermire :

8
2 % = Vp2= 1
S, 2 T 24721 (3.14)
- 2
421 = Vp2= ﬁ"- 3)

Nous obtenons nalement :
p -
1=( 2cog +sin?
(2 1)cos sin = 2co@ +sin?

1

(3.15)

TWW AW 00

2
3 = Op
4 1" 2¢o2 +sin?

al nous avons » arbitrairement 1> 0 et 4> 0, ce qui respecte bien 1 4> 0.

Etape 2 : changement de variables sur la vitessd.es notations (v;;V?) et (vy;V;) repe-
sentent les composantes de la variable vitesse pour les sysemes isotrope et TTI elliptique
respectivement. En proedant commea letape 1, nous proposons le changement de variables :

— ? ?
Vy = 1Vy + 2V,

?

3.16
Vo = Vi + gVl (3.16)

af ;9,16 ] 6 4 cesignent les coe cientsa ceterminer. Ceci se eecrit de facon matricielle
comme :

v=Av’ (3.17)
avecv = (vx;V;) et avec la matrice :
A= 1 2 (3.18)
3 4

En utilisant le syseme de lelastodynamique au second ordre, nous faisons disparatre
la variable auxiliaire du tenseur des contraintes, ce qui permet de ne plus consicerer que
la variable vitesse. Pour un maeriau TTI elliptique, ce syseme devient par transfornmee de
Fourier partielle en x et z :

8

% @ZVX = C11k>%Vx + C13kxszz + ClS(kEVZ + kaXVX)
CiskykzVvx + CSSkZZVz + Cos(kxkzVz + kgvx)
C15k>%Vx + CaskykzVz + CSS(kEVz + kzKxVx)
Caskxkzvx + C33k§Vz + Cas(kxkzVz + k§Vx)

+

(3.19)

: @i

+
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a C designe la matrice delasticie TTI (3.1) calcuke pour le cas elliptique (ie = ") eten
xant Vs =0.

Ce systme skcrit sous forme matricielle :

@V = [Cyx k2 + Cyzkykz + Cz K2V (3.20)
avec
Ci1 Cis 2C15 (C13+ Csp) Css Css
Cov = * Cyy = 1 Cyy = 3.21
X Cis Css X (C13+ Css) 2C3s = Czs Cas (3-21)

Pour un matriau isotrope et en xant Vs =0, le syseme de lelastodynamique au second
ordre se simpli e apes transformee de Fourier partielle en x et z en :

(
@v; = VKAV + kikV))

3.22
@V = VKK + KA 822
Ce systme skcrit sous la forme matricielle suivante :
@V = VALkE + 1o kKE + 12k2 7 (3.23)
avecv? = (v7;v2) et
10 01 00
Iy = 00 plxz = 1 0 vl = 0 1 (3.24)

Nous poursuivons ensuite en exprimant Ky;k;) en fonction de (k;;k;) grace a (3.8)
et (3.15) puis en remplacant (vy; v;) gracea (3.16) et en injectant le tout dans le syseme (3.20) :

@ZAV? = [Cxx( lk;(? + Zk;?)z + sz 4kZ( 1k>"<? + Zkg) + CZZ ﬁkg?]AV? (3'25)
et qui se eecrit :

Par construction, le syseme (3.26) doit étreequivalent au syseme isotrope (3.23). Nous
proedons donca l'identi cation termea terme qui conduita un syseme de troisequations
matricielles de la forme :

8

> A 1 ICkA = V2 (3.27a)

oA M2 1 20+ 1 4Cx)A = V2 (3.27b)
A l( %CXX + 2 4Cx + 421sz)A = Vp2|zz (3.27¢)

Remarquons que siA est solution de (3.27), alors A estegalement solution, pour tout
2 R?. Le changement de variables est donc cetermirea une constante multiplicative pes.
Nous introduisons :

(

a
b

p
Pvo( co@ +sin?2 )= 2co@ +sin?
Pv o(  1)cos sin= 2cof +sin?

(3.28)
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Chapitre 3. Conditions aux limites absorbantes pour des maeriaux TTI

et les matrices intervenant dans lesequations (3.27a) et (3.27c) peuvent se eecrire :

8 !
2 ab
1 - 2
%A ab B A = Vgl
| (3.29)
% B2 ab
1 - 2
> A b 2 A = Vgl
ce qui conduit aux relations :
(
= b=a
2 4 (3.30)
3 = b=a
En se servant de ces relations, lequation (3.27b) donne :
1= 4 (3.31)

Il reste une incetermiree qui traduit le fait que le changement est dcetermire a une
constante pes. Si nous xons arbitrairement 1 = a, la matrice de passage devient :

a b
A= : j: b & (3.32)

Le changement de variables sur les vitesses (3.16) secrit alors :

8 p
v
%vx = p P [ ( cog +sin? )v; (  1)cos sinv.]
2c08@ +sin?
, (3.33)
v
_gvz = p P [( 1)cos sinv] ( cod +sin? )vJ]

2co02 +sin?

Etape 3 : changement de variables sur le tenseur des contrainteBe la méme manere que
peedemment, :" et _ repesentent les tenseurs des contraintes des sysemes isotrope et TTI
elliptiqgue respectivement. Nous posons le changement de variables :

8
- 2 ? ?
2 XX - 1 xx + 2 77 + 3 xz
_ ? ? 2
s 2z T 4 xx t 5% 6 x (3-34)
. — ? ? ?
Xz - 7 xx + 8 zz + 9 xz

al f j0ieje9 CBSIgnent les coe cientsa ceterminer.

Dans le syseme de lelastodynamique isotrope pour les ondes P seules (i.e. en xant
Vs = 0), le tenseur des contraintes se esume a une seule variable’, ce qui simplie le

probeme (3.34) car 2, = 2, = p’et 7, =0. Il ne reste donc plus qua ceterminer trois
coe cients, noes f e,glejag, tels que :
8
2 xx = elp?
> 2z = ezp? (3.35)
Coxz = %D?
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3.1. Processus de construction en 2D

En proedant comme dans letape 2, il su t decrire le syseme de lelastodynamique (1.5)
pour un matriau isotrope en xant Vs = 0 et en appliquant une transfornmee de Fourier
partielle en x et z :

8

2 @w’ = kip’

S @v,’ = kip’ (3.36)
: @? — Vka)'zVX?_l_ Vka’Z?VZ?

puis pour un maeriau TTI :

8
% @vx = ki xx t Kz xz
@v; = kyg x2+ Kz 22

@ xx = Ciikyxvx + Cizkzv, + C15(kaz + szx) (3-37)
§ @ 7z = Cuzkyvy + CazkzVv; + Cas(kxVz + KzVy)
" @ xz = CiskyVx + C35Kk,Vv; + Css(KxVz + KzVy)
a C est la matrice delasticie TTI (3.1) calcuke en elliptique (ie = ") en xant Vs =0.

Puis, en substituant les changements de variables : sur les modes de propagation (3.8)
obtenua letape 1, sur les vitesses (3.33) obtenua letape 2 et sur les contraintes (3.35) dans
le syseme TTI elliptique (3.37), nous obtenons un syseme en %; 2,; 2, de la forme :

8

@( v+ 2V

@( 3vi+ 4vd)

( 1ki+ 2k?) &p°+ 4k] &p’
(1ki+ 2k?) &p’+ 4kI &p’

@&p’ = Cu( 1ki+ 2K)( i+ 2v))+ Ciz 4kI( avi+ av))
+ Cus(( 1k;+ 2kD)( avi+ avi)+ akZ( Vg +  2vD))
] 2 2 2 ? 2 2 ? (3-38)
@&p’ = Ci3( 1ks + 2kZ)( 1v4 + 2vi)+ Caz ak;( avx +  av;)
+ Cas(( 1k + 2kD)( avi+ avi)+ akZ( v+ 2vD))
@&p’ = Cis( 1ki+ 2K))( 17+ 2v7)+ Cas 4kI( avi+ av)

+ Css(( 1k + 2k))( avi+ avi)+ akI( 1vi+  2v7))
qui doit étreequivalent au syseme isotrope (3.36).

En proedant par identi cation dans les trois derneresequations, nous pouvons ceterminer
le changement de variables sur les tenseurs des contraintes (3.35) :

8
2 x = pr( cog +sin? )p’
2 = pr( sin> +cos® )p’ (3.39)

>

pr( 1)cos sin p?

Xz

Etape 4 : formulation de la CLA TTI elliptique pour les ondes P. Il su t d'utiliser la CLA
isotrope pour les ondes P ceduite de celle du VTI (2.66), soit p° = V,v;. La CLA TTl va
secrirea partir de la CLA isotrope de la facon suivante. Le terme p’ est remplae dans (3.39)
pour exprimer yx et ;, qui sont les deux termes esultant du produit _n lorsquen = e,
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Chapitre 3. Conditions aux limites absorbantes pour des maeriaux TTI

en fonction dev.. Puis, le terme v est exprime en fonction de vy et v, gracea (3.33). Ce
processus conduita la CLA TTI pour les ondes P :

8
¢ +sin? . .
% w = Vpp co SN° [ cof +sin? )y ( 1)cos sin v,]
2co@ +sin?
(3.40)
1 i . .
.E xz = Vpp( Jcos sin [ ( cog +sin? vy +( 1)cos sin v,]

2¢co +sin?

En esune :

En se placant dans le domaine de Fourier en espace, nous exprimons le champ anisotrope
(TTI elliptique) en fonction du champ isotrope. Pour cela, (a) nous initialisons le proed en
exprimant les vecteurs d'ondes isotropes. L'initialisation peut se faire car nous connaissons
I'expression des courbes de lenteur et donc les vecteurs d'ondefy) une fois les vecteurs
d'ondes connus, nous pouvons exprimer le champ de vitesse apes transfornee de Fourier en
espace { cetteetape est faciliee par le fait qu'il est possible deliminer _ gracea la formulation
du second-ordre de lequation des ondeselastiques(c) nous connaissons le vecteur d'onde
anisotrope et le champ de vitesse anisotrope, nous pouvons en deduire le tenseur (d) les
champs anisotropes s'exprimant en fonction des champs isotropes, nous appliquons la CLA
isotrope et nous revenons aux champs anisotropes grace au changement d'inconnues inverses,
ce qui nous permet nalement d'obtenir une CLA anisotrope (TTI elliptique).

CLA pour le syseme de klastodynamique TTI elliptique

Pour former une CLA TTI pour le syseme de I[elastodynamique, c'esta-dire sans cecoupler
les ondes P et les ondes S, nous proposons d'additionner les contributions des CLA pour les
ondes P elliptiques (3.40) et pour les ondes S (2.80). Nous avons vua la section 2.2.2 que la
CLA d'ordre faible VTI estegalea la somme des contributions des CLA des sous-probemes
pseudo-acoustiques en ondes P et ondes S et c'est ce qui nous incitea proposer cette approche.
En e et, nous savons qu'un milieu TTI peut étre vu comme une transformation simple @
savoir une rotation) d'un milieu VTI. Nous pouvons donc supposer que la CLA compkte pour
le cas TTI s'obtient comme la CLA compekte pour le cas VTI. Cette somme donne :

8
£ +sin? . .
% w = Vpp co SN° [ o +sin? )y ( 1)cos sin v,]
2co@ +sin?
(3.41)
1 i . .
_g v = Vpp( )cos_sin [ ( cog +sin? )vy +( 1)cos sinv;] VsV,

2co02 +sin?

Remarque 3.1 Lorsque I'angle d'inclinaison est nul (i,e. =0),laCLATTI (3.41) concide
avec la CLA VTl (2.53).

Remarque 3.2 Lorsque les constantes de Thomsen sont nulles (.. = =0, soit =

1), la CLA TTI (3.41) redevient isotrope, c'esta-dire comme (2.24), quel que soit I'angle
d'inclinaison. Ceci est d0 au fait qu'en isotrope, les vitesses de propagation sont les mémes
dans toutes les directions.
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3.1. Processus de construction en 2D

3.1.3 Etude exprimentale pour Elastique TTI 2D
Cas tests

Pour commencer, nous reprenons les cas tests simples cep cecrits dans les cas isotrope et
VTI,a savoir un cas homogne, c'esta-dire avec un seul maeriau, puis des cas bi-couches,
de type bande ou coin, voir Fig. 3.2, de dimension 10 kfdont les caraceristiques physiques
sont cecrites dans le tableau 3.1 (au nous consicerons que la masse volumique en 2D est une
masse surfacique).

Figure 3.2 { Cas tests TTI 2D homogne (gauche), bi-couches (centre) et coin (droite)

milieu | [kg.m ?] Vp[ms ! Vs[ms Y| " 1
1 1 3000 1800 | 0.20 0.10| 30
e 1 3000 1800 | 0.20 0.20| 30
2 1 2200 1250 | 0.15 0.05| 15

Table 3.1 { Caraceristiques physiques des cas-tests TTI 2D

Source et condition initiale

De méme que pour les cas isotrope et VTI, nous allons suivre la proedure dcecrite dans
la section 1.1.2 pour construire une condition initiale ou une source a n de ne gererer qu'une
onde P, qu'une onde S ou la combinaison d'une onde P et d'une onde S.

Dans un milieu TTI 2D, la matrice de lequation de dispersion skcrit :

Eeei = Ci1Kx® +2Caskyks + Cssk,? Ciskx? + ( Css + Cia)kxkz + Caskz?
TThep Ciskx® +( Css + C13)kxkz + Cask,? Cosky® + 2 Caskkz + Cazk,?
(3.42)
al C est la matrice delasticie TTI 2D (3.1).

Dans le cas elliptique, les vecteurs propres de (3.42) sont orthogonaux et font intervenir
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Chapitre 3. Conditions aux limites absorbantes pour des maeriaux TTI

les symboles de Fourier :

!
(X cod + Zsin? )iky +(X Z)cos sin ik ,

(X Z)cos sinikx+(Zcod + X sin? )ik,

VANV AR/ ©0
°
|

| (3.43)
(X Z)cos siniky (Zcog + X sim? )ik,
® 7 (Xco@ +Zsin? ikg+ (X Z)cos sin ik,
ce qui conduit aux ogerateurs :
8 !
B = (X cod + Zsin® Y@+ (X Z)cos sin @
% P (X Z)cos sin @ +(Zcog + Xsin’® )@
| (3.44)
EBS (X Z)cos sin @ (Zcod +Xsin? )@
' (X cod + Zsin? )Y@+ (X Z)cos sin @
q —— — q — —
avecX = Vg VeetZz= VZ V&

Nous rappelons que nous avons choisi pour conditions initialeszo = 0 et vo(x) =

Bo(e iix xaii*). Pour lequation elastique TTI elliptique 2D, cela conduit aux dierents

choix :

8 !

%vo(x) _ X cog + Zsin® )(x Xg)+(X Z)cos sin (z zp)
(X Z)cos sin (x xg)+(Zcof + Xsin® )z zo)

2jjx xoij?.

pour ne gererer qu'une onde P; I

- , : (3.45)
_ (X Z)cos sin (x Xg) (Zcog + Xsin® )z z) 2 wy
Vo(x) = . . e ‘x xoi?;
(X cog + Zsin? )(x Xo)+(X Z)cos sin (z zo)

pour ne gererer qu'une onde S
ou la somme des deux pour gererer une combinaison d'ondes P et S.

Pour utiliser une source ponctuellea la place d'une condition initiale, nous rappelons que
sa forme, lorsqu'elle est appliqwee sur lequation du tenseur des contraintes, essg (t)s(x), a
sr(t) est une amplitude (en l'occurrence une ondelette de Ricker ce nie en (1.9)). Il sut
ensuite de cherchers telle quer s = B»( x,). Ecrivons cetteegalie pour By :

@Sy + @Sy _ (X cod +Zsin? )Y@+ (X Z)cos sin @ (3.46)
@S+ @Sz (X Z)cos sin @ +(Zcog + Xsin® )@ X° :
L'identi cation termea terme conduita une solution simple:  Sy; = S;x = (X Z)cos sin g,
Sxx = (X cog +Zsin? ) 4, ets,; =(Zcog + X sin? ) 4,. En proedant de la méme facon
pour Bg, les dierentes sources possibles pour lequationelastique TTI elliptique 2D sécrivent
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3.1. Processus de construction en 2D

nalement :
8 !
(Xcog +Zsii®P ) (X Z)cos sin

s(x) = X ; pour ne cererer qu'une onde P;

é( ) x0(X) (X Z)cos sin  (Zcog + Xsin? ) P ¢ a
| (3.47)
X Z i Zcog + X sin?

_gs(x) = xo(X) ( Jcos sin (Z co sin” ) ; pour ne gererer qu'une onde S

(Xcog +Zsii?) (X Z)cos sin
ou la somme des deux pour gererer une combinaison d'ondes P et S.

Remarque 3.3 Les matrices qui apparaissent dans les sources TT(3.47) peuventegalement
se ceduire de letude VTI. Nous notons les matrices des sources VTI(2.86)

X 0 0 Z
MvTip = 0 7 y MyTtis = X 0

alors les matrices des sources TTI s'obtiennent par la formule

cos sin

Mt1i» = RTMyT1»-R ; avecR =
TTI;? VTI;? sin cos

al R est la matrice du changement de base entre le repere caresien et le regere TTI 2D.
Les operateurs intervenant dans les conditions initiales TTIl (3.45) et donc les vecteurs
propres de la matrice de dispersion TTI (3.55) peuvent egalement se ceduire de la méme
fecon :
TTI;? = R"MyT12R ik
z

Resultats nuneriques

Comme pour les cas isotrope et VTI, dans les trois con gurations de domaine cecritesa la
Fig. 3.2 et dans le tableau 3.1, nous allons consicerer une sourceelastique (ondes P et S) puis
des sources pseudo-acoustiques (onde P ou onde S). Les esultats sur le domaine homogene
sont pesenes Fig. 3.3, ceux des domaines bi-couches bande et coin sont pesenges Fig. 3.4
et 3.5 respectivement. Le module du vecteur vitesse est repesent pour dierents temps de
simulation. A t = 1s, nous observons le front d'onde, ce qui permet de ger lechelle des
repesentations. At = 2s out = 3s, nous commerconsa observer le fonctionnement des CLA
car le front d'onde a atteint les bords du domaine de calcul. Nous laissons ensuite les calculs
continuer jusqua t = 5s puist = 7s. Nous observons ainsi les e exions parasites propres
aux bords absorbants. Les mémes esultats sont ensuite pesenesa lechelle de couleurs des
e exions, calcuke au temps, en fonction des cas,t = 5s (homogene) out = 7s (bi-couches).
Toutes les valeurs desechelles sont regroupees dans le tableau 3.2.

Remarque 3.4 A notre connaissance, il n'existe aucun travail dedea la construction de
source ou conditions initiales pertinentes pour tester les performances des conditions aux
limites. C'estetonnant car c'est un point cklicat dont nous entendons souvent parler dans
I'industrie. Nous ne pouvons donc valider la nouvelle condition aux limites en consicerant des
esultats de la literature et c'est pourquoi nous allons plutét utiliser nos experiences dans des
milieux VTI et isotropes.
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source temps homogene bi-couche b|-co_uche

bande coin

PS 1s/1s/1s 2.00 2.00 2.00
Bs/7s/7s 0.12 0.27 0.27

P 1s/1s/1s 1.68 1.85 1.89
Bs/7s/7s 0.05 0.12 0.10

S 1s/1s/1s 2.00 2.00 2.00
bs/7s/7s 0.12 0.26 0.24

Table 3.2 { Valeurs maximales du module du vecteur vitesse pour letude TTI 2D

Comparaison avec la CLA isotrope

Nous proposons maintenant de comparer la CLA TTla la CLA isotrope dans le domaine
homogne TTI elliptique. Les esultats avec des sourceselastiques (ondes P et S) et pseudo-
acoustiques (onde P et onde S) sont repesenes pour la CLA isotrope Fig. 3.6 @& comparer
avec la Fig. 3.3). Il apparat avant toute chose que les e exions sont assez faibles méme en
utilisant une CLA isotrope. La dierence la plus importante eside dans la e exion de l'onde
P en onde P qui n'appar&t pas dans le cas de la CLA TTI et qui est tes visible dans le
cas de la CLA isotrope. Ces e exions sont plus fortes pour un bord de normale exerieure
ex que pour un bord de normale exerieuree,. Cela vient du fait que I'angle TTI est assez
faible et donc la propagation des ondes dans le sens verticale est proche d'un comportement
isotrope. La e exion d'onde P en onde S est aussi plus forte avec une CLA isotrope, ceci
peut notamment se \eri er en comparant lesechelles de repesentation des calculs. En n, les
e exions de l'onde S sont comparables et cela est colerent puisque l'onde S esta chaque fois
moctliee de la méme facon.

Non-elliptique

Pour construire la CLA TTI, nous avons suppog que le milieu est elliptique (et donc
arti ciel). Cela a eu pour conequence de simpli er les calculs eneliminant le paranetre
et la condition obtenue ne cepend donc pas de ce paranetre. Nousemettons le postulat que
la condition obtenue est aussi valable dans un milieu non elliptique (et donc eel) en nous
appuyant sur la remarque que la CLA d'ordre faible pour un milieu VTI ne cepend pas non
plus du paranetre et que les deux milieux s'expriment simplement |'un par rapporta l'autre
via une rotation. En reprenant I'exemple de con guration non-elliptique dans un domaine
homogene avec les paranetres pecies dans le tableau 3.1 et pour une sourceelastique, nous
obtenons les esultats de la Fig. 3.7, qui sont en e et similairesa ceux du cas VTI (Fig. 2.10).
La comparaison avec l'utilisation d'une CLA isotrope est pesente Fig. 3.8. De méme que
pour le cas elliptique, les e exions de I'onde P sont beaucoup plus fortes avec une CLA
isotrope.
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3.1. Processus de construction en 2D

(a) source PS,echelle de couleur xea t=1s

(b) source PS,echelle de couleur xea t=5s

(c) source P,echelle de couleur xea t=1s

(d) source P,echelle de couleur ea t=5s

(e) source S,echelle de couleur xea t=1s

(f) source S,echelle de couleur xea t=5s 101

Figure 3.3 { Module du vecteur vitesse au cours du tempsat = 1s, 2s, 3s, 5s, et 7s (de
gauchea droite) sur la con guration TTI homogne 2D
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(a) source PS,echelle de couleur xea t=1s

(b) source PS,echelle de couleur xea t=7s

(c) source P,echelle de couleur xea t=1s

(d) source P,echelle de couleur ea t=7s

(e) source S,echelle de couleur xea t=1s

102 (f) source S,echelle de couleur xea t=7s

Figure 3.4 { Module du vecteur vitesse au cours du tempsat = 1s, 2s, 3s, 5s, et 7s (de
gauchea droite) sur la con guration bi-couche bande TTI 2D



3.1. Processus de construction en 2D

(a) source PS,echelle de couleur xea t=1s

(b) source PS,echelle de couleur xea t=7s

(c) source P,echelle de couleur xea t=1s

(d) source P,echelle de couleur ea t=7s

(e) source S,echelle de couleur xea t=1s

(f) source S,echelle de couleur xea t=7s 103

Figure 3.5 { Module du vecteur vitesse au cours du tempsat = 1s, 2s, 3s, 5s, et 7s (de
gauchea droite) sur la con guration bi-couche coin TTI 2D
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(a) source PS,echelle de couleur xea t=1s:2:00

(b) source PS,echelle de couleur xea t=5s:0:14

(c) source P,echelle de couleur xea t=1s: 1:68

(d) source P,echelle de couleur xea t=5s:0:06

(e) source S,echelle de couleur xea t=1s:2:00

104 (f) source S,echelle de couleur xeea t=5s:0:14

Figure 3.6 { Comparaison avec la CLA isotropeat = 1s, 2s, 3s, 5s, et 7s (de gauchea droite)
dans la con guration homogne TTI 2D



3.1. Processus de construction en 2D

(a) source PS,echelle de couleur xea t=1s

(b) source PS,echelle de couleur xea t=5s
Figure 3.7 { Module du vecteur vitesse au cours du tempsat = 1s, 2s, 5s et 7s pour un

cas 2D TTI non-elliptigue homogne. Les valeurs maximales sont D4 et 010 aux temps
respectifst =1sett =5s.

(a) source PS,echelle de couleur xea t=1s

(b) source PS,echelle de couleur xea t=5s
Figure 3.8 { Comparaison avec la CLA isotropeat = 1s, 2s, 5s et 7s dans un milieu 2D TTI

non-elliptique homogene. Les valeurs maximales sont D4 et 016 aux temps respectifd = 1s
ett=5s.
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3.1.4 Stabilie des probémes mixtes TTI 2D

Comme a la section 2.3.1, le syseme de lelastodynamique (1.5) est le a la fonction
E(t) = %(jjvjjzx; +jjgj2x_C 1). Nous supposons que la solution du probeme est assez egulere
pour avoir : | 2

aE(t) = (_n)vdx (3.48)

Nous nous placons sur une frontere y = fx = 0g. Le vecteur n est la hormale exerieure
a xdoncn=(1;0)et_n=( x; xz).- Enn, les composantes de_ sont & nies par la CLA
TTI du syseme (3.41). Ainsi :
8 Z p
< SE(M) = [ Vp 2cog +sin? [( cog +sin? )vy ( 1)cos sin VZ]E3 49)

X

+ Vgv2]dx

Comme cette quantie est regative, lenergie du syseme continu est cecroissante, ce qui as-
sure la stabilie du probeme de Ielastodynamique 2D TTI avec la CLA (3.41).

En suivant les mémesetapes qu'au chapitre peedent, nous pouvons a rmer que lenergie
Esemig(1) =<@MyVp;vh >+ <@M ¢ 1 h, h>) (3.50)

assocee au probeme mixte semi-discret obtenu en appliquant une formulation DG avec ux
centes est decroissante. En n, pour que la quantie

[EnY

>
e
=

En

d= 5 > (351)

1
<Mvg; vy > +§<M ctonZin
assocee au probkme mixte discret obtenu en combinant au probeme semi-discret un schema
en temps de type Leap-Frog soit uneenergie, il faut et il sut que la matrice

2

My 3R (M o) (R )T (352)

soit positive, ce qui ¢ nit une condition de stabilie du sctema de type CFL

tZ
L x>0 (3.53)

@ max est la plus grande valeur propre de la matriceM, 'R (M ¢ 1) Y(R ).

Remarque 3.5 Dans le code DIVA, nous mesurons lenergie discete suivant la formule (3.51).
Nous avonsegalement modie la CFL en impementant la methode de la puissance (voir al-
gorithme 2.1), qui a I'avantage de s'appliquer independammenta des con gurations isotropes
et anisotropes.
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3.1. Processus de construction en 2D

3.1.5 Courbes dénergies de ktude TTI 2D

De méme que pour les cas isotrope et VTI, la Fig. 3.9 cecrit le comportement de lenergie
discete pour des sources donrees par une onde P, une onde S et une source PS. Ces exgeriences
se rapportent aux images des fronts d'ondes pesentes sur les Fig. 3.3, 3.4 et 3.5. Nous
rappelons que lenergie s'exprime en J.s? car nous travaillons en vitesse et non en deplacement
(et en consicerant la masse volumique en 2D comme une masse surfacique). Le cas homogne
permet de decrypter les dierentes etapes de la simulation. Lenergie crot fortement puis
cecro't par paliers. C'est sur le second palier,at = 5s environ, que I'e cacie d'une CLA
peut étre mesuee. Sur les trois con gurations i.e. homogene, bi-couches bande et coin, les
dierences entre les trois types de source sont les mémes que pour les cas isotrope et VTI. Une
simulation avec une source PS a une courbe dénergie correspondant plutéta I' absorption de
l'onde S et ne permettant pas de distinguer les petites e exions de I'onde P.

Comparaison avec la CLA isotrope

En utilisant une CLA isotrope dans une milieu TTI, nous avons obsene a la Fig. 3.6
que les e exions d'ondes P etaient tes fortes. Letude de lenergie sur le cas homogene de
cette experience est pesenee sur la Fig. 3.10. Les courbes de la source en onde P con rment
les observations, les e exions de l'onde P transformee en onde P, paliera 01, mais aussi
transformee en onde S, avec un paliera 001, sont plus fortes avec une CLA isotrope qu'avec
une CLA TTI ai nous observons un palier en dessous de :01. En comparaison avec les
simulations doees d'une source en onde PS ou en onde S, la premere e exion (onde P
transformee en onde P) se produit alors que I'onde S n'est pas encore totalement absorkee
et la deuxeme e exion (onde P transfornee en onde S) a une intensie plus faible que les
e exions de I'onde S (transformee en ondes P et S). Ces e exions sont visibles sur les images
des fronts d'ondes mais ne se cetectent que sur les courbes denergie de la simulation avec
une source en onde P.

Non-elliptique

Lesenergies correspondant aux exgeriences avec un milieu TTI non-elliptique (Fig. 3.7)
sont pesenees Fig. 3.11 pour une sourceelastique. Le comportement est le méme que pour un
milieu TTI elliptique (Fig. 3.9). La comparaison avec le cas homogene pour une CLA isotrope
ou VTI est peseneea la Fig. 3.12, correspondanta l'exgerience de la Fig. 3.8 au la CLA
isotrope est utiliee dans un milieu TTI non-elliptique. Comme la source estelastique, les
e exions de l'onde P visibles sur les images ne sont pasevaluables par les courbes denergie.

Simulation en temps long

Nous avons prouwe la stabilie du probeme mixte discret modulo une condition CFL.
Neanmoins, nous savons que l'utilisation de conditions aux limites instables peut faire que la
solution nurrerique se mettea crotre de facon exponentielle apes un temps long de simu-
lation, c'esta-dire bien apes les e exions des ondes. Nous proposons donc ici de mesurer
lenergie discete pour un temps long de simulation. La Fig. 3.13 regroupe lesenergies discetes
mesuees sur des cas TTI elliptique et TTI non-elliptique pour des con gurations homogene,
bi-couches bande et coin avec une sourceelastique. Une fois la pecision machine atteinte, la
mesure de lenergie ne montre aucune instabilie en temps long.
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Chapitre 3. Conditions aux limites absorbantes pour des maeriaux TTI

Figure 3.9 { Energies discetes pour les cas TTI 2D homogne (haut) et bi-couches, bande
(centre) et coin (bas)
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3.1. Processus de construction en 2D

Figure 3.10{ Comparaison avec les CLA isotrope et VTI dans un milieu homogne TTI 2D,
avec une source PS (haut), une source P (centre) et une source S (bas)
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Chapitre 3. Conditions aux limites absorbantes pour des maeriaux TTI

Figure 3.11 { Energie discete dans les cas TTI 2D non-elliptique

Figure 3.12 { Comparaison avec les CLA isotrope et VTI sur un cas TTI 2D non-elliptique
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3.1. Processus de construction en 2D

Figure 3.13{ Energie discete pour des temps long dans les cas TTI elliptique (haut) et TTI
non-elliptique (bas) 2D
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Chapitre 3. Conditions aux limites absorbantes pour des maeriaux TTI

3.2 Coecients de e exion de la CLA TTI 2D

Au paragraphe peedent, nous avonsetude la stabilie de la CLA. Celle-ci est demontee
a l'aide d'une techniqueenergetique. Dans ce paragraphe, nous nous ineressons aux e exions
causes par le bord absorbant. Il s'agit donc d'analyser le comportement de la solution du
probeme mixte.

Nous consicerons ici un domaine semi-innif : x 2] 1 ;0]gavec une CLA enfx =0g.
Au bord du domaine, la condition aux limites absorbante eechit une partie des ondes. Une
onde P produit deux e exions d'ondes notes PP et PS, et une onde S produit deux e exions
d'ondes nokees SP et SS. Le champ d'onde total est la somme de I'onde incidente et des ondes
eechies :

u' = ue 4y o+ g (3.54)

avec (I;J ) repesentant ( P; S) pour une onde incidente P et ; P) pour une onde incidente S.

Soit la matrice de lequation de dispersion du syseme de lelastodynamique en dimension
deux :

Exriop = C11Kx? + Csskz? + 2 Ciskxkz Ciskx? + ( Css + Ci3)kxk; + Casky?
’ Ciskx? + (Css + Ci3)kyk; + Cask,? Csskx? + Cazk,? + 2 Caskyk,
(3.55)
al C est la matrice delasticie TTI 2D 63'1)' D
Sous I'hypotrese d'ellipticie ( = 1+2" =" 1+2 ), les vecteurs propres de la matrice
Et11.20 sont donres par :

|
S (X co@ + Zsin? )iky+cos sin (X Z)ik, |
% cos sin (X Z)iky+(Zcog + X sin® )ik,
| (3.56)
% cos sin (X Z)iky (Zcog + X sin? )ik,
(X cog + Zsin® )iky +cos sin (X  Z)ik,

q — q — —
avecX = 2VZ+ VZetZ= VZ+ V2 Langle etant le coe cient de Thomsen de rota-
tion TTI.

Nous notonsA,, et A3 les coe cients de e exion. lIs interviennent de la facon suivante :

8 !
Jine (X cog + Zsin? )ikx+cos sin (X Y)ikz .
cos sin (X Y)iky +(Zcog + X sin? )ik,
!
X cod + Zsin? )ikg + in (X Y)ik
ur = ( co' sin -)L x +cos sin ( » )|. z N (3.57)
cos sin (X Y)ikf+(Zcog + X sin? )ik,
!
s cos sin (X Y)ik§ (Zcog + X sin? )ik, s
> U psP

(X cog + Zsin? )ik +cos sin (X Y)ik;
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3.2. Coecients de e exion de la CLA TTI 2D

avec

iwt + ik xx+ikzz. iwt + ik, x+ikhz. J

pinc = ¢ : pI = ¢ cp = eiwt+ik§x+ik§z (3.58)

pour un bord de normale exerieure colireairea ey, sur lequel nous avonk; = k! = k.

Les coe cients de e exion de l'onde S peuvent s'exprimer, comme en VTI, en fonction
d'un paranetre ¢ qui corresponda l'angle d'incidence de I'onde sur le bord absorbant. Ce
paranetre determine la valeur des rapports % Pour I'onde P, comme le front d'onde est in-
clire, il est plus simple de se ekrer directementa I'un de ses rapports. Nous choisisson_('*% et

méme plus directementk,. La Fig. 3.14 repesente ces rapports pour une onde incidente P ou

. : . : k sin
S. Le rapport sz peut toujours se ceterminer par trigonorretrie pour l'onde S : WZ = v 0
S

. K k! kJ . .
Contrairement au cas VTI, les rapports 1%, > et * ne se ceduisent plus par synetrie

et par la loi de Snell-Descartes. lIs se calculent maintenantia lesequations du cercle et de
l'ellipse

1kZ+ okek, + skZ=1 (3.59)
avec
8
21 = VZ( 2cod +sin? )
_ 2 = 2cos sin V2?2 (3.60)
"3 = VZ( %sin® +cos? ):

Ainsi, il est possible decrire,a k; » :

8

ki okt KEZ A3k DK _ ok, KZZ 4K D)

w 21 "W 21 ’

S
et§= 1 kZ; pour l'onde P (3.61)
w vz '

§ ke _coso kg  coso ki _ 2k pk%% 4q(3k2 1) our Fonde S
' wo Vs 'w Vs 'w 2, P '

Les coe cients de e exion ne sont plus synetriques en k; ou ¢ comme en VTI. Pour
I'onde S, le paranetre angulaire o parcours l'intervalle [ ; 5]. Pour 'onde P, les extemies
de l'intervalle de k; correspondent aux points de la courbe de lenteur al les vitesses de groupe
sont verticales, c'esta-dire aux points al la tangente est horizontale (\boir Fig. 3.15). Cpes pointg

221 . 2
2+4 » ¥ 2+4 .
2 13 2 13

sont la double racine de lequation de l'ellipsea ky >e: k; 2 p

Remarque 3.6 Au-deh d'un certain angle critique, et comme physiquementVs < V,, le

P H 1 L}

rapport ka devient complexe pour lI'onde S. De plus, pour les deux ondes, au-de& d'un autre
o P ,

angle critique, les rapports"wx et ka sont tous les deux du méme signe. Nous retrouvons

egalement cette propree sur la Fig. 3.14.
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Chapitre 3. Conditions aux limites absorbantes pour des maeriaux TTI

Figure 3.14 { Sctema des angles intervenant dans la e exion de lI'onde P (gauche) et de
'onde S (droite), en TTI

Figure 3.15 { Domaine detude des coe cients de e exion de l'onde P et de lI'onde S en
TTI

Sur un bord de normale exerieure colireairea ey, le champ total u \eri e la CLA (3.41) :

+

P(2co@ +sin? )1=2@[( cog +sin?® Juc+(  1)cos sin uy]

Cis5@Quyx + C3s@u; + Cs5@Qu; + Cs5@uy
( 1)cos sin

( 2co® +sin? )12

8
C11@uy C13@u; + Ci5@Qu; + C15@uy
cog +sin?

Vp @( cos +sin? )ux+(  1)cos sin uz]+ Vs@u,

(3.62)
Comme au chapitre peedent, la suite du processus consiste a utiliser (3.57) dans la
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3.2. Coecients de e exion de la CLA TTI 2D

premere et la dernereequation de (3.62), pour I'onde P ou l'onde S. Ensuite, le fait de se
placer sur la frontere, c'esta-dire en fx = 0g, permet de simpli er les exponentielles (3.58)
des termesp’ qui sont toutesegales. Il en esulte un syseme matriciel sur I'onde P ou l'onde
S. Malheureusement, les solutions de ce syseme sont tes complexes et le logiciel Maple
est dans l'incapacite d'en fournir un developpement limie. Il reste reanmois la possibilie de
calculer ces coe cients pour des paranetres physiques donres, voir annexe A.6.

La Fig. 3.16 repesente les coe cients de e exion pour un milieu TTI elliptique, avec la
CLA TTI, la CLA VTI et la CLA isotrope. Les courbes ne sont plus synetrigues comme en
VTI mais pesentent tout de méme des similitudes avec les courbes VTI (Fig. 2.19). Il existe au
moins un point, hors extemits, sur chague courbe de CLA TTI au les e exions sont nulles.
Aux extemies, ce qui corresponda la notion d'incidence rasante en TTI, les coe cients App
et Ass gererent une e exion totale. Le coe cient  Apgs est assez faible tandis que le coe cient
Asp est plus important. De plus, Aps et Asp sont nuls aux extemies mais pesentent un
pic tout proche. D'ailleurs, la courbe Asp de la CLA TTI cepasse la valeur de 1 dans cette
zone.

La comparaison entre l'utilisation d'une CLA TTI et d'une CLA VTI ou isotrope dans un
milieu TTI met enevidence la superiorie de la CLA TTI au centre des intervalles d'observa-
tion, correspondanta la notion d'incidence normale en TTI. Ceci s'observe par des coe cients
moins elees et surtout par les coe cients App et Aps des CLA isotrope et VTI qui sont
plus importants dans cette zone. Les choix d'approximation et de simpli cation ontet faits
dans ce sens. Par contre, contrairement au cas d'un milieu VTI, les courbes des CLA isotrope

et VTI ne sont pas toujours en-dessous des courbes de la CLA TTI dans les zones proches

des extemies.

Remarque 3.7 Ces esultats sonta coreler avec les images des fronts d'ondes de la CLA
TTI (Fig. 3.3), de la CLA isotrope dans un milieu TTI (Fig. 3.6) et des courbes dénergies
discetes (Fig. 3.10).
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Chapitre 3. Conditions aux limites absorbantes pour des maeriaux TTI

(@) App (b) Aeps

(C) Ass (d) Asp

Figure 3.16 { Coe cients de e exion de la CLA TTI 2D pour V, = 3000 m.s 1V =
1750 m.st, " = 0:25 et = 3Q en fonction de o ou k,, en rouge trait plein, comparaison
avec l'utilisation d'une CLA VTI, en bleu trait pointile et d'une CLA isotrope, en vert trait
semi-pointile, dans le méme milieu TTI elliptique

3.3 Extension au cas 3D

3.3.1 Construction d'une CLA pour un maeriau TTI 3D

Nous allons suivre la m&éme cemarche qu'en dimension deux, cetailee dans la section 3.1.
Ici encore, nous nous placons dans un contexte d'anisotropie elliptique, c'esta-dire en xant
= ". Cette hypotlese se justi e apes avoir obsene que le coe cient de Thomsen n'appa-
raissait pas dans la CLA d'ordre faible VTI 2D (2.53) et qu'un milieu TTI 2D peut se decrire
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3.3. Extension au cas 3D

comme une rotation d'un milieu VTI 2D. En dimension trois, cette propret est toujours
vraie et nous allons I'exploiter encore une fois.

En dimension trois, un maeriauelastique laisse se propager trois ondes : une onde P et
deux ondes S. Dans le cas d'un matriau isotrope, les deux ondes S sont confondues mais dans
le cas d'un matriau anisotrope, les deux ondes S sont independantes. Pour l'anisotropie de
type transverse isotrope, les deux ondes S sont dierencees par le coe cient de Thomsen
et ni dans (1.22).

Surfaces de lenteur

Les surfaces de lenteur sont tes commodes pour repesenter I'anisotropie d'un milieu.
La Fig. 3.17 les repesentent sur un cas isotrope. En dimension trois, les surfaces de lenteur
sont des spteres pour les cas isotropes. Les Fig. 3.18 et 3.19 concernent les cas VTl et TTI
respectivement, en dierenciant les con gurations elliptique et non-elliptique. Les courbes ont
et obtenues via des calculs ealigsa partir du logiciel Maple ™ (voir annexe A.7). Comme en
dimension deux, le fait de consicerer un cas d'anisotropie Tl elliptique conduita des formes
simples a paranetrer. La surface de lenteur de I'onde P forme un ellipsode de evolution
(aplati dans le plan (x;y) en VTI). Celles des ondes S forment une sptere et un ellipsode de
evolution eégalement aplati dans le plan ( x;y) en VTI).

Figure 3.17 { Surfaces de lenteurelastiques isotropes : planX;y) @ gauche), plan (x;z) (au
milieu) et plan (x;z) @ droite) avec =1 kg.m 3, V, = 3000 m.s ! et V5 = 1800 m.s 1,
pour les ondes P en rouge trait plein, pour les ondes S en bleu trait pointile et vert trait
semi-pointile

La methode de construction d'une CLA TTI pour la 3D s'appuie sur la formulation d'un
changement de variables bag sur des geonetries simples comme la sprere ou l'ellipsode de
evolution. Ces geonetries sont dickes par les formes connues des surfaces de lenteur. Nous
choisissons comme etrence le cas isotrope et les solutions du probeme correspondant sont
repeees grace au symboleetoile. Soit (v?; ?) la solution du probeme de propagation d'ondes
elastiques isotropes et {/; ) celle du probeme anisotrope TTI elliptique. Nous allons exprimer
la relation entre ces deux solutions et nous l'utiliserons ensuite pour ceduire une CLA TTI
d'une CLA isotrope. Les geonetries simples des surfaces de lenteur fournissent un premier
changement de variables entre les modes de propagation des sysemes isotropé;';(l{-,’; k?)
et TTI elliptique ( kx;ky;kz). Il reste a ceterminer, par identi cation, les changements de
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(a) con guration non-elliptique

(b) con guration elliptique (= ")

Figure 3.18 { Surfaces de lenteurelastiques VTI : plan &;y) @ gauche), plan (y;z) (au
milieu) et plan (x;z) @ droite) avec = 1lkg.m 3, V, = 3000 m.s !, Vs = 1800 m.s %,
"=0:25, =0:10et =0:20, pour les ondes P en rouge trait plein, pour les ondes S en bleu
trait pointile et vert trait semi-pointile

variables sur les vitessew et v? et les tenseurs des contraintes: et :'-’.

CLA TTI elliptiqgue pour les ondes P

Comme en dimension deux, les surfaces de lenteur des ondes P et des ondes S sont
ctecoupkes, ne permettant pas de formuler un changement de variables sur les trois formes
geonetriques en méme temps (voir Fig. 3.17, 3.18 et 3.19). Nous allons donc a nouveau
cecoupler les probemes pour construire des CLA TTI pseudo-acoustiques pour les ondes P et
les ondes S. Lorsque =0, les ondes S sont confondues, permettant de deduire directement
la CLA d'ordre faible TTI elliptique pour les ondes Sa partir de la con guration isotrope. La
emarche est alors similairea ce que nous avons fait en 2D. Lorsque 6 0, la surface de len-
teur d'une des ondes S est toujours une sphere, mais celle de la seconde est un ellipsode. Cet
ellipsode admet les mémes axes principaux que la surface de lenteur de I'onde P et seuls les
rayons dierent. Cependant, le processus de construction de la CLA pour cette onde S s'awere
plus compligte que pour I'onde P car il recessite de decoupler les deux ondes S. La suite
des ceveloppements se concentre sur la construction d'une CLA d'ordre faible TTI elliptique
pour les ondes P, c'esta-dire en xant temporairement Vs = 0 (ce qui ne fait plus intervenir ).
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(a) con guration non-elliptique

(b) con guration elliptique (= ")

Figure 3.19 { Surfaces de lenteurelastiques TTI : plan ;y) @ gauche), plan (y;z) (au
milieu) et plan (x;z) @ droite) avec = 1 kg.m 3, V, = 3000 m.s !, V5 = 1800 m.s %,
"=0:25, =0:10, =0:20, =30et =15 pour les ondes P en rouge trait plein, pour
les ondes S en bleu trait pointile et vert trait semi-pointile

Etape 1 : changement de variables sur les modes de propagatian'aide des formes go-
metriques sur les surfaces de lenteur. Il s'agit de lier le vecteur d'ondek = (ky;ky;kz) du
milieu TTI elliptique au vecteur d'ondes k” = (k7;k7; k7) du milieu isotrope. Nous proposons
le changement de variables suivant :

8

2k = nki+ 1ok?+ 13k]
S ky = 21kz + zzk;,? + 23k’z? (3.63)
T ke = skt aoki+ a3k]

a f 0,16 i;j 6 3 cesignent les coe cientsa dceterminer.

En rappelant que les composanteky, ky et k; du vecteur d'onde peuvent s'interpeter
comme les symboles des cerivce®, @ et @, ce changement de variables peut étre einterpee
comme un changement de variables dans le plarx{y;z) de la forme :

8
? —
22X’ = X+ ayt+ 31z
? —
JYT = Xt oyt 32 (3.64)
. b} _
zZ° = 13X+ 23yt 33Z
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Nous avons choisi de construire une CLA pose sur la fronterefx = 0g de normale
exerieure ey. La frontere arti cielle etant une donree du probeme, le changement de va-
riables ne doit pas la modi er et donc peserver la droite dequation x = 0. Or, appliquer une
rotation d'angles TTI et n'est pas compatible avec cette contrainte. Nous devons donc
construire une bijection entre une splere et un ellipsode et conservant la droitex = 0. Pour
cela, il fauteliminer les coe cients agissant sur les cerivees en y et z. Nous imposons donc

21 = 31 =01 Il reste alors un dege de liberea xer qui consistea choisir 22, 23, 32 OU

33, d0a linvariance par rotation autour de lI'axe TTI. Quel que soit le paranetre », nous
obtiendrons la méme CLA et le choix| 3; =0 | est celui qui nous semble simpli er le plus les
calculs.

En esune, le changement de variablesa determiner est de la forme :

8

2ke = nki+ 1kt a3k]

S ky = zzk;,? + zgkg (365)
"k = ask]

De plus, nous imposons que le ceterminant du syseme (3.65) soit positif pour conserver
l'orientation du regere, c'esta-dire 11 22 33 > 0. Nous pouvons alors remarguer que nous
cherchons a exprimer analytiquement la combinaison d'une dilatation d'axe ex de rapport

11, d'une dilatation d'axe ey, de rapport >, d'une dilatation d'axe e, de rapport 33 et
d'une transvection telle que

0 1 0 10, , .1
11 12 13 i 0 0 1 = =

@0 5 2A=Q@0 » 0A@ 1 -2A (3.66)
0 0 33 0 0 33 0 O 1

Les formes geonetriques des Fig. 3.17, 3.18 et 3.19 ont une repesentation analytique
connue que nous allons exploiter. Nous avons :
{ les modes de propagation des ondeselastiques isotropek]; k;-,’; k?) satisfont la fonction
quadratique :
?2 ?2 ?2 _
V2AkI2+ VKIS + V k2 =1 (3.67)

{ les modes de propagation des ondes elastiques TTI elliptiques Ky ; kx; k) satisfont
l[equation gererique :

1k)% + okyky + 3kykz + 4k§ + skyk; + skzz =1 (3.68)

avec :

V2( 2cog cog + Z2sin® +sin? cos )
2cos sin sin Vp?( 2 1)

2sin cos cos Vp?( 2 1)

VZ( 2co¢ sin? + 2cog +sin? sin? )
2sin sin cos Vp?( 2 1)

V Z( 2sin* +cos? )

(3.69)

VAN AR ©O
[<2 3 B NS VR R
I
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En substituant lesequations du syseme (3.65) dans la relation (3.68), il vient :

8
1= 2 ( 5kPP+ 2kJP+ 33k22+2 11 12kPk] +2 11 13kPk? +2 12 13k(k7)
%“‘ 2 (11 22Kiky + 11 23KIKZ+ 12 22KPPH( 12 23+ 13 22)kiki + 13 23K79)
+ 3 (11 askikI + 12 a3k7K: + 13 33ki?)
(3.70)
+ 2 ( BkJP+ 5k7P+2 2 3k]K7)
§+ 5 (22 33kiki + 23 a33k}?)
o 6 53k
puis en factorisant :
8
= k21 4
% kekg (12 11 12+ 2 11 22)
kek? (12 11 13+ 2 11 23+ 3 11 33) (3.71)

22
k" (1 Lt 212 2% 4 %)

21,7?

kyk; (112 12 13+ 2( 12 23+ 13 22)+ 3 12 33+ 42 22 23+ 5 22 33)

:

Par identi cation de (3.71) avec lequation de la sptere (3.67), en simpli ant par  1; dans
lesequations 2 et 3 et en simpli ant lequation 4a l'aide de lequation 2 et lesequations 5 et
6a l'aide de lequation 3 puis en simpliant par 2> dans lequation 5, il vient :

+ 4+ 4+ + + R

22 2 2 2
Ky (1 93+t 2 13 23+ 3 13 33+ 4 53+ 5 23 33+ 6 53)

8
2 _ 2
111 = Vp
12 12+ 2 2 =0
12 13+ 2 23+ 3 33 =0
" " 2 (3.72)
1 2% 4 2 = Vy
2 13+t 42 23+ 5 33 =0
2 2 2 _ 2
1 13+ 4 23"' 5 23 33%t 6 33 Vp

Le changement de variables sur les modes de propagation (3.63) est maintenant cetermire :

8 p
11 = 1= 2co? co? + 2sin? +sin? co
12 = (2 1)cos sin siP=_ ( 2co® co? + 2sini® +sin® cog )( 2co? +sin? )
13 = (2 1)cos sin cos= 2co® +sin?
in2 a2 .2 (373)
9y = 2co® co? + 2sin® +sin® cof = 2cog +sin
3 = p2 1)cos sin sin = 2co® +sin?
o33 = 1 2cog +sin?

@ nous avons > arbitrairement 13 > 0, 2 > 0 et 33 > 0, ce qui respecte bien
11 22 33> 0.

Etape 2 : changement de variables sur la vitesseLes notations (vy; vy;V7) et (Vx;Vy;Vz)
repesentent les composantes de la variable vitesse pour les sysemes isotrope et TTI elliptique
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respectivement. En proe@dant commea letape 1, nous proposons le changement de variables :
8

- ? ? ?
2Vx = nuVxt 1Vt 13V
- ? ? ?

SV T a1t Wyt 23v; (3.74)
- - ? 2 ?
Vz = 3Vt o3Vt o33V,

a les coecients f jjg;16 i;j 6 3 cesignent les coe cientsa ceterminer. Le probeme se
eecrit de facon matricielle comme :

v = AV’ (3.75)
avecVv = (Vx;Vy;V;) et avec la matrice
0 1
1 12 13
A=@ 5 5 BA (3.76)

31 32 33

En utilisant le syseme de IElastodynamique au second ordre, nous faisons disparatre
la variable auxiliaire du tenseur des contraintes, ce qui permet de ne plus consicerer que la
variable vitesse. Pour un maeriau TTI elliptique, ce syseme skcrit sous forme matricielle
apes transformee de Fourier en espace :

@FV = [Cuxki + Cuykyky + Cyzkxkz + Cyykd + Cyrkyk; + CprKZ]v (3.77)
avec
8 0 1
011 Cie C15 2C16 (Ci2+ Ces) (Caga+ Cosp)
Cxx = %DClG Ces Cseg Cxy = %’D(Clﬁ Ces) 2C2 (Cs6 + C2s)
Ci5 Csg Css (C1a+ Csp) (Cap+ Cas) 2Css
1 0 1
2Cs5 (C1a+ Csp) (Ciz+ Css) Ces Co6 Cas
Cxz = C14+ Csp) 2Cye (Cas+ Cys)A; Cyy = %DCZG Ca2 C24£ ; (3.78)
(Ci3+ Cs5) (Csp+ Cas) 2C3s Cs6 C24 Cus
1 0 1
2Csg (Cas+ C25) (Cgp+ Cus) Css Cus Css
Cyz = @(Cas+ C2s) 2Cos (Coz+ C44)g ; Czz = %DC45 Caa Cs4£
(Css+ C45) (Co3+ Caa) 2C34 Css Css Cs3
a C designe la matrice delasticie TTI (1.26) calcuke pour le cas elliptique (ie = ") eten
xant Vs =0.

Pour un matriau isotrope et en xant Vs =0, le syseme de lelastodynamique au second
ordre skcrit sous forme matricielle, apes transformee de Fourier en espace :

@V = VALkE + 1y KIKD + L kIKE + 1yyk2” + 1y kIKZ + 1,k2 w7 (3.79)
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3.3. Extension au cas 3D

avecv? = (vi;v7;vy) et

8 0 1 0 1 0 1
1 00 01 0 0 01
I 'xx :%X)Oogilxy:%)lo =%)0008
0 0O 0 0O 1 00
0 1 0 1 0 1 (3.80)
0 0O 0 0O 0 0O
§Iyy = @) 1 (&; IyZ: %X) 0 1& IZZ_ Eﬂ) 0 (&
' 0 0O 010 0 01

Nous poursuivons ensuite en exprimantKx; ky; k) en fonction de (k;; k;; k?) gracea (3.73)
puis en remplacant (vy; vy, V;) gracea (3.74) et en injectant le tout dans le syseme (3.77). Il
vient :

@AV? = Cu( 11ki+ 12k]+ 13K7)%+
Cxy( 11KS + 12K7 +  13K7)( 20k +  23k?)+
Cuz( 11K] + 12K7 + 13k7) a3ki+
Cyy( 20kj + 23k?)2+
Cyz( 22k{ + 23K7) 33ki+
Crz 35k2% JAV?

(3.81)

VAN AR ©O

et qui se eecrit :

(2 11 12Cxx + 11 22Cxy)kxky+

(2 11 13Cux + 11 23Cxy + 11 33Cxz)Kxkz+
( %zcxx + 12 ZZny + %2ny)k;/?2+

(2 12 13Cxx +( 12 23+ 13 22)Cxy + 12 33Cxz +2 22 23Cyy + 22 33Cyz)kykz+
( §3Cxx + 13 23ny + 13 33sz + %3ny + 23 33Cyz + §3sz)k;2 ]AV?

(3.82)

8
% @AV = HiCuki*

Par construction, le syseme (3.82) doit étreequivalent au syseme isotrope (3.79). Nous
proedons donca l'identi cation termea terme qui conduita un syseme de sixequations
matricielles de la forme :

Al 2CkA = V2« (3.83a)
A 12 11 12Cx + 11 22Cxy)A = V2 (3.83b)
A 12 11 13Cx + 11 23Cxy + 11 33Cxz)A = Vil (3.83c)
A M 3,Cx+ 12 2Cy + 32,Cy)A = V2,  (3.83d)
A 12 12 13Cx +( 12 23+ 13 22)Cxy

+ 12 33Cxz +2 22 23Cyy + 22 33Cyz)A V2, (3.83¢)

>

1( %3Cxx + 13 23ny + 13 33sz
+ 53Cyy + 23 33Cyz + 53Cz2)A = VA (3.83f)
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Chapitre 3. Conditions aux limites absorbantes pour des maeriaux TTI

Remarquons que siA est solution de (3.83), alors A estegalement solution, pour tout
2 R?. Le changement de variables est donc cetermirea une constante multiplicative pes.
Nous introduisons :

8 p
a = p%( sin? +cos? ( cog +sin? )
% = Vo 1)cos sin sin?

X
Vo

< 1)cos sin cos

= p%p( 1)cos sin sin?

X’yp(( 1)(co$ + )cos$ + sin> +cos? )
= ;;"( 1) cos sin sin

= V"( 1)cos sin cos

p%,p
p%,p

y

(3.84)

1)cos sin sin

o Q@ Mt 0o o O T
1

( cog +sin? )

2co2 co? + 2sin® +sin? co?
2co2 +sin?

x
|

<
|

et les matrices intervenant dans lesequations (3.83a), (3.83d) et (3.83f) peuvent se e=crire :

8 0 1
a2 ab ac

A 1%}ab ¢ chA

ac bc @

V 2l

0 1
d> de o
A 1%)de & efX A
d ef f?2

V 2y (3.85)

0, . 1

¢> gh g
A 1Bgh R hik A
: gi hi i2

V2,

ce qui conduit aux relations :

8
21 = ub=a
31 = 11€=a
= d=e
12 22 (3.86)
2 = 2of=e
13 = 330=i
" 23 = g3h=i
En se servant de ces relations, lesequations (3.83b), (3.83c) et (3.83e) donnent :
= e
2 v (3.87)

33 = 11!
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3.3. Extension au cas 3D

Il reste une incetermiree qui traduit le fait que le changement est cetermire a une
constante pes. Si nous xons arbitrairement 11 = a, la matrice de passage devient :

0 1 0 1
11 12 13 a d g
A=@ , L, ,LA=@ e hHA (3.88)
31 32 33 c f i

Le changement de variables sur les vitesses (3.74) secrit alors :

8 . .
v = Py si +cos? ( cog +sin? ) 2
N N X

2co? co? + 2sin® +sin? co?

©

(  1)cos sin sin? o
p Vy
2co? co? + 2sin® +sin? co? 2co@ +sin?

1)cos sin cos
Lp L2 SO
2co@ +sin?

(  1)cos sin sin? v
B B X
2co2 co? + 2sin® +sin? co@

vy = pr[ p

2 2
(  1(cos + )cos + sin p+cos v (3.89)
2co? co? + 2sin® +sin? co? 2co@ +sin?

( 1)cos sin sin
2cog +sin?

vu=Pv, p ( 1)cos sin cos V2
A p | 2 2 o 2 D X
co? cog + 2sin® +sin® co

( 1) cos sin sin ”
p vy
2co2 co? + 2sin® +sin? co@ 2co@ +sin?

+ B

.2
( cog +sin )v?
- z

2co® +sin?

Etape 3 : changement de variables sur le tenseur des contrainteous conservons les mé-
mes conventions que pe@demment si bien que ? et _ repesentent les tenseurs des con-
traintes des sysemes isotrope et TTI elliptique respectivement. De plus, dans le syseme de
lelastodynamique isotrope en ondes P (i.e. en xant Vs = 0), le tenseur des contraintes se
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Chapitre 3. Conditions aux limites absorbantes pour des maeriaux TTI

esumea une seule variablep’. Nous posons le changement de variables :

?

8
XX = 1P
y = 2P’
5

zz = 3P (3.90)

— ?
yz — 4p

0
xz = 5pP°

”
xy = 6P

al f j0i1ej66 CBSIgNENt les coe cientsa ceterminer.

En proedant comme dans letape 2, il su t decrire le syseme de lelastodynamique (1.5)
pour un matriau isotrope en xant Vs = 0 et en appliquant une transfornmee de Fourier en
espace :

8
g@th? = kgp’
@V? - k’?p?
SR (3.91)
% @VZ - zp
T @’ = sz(k;fvx?"' k;Vz?"' k7v;?)

puis pour un materiau TTI :

@Vx = Kx xx + Ky xy + Kz xz
@vy = ke xy t Ky yy+ Kz yz
@v; = kg xz+ky yz+kz 7z
@ xx = CukyxVvx + Ciokyvy + Ci3kzVv; + Cra(kxVz + KzVy) + Cis(KyVvz + Kzvy) + Cag(Kyvy + KyVy)
@ yy = CuaokyVx + Cookyvy + CozkzVvz + Cog(kxVz + KzVx) + Cos(kyVz + Kzvy) + Cog(kxVvy + kny)(3-92)
@ 2z = CuiskxVvx + CoskyVy + C33kzV, + Caa(KxVz + KzVx) + Cas(kyVz + KzVvy) + Cae(kxVy + kyVy)
@ yz = Cugkyvy + Cogkyvy + CaskzVv; + Caa(KxVz + KzVx) + Cas(kyVz + Kzvy) + Cae(kxVy + KyVy)
@ xz = CiskxVvx + Coskyvy + C3sK,V, + Cas(KxVz + KzVx) + Css(kyVz + Kzvy) + Cse(kxVy + KyVy)
" @ xy = CuekxVx + CoekyVy + CgkzVz + Cae(kxVz + KzVx) + Cse(KyVz + KzVy) + Cep(KxVy + KyVx)

as C est la matrice delasticie TTI (3.1) exprimee pour un maeriau Tl elliptique (ie =")
en xant Vs =0.

Puis, en substituant les changements de variables : sur les modes de propagation (3.73)
obtenu a letape 1, sur les vitesses (3.89) obtenu a letape 2 et sur les contraintes (3.90)
dans le syseme TTI elliptique (3.92), nous obtenons un syseme en 2 ; 7,; 7, qui doit tre

equivalent au syseme isotrope (3.91).

Comme en 2D, nous proedons par identi cation dans les trois derneresequations, ce qui
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3.3. Extension au cas 3D

nous permet de ceterminer le changement de variables sur les tenseurs des contraintes (3.90) :

8
= pr( sin> +cos® ( cog +sin? ))p’
y = EVp( cog +sin? ( cog +sin? ))p’
_ . 2 2 \?
2z : 0 Vp( sin +cc.)s )'p , (3.93)
yz = Vp( 1)cos sin sinp
2 =  Vp( 1)cos sin cosp”’

Xy Vo(  1)cos sin sin® p?

Etape 4 : formulation de la CLA TTI elliptique pour les ondes P. Il su td'utiliser la CLA
isotrope pour les ondes P p? = va;f. La CLA TTI va skcrirea partir de la CLA isotrope
de la facon suivante. Le termep? est rempla@ dans (3.93) pour exprimer yy, xy el xz, qui
sont les trois termes esultant du produit _n lorsquen = ey, en fonction dev)?(. Puis, le terme
v, est exprine en fonction de vy, vy et Vv, gracea (3.89). Ce processus conduita la CLA TTI
pour les ondes P :

8
- v s sin> +cos? ( cog +sin? ) [
XX = p - -
2co02 co® + 2sin® +sin? cog
+( sii? +cos® ( cos +sin? ))vy
( 1)cos sin sin® vy
( 1)cos sin cosvV ;]
1)cos sin cos
Xz = Vp P ( ) D D [
2co¢ co® + 2sin® +sin® cog
. . .94
( sin®> +cos® ( cog +sin? ))vy (3.94)
+(  1)cos sin sin® vy
+( 1)cos sin cosvV ;]
. . 2
w= Vo P ( 1)cos sin sin
2c08 co? + 2sin’® +sin? cog
( sin®? +cos? ( cog +sin? ))vy
+(  1)cos sin sin® vy
+( 1)cos sin cosv ;]
En esune :

Exactement comme en 2D, en se placant dans le domaine de Fourier en espace, nous
exprimons le champ anisotrope (TTI elliptique) en fonction du champ isotrope. Pour cela,
(a) nous initialisons le proed en exprimant les vecteurs d'ondes isotropes. L'initialisation
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Chapitre 3. Conditions aux limites absorbantes pour des maeriaux TTI

peut se faire car nous connaissons l'expression des surfaces de lenteur et donc les vecteurs
d'ondes;(b) une fois les vecteurs d'ondes connus, nous pouvons exprimer le champ de vitesse
apes transformee de Fourier en espace { cetteetape est faciliee par le fait qu'il est possible
deliminer _ gracea la formulation de lequationa I'ordre deux; (c) nous connaissons le vec-
teur d'onde anisotrope et le champ de vitesse anisotrope, nous pouvons en ceduire le tenseur
_; (d) les champs anisotropes s'exprimant en fonction des champs isotropes, nous appliqguons
la CLA isotrope et nous revenons aux champs anisotropes grace au changement de variables
inverse, ce qui nous permet nalement d'obtenir une CLA anisotrope (TTI elliptique).

CLA pour le syseme de klastodynamique TTI elliptique (avec =0)

Comme en 2D, pour former une CLA TTI pour le syseme de lelastodynamique, c'esta-
dire sans cecoupler les ondes P et les ondes S, il restea additionner les contributions des CLA
pour les ondes P elliptique et pour les ondes S. Nous consicerons ici= 0 ce qui signi e que
la CLA pour les ondes S est la méme qu'en isotrope. Cette somme donne :

8
sin> +cos? ( cod +sin? )

= V, p [
XX p P - -
2co? co? + 2sin® +sin? co?

+( sii® +cos® ( cos +sin? ))vy
( 1)cos sin sin® vy
( 1)cos sin cosvV ;]

( 1)cos sin cos

= \V/ [a} [
* 7 2c0@ co2 + 2sin? +sin? cod
( sin®> +cos® ( cog +sin? ))vy (3.95)
+( 1)cos sin sin® vy
+( 1)cos sin cosv;] VsV,
_ _ (  1cos sin sin?
xy = Vp

2co2 co® + 2sin?® +sin? co

( sin® +cos® ( cog +sin? ))vy
+(  1)cos sin sin® vy
+( 1)cos sin cosv ;] Vsvy

Remarque 3.8 Lorsque I'angle d'inclinaison est nul, la CLA TTIl (3.41) fournit une CLA
VTI car la rotation d'angle  se fait alors selon I'axe de evolution de I'ellipsode aplati.

Remarque 3.9 Lorsque les constantes de Thomsen sont nulles (ie= =0, soit =1),
la CLA TTI (3.95) redevient isotrope, quels que soient les angles d'inclinaison. Ceci est do
au fait qu'en isotrope, les vitesses de propagation sont les mémes dans toutes les directions.
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3.3. Extension au cas 3D

3.3.2 Etude exprimentale peliminaire pour klastique TTI 3D

Letude nunerique en 2D aet ealiee sur des cas tests homogene et leerogene avec des
sourceselastique et pseudo-acoustique. Les experiences en 3Detant plus longuesa s'excuter,
nous n‘avons pas encore tous les esultats. Nous pesentons ici I'exgerience sur un cas test
homogene avec une source pseudo-acoustique en onde P, c'esta-dire la con guration dans
laquelle letude des e exions est la plus ineressante.

Cas test

Nous consicerons un cube homogene (voir Fig. 3.20) de dimension 10 kindont les ca-
raceristiques physiques sont decrites dans le tableau 3.3. C'est une con guration d'un milieu
elliptigue simplie et avec = 0.

Figure 3.20 { Cas test TTI 3D homogene

milieu | [kg.m 3] Vp[ms ! Vs[ms 1| " 1 |
& 1 4000 2000 |0.25 0.25 0.00 30 15

Table 3.3 { Caractristiques physiques du cas test TTI 3D

Source et condition initiale

De méme que pour les cas 2D, nous allons suivre la proedure cecrite dans la section 1.1.2
pour construire une condition initiale ou une source an de ne gererer qu'une onde P. Nous
allons d'abord traiter le cas d'un milieu VTI puis nous en deduirons le cas d'une con guration
TTIL

Dans un milieu VTI 3D, la matrice de lequation de dispersion sécrit :

0
C11kx? + Cesky? + Caskz? (C11  Ces)kxky (Caa + Ciz)kxk;
Evriao = @  (Cux Cee)kxky Ceokx? + Criky? + Caak,? (Casa + Cia)kyk, A
(Caa + Ci3)kyk; (Casa + Cr3)kyk, Caaky? + Cagky? + Cazk,?
(3.96)

al C est la matrice delasticie VTI 3D (1.20).
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Chapitre 3. Conditions aux limites absorbantes pour des maeriaux TTI

Dans le cas elliptique et lorsque = 0, les vecteurs propres de (3.96) sont orthogonaux et
font intervenir les symboles de Fourier :

08—, ! 0q q 1

. q— 1
V2 V2iky 2y2 V2 sz V2Kkyk,

2v2  V2iky

p

0
bI—— q q q —
p= 2Vp2 V52|ky ;s = 2Vp2 V2 sz Vszkykz ;s = a 2Vp2 VZik

q__
V2 vk, (V& V&)(kZ+ k?) 0
(3.97)
ce qui conduita l'ogerateur pour l'onde P :
og — 1
2vp2 VSZ@
q___
Bp = 2Vp2 Vé@ (3.98)
g 2 2
Ve Ve@

Nous rappelons que nous avons choisi pour conditions initialesg) = 0 et vo(x) =

Bo(e ‘iix xaii*) Pour lequationelastique VTI elliptique 3D (et = 0), cela conduita :
0g 1
V2 VA(x  Xo)
q_— . -,
Vo(X) = Vg VE(ly yoLe IX X (3.99)
q

V¢ V&(z  z0)

pour ne gererer qu'une onde P.

Pour utiliser une source ponctuellea la place d'une condition initiale, nous rappelons que
sa forme, lorsqu'elle est appliquee sur lequation du tenseur des contraintes, essg (t)s(x), al
sr(t) est une amplitude (en l'occurrence une ondelette de Ricker ce nie en (1.9)). Il sut
ensuite de cherchers tel quer s= B»( x,). Cetteegalie donne pour By :

0q

- 1
2vp2 VSZ@

0 1
@Sxx + @Sxy + @sz q

@@syx + @syy + @sy, A = Vg VEQE X (3.100)
@Szx + @QSzy + @Sz2 q

sz V32 @

L'identi cation terme a termeqconduita une solution s&nple © Sxz = Szx = Sxyy = Syx =
Szy = Syz =0, Sxx = Syy = 2Vp2 V2 y, et S;z = Vp2 VZ «,- La source permettant
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3.3. Extension au cas 3D

de ne cererer qu'une onde P pour lequation elastique VTI elliptique 3D (et = 0) skcrit
nalement :
S(X) = x,(X)MvTiP (3.101)
avec 0q 1
V2 V2 q 0 0
MyTip = % 0 2VZ ) 0 §
0 0 V@ Ve

Comme nous l'avions remarqte en 2D (voir remarque 3.3), les sources et les conditions
initiales TTI peuvent se ceduire de letude VTI en utilisant la matrice R, ) du changement
de base entre le repere caresien et le regere TTI 3D, ¢ niea lequation (1.24). Ainsi, la
source permettant de ne gererer qu'une onde P pour lequationelastique TTI elliptique 3D
(et =0) est sg(t)s(x) avec

s(x) = xR, yMvTipR(; ) (3.102)

De méme, la condition initiale permettant de ne grerer qu'une onde P pour lequation
elastique TTI elliptique 3D (et  =0) est

8
%ZO(X) -0 O( )1
X  Xo
EVO(X) - R(T; yMvTie R )%(y YO)ge Zjix xoji? (3.103)
. (z  2z0)

Fesultats nuneriques

Les esultats sont pesenes pour le modcle homogene avec une source en onde P. La
Fig. 3.21 est une vue 3D tandis que les Fig. 3.24, 3.22 et 3.23 sont des vues 2D dans les
dierents plans du regere caresien. Le module du vecteur vitesse est repesenta dierents
instants de simulation, choisis a n que les esultats soient comparablesa letude 2D. A t =
0:81s, nous observons le front d'onde, ce qui permet de ger lechelle des repesentationsA
t=1:32s ett =2:17s, nous commerconsa observer le fonctionnement des CLA car le front
d'onde a atteint les bords du domaine de calcul. Nous laissons ensuite les calculs continuer
jusqua t = 3:26s. Nous observons ainsi les e exions parasites propres aux bords absorbants.
Les mémes esultats sont ensuite pesenesa lechelle de couleurs des e exions, cetermiree
au tempst = 3:26s.

Comparaison avec la CLA isotrope

Nous nous proposons maintenant de comparer la CLA TTla la CLA isotrope dans le
domaine homogene TTI elliptique avec une source pseudo-acoustique en onde P. Les esultats
sont repesenes en 3D pour la CLA isotrope Fig. 3.25 @ comparer avec la Fig. 3.21). Les
esultats sontegalement pesenes sur des vues 2D des dierents plans du repere caresien
sur les Fig. 3.28, 3.26 et 3.27. Comme pour letude 2D, il apparat avant toute chose que
les e exions sont assez faibles méme en utilisant une CLA isotrope. La dierence la plus
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Chapitre 3. Conditions aux limites absorbantes pour des maeriaux TTI

(a) source P,echelle de couleur xea t=0:81s:5:29

(b) source P,echelle de couleur ea t=3:26s: 0:45

Figure 3.21 { Module du vecteur vitesse au cours du tempsat = 0:81s, 1:32s et 3:26s (de
gauchea droite) dans la con guration homogene TTI 3D, vue 3D

importante eside dans la e exion de I'onde P en onde P qui n'apparat pas dans le cas de
la CLA TTI et qui est tes visible dans le cas de la CLA isotrope. Ces ke exions sont plus
fortes dans le plan &; y) que pour un bord de normale exerieuree,. Cela vient du fait que les
angles TTI sont assez faibles et donc la propagation des ondes dans l'axe vertical est proche
d'un comportement isotrope. Le ptenornene de e exion d'onde P en onde S est aussi plus
fort avec une CLA isotrope : ceci peut notamment se \eri er en comparant les echelles de
repesentation des calculs. En n, les e exions de I'onde S sont du méme ordre dans les deux
cas et cela est colerent puisque l'onde S esta chaque fois moctlise de la méme fecon.
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3.3. Extension au cas 3D

(a) source P,echelle de couleur »ea t=0:81s:5:29

(b) source P,echelle de couleur ea t=3:26s:0:45

Figure 3.22 { Module du vecteur vitesse au cours du tempsat = 0:81s, 1:32s et 3:26s (de
gauchea droite) dans la con guration homogene TTI 3D, vue 2D dans le plan (y; z)

(a) source P,echelle de couleur »ea t=0:81s:5:29

(b) source P,echelle de couleur »ea t=3:26s: 0:45

Figure 3.23 { Module du vecteur vitesse au cours du tempsat = 0:81s, 1:32s et 3:26s (de
gauchea droite) dans la con guration homogene TTI 3D, vue 2D dans le plan (x; z)
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Chapitre 3. Conditions aux limites absorbantes pour des maeriaux TTI

(a) source P,echelle de couleur »ea t=0:81s:5:29

(b) source P,echelle de couleur ea t=3:26s:0:45

Figure 3.24 { Module du vecteur vitesse au cours du tempsat = 0:81s, 1:32s et 3:26s (de
gauchea droite) dans la con guration homogene TTI 3D, vue 2D dans le plan (x;y)

(a) source P,echelle de couleur »ea t=0:81s:5:32

(b) source P,echelle de couleur »ea t=3:26s:0:38

Figure 3.25 { Comparaison avec la CLA isotropeat = 0:81s, 1:32s et 3:26s (de gauchea
droite) dans la con guration homogene TTI 3D, vue 3D
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3.3. Extension au cas 3D

(a) source P,echelle de couleur »ea t=0:81s:5:32

(b) source P,echelle de couleur ea t=3:26s:0:38

Figure 3.26 { Comparaison avec la CLA isotropeat = 0:81s, 1:32s et 3:26s (de gauchea
droite) dans la con guration homogene TTI 3D, vue 2D dans le plan (y; z)

(a) source P,echelle de couleur »ea t=0:81s:5:32

(b) source P,echelle de couleur »ea t=3:26s:0:38

Figure 3.27 { Comparaison avec la CLA isotropeat = 0:81s, 1:32s et 3:26s (de gauchea
droite) dans la con guration homogene TTI 3D, vue 2D dans le plan (x;z)
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Chapitre 3. Conditions aux limites absorbantes pour des maeriaux TTI

(a) source P,echelle de couleur ea t=0:81s:5:32

(b) source P,echelle de couleur »ea t=3:26s:0:38

Figure 3.28 { Comparaison avec la CLA isotropeat = 0:81s, 1:32s et 3:26s (de gauchea
droite) dans la con guration homogene TTI 3D, vue 2D dans le plan (x;y)
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3.3. Extension au cas 3D

3.3.3 Stabilie des probémes mixtes TTI 3D

Commea la sous-section 3.1.4, le syseme de lelastodynamique (1.5) est lea la fonction
E(t) = E(JJVJJZX; +jJ:]]2x.C 1). Nous supposons que la solution du probeme est assez egulere

pour avoir : 7

d_ .\ _
aE(t) = x (_n)vdx (3.104)

Nous nous placons sur une frontere y = fx =0g. Le vecteurn est la normale exerieure
a xdoncn=(1;0,0)et_n=( x: yy:; xz)- Enn, les composantes de_ sont & nies par
la CLA TTI du syseme (3.95). Ainsi :

8 Z

V
d _ p
wxEWM) = [P
a . 2co® co? + 2sin® +sin? co@
[( sin®> +cos? ( cos +sin? ))vy (3.105)
g ( 1)cos sin sin®vy (  1)cos sin cosv ,]?

+ V(2 + v2)]dx

Comme cette quantie est regative, lenergie du syseme continu est decroissante, ce qui as-
sure la stabilie du probeme de lelastodynamique 3D TTI avec la CLA (3.95).

En suivant les m&mesetapes qu'au chapitre pe@dent, nous pouvons a rmer que lenergie
Esemiq() =< @MyVh,vh >+ <@M ¢ 1 h n>) (3.106)

assocee au probeme mixte semi-discret obtenu en appliquant une formulation DG avec ux
centes est decroissante. En n, pour que la quantie

1 1 1 1
Eg=é<Mvvﬂ;vﬂ>+§<M c1n g 2> (3.107)
assocee au probkeme mixte discret obtenu en combinant au probeme semi-discret un schema
en temps de type Leap-Frog soit uneenergie, il faut et il sut que la matrice

t2

My R M ) 'R (3.108)

Soit positive, ce qui ¢ nit une condition de stabilie du sctema de type CFL
t2

1 5 max >0 (3.109)

@ max est la plus grande valeur propre de la matriceM, 'R (M ¢ 1) Y(R ).

Remarque 3.10 Dans le code DIVA, nous mesurons lenergie discete suivant la formule (3.107).
Nous avonsegalement modie la CFL en impementant la methode de la puissance (voir al-
gorithme 2.1), qui a I'avantage de s'appliquer independammenta des con gurations isotropes
et anisotropes.
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3.3.4 Courbes denergies de ktude peliminaire TTI 3D

En utilisant une CLA isotrope dans une milieu TTI, nous avons obsenea la Fig. 3.25
que les e exions d'ondes P etaient tes fortes. Letude de lenergie sur le cas homogene de
cette experience est pesenee sur la Fig. 3.29. Les experiences en 3D etant plus longuesa
ealiser, nous pesentons ici seulement les esultats pour une source en onde P dans un milieu
homogene TTI elliptique. Les courbes con rment les observations, les e exions de I'onde P
transfornee en onde P et en onde S forment des paliers distincts. Elles sont plus fortes avec
une CLA isotrope qu'avec une CLA TTI (exactement comme en 2D, voir Fig. 3.10).

Figure 3.29 { Comparaison avec les CLA isotrope et VTI dans un milieu homogne TTI 3D
avec une source P

3.3.5 Cas d'une frontere arti cielle plane gererale

Dans cette section, nous montrons comment etendre la CLA formukee pecdemment
pour une frontere plane paralele a un des axes au cas d'une frontere plane de normale
n = (ny;ny;nz). Nous pesentons uniquement la construction en 3D, le cas 2D pouvant étre
consicee comme un cas particulier avecny =0 et =0.

Nous ¢k nissons tout d'abord le vecteur TTI e nissant la direction d'anisotropie :

cos sin
u= @sin sin A (3.110)
Cos

Dans le casn = ey, hous avons vua la section pe@dente que la CLA TTI skcrivait sous
la forme gererique :

8
2 = ax(s It ay(; vt aw(s )Vv:
S v ayx(; Ivx+ay( v+ ay(; vz (3.111)

Xz ax(; Ikt azy(; v+ az(; )vg
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3.3. Extension au cas 3D

Nous allons ceterminer lequation de la CLA en quatre etapes : (a) nous determinons

une base orthonormee ; 1; »2) et la matrice de rotation P transformant (ey;ey;e;) en

(n;

1, 2) @l cdesigne le vecteur tangenta la surface arti cielle; (b) nous exprimons le vec-

teur TTI dans la nouvelle basea I'aide d'une matrice noee P ; (¢) nous pouvons alorsecrire
lequation de la CLA dans le regere (n; 1; 2); (d) nous terminons enecrivant lequation de
la CLA dans le regere (ey; ey; e;)a l'aide de la matrice P.

Etape 1 : ceterminer les vecteurs ; et » pour former une base orthonorrmee avem. |

faut distinguer 2 cas :

{ sinf+n760,etdoncjn,j61

nous appllquons une rotation d'angle cos 1 = p% sin 1= p— autour de l'axe

e; du regere (ey; ey; e;). Cette rotation est caractarlsee par la matrlce

0 1
P P 0
n§+n§ nz+nz §
= p_—vY p_Nx
P1 T hZ+n? " hz+n2 0
x*thy x TNy
0 0 1

Nous obtenons un nouveau regere €9; e0 e?) tel que

0 1 1
px 01
n§+ n2 n2+ n2 0
= B - %H@u 0= @A - e,
ng+ng nZ+n
0 1
Nous appliquons ensuite une rotation d'angle cos, = n2 + n§, sin 2 = n, et d'axe

e) au repere (ef; ey; e9). Cette rotation est caraceriee par la matrice

0 n2 n2 q 2 2 Nxn q 2 2 Ny N l
y X Xy p x Nz
nZ+n2 + nZ+n2 ng + ny ng+n2 (1 Ny + ny) nZ+ng
- 2 -
- Nx Ny 2 2 ng ny 2 2 nynNg
P, = n2+n2(1 ng + ng) T + e ng + ng . pin§+n)2,
pnxnz pnynZ n% + n2
nZ+ng nZ+ng y

et la matrice de rotation secrit

0
p Ny NxNz
Nx nZ+n3 nZ+n2
_ —_ Bn p__Nx pynz
P = PP = % v PR g e
2 2
n; 0 ng + ny

Nous en dceduisons donc le nouveau regere

O 1 nxnz
n2+n2 ng +”
@ . Nx nynz
n= ny » 1= P n2+n2 n2+n2
nZ + nZ
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{sinZ+n7=0,ie. jnsj=1.

Il sut d'appliquer une rotation d'angle n;» autour de eg pour obtenir le nouveau
repere. Nous avons alors

0 1
cos(;5)=0 O sin(nzz)
sin(nz5) 0 cosf:3)=0

soit

0 1 0 1
0 0 1 0O 01
P=@ 1 O0A sin=1;etP=@0 1 OA sin,= 1
1 0 O 1 0O
Nous avons alors
01 0 1 0 1
0 0 1
n=@Q@A; ;=@A;: ,=@0A sin, =1
1 0 0
0 1 01 01
0 0 1
n=@oA; ;=@A; ,=@0A sin,= 1
1 0 0

Etape 2 : Nous pouvons maintenant exprimer le vecteur de direction TTI dans le nouveau
rere u= Pu. Nous obtenons

0 . . 1
(nxcos + nysin )sin + n;cos
ny n . .
p—Y_cos + P-2_sin )sin o
ul= % ( ng+n? ng+ng O)I § sijn,j61
(P2z_cos  pMz_gin )sin + n2+ n2cos
nZ+ng nZ+ng y
0 1 0 1
cos cos
u%= @ sin sin A sin,=1:; etu’= @sin sin A sin,= 1
cos sin cos sin

Nous en deduisons alors les sinus et cosinus des anglébet © caracerisant le milieu TTI
dans le reere (n; 1; 2) en utilisant le fait que

cos Ysin ot
u®= @sin Oin °A
cos ©
Nous avons donc
0 1

NN nyn . . 9 o
cos 0= @gq—=2_cos g—LZ—sin Asin + nZ+nZcos sijn,j61
2 4 n2 2 4 n2
nZ + n2 nZ+ n2
et

cos °= nycos sin sijngj=1
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3.3. Extension au cas 3D

: P ——— . . : :
Nous posons sin®= " 1 cog O(par convention reriee des coordonrees spleriques, le sinus
de l'angle est toujours positif). Il nous reste maintenanta ceterminer cos et sin % Nous

avons
8
<cos %in © = (nyxcos + nysin )sin + n;cos
sin %in 9 = (p—-cos + P2—sin )sin
ng+n3 ng+ng
sijn;j 61 et
cos %in 9 = n,cos
sin %in 9 = sin sin
sijng =1.

Il faut donc distinguera nouveau 2 cas :
{ sisin °60, alors

8
<cos © = (nxcos +nysin )+ n, G
sin © = (%4. % sno
Sijnzj 61 et
(cos 0 = D805
Sln 0 - SIHSinSIH
sijngj = 1.

{ si sin °=0, alors nous pouvons choisir cos et sin © arbitrairement car I'anisotropie

est dirigee suivant ,. Pour simpli er, nous prenons cos °=1 et sin °=0.

Etape 3 : nous pouvons maintenant exprimer la CLA dans le regere (; 1; 2)

8

2. nn = aw(% 9% n+tay(® 9 1+ae(® 9Yv
>:n 1 = a-yx(o, ()V r“"ayy(o, %V 1+ayz(0, %V
" n 2 = an( % v n+ay(% 9% i+ a,(% 9v

Etape 4 : il reste maintenanta revenir dans le regere (ey; ey; ;). Nous avons

Vxnx + Vyny + Vznz
Ny

pr: + Vyan;

2+n2 2+n2
nZ+ng ng+nZ

8
Evn
vV o1

3

Y 2

q

2+n2 2+n2
nZ+n? ng+nZ

Nous pouvons doncecrire la CLA sous la forme

8

2_N N = VWt nyWt nzVz
SN 1 = xW + gyt V2
N2 = Wt yWt Yy

WPl v plE + v, nZ+nd

(3.112)

(3.113)

(3.114)
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Chapitre 3. Conditions aux limites absorbantes pour des maeriaux TTI

Il ne reste plus qua exprimer les vecteurs_n dans la base €x; ey; e;). Nous utilisons pour

cela la matriceP : 0 1
_n €& xVx ¥ nyVy +  nzVz
@n eA=P@ v+ ,yw+ VA
_n e; axVUx + oyt oV

Nous pouvonsegalement tout exprimer sous forme matricielle. (3.112) se eecrit(n)n; ; , =
AVp; 4; ,-Nousavonsvp; ,; , = P 1Vex;ey;ez = PTVex:ey;ez et(_Nn; ; ,=P 1(:n)ex;ey;ez-

_ T
Donc (:n)ex;ey;eZ = PAP Ve, e e, |

3.4 Conclusion

L'approche propose par Engquist et Majda s'awere tes compligieea mettre en uvre
dans le cas d'un milieu TTI et ceci méme si nous nous limitons au cas 2D. Cela peut s'expli-
quer par le fait que cette technique de construction s'appuie sur la repesentation algebrique
du syseme dequations aux cerivees partielles via le calcul symbolique. Or, le passage au
syseme algebrique ne simpli e en rien les parametres carackerisant le milieu. Notamment,
les paranetres gouvernant l'inclinaison de I'axe d'orthotropie contribuent au remplissage du
tenseur des contraintes. Nous sommes donc face au calcul des valeurs propres d'un tenseur
pleina coe cients variables dont les formules repesentatives sont di cilement exploitables.
Nous avons donc propos une autre approche pour le cas d'un milieu TTI qui est base sur le
cas isotrope. Cette cemarche permet de contourner les di cules que nous venons d'exposer
et est rendue possible car I'on peut lier les caracerisations des milieux isotrope et TTI par
des changements de variables. Nous pouvons ainsi transformer le syseme TTI elliptique en
un syseme isotrope pour lequel nous connaissons I'expression d'une CLA et en deduire une
CLA adapte au milieu anisotrope en appliquant le changement de variables inverse.

Comme nous avons remargee qu'une CLA VTI d'ordre faible ne fait pas intervenir le
coecient , nous avons cecice de consicerer un cas d'anisotropie elliptique (i.e. = ").
Cette con guration est tes ineressante car dans ce cas, les courbes de lenteur assocees
au syseme sont facilement paranetrables, a savoir elles decrivent une ellipse incliree pour
des ondes P et un cercle pour des ondes S. Un autre point important est le fait que dans
un milieu isotrope ou VTI, la CLA d'ordre faible etaitegalea la somme des contributions
des CLA des sous-probemes pseudo-acoustiques. Nous avons alors ope pour le cecouplage
des probemes pour les ondes P et les ondes S, ce qui simplie beaucoup la nethode de
construction. Nous pouvons en e et nous limitera la construction de CLA pour les ondes
P car enetudiant les courbes de lenteur assocees aux ondes S, nous observons que la CLA
d'ordre faible TTI elliptique 2D pour les ondes S est la m&me que pour un milieu isotrope.
La construction de la CLA d'ordre faible TTI elliptique pour les ondes P se fait, quanta elle,
en plusieursetapes. Le changement de variables sur les formes gonetriques des courbes de
lenteur TTI elliptique et isotrope traduit une relation sur les vecteurs d'ondes. En comparant
ensuite les formulations au deuxeme ordre des sysemes de lelastodynamique TTI elliptique
et isotrope dans le domaine de Fourier, il vient un changement de variables sur les vecteurs
vitesse. Puis, les formulations au premier ordre permettent de deduire une relation sur les
tenseurs de contraintes. Il ne reste plus qua injecter dans la CLA isotrope pour les ondes P
les changements de variables sur les vitesses et les tenseurs des contraintes pour obtenir une
CLA TTI elliptique 2D pour les ondes P.
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3.4. Conclusion

Nous avons ensuiteetendu le processus de constructiona la dimension trois d'espace. La
CLA TTI elliptique 3D pour les ondes P s'obtient en suivant les mémesetapes, la surface de
lenteur assocee formant un ellipsode inclire. Le cas des ondes S est plus celicat car elles se
cedoublent en 3D et lI'une d'elle est ceformee par le coe cient TI . Nous avons consicce
ici =0, ce qui permet de ¢ nir la CLA d'ordre faible TTI elliptique 3D pour les ondes S
comme celle de l'isotrope. Il s'agit d'un esultat peliminaire somme toute ineressant car il
s'‘awere que les geophysiciens se concentrent principalement sur les ondes P. Letude du cas

6 0 est bienevidemmenta faire et constitue une des perspectives de ce travail. En n, nous
avons propo% une gereralisation dans le cas d'une frontere plane quelconque, c'esta-dire
non paralelea un des axes du repere. Cette gereralisation n'est pas un point cé de notre
travail car en pratique les calculs nuneriques sont ealiees dans des botes dont les coes sont
paralelesa un des axes du repere. Toutefois, il pourrait s'awerer ineressant d'utiliser des
fronteres planes \inclirees” pour eduire la taille du syseme.

A n de mieuxevaluer les e exions dues aux CLA proposes, nous avons construit des
sources et des conditions initiales permettant de ne gererer qu'une onde P ou qu'une onde S
dans un maeriau TTI elliptique 2D et qu'une onde P dans un matriau TTI elliptique 3D.
Nous avons et etonres de ne rien trouvera ce sujet dans la literature car la construction
de donrees est un point ck dans lelaboration de cas test. Letude experimentale que nous
avons faitea 2D dans un milieu TTI a ewk un comportement similaire aux pecdentes
etudes dans un milieu isotrope ou VTI (elliptigue ou non), tant sur la localisation que sur
l'intensie des ke exions parasites. En comparant ensuite la CLA TTI et les CLA isotrope
et VTI cette fois dans un méme milieu TTI 2D (elliptigue ou non), nous avons illuste la
sugeriorie de la CLA TTI, essentiellement sur la composante en onde P, la composante en
onde S etant strictement la méme dans tous les cas. Letude experimentale 3D, bien que
peliminaire, montre des e exions parasites coterentes avec ce qui est obsenea 2D, ainsi
que linerét d'utiliser la CLA TTI plutét que la CLA isotrope dans un milieu TTI 3D.

Nous avons aussietude la stabilie du probeme mixte continu esultant du couplage de
lelastodynamique avec la CLA TTI 2D ou 3D et du probeme semi-discret assoce ecrit en
formulation DG avec ux centes. De la méme manere que pour le cas VTI, la stabilie
desenergies assocees aux probemes continu et semi-discret (formulation DGa ux centes)
sont obtenues formellement gracea la positivie des paranetres physiques intervenant dans
les equations. Le probkeme discret (sctema en temps de type Leap-Frog) permet de c nir
uneenergie discete, c'esta-dire une fonctionnelle positivea chaque pas de temps, sous une
condition de type CFL. La stabilie du probeme discret decoule alors de la cecroissance
de lenergie discete. Les esultats de stabilie sont illustes par des courbes denergies qui
montrent aussi que la CLA TTI 2D ou 3D fonctionne mieux que les CLA isotrope ou VTI
dans un milieu TTI 2D ou 3D (elliptique ou non).

Pour nir, nous avons trae les coe cients de e exion App, Aps, Asp et Ags de la CLA
TTI 2D pour un milieu TTI elliptique >, en fonction de l'angle d'incidence ¢ pour I'onde S
et du paranetre k, du vecteur d'onde pour I'onde P. Dans le cas TTlI, les coe cients ne sont
plus symetriques et ils ne sont plus nulsa incidence normale (i.e. lorsque o = 0). Neanmoins,
leurs comportements pesentent des similitudes avec les courbes VTI : il existe au moins un
point, hors extemits, sur chaque courbe de CLA TTI a les e exions sont nulles. De plus,
nous avons monte que la CLA TTI 2Detait meilleure que les CLA isotrope ou VTI dans un
milieu TTI elliptique. Letude des coe cients de e exion de la CLA TTI 3D est une autre
de nos perspectives de travail.
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En esune, nous avons obtenu les esultats suivants :

Tlkeoeme 3.1  Une CLA pour des matriaux TTI 2D dans le cas d'une frontere plane de
normale exerieure ey est :

8
£ +sin? . .
% w = Vpp €0 SN° [ co@ +sin? )y ( 1)cos sin v,]
2co@  +sin?
(3.115)
1 i . .
_g v = Vpp( )cos_sin [ ( cog +sin? )vy +( 1)cos sinv;] VsV,

2c02 +sin?

et une CLA pour des matriaux TTI 3D dans le cas d'une frontere plane de normale exerieure
ey est:

sin> +cos? ( cog +sin? )

8
XX = Vp P - -
2c08 co? + 2sin® +sin® cog
+( sin> +cos® ( cog +sin? ))vy
( 1)cos sin sin® vy

( 1)cos sin cosvV ;]

. ( 1)cos sin cos
2c02 co? + 2sin® +sin? co@

( sin® +cos? ( cod +sin? )y (3.116)

+( 1)cos sin sin® vy
+( 1)cos sin cosv ;] VgV

(  1)cos sin sin?
2co@ co? + 2sin® +sin? co?

I
<

©
»]

[

Xy

( sin®> +cos® ( cog +sin? ))vy
+( 1)cos sin sin? vy
+( 1)cos sin cosv ;] Vv

Tleoeme 3.2  La CLA TTI 3D peut étre formuke pour une frontere plane de normale
exerieure quelconquen = (ny;ny;n;). Soit A la matrice formee des coe cients de la CLA
TTI 3D (3.116) obtenue dans le cas d'une frontere plane de normale exerieureey telle que
_ex=A(; )v.Soit %c ni par:

8 q

Scos© = plfzcos PU_sin sin + n2+n2cos sijnj61
ng+n2 ng+n2

"cos® = nycos sin sijnyj=1
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et p
sin °= 1 co2 ©
Soit 9k ni par :
{ si sin °60,
8
< 0 — R sin cos
cos = (Nnxcos + nysin )goo+ Nzgno o
- sin 0 - ( Ny cos + x Sin s_in ) S'anJ§1
’ nZ+n2 nZ+nZ sin 0
( cos 0 = nzcos
s 1 siingj=1
s 0 — sin sin ? z
sin = T

{ si sin °=0

cos 9=1 et sin °=0:
Soit la matrice P d nie par
{sijn;j61

O n
Ny p y pnxnz
nZ+ng nZ+n3
ny Pr= P
ng+n ng+n
X y q X y
n, 0 nZ + nZ
{siinj=1 0
cosfz,)=0 O sin(nz)
P=@ 0 1 0

sin(nz~) 0 cosfhz5)=0
Alors la CLA TTI 3D pour une frontere plane de normale exerieure n = (ny;ny;n;) est
n=PA(% 9PTv

Treoeme 3.3 Pour ne gererer que des ondes P ou des ondes S dans un matriau TTI
elliptiqgue 2D, il sut d'appliquer au syseme de lelastodynamique non homogene :

xX)@v(x;t) = r _(x;t) (3.117)
@_(x;1) = C(x) _(v(x;1)) + sr(t)s(x)
les sources : |
8 !
_ (Xcog +2Zsin? ) (X Z)cos sin . _
%s(x) = o (X) X Z)cos sin (Zco@ +X s ) pour ne cererer qu'une onde P;
I (3.118)
. -
§S(X) = x(X) (X 2)cos sin (Zcos' + Xsin® ) . pour ne gererer qu'une onde S

(Xcog +Zsii? ) (X Z)cos sin

q — — q — —
a X = V2 VZetZ= VZ VZet, par exemplesg est donree comme une ondelette
de Ricker de fequence picfp :

2f th

sr()=(1 2 *fitd)e (3.119)
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ou de consicerer le probeme de Cauchy :

8
% (x)@v(x;1)

ro_(xt)

@ (x;1) = C(X) _(v(x;1) (3.120)
3v0x) = vo)
T _(0;x)) = _ (¥
en choisissant pour conditions initiales_, =0 et :
8 !
Volx) = (X cod + Zsin® )(x xo)+(X Z)cos sin (z zo) e Zix %ol
(X Z)cos sin (x Xg)+(Zcos + Xsin® )z z)
pour ne gererer qu'une onde P; I (3.121)
Vo) = (X Z)cos sin (x Xo) (Zcof + Xsin? )z zo) o Zix YojiZ.-
% 0 T (Xcof +Zsim? )x xXo)+(X Z)cos sin (z zo) ’

pour ne gererer qu'une onde S.

De la méme manere, pour ne gererer que des ondes P dans un matriau TTI elliptique
3D, il sut de esoudre le syseme de lElastodynamique (3.117) non homogne avec pour
source :

s(x) = XO(X)R(T; yMyTip R(; ) (3.122)

@ R(. ) cesigne la matrice de changement de base entre le regere caresien et le regere TTI
3D, & nie par lequation (1.24) et

Oq 1
Vg ovE 0 0
MVT|;p = % 0 Zsz V52 0 %
q_— .
0 0 V2 V2

ou en choisissant pour le probeme de Cauchy3.120) la donree initiale :

8
%j(x) -0 O( )1
X Xo
Vo) = RI, MyripR( )@y yo)Ke % ol (3.123)
. (z  20)

Tleoeme 3.4  Les probemes mixtes continu, semi-discret et discret obtenus en couplant
lelastodynamique avec la CLA TTI 2D (3.115) ou 3D (3.116) sont stables au sens suivant :
{ pour le probeme continu, nous d nissons la forme quadratique :

E() = 3 iviiz, +Ji_ii%c s (3.124)
{ pour le probkme semi-discret, nous ¢ nissons la forme :

Esemig(1) =< @MyVh;Vh > + <@QM ¢ 1 h; h>) (3.125)
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{ pour le probeme mixte discret, nous ¢ nissons la forme :

1

1 1 1
E}= 5 <MWRivi>+5<M ¢ TR (3.126)
Alors, (3.124) et (3.125) sont toujours decroissantes au cours du temps et(3.126) est
positive et cecroissante si et seulement si la matrice
t2
My R M ) *R)T (3.127)

est positive.

Corollaire 3.4.1 Le probeme mixte discret est stable sous la condition de type CFL

2
1 Tt max > 0 (3.128)

@ max estla plus grande valeur propre de la matricM, 'R (M ¢ 1) YR )T.
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Conclusiona la partie |

La simulation de la propagation des ondes elastiques anisotropes est cecrite par des
eqguations lireaires. Elle diere du cas isotrope par le hombre de coe cients non-nuls et
incependants de son tenseur delasticie, sa traduisant par la pesence d'inegrales suppk-
mentaires dans lesequations. L'anisotropie du sous-sol est commurement consiccee comme
TTI ( Tilted Transverse Isotropy), ce qui signi e que les vitesses de propagation des ondes
varient selon les directions spatiales, avec des fronts d'ondes admettant une synetrie par rap-
porta un axe inclire. La synetrie seule impligue seulement une modi cation des coe cients
existants dans le tenseur delasticie isotrope, les rendant plus incependants mais conservant
la structure creuse du tenseur. L'inclinaison, quanta elle, entrame la transformation compékte
de la structure du tenseur, qui devient alors dense, c'esta-dire que tous les coe cients de-
viennent non-nuls, comme dans un cas d'anisotropie totale. Pour autant, cette complexie est
essentiellement algebrique car tous les coe cients ne sont pas incependants.

D'un point de vue nunerique, l'introduction de conditions aux limites permettant de
simuler la propagation d'une onde au-deh du domaine discret pose probeme dans le cas TTI.
La solution la plus commune repose sur l'utilisation de couches parfaitement adapees (PML
- Perfectly Matched Layers), mais elles sont mattematiquement instables. Nous avons choisi
dans cette these de construire une Condition aux Limites Absorbantes (CLA) pour un milieu
TTI.

Une nethodologie e cace et rigoureuse aet propose par Engquist et Majda. Elle passe
par le calcul des valeurs propres de la matrice assocee a la propagation des ondes dans
une direction donree. Elle peut étre directement appliglee au syseme de lelastodynamique
anisotrope et elle met en evidence des termes de couplage entre les ondes P et les onde
S. Ces termes rekvent de la physique et se traduisent, dans le meilleur des cas, par des
valeurs propres faisant intervenir des operateurs pseudo-dierentiels, rendant celicate mais
encore possible leur approximation. Les cas plus gereraux comme l'anisotropie TTI sont plus
complexes et les valeurs propres sont di cilesa calculer, méme par un logiciel de calcul formel.
Le plus souvent, elles ne sont pas assez explicites pour pouvoir étre exploiees.

La solution que nous avons ceveloppee repose sur l'utilisation de formules geonetriques
sous quelques hypotteses permettant de simpli er un peu le probeme :

{ La premere hypottese consistea supposer qu'une CLA peut s'exprimer en sommant
les contributions des dierentes ondes. Nous proposons ainsi de eparer les ondes P et les
ondes S en xant I'une ou l'autre des vitessesa 2ro dans le syseme de I[elastodynamique.
Cette approche est souvent retenue en geophysique ai I'onde P est souvent la seulea
étre calcuke avec des vitesses d'ondes S ees selon des crieres de stabilie nunerique,
incependamment de leurs valeurs eelles.

{ La seconde hypottese consistea dire que le milieu est decrit par une anisotropie TTI
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de type elliptique, c'esta-dire lorsque les premiers coe cients de Thomsen sontegaux

(quels que soient les angles). Nous esperons que cette hypottese n'a aucun impact sur

la CLA d'ordre faible TTI comme c'est le cas dans un milieu VTI non-elliptique.
Sous ces deux hypotteses, la nethode d'Engquist et Majda n'est toujours pas facilea mettre
en uvre. Cependant, letude des surfaces de lenteur devient possible, I'ellipticie condui-
santa des surfaces de formes facilement paranetrables. Il s'agit de spleres et d'ellipsodes
inclires. Nous avons choisi de nous concentrer sur la cas des ondes P, la CLA en ondes S
etant alors la méme qu'en isotrope. Des lors, une succession de changements de variables
permet de formuler une CLA TTI elliptique pour les ondes P a partir de la CLA du cas
isotrope. Il sut alors d'appliquer la somme des CLA pseudo-acoustiques pour les ondes P et
S pour obtenir une CLAelastique. Ceci se justi e car un milieu TTI n'est qu'un milieu VTI
inclire et la somme des CLA des probemes cecoupks dans un milieu VTI est la méme que la
CLA obtenue sur le probeme non-cecoupe VTI, quand il s'agit d'une CLA d'ordre peuele\e.

La stabilie mattematique des probkmes mixtes continu et semi-discret aet prouwe. La
stabilie nuneriqgue du probeme discret cepend d'une CFL et aet \eriee en temps long.
Les tests de validation, sur des cas TTI gereraux (i.e. non-elliptique) ont mis enevidence
la superiorie de cette CLA par rapporta des solutions plus simplistes (comme une CLA
isotrope) et surtout, ont permis la ealisation de simulation dans des con gurations ai les
PML sont instables.

Ces travaux ontek pesenes dans plusieurs congrences internationales : Acoustics2012,
ICOSAHOM2012, Waves2013 et ECCOMAS2014 notamment. Un esune de la partie TTI
2D aet accept pour publication : [BBCD14], la partie 3D va etre soumise prochainement.
D'un point de vue industriel, la CLA aet inegee dans le code DIVA de Total a elle est
utilie pour les simulations TTI. En n, cette CLA aet utilie avec suces dans les autres
codes de lequipe, reposant sur des formulations au deuxeme ordre de lequation des ondes,
en temporel et en fequentiel.

Pour aller plus loin, il est possible d'aneliorer la CLA en diminuant les e exions res-
tantes. Pour cela, il faut consicerer des ceveloppements limiesa des deges superieurs. Les
termes suppkmentaires requerent alors l'utilisation de fonctions auxiliaires dans le sclema
nunerique, ce qui n'‘est pas forement une bonne chose pour les performances du code pa-
raleliee. Une autre facon d'aneliorer la CLA est d'ajouter une couche faiblement absorbante
autour du domaine. C'est ce que l'on appelle un \taper". Cette solution est e cace mais
conduit au méme cesavantage que les PML, a savoir I'obligation de faire des calculs subsi-
diaires dans la zone d'inerét, ce qui augmente de facon non-regligeable le temps de simulation,
surtout en 3D.

Nous envisageons plusieurs suites possiblesa ces travaux. Dans un premier temps, nous
souhaitons comparer la CLA avec les couches dites SMART d'Halpern et al. [HPBR11] et
Metivier et al. [MBL ™ 14]. Elles utilisent une couche autour du maillage permettant de traiter
le probeme TTI acoustique. Cela recessite donc d'abord une extension des SMART vers
lelastodynamique TTI. Ensuite, nous aimerions coupler la CLA et la couche SMART en
posant la CLA au bord du domaine an de limiter la taille de la couche. Le tout pourrait
aussi étre compaea l'utilisation d'un \taper”. Une dierence importante entre la CLA et les
couches SMART est que la CLA s'applique facilementa des formulations du premier et du
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second ordre alors que les couches SMART ne s'appliquent pour l'instant qu'aux sysemes du
second ordre.

Il nous semble aussi ineressant de comparer le comportement des CLA entre les sysemes
du premier et du second ordre, nunmeriguement maisegalement d'un point de vue HPC. En n,
nous travaillons cep sur letude cetailee des CLA TTI 3D, avec notamment le calculs des
coe cients de e exion pour les ondes P et le cecouplage des ondes S qui permettrait en
suivant notre methodologie de construire une CLA lorsque 6 0 et d'analyser les coe cients
de e exion pour les ondes S.
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Les supercalculateurs, interconnexions d'ordinateurs, sont aujourd'hui un outil incontour-
nable de la simulation nunerique. La plupart des laboratoires d'ingenierie, public ou priwe,
possdent le leur ou en louent un aces. Cette cemocratisation a cebue avec lere des machines
massivement paralelesa la n des anrees 1980.A cette epoque, lesevolutions sur les pro-
cesseurs se traduisaient directement en gain de performance sur I'edxecution des programmes
informatiques. Citons par exemple l'augmentation exponentielle du nombre de transistors
ou de la fequence d'horloge, mais aussi la complexie grandissante du paralelisme des ins-
tructions de l'unie de contréle (en anglais ILP, Instruction-Level Parallelism), ou encore
I'augmentation de la taille des niveaux de nemoire cache.

Cetteevolution a atteint ses limites au cours des anrees 2000 (voir Fig. 3.30) en se heurtant
principalement au \mur thermique". En e et, la miniaturisation des composants, assoceea
des fequences d'horloge teseleees, ne permettait plus une bonne dissipation de la chaleur.
A cela s'est ajout un probeme de consommationelectrique, trop directement proportionnelle
a la puissance de calcul, pecipitant la n de l'architecture processeur mono-c ur.

Neanmoins, le nombre de transistors a continileaevoluer selon la loi de Moore?, suivant
un nouveau type d'architecture intrinsequement paralkle : multi-c urs puis hyperthreading
(voir Fig. 3.31). Des lors, exploiter e cacement les ressources de ces machines va requerir un
travail specialiee, marquant une rupture avec lere peedente, comme l'avait obsene Herb
Sutter en 2005 dans son article au titreevocateur,\The free lunch is over" [Sut05].

Cette architecture paralkle est logiqguement devenue pedominante dans les supercalcula-
teurs. Cependant, comme la fequence d'horloge n‘augmentait plus, et que les optimisations
de I'ILP et de la memoire cache nétaient plus aussi marqees, il fallait doenavant beaucoup
plus de processeursa chaque renouvellement de machine, pour obtenir les m&mes marges de
progression qu'au cours des anrees peedentes.

La Fig. 3.32 repesente levolution des supercalculateurs selon le classement du top560
La puissance de calcul e ective est exprinee en Flops (de I'anglaig-Loating-point Operations
Per Second, mesuee sur le benchmark de eerence LINPACK 3. Malge le changement bru-
tal d'architecture, les performances ont contintea crotre de manéere continue.

1. Laloi de Moore, cerivee d'un article de 1965 [Mo065], pevoit que le nombre de transistors des processeurs
double tous les deux ans. Les constructeurs s'en sont rapidement servi comme feuille de route technologique.

2. Le top500 [DMS97] est un recensement tous les six mois des 500 supercalculateurs les plus puissants.
C'est la eErence historique et toujours actuelle des tendances etevolutions pour la communaue HPC.

3. Le benchmark LINPACK [Don88], introduit par Jack Dongarra en 1979, mesure le temps de esolution
d'un syseme matriciel dense par une nethode directe. Ce test de performance historique devrait prochainement
evoluer en consicerant une esolution matricielle creuse par une nmethode ierative [DH13].
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Figure 3.30 { Evolution des processeurs Intel

Figure 3.31 { Architectures des processeurs, mono-c ur (gauche), multi-c urs (centre) et
hyperthreading (droite)

Depuis quelques anrees, levolution des supercalculateurs est confronee a une nouvelle
di cule. L'augmentation exponentielle du nombre de processeurs fait exploser la consom-
mation electrique, dont une partie importante est cedee au refroidissement des machines.
Sur ce point, un nouveau classement de performance par watt, le Green500, aetetabli an
de mettre en avant I'e cacieenergetique. Au-del d'un probemeecologique eteconomique,
l'utilisation simultaree d'un tes grand nombre de ¢ urs pose des probemes d'aces e caces
aux donrees, ce qui ceeriore le passagea lechelle des performances e ectives.

Pour pallier en partie ce probbEme de consommation tout en augmentant la puissance
de calcul, la communaue HPC s'est tourreea la n des anrees 2000 vers les acekrateurs.
Ces cartes annexes, qui S'ajoutent aux nuds existants des supercalculateurs, ont permis
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Figure 3.32 { Evolution des supercalculateurs du top500

d'augmenter les performances theoriques par watt (et par dollar). Il convient de distinguer
leurs architectures :

{ Les GPGPU (General Purpose on Graphic Processing Unit}, font eerencea des cartes
graphiques cetourrees pour la simulation nunerique. lls possdent une architecture
particulere, les unies de calculs y sont tes nombreuses, tes sgecialiees et se partagent
quelques unies de contrble tes simpliees (voir Fig. 3.33). Leur utilisation requiert de
eecrire les codes avec un langage de programmation speci que. Le paralelisme esta
exprimer sur une grille virtuelle et les optimisations sont souvent complexes. Dans le
reste du manuscrit, nous utiliserons le terme GPU, faisant implicitement etrence au
GPGPU.

{ Les coprocesseurs sont quanta eux une modi cation des processeurs classiques pour
le calcul intensif. Il sont apparus un peu plus tard, au cebut des anrees 2010. Leur
architecture est uneevolution du mocele multi-c urs vers un mocele \ many-c urs",
comme celle de I'Intel Xeon Phi appeke MIC (Many-Integrated Cores voir Fig. 3.33).
Les c urs sont plus nombreux que sur les processeurs multi-c urs. Le contrble de ot
est plus simple et compeng par un support maeriel de lhyperthreading Leur utilisation
est simpliee par rapport aux GPU car elle fait appel aux mémes outils que sur les CPU.
Toutefois, leur utilisation optimise reste un ce complexe.

Dans la pratique, c'est aux developpeurs que revient le soin de epartir le travail sur les
ressources disponibles (processeurs standards et acekrateurs) en fonction de leur capacie de
traitement : nombre d'unies de calcul, puissance de ces unies (en fonction du dege d'ILP
et de la pesence dhyperthreading), caraceristiques des dierents niveaux de nmemoire de
chacune des architectures. Programmer de telles machines reerogenes a amere Herb Sutter
aecrire en 2012 un nouvel article [Sut12] dont le titre, \Welcome to the jungle”,evoque toute
la complexit de la tache.

Ce caractre reerogene des ressources informatiques continue aujourd'hui de s'ampli er.
En e et, la miniaturisation tenda atteindre lechelle atomique et pourrait d'ici quelques di-
zaines d'anrees stopper sa progression. Suivant la loi de Moore, 'architecture des processeurs
standards commence deaa s'orienter vers celle desmany-c urs. Citons par exemple la ver-
sion processeur des Intel Xeon Phi (\Knights Landing"), qui sera disponible I'anree prochaine,
ou, plus oriene basse consommation, le MPPA de Kalray qui propose cep une alternative
similaire sur un autre jeu d'instructions.
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Figure 3.33 { Architectures CPU (gauche), GPU (centre) et MIC (droite)

En ajoutanta cela la course a I' exascale [DBeall] (c'esta-dire atteindre I'exaFlops :
10'8 Flops), se traduisant par la gestion de milliards d'unies de calculs, la probematique
d'avoir des codes performants, portables et exibles devient incontournable et centrale. Or,
les programmes informatiques, lorsqu'ils sont optimises pour des machines reerogenes, se
retrouvent cependants du maeriel, au cetriment potentiel devolutivie.

Ce constat met en evidence une limite potentielle des mockles de programmation do-
minants actuels : il faut maintenant les composer pour exploiter plusieurs niveaux de pa-
ralelisme. Par exemple, pour programmer une machine compose de n uds acekes par des
GPU, le moctle le plus epandu permettant I'utilisation de ce type d'architecture reerogne
est le triptyque MPI+ thread+CUDA. MPI [MPI98] ( Message Passing Interfacg se charge
de la communication entre les dierents nuds, le niveau thread (par exemple POSIX ou
OpenMP) est specialie pour gerer plus e cacement les dierents ¢ urs d'un méme n ud et
CUDA (ou OpenCL) est utilise pour exploiter les GPU.

Sur la base de ces mocatles, demander aux ceveloppeurs de la performance sur une ma-
chine heerogene recessite alors beaucoup de temps et d'expertise, notamment pour la gestion
des transferts de donrees et la epartitionequilibee des calculs. De plus,a chaqueevolution
architecturale, une grande partie du travail d'optimisation esta recommencer.

La programmation a base de tAches, a l'aide de supports d'execution (en anglaistask-
based runtime syster), permet de limiter la cependance du codea l'architecture sous-jacente.
Le code est cecrit par des taches, sans lien direce priori avec le maeriel. Le support
d'execution se charge ensuite d'executer ces taches sur les ressources disponibles, tout en as-
surant la coterence des donrees, c'esta-dire I'assurance d'utiliser une copie d'une donree pour
laquelle toutes les modi cations anerieures sur d'autres copies de cette méme donree ontet
appligees. Pour étre e caces, ils mettent en place des politiques d'ordonnancement avanees
(statigues ou dynamiques). Certains d'entre eux peuvent aussi se charger des transferts de
donrees distantes de facon transparente, comme nous le verronsa la section 5.2.

Un programme peut ainsi étre mockli® par un graphe dont les n uds repesentent les
tAches eementaires et les arétes dcecrivent les dependances entre ces tache&crire un code
performant revient alorsa construire un graphe de taches exprimant beaucoup de paralelisme,
c'esta-dire dont les ependances entre les tAches sont limiees. Optimiser ce code pour une
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architecture donree consiste s lors principalementa eecrire les tAches ebmentaires selon
les speci cies du maeriel (si besoin) eta choisir une politique d'ordonnancement permet-
tant une adequation entre I'application et I'architecture. Les supports d'execution fournissent
souvent des algorithmes d'ordonnancement pec nis qu'il sut gereralement de paranetrer
convenablement. Cependant, il se peut qu'en passant d'une architecturea une autre, le pa-
ralelisme fourni par le graphe de tAches ne convienne plus. Dans ce cas, il est recessaire d'en
a ner son expression.

L'objectif de cette deuxeme partie consiste alorsa mettre au point une approche par
taches du code de propagation des ondes elastiques de Total, puis a utiliser un support
d'execution, en l'occurrence PaRSEC (voir section 5.3). Le plan se decompose en quatre
chapitres.

Le chapitre 4 cecrit I'algorithme de propagation des ondes du code DIVA de Total. La
section 4.1 donne le pseudo-code paralkle par passage de messages de I'impementation initiale
avec MPI. Uneetude de performance est pesente 4.2 pour illustrer la probematique de ce
mockle base sur une cecomposition de domaines. Le chapitre 5 fait une pesentation gererale
du paradigme de paralelisme par taches et des supports d'execution servanta ordonnancer
ces taches. En particulier, la section 5.1 cetaille comment porter un exemple simple en taches
sur deux mockles dierents. La section 5.2 dresse unetat de I'art des supports d'execution
pour la programmation en taches et la section 5.3 esume les speci cies de celui que nous
avons utilie : PaRSEC.

Le chapitre 6 est consacea la description du portage du code DIVA en taches. La sec-
tion 6.1 reprend ainsi les dierentesetapes decrites au chapitre peedent pour le code DIVA.
Puis, la section 6.2 expligue comment exploiter e cacement les architecturesa memoire par-
tagee avec une illustration des points cks sur un processeur. Le chapitre 7 pesente letude
experimentale comparative entre l'impementation initiale en MPI et le code pore en taches.
Le cas test est dcecrita la section 7.1 et les esultats sont ceveloppesa la section 7.2, notam-
ment pour des machines ccNUMA et Intel Xeon Phi.

Dans le cadre de I'action strakgique DIP, ce travail aet ealig au sein d'une collaboration
avec George BOSILCA de I'ICL (Innovative Computing Laboratory, University of Tennessee,
USA), ceveloppeur en chef de RRRSEC, sous la coordination dEmmanuel AGULLO charge
de recherches Inria dans lequipeHiepacs George a pas® plusieurs mois en France, ce qui a
facilie lesechanges directs et intensifs sur le projet.

Commercons par rappeler quelques c nitions fondamentales du calcul paralele auxquelles
nous allons nous eérer dans ce manuscrit.

E cacie

L'e cacie d'un code paralkle traduit I'utilisation adequate des ressources disponibles.
C'est une valeur comprise entre zro et un. Plus cette valeur est proche de 1, plus le code
utilise les capacies maximales de la machine. Soip le nombre de ressources paralkles et
T le temps. Ts repesente le temps de ekrence pour une execution sur une seule unie de
calcul, appek temps squentiel, et T, le temps d'execution sur p unies de calcul, appee temps
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paralkele. L'e cacie est alors c nie par la formule :

— TS
E(p) = o, (3.129)

Speedup

Pour mesurer le gaineventuel de la modi cation d'un code, le rapport du temps d'execution
obtenu avec le code initial, not Tinisiar , SUr le temps d'execution obtenu avec le code nal,
noe Tiinal , €St appek speedup C'est une valeur positive. Lorsque cette valeur est plus grande
gque un, le code nal est plus rapide que le code initial. En programmation paralkle, il existe
aussi un indicateur speedupobtenu cette fois par le rapport du temps ®quentiel sur le temps
paralele (Ts=Tp). C'est la premere ck nition qui est utiliee dans cette these. Ainsi, la formule
du speedupS utilise est :

S = Tinitial (3.130)
Tinal

Passagea kchelle

Cerive de l'anglais scalability, le passage a lechelle correspond a I'acequation entre le
temps d'execution d'une experience et le nombre de ressources paraleles utiliees. Il est
d'usage de dierencier deux & nitions :

{ scalabilie forte : les experiences concernent toujours le méme cas test @ taille »xe).
Dans ce cas, le temps d'execution iceal diminue autant que le nombre de ressources
augmente, par exemple pour deux fois plus de ressources, le temps d'execution iceal est
divie par deux.

{ scalabilie faible : la taille des cas tests varie avec le nhombre de ressources, an de
garder une charge de travail constante pour chaque ressource quel que soit le cas test.
Cette fois, le temps d'execution ickal reste le méme, par exemple pour deux fois plus
de ressources et un cas test deux fois plus gros.

Granularie

Diminuer la taille des tachesekmentaires d'un programme permet d'exhiber potentielle-
ment davantage de paralklisme, mais en contrepartie, leur surcodt de traitement peut aug-
menter. La granularie repesente le rapport entre la taille des taches et leur surcodt de traite-
ment. Ainsi, optimiser la granularie consistea determiner un compromis entre un cecoupage
en beaucoup de petite taches (grain plus n) et la gestion de leur surcott de traitement en
limitant le nombre et donc la taille des taches (grain plus grossier).

La Fig. 3.34 illustre ce compromis. Chacun des quatre sclemas repesente la méme quantie
de calculs : la surface pointilee blanche, qui est cecoupee en 1, 4, 16 et 64 taches de gauche
a droite. Le surcolt de traitement est repesent en noir. Schematiquement, il cepend de la
taille des taches tout en conservant une largeur xe. Sur le sctema de gauche, il n'y a pas de
paralklisme, le temps d'execution corresponda la surface du sctema, c'est le temps fquentiel.
Sur les autres schemas, le paralklisme est de plus en plus important, jusqua obtenir touta
droite, des taches si petites que leur surcott de traitement est largement sugerieura leur
quantie de calculs.

160



Introductiona la partie I

Pour un grand nombre de ressources paraleles, il peut étre ineressant de tendre vers un
grain tes n et d'attribuer chaque petite tachea une ressource. Cependant, I'e cacie peut
ne pas étre bonne si I'essentiel du temps d'execution est dede au surcolt de traitement (cela
se \eri e en comparant la surface totale des schemas). Le passagea lechelle peut ne pas &tre
assue non plus, puisque le temps d'execution peut augmenter plus vite que le nombre de
ressources (cela se \eri e en comparant la surface d'une tache sur chaque sctema).

Figure 3.34 { lllustration des e ets potentiels de la granularie

Equilibrage de charge

L'execution d'un code paralele se decompose en calculs et en communications ou syn-
chronisations. Lorsque les calculs ne prennent pas le méme temps sur chaqgue ressource, les
ressources les moins chargees peuvent étre amereesa attendre les plus chargees pour pouvoir
poursuivre I'execution du code. Lequilibrage de charge, en l'anglaisload balancing mesure
cette epartition des calculs, ce qui a pour objectif de limiter ces temps d'attentes. La Fig. 3.35
illustre lequilibrage de charge possible sur deux ressources paralkles, pour autant que la gra-
nularie soit su samment ne. Les blocs contiennent les taches et leur surcoat de traitement.

Figure 3.35{ lllustration de lequilibrage de charge sur deux CPUs, grain n et grain grossier
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Chapitre 4

Etude du code DIVA initial pour la
propagation des ondes

Ce chapitre cecrit I'algorithme de propagation des ondes utilie dans le code DIVA. Les
equations physiques ontet disceti®es en un syseme matriciel et nous commercons par
pesenter |'algorithme squentiel correspondant. Nous cetaillons ensuite la paralelisation qui
repose sur une cecomposition du domaine detude et l'utilisation du paradigme de paralklisme
par passage de messages. Pour nir, nousetudions les proprees du code paralele en illustrant
son comportement sur une machine cibee. Ceci va nous permettre d'identi er le probeme
majeur de l'impkmentation initiale et notre objectif sera de le corriger.

4.1 Impémentation par passage de message

4.1.1 Pseudo-code ®quentiela partir de la discetisation de la partie |

Dans la premere partie de cette tlrese, nous avons expliqie comment le syseme de

lelastodynamique est discetie (voir section 1.3). Nous utilisons une nethode deéments

nis DG en espace et un sctema Leap-Frog en temps. Ce choix favorise le paralelisme en
cecoupant le travail maille par maille. Les matrices de masseM- et B, ont alors une struc-
ture diagonale par blocs et les matrices de rigidieR-, ont un stencil xe (seulement les donrees
des mailles directement voisines par les faces sont recessaires). En contrepartie, le nombre de
deges de libere total est pluselewe que dans les nmethodes deements nis continus. Nous
pouvons toutefois remarquer que de nouvelles nmethodes DG dites hybrides (voir [CGLO09] pour
I'article de etrence et [BGCDL14] pour une applicationa lelastodynamique) commencenta
emerger et nous pouvons observer qu'elles conservent les mémes avantages que les methodes
DG tout en utilisant un nombre de deges de libere raisonnable et comparablea celui requis
par les nmethodes continues.

Le maillage est non structue, compos deNy, mailles K. Les inconnues vecteur vitesse
et tenseur des contraintes_ sont approctees par des vecteurs, noes/p et 1, respectivement.
L'intervalle de temps [0; T] est divie en Ny pas de temps t. En notant v{} I'approximation vy,

au temps discrett = n tet |7 celle de , au temps discret intermediaire t = (n+ 1) t,
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le syseme discret skcrit :

vty - vt 4oyn
Em, i Vn —L+R [T, R =0 (4.1a)
E n+3=2 n+1=2
T M o+ Ryt =0 (4.1b)

t

Les matrices de massé, et B, sont diagonales par blocs, chacune de taille proportionnelle
au nombre de deges de libere de chaque maille, variant entre 4 et 20 (voir Tab. 1.2). Il
est donc possible de les inverser pour un codt tes faible et le syseme se eecrit de facon
quasi-explicite :

8
n+1 — 1 1 1 1 1 1 1 1 n+1=2
2V, = =M, + 3By =My 3By Vi =My + 5By R
S (4.2)
: +3=2 +1=2
h = tM 1Ryvp*t

Pour simpli er la pesentation de la nethode, nous allons consicerer des conditions aux
limites triviales B, = 0, ce qui correspond physiquementa une condition de surface libre. Ce
ne sont pas les conditions aux limites correspondanta I'utilisation habituelle du code DIVA
car nous avons cecice de nous concentrer dans un premier temps sur le c ur des calculs.
Le probeme des conditions aux limites est un sujet important qu'il est pegrable de traiter
dans un second temps. En e et, I'utilisation de conditions aux limites ajoute de la complexit
dans l'algorithme et, selon le choix de ces conditions, le comportement du code peut etre tes
dierent. Cependant, ce point fait partie de nos perspectives de travaila court terme.

Le syseme que nous consicerons est alors le suivant :

8 -
T (439
E+3 =2 _ E+1 =2 tM leVR+1 (4.3b)

Le pseudo-code fquentiel assoce a la esolution de ce syseme correspond a l'algo-
rithme 4.1. Lesequations (4.3a) et (4.3b) sont repesentes par des fonctions de misea jour
des variables, lignes 4 et 7 respectivement. La discetisation se traduit par la pesence d'une
boucle en temps, ligne 2, et d'une boucle en espace pour chaqueequation, lignes 3 et 6. Les
calculs sont e ectwes maille par maille par les fonctions de misea jour qui recessitent les deux
variables vy, et  au pas de temps courant pour l'une et au demi-pas de temps peedent
pour l'autre. De plus, les matrices de rigidie R, font intervenir les valeurs locales mais aussi
directement voisines de la variable prise au demi-pas de temps peedent. Pour une maill& ,
cet ensemble de valeurs sitlees sur les deges de libere des faces des voisins est nok par la
suite K (par analogie avec I'adrerence, voir Fig. 4.1). Ainsi, les deux misesa jour des variables
ne peuvent étre faites dans une seule boucle en espace.

4.1.2 Pseudo-code paralele par passage de messages

Le paralelisme repose sur la cecomposition du domaine spatial en sous-domaines, sans
recouvrement. La Fig. 4.2 illustre un exemple de decoupage sur un maillage 2D. Les pointiles
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Figure 4.1 { EnsembleK des deges de libere qui interviennent dans la matrice de rigidie
localea la maille K sur un exemple 2D ai 'ordre de discetisation des mailles voisines n'est
pas homogene.

Algorithme 4.1 : Pseudo-code quentiel de DIVA (discetisation DG + Leap-Frog)
Data : Np; ;N

Result :vh,

[vi; 3 Initialization( Np; );

for n=1:N; do

N

3 for K =1::Np do
4 ‘ vﬂ:l UpdateVeIocity(vﬂK; 2;1:2; O;

end

for K =1::N do

n*3=2 UpdateStress( vt )

7 hg p hk ’ hKi ’ t)s
8 end
9 end

repesentent les donrees recessaires aux calculs sur un sous-domaine voisin, correspondant
aux deges de libere des faces au contact des interfaces. Cette cecomposition constitue la
premere etape de la paralklisation, ligne 1 de l'algorithme 4.2 du pseudo-code paralele de
DIVA (les dierences par rapport au pseudo-code quentiel, algorithme 4.1, sont noees en
bleu). L'impementation initiale du code cee autant de sous-domaines que de ressources pa-
raleles disponibles Np. Une fois cette cecomposition e ectiee (et les donrees eparties sur les
processus correspondants), chaque processus initialise ses variables localgset 1, ligne 2,
sur lesNy, . mailles locales constituant son sous-domaine. La boucle en temps, ligne 3 reste
inchangee tandis que les boucles en espace, lignes 5 et 9, ne s'appliquent maintenant qu'aux
mailles locales au sous-domaine. Le changement le plus important concerne les mailles sitiees
aux bords d'un sous-domaine. Les deges de libere des faces des voisins ne sont plus directe-
ment accessibles puisque les mailles voisines sont sur un autre sous-domaine, donc inconnues
localement. C'est ici qu'interviennent les phases de communications, lignes 4 et 8. Les donrees
sitltees localement aux interfaces sont envoyees et les donrees sitlees sur les faces voisines aux
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interfaces sont recues, permettant les calculs suK (voir Fig. 4.1). Pour nir, les fonctions de
misea jour, lignes 6 et 10, sont identiques au code ®quentiel, excepe qu'elles correspondent
a des calculs locaux avec des donrees d'entee et de sortie appartenant au sous-domaine local.

Figure 4.2 { Exemple de decoupage d'un maillage 2D en trois sous-domaines (vert, bleu et
rouge), les pointiles correspondent aux donreesaechanger

Algorithme 4.2 : Pseudo-code paralkle de DIVA par passage de messages
Data : Np;Np; Ny
Result :vh, n

1 Np,.  DomainDecomposition(Np);

2 [vi; 2P Initialization( Np ; 1);

3 for n=1::N{ do

+1=2 I +1=2
i\ Communication( o~ );
K

4 he )
5 for K =1::Ny,  do /{ nunerotation interne au sous-domaine
n+1 ; .o n+l=2, .
6 ‘ Vi UpdateVelocity(vy, ; he t);
7 end
n+l ; ; n+ly.
8 Vi Communication(vy ~);

for K =1:Np, do /{ nunerotation interne au sous-domaine

n+3=2 nN+1=2, n+l1. .
10 ‘ he UpdateStress( , = vp'; 1);
11 end
12 end

Cet algorithme par passage de messages est compos de phases de calculs et de commu-
nications entrela@es, sans barreres de synchronisation globale. Nous appellerons ce schema
\ compute and exchangé Dans notre cas, les communications ne concernent qu'un volume tes
faible de donrees,a savoir les deges de libere des faces aux interfaces. L'essentiel du temps
d'execution correspond donca du temps de calcul e ectif. Cet algorithme est impemene en
MPI dans le code DIVA initial.
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4.2. Etude de performance

4.2 Etude de performance

S'il n'y a pas de synchronisation globale, chaque processus doit malge toutechanger avec
ses voisins avant de pouvoir entamer une nouvelle phase de calcul. Lequilibrage de charge
est donc primordial poureviter qu'un processus peu charge attende un processus plus charg.
La decomposition de domaineetant ealise en amont de la phase de calculs, elle se base sur
une estimation a priori des temps de calculs. Pour assurer unequilibrage de charge coterent,
letape de decoupage du domaine prend en compte le nombre de deges de libere de chaque
malille. Il faut egalement prendre en compte le nombre de deges de libere des faces des
mailles voisines, ce qui permet au moins de calculer le nombre exact des operations interve-
nant dans les fonctions de misea jour. Cependant, en fonction des capacies des ressources
maerielles (dege d'ILP, taille des caches, ...), le nombre exact d'operations ne donne pas le
temps de calculs exact. Nous retrouvons ici le probeme de I'reerogereie. Dans la pratique,
nous nous servons de formules approximatives pour prendre en compte l'architecture sous-
jacente. Obtenir unequilibrage de charge parfait est donc celicat. Un travail d'optimisation
est toujours possiblea posteriori pour aneliorer I'e cacie du code mais de facon cependante
a l'architecture, donc non portable. C'est ainsi la limite de ce mocdele de programmation pour
le code DIVA.

La Fig. 4.3 pesente une trace d'execution de 10 ierations du code DIVA en MPI sur
32 curs. Les traces repesentent les temps d'activie et d'inactivie de chaqgue ressource au
cours de l'execution, disposes en ligne. Les noyaux de calcul de la vitesse et du tenseur des
contraintes sont repesenes en orange et rouge respectivement. Le gris clair met enevidence
les temps d'attente dus aux communications par MPIl. Cet exemple montre que, méme si
la plupart du temps est pas® a e ectuer des calculs, il subsiste un eger ceequilibrage de
charge (certains c urs en attendent d'autres), cela se \eri e en comparant la taille des blocs
de couleurs correspondants aux misesa jour des variables. Comme le code DIVA est epetitif
et que les sous-domaines restent xes, ce prenonene se reproduita chaque ieration. Au
nal, beaucoup de zones grises apparaissent, traduisant une sous-utilisation potentielle des
ressources.

Figure 4.3 {Trace d'une execution du code DIVA sur 32 c urs (un par ligne) et 10 ierations.
Les calculs sont en orange (vitesse) et rouge (contraintes) et les temps d'attente en gris clair

Nous pesentons maintenant uneetude de performance du code DIVA. Le cas test consicee
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Chapitre 4.  Etude du code DIVA initial pour la propagation des ondes

ici est un cube 3D tekerogene, c'esta-dire contenant dierents milieux physiques, dont les
speci cies sont cetaileesa la section 7.1. Nous consicerons deux tailles de maillages constities

de 200000 et 800000 etraedres, gerees avec Tetgen. Le nombre de deges de libere de
chaque maille cepend de ses caraceristiques physiques locales. La machine utilise est ho-
mogene, constittee de 8 processeurs Intel Xeon E7-8837, compo% chacun de 8 CPUs cadenes
a 2:67 GHz. Chaque c ur CPU possde 64 KB et 256 KB de cache L1 et L2 respectivement,
et chaque processeur dispose de 24 MB de cache L3.

La Fig. 4.4 pesente I'e cacite paralele du code DIVA bas sur MPI. La gure de gauche
correspond a une discetisation homogne, c'esta-dire avec le méme nombre de deges de
libere dans chaque maille. Dans cette con guration, I'e cacie reste bonne pour les deux
tailles de maillages et ne decrot que tes egrement. La gure de droite corresponda une
discetisation reerogene, ce qui signi e que le nombre de deges de libere dans chaque maille
est dierent. C'est la con guration classique. Dans ce cas, I'e cacie decrot au fur eta mesure
que le nombre de processeurs augmente, et ce quelle que soit la taille du maillage utilie. En
e et, la connaissance du nombre exact d'operations ne sut gereralement pas pour ceduire
par des formules le poids exact des calculs de chaque sous-domaine lorsque les donrees ne
sont pas homogenes.

(a) maillage homogene (b) maillage reerogene
Figure 4.4 { Etude de I'e cacit paralele du code DIVA
Dans la suite de ce manuscrit, nousetudions la possibilie de epondrea ce probeme de

teequilibrage de charge daa I'teerogereie et donc de perte d'e cacie en changeant de
paradigme de paralklisme pour la programmation par tAches.
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Chapitre 5

Programmation en taches et
support d'execution

Ce chapitre se veut etre une introduction gererale sur le paradigme de paralelisme par
taches et les supports d'execution servanta ordonnancer ces taches. Nous pesentons d'abord
la notion de graphe de tAches et les dierents moctles de programmationa base de tachesa
partir d'un algorithme simple. Nous dressons ensuite unetat de I'art des supports d'execution
pour la programmation en taches ainsi que deux classi cations, par moctles et par architec-
tures. Nous terminons par une pesentation du support d'execution PaRSEC, celui sur lequel
nous allons porter DIVA.

5.1 Paradigme de paralélisme par taches

La programmationa base de taches consistea decouper le travail en morceaux { appeks
les tAches { eta decrire le ot des donrees entre ces morceaux (en anglaiglata ow 1). Les
ependances entre ces taches sont e nies par les conditions de Bernstein [Ber66]. Soient
deux tAchesT; et T,. Soient (11;01) et (l2;02) leurs couples de variables d'entee et de
sortie, respectivement. Il existe alors trois types de cependance :

{ si O1\ I, 6 ;, c'est une cependance de donree,

{ si O2\ |1 6 ;, c'est une anti-cependance (de donree),

{ si O1\ O, 6 ;, c'est une cecpendance de sortie.

Les tAches sont incependantes et peuvent étre execuees en paralele si et seulement si ces
trois ensembles sont vides. Paralkliser un code revient donca determiner les cependances
entre les tachesekementaires qui le composent.

Dans la suite du manuscrit, les tAches font eErence a des fonctionsa excuter au sein
d'un unique programme. Pour autant, le paradigme de paralelisme par taches ne se limite
pasa ce niveau. |l est touta fait possible de gerer I'execution de plusieurs programmes, dont
les taches sont les programmes eux-mémes. Par exemple la gestion de programmes sur une
grille informatique (i.e. un ensemble de machines localiees, autonomes et tes reerogenes)
est appeke work ow et l'intergiciel DIET [CDO6] est un exemple de mise en uvre de ce

1. Une architecture de processeurs est base sur cette icke de ot des donrees, inventee dans les anrees
1970 par Jack Dennis [Den74]. Cependant, I'apparition du paradigme d'execution dans le cesordre (en anglais
Out of Order execution) est devenu rapidement largement pedominant au cebut des anrees 1990.
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principe, notamment sur la grille Grid5000 [BCC" 06].

Nous allons maintenant construire le graphe de tAches d'un algorithme simple pour intro-
duire les notions et & nir deux moctles de programmation. Dans le chapitre suivant, nous
appliquerons ce processus pour porter le code DIVA.

5.1.1 Du code ®quentiel au graphe de taches

Soit un pseudo-code basique ealisant I'algorithme 5.1, correspondanta I'execution de
quatres fonctions. L'ordre d'appel des fonctionsfun 2 est ici arbitraire. En consicerant chaque
fonction comme une tache, il est possible de repesenter la ealisation du programme sous
forme d'un graphe. Les tAches forment alors les n uds et les cependances, c'esta-dire les ux
de donrees, sont decrites par les arétes (voir Fig. 5.1). Ces arétes sont orienees et le graphe
est acyclique, c'est ce que I'on appelle un DAG Directed Acyclic Graph). Le programme,
ainsi repesent dans un DAG, exhibe plus directement le paralelisme entre les taches (ici
sur fun 2).

Algorithme 5.1 : Pseudo-code basique en squentiel

Result : C
1 A fun 1();
2 B fun2(A);
3 C fun2(A);

4 C fun3(B;C);

Figure 5.1 { DAG du pseudo-code basique

5.1.2 Dierents mocles de programmationa base de taches

Il existe plusieurs mockles de programmationa base de taches. lls sont similaires dans la
mesure al ils cecrivent le méme DAG. lls se distinguent dans la manere dont ils decrivent
ce DAG. Nous pesentons ici deux moctles bien que d'autres classi cation pourraient étre
envisagges.

Le premier mockle de programmationa base de taches est lenockle equentiel, c'est celui
qui se rapproche le plus de l'algorithme squentiel 5.1. Les dependances sont cetermirees par
rapporta l'ordre d'insertion des taches. C'est I'exemple de l'algorithme 5.2, ai les tAches sont
ek nies par la primitive InsertTask qui consistea ingrer une tache dans le DAG. La tache
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fun 1 est ineeea la ligne 1. Cette insertion est une instruction non bloquante demandant au
moteur d'execution de traiter la thche de manere asynchrone. Elle travaille avec la donree A
enecriture. Puis, la tache fun 2 est in®eeea la ligne 2. Elle travaille avec les donreesA en
lecture et B enecriture. A partir de &, une cependance de donree sur A est identiee entre
les tachesfun 1 et fun 2. Ainsi, le moteur d'execution ne traitera la tache fun 2 qu'une fois
la tache fun 1 termiree. Puis, ligne 3, la seconde tachdun 2 est ineee. Elle travaille avec
les donreesA en lecture et C enecriture. De méme, une dependance de donree suA est
identiee entre les taches fun 1 et fun 2. Les tachesfun 2 travaillent toutes les deux sur la
donree A mais en lecture, il n'y a donc pas de cependance de sortie sur la donreA entre ces
tAches. En n, la tache fun 3 est in®eeea la ligne 4, elle travaille sur les donreesB en lecture
et C en lecturekcriture. 1l y a une cependance de donree sur B entre la premere tAche fun 2
et la tache fun 3 et une ependance de donree sulC entre la seconde tachdun 2 et la tAche
fun 3.

Algorithme 5.2 : Pseudo-code basique en taches, moctle squentiel
Result : C

insertT ask (fun 1; A[Write ]);

insertT ask (fun 2; A[Read]|; B[WTite ]);

insertT ask (fun 2; A[Read]; C[Write ]);

insertT ask (fun 3; B[Read]; C[ReadWrite]);

A W N P

Le second moctle de programmationa base de tAches est lmocele paranete . Il consistea
ckecrire explicitement les taches identiees de I'algorithme 5.1 (fun 1, fun 2 et fun 3),eventuel-
lementa 'aide de paranetres, ainsi que leurs cependances et les donrees sur lesquelles portent
ces tependances. Ici, nous allons utiliser un paranetren pour dierencier les appelsa fun 2.

{ La tache fun 1 est cecrite aux lignes 1 4. Dans le cktail, la ligne 1 de nit un nom

arbitraire, ici Task_fun 1. Les lignes 2 et 3 sgeci ent que la tAche travaille sur une donree
A enecriture avec une tependance sur les tAched ask fun 2(1) et Task fun 2(2). Le
sens de la eche indique que la donreeA est un argument de sortie deT ask_fun 1 et
un argument d'entee de Task fun 2(?). La ligne 4 indique que la liste des donrees est
ermiree et que la suite concerne le codea excuter pour ealiser cette tache. La ligne
5 est ainsi simplement un appela la fonctionfun 1.

{ Les deux tachesfun 2 sont decrites dans une seule tache aux lignes 7 13. Le nom
arbitraire de cette tahche est Task fun 2, ligne 7, qui cepend d'un paramnetre n. Nous
nous servons de ce paranetre pour dierencier les deux tachegun 2, qui vaut alors un
ou deux, comme l'indique la ligne 8. Cette tAche travaille sur deux donreeA en lecture
et X enecriture. La ligne 9 pecise la cependance deA qui est un argument d'entee et
qui provient de la ealisation de la tache Task_fun 1 (par le sens de la eche). La donree
X, qui est un argument de sortie, a un nom arbitraire, elle a une double dpendance
de donree avec la tacheTask fun 3 pour laquelle elle est un argument d'entee. La
distinction se fait par le test de condition sur le paranetre n. Le nom de cette donree
pour la tache Task fun 3 est alorsB ou C, lignes 10 et 11. La ligne 12 indique la n de
la liste des donrees et la ligne 13 est I'appel gereriquea la fonctionfun 2.

{ La tache fun 3 est dcecrite aux lignes 15 19. Elle s'appelleTask_fun 3, ligne 15. Elle
epend de deux donreesB en lecture etC en lecture/ecriture. Ces sont des arguments
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d'entee provenant des ealisations de la thche paranetee Task_fun 2 (e nissant deux
tependances de donrees), lignes 16 et 17. La ligne 18 indique la n de la liste des
donrees et la ligne 19 est l'appela la fonctionfun 3.

{ Le DAG est nalement ceea la ligne 21.

A ce stade, chaque type de tache est ct ni et,a partir d'une instance de taches, il est possible

de ceterminer ses successeurs et ses pedecesseurs. Une fois la description de toute les taches
e ectiee, la primitive dag.enqueuecommence la traveree du DAG. A noter que, malge
I'absence d'ordre ®quentiel, le moteur d'execution peut construire un ordre topologique. En
particulier, il cetecte que fun 1 n'a pas de pedcesseur et commence donc par executer la
tache correspondante.

Algorithme 5.3 : Pseudo-code basique en taches, moctle paranete
Result : C
Task_funl()
WRITE A ! A Task_fun2(1)

I A Task_fun2(2)

1
2

3

4 BODY

5 A=fun1()
6

7 Task_fun2(n)

8 n=1..2

9 READ A A Task_funl()

10 WRITE X ! (n==1)7? B Task _fun3()
11 I' (n==2)? C Task _fun3()

12 BODY
13 X=fun 2(A)

15 Task_fun3()

16 READ B B Task_fun2(1)
17 RWC C Task_fun2(2)
18 BODY

19 C=fun 3(B,C)

21 dag.enqueue(Task?);

Le moctle quentiel permet une productivieelevee puisqu'il est proche de l'algorithme
d'origine, tandis que le moctle paranete requiert d'exprimer plus explicitement les cepen-
dances. Ce point est relativement complexe, comme le montre l'algorithme 5.3 par rapport
a l'algorithme 5.2, qui decrivent pourtant tous deux le méme DAG (celui de la Fig. 5.1). Le
mockle paranete o re cependant plus de exibiliea I'edxecution pour explorer le DAG du
fait qu'il est enterement connua l'avance.

Un autre mockle de programmation a base de taches est tes epandu mais ne repose
pas sor la notion de graphe, c'est lemockle de boucles Lorsque le travail a paralkliser se
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taches

trouvea l'inerieur d'une boucle, ce mocle de programmation plus simple,egalementa base
de taAches, consiste en un decoupage statique ou dynamique de la boucle a executer. Selon
les supports d'execution, les dependances de donrees peuvent ne pas etre obligatoirementa
syeci er et la coterence des donrees n'est alors pas toujours assuee. Le programmeur doit
alors veillera ce que l'algorithme reste juste en cktaillant quelles donrees sonta partager et
quelles donrees sont locales aux taches (donrees dites prives). C'est le cas d'OpenMP par
exemple. A noter qgue OpenMP 4.0 supporte egalement la notion de tache et propose une
interface de programmation relativement similaire au mocele quentiel discue ci-dessus.

Malge sa complexie, nous avons choisi de porter le code DIVA en taches sur le moctle
paranete a n de pouvoir exploiter au mieux les proprees du DAG. Il s'agit,a notre connais-
sance, du premier portage d'un code industriel sur ce moctle et en particulier sur le moteur
d'execution P aRSEC.

5.2 Etat de l'art des supports d'execution pour la program-
mationa base de tAches

Le terme support d'execution (en anglais runtime) designe simplement un outil dont les
programmes se servent pour &tre execues. Il en existea plusieurs niveaux. Les sysemes d'ex-
ploitations multiprocesseurs, ou les langages de programmation interpets sont par exemple
suppores par un moteur d'execution. Les impementations de la norme MPI peuventegalement
ck nir un support d'execution. Nous pouvonsegalement citer les langages PGAS (Partitio-
ned Global Address Spadequi sont specialies dans I'execution de paralelisme de boucles
sur des processeursa rmemoire distribtee mais qui ne se basent pas sur la notion de taches.
En principe, I'execution d'un programme a base de tAches a vocationa étre supporee par
un moteur d'execution et dans ce qui suit, nous nous focalisons sur les supports d'execution
pour cette programmation en taches.

Le role des supports d'execution pour la programmation en taches est d'orchestrer la
ealisation des taches en respectant leurs cependances. lls se chargent de la epartition des
taches sur les ressources maerielles disponibles (potentiellement reerogenes) tout en assurant
la coterence des donrees. Certains d'entre eux prennent en charge les transferts de donrees
distantes, par exemple entre des CPUs ne partageant pas un espace de rmemoire locale ou
entre CPU et GPU, automatiquement ou par le biais de taches explicites.

Pour &tre e caces, ils se servent de politiques d'ordonnancement (statiques ou dyna-
miques), ce qui ne signi e pas que les choix soient optimaux. En e et, trouver le meilleur
ordonnancement pour un graphe de taches quelconque est un probeme d'optimisation NP-
complet au sens fort.

5.2.1 Petit historique des supports d'execution

Des l'apparition des preméeres machines paralkles, dans les anrees 1980, des supports
d'execution emergent pour arreliorer lequilibrage de charge, voir par exemple le livre de
Sarkar [Sar89], base sur des graphes de tache statiques. La subdivision et le choix de epartition

2. Un probeme est dit NP-complet si sa esolution recessite un temps d'execution super-polynomial en
fonction de la taille des donrees. Le sens fort indique que ce temps ne change pas en modi ant l'algorithme
(base,...).
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du travail se font avant I'execution du code, en fonction du nombre de ressourcesA cette
epoque, l'architecture des processeursetait encore quentielle (mono-c ur) et les machines
paralelesetaient gereralementa memoire partagee.

La notion de vol de taches (en anglaiswork-stealing) appara’t ensuite, ce qui rend les
ordonnanceurs dynamiques. Concetement, les taches peuvent maintenant étre ordonnanees
a I'execution, des qu'une ressource est disponible. Le meilleur exemple historique est ce-
lui de Cilk [BJK *96], apparu ces 1994 et toujours ceveloppe actuellement sous le nom de
Cilk++ [LeilQ]. Il est base sur la gestion du mocktle £quentiel et les tAches sont decrites avec
le mot ck spawn Les supports d'execution bases sur le mocele paranete deviennent eux
aussi dynamiques avec, notamment, |'apparition d'un formalisme de paranetrisation PTG
(Parametrized Task Graph), voir [CJ99] et ecemment [DBB * 14], qui permet de cecrire de
facon plus compact le DAG.

Le cas d'OpenMP [DM98] est particulier. Comme nous l'avons dit plus haut, c'est un des
supports d'execution de taches specialies dans le mockle de boucles. Il repose enterement sur
des directives de compilation. Apparu en 1997, il ajoute le mot-clef de tachetdsk ) en 2008
dans sa version 3 mais sans notion de cependances de donrees. Plus ecemment, la version
4 tend vers un mockle equentiel en ajoutant la possibilie de decrire des dependances de
donrees. Il est sirement le support d'execution de tAches le plus epandu aujourd'hui.

Avec l'architecture de processeurs multi-c urs du cebut des anrees 2000, plusieurs res-
sources se retrouvent au sein d'un seul processeur, ce qui permet d'exprimer plus de pa-
ralelisme au niveau local. Citons par exemple, Intel TBB (Threading Building Blocks) [Rei07],
qui aek ceveloppe tes 2006 par le constructeur Intel specialement pour ses processeurs multi-

c urs, et SMPSs [PBLO7] en 2007 qui a maintenantevolie vers OMPSs (voir plus bas).

La gestion de ressources distantes, en memoire distribiee, se fait alors gereralement par le
programmeur. C'est le paradigme de paralklisme par passage de message qui est le plus utilis,
notamment par la norme MPI. Il existe tout de méme des supports d'execution qui prennent
en charge ces transferts de nemoires distants, comme par exemple KAAPI en 2006 [GBP07]
(son ceveloppement n'est plus poursuivi actuellement, au kere ce de X-KAAPI, voir plus
bas).

Plus ecemment,a la n des anrees 2000, la evolution des acekrateurs entrame l'ap-
parition de supports d'execution cedes, avec la gestion des transferts nemoire CPU-GPU,
comme StarPU [ATNW11, Augll], PaRSEC [BBD™* 13] (anciennement DAGUE [BBD* 12]),
X-KAAPI [GLFR13] et STARSs (devenu OMPSs [DPA * 08] par fusion avec SMPSs, Clus-
terSs, CellSs,. . .), venus de dierents horizons. Ces supports d'execution adressent aujourd'hui
toutes les architectures, c'esta-dire nemoire partagee, memoire distriblee et acekrateurs.

Pour revenira l'adressage des acekrateurs, des supports d'execution bass sur le pa-
ralelisme de boucles existent aussi dans ce domaine. Citons OpenACC [Opell], qui provient
d'une demande industrielle, et, plus ecemment, OpenMP version 4.0, qui ajoute egalement
cette possibilie. En ce qui concerne les co-processeurs Intel Xeon Phi sortis en 2012, comme
leur architecture est base sur des CPUs classiquesa memoire partagee, reposant sur le méme
jeu d'instructions x86, la plupart des supports d'execution permettent leur gestion.

Pour nir ce tour dhorizon, il existe des supports d'execution qui adressent les architec-
turesa nmemoires partagee et distribiee (sans rappeler les peedents qui gerent en plus les

174



5.2. Etat de l'art des supports d'execution pour la programmationa base de
taches

acekrateurs), comme CnC [BBC™ 10] (tes ecemment en version 1.0) et Taggre [RHAT13].
Ce dernier est en cours ceveloppementa Total pour traiter un probeme sgeci que de granu-
larie des tAches trop ne en faisant de l'agegation de tAches. Les communications distantes
y sont instancees soit automatiquement (PaRSEC, StarPU, CnC), soit explicitement par des
taches (X-KAAPI, OMPSs, Taggre).

5.2.2 Classi cation et utilisation par la communauée

Les supports d'execution cies plus haut appartiennent donc aux trois catgories : pa-
ralelisme de boucles, moctle paranete et mockle ®quentiel. Le tableau 5.1 esume cette
epartition en pecisant eventuellement une gestion de plusieurs moceles. Nous utilisons
les signes \++" et \+" pour peciser lorsqu'un mocele est mis plus en avant dans les
sfeci cation ou les publications. Le tableau 5.2 decrit les architectures adressees par ces sup-
ports d'execution, en pecisant pour la gestion de la nmemoire distribiee si elle est implicite
via un gestionnaire de nmemoire ou si elle doit étre expliciee par le programmeur.

Il existe d'autres classi cations possibles, comme le fait d'utiliser une APl @Application
Programming Interface) ou de fournir un compilateur source to source ou encore le fait de
cerer les conits et copies de donrees. Ce dernier point est important, lorsqu'il n'est pas pris
en charge c'est au programmeura y veiller, par exemple en pecisant si les donrees sont
partagees ou privees, comme nous l'avons vu pe@demment. Heureusement, cela concerne
principalement les supports d'execution pour le moctle de boucles, gereralement pour des
architecturesa nemoire partage.

runtime mockle de boucles mockle paranete mockle equentiel
Cilk ++
Cilk++ ++ ++
OpenMP 6 3:1 ++
OpenMP 4.0 ++ +
OpenACC ++ +
Intel TBB + ++
OMPSs + ++
Intel CnC + ++
PaRSEC ++
StarPU ++
Taggre + ++
X-KAAPI + ++

Table 5.1 { Classi cation des supports d'execution en fonction du mocele de programmation
en taches

Les exemples d'utilisation de supports d'execution bases sur des graphes de taches se multi-
plient depuis quelques anrees. La communaut d'algebre lireaire dense est la premerea avoir
intensivement utili ces outils. En e et, les thches concernent alors des blocs d'ogerations
dont la taille et les cependances sont enterement determirees au pealable, ce qui facilite
l'optimisation de leur ordonnancement. Citons par exemple [BLKD08, QOQOC 08] pour les
architectures a nemoire partagee, [BBD * 11a] pour les architectures a memoire distribiee
et [QOIQOvdG09, AAD * 10, AAD* 11b, AAD™" 11a] pour l'adressage des acekrateurs.
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runtime nemoire partagee nemoire distribiee acekrateurs GPU
Cilk X
Cilk++ X
OpenMP 6 3.1 X
OpenMP 4.0 X X
OpenACC X X
Intel TBB X
OMPSs X explicte X
Intel CnC X implicite
PaRSEC X implicite
StarPU X implicite/explicite X
Taggre X explicte
X-KAAPI X explicte X

Table 5.2 { Classi cation des supports d'execution en fonction des architectures supporees

Ces sucas ont conduit au ceveloppement de bibliotreques de solveurs denses comme, par
exemple pour les architecturesa nemoire partagee, PLASMA [KLY * 13], ba sur le support
d'eecution QUARK [YKD11], et FLAME [ZCvdG *09], bas sur SuperMatrix [CQQV07];
pour les architecturesa nmemoire distrib.ee, DPLASMA [BBD * 11b], bas sur PARSEC; et
pour l'adressage des acekrateurs, MAGMA [DDG' 12], etendu pour utiliser les supports
d'execution QUARK et StarPU.

Plus ecemment, c'est l'algebre lireaire creuse qui se voit anelioee par la programmation
a base de taches. Le travail sur lequilibrage de charge y est plus celicat puisque les taches ne
sont plus parfaitement cetermirees au pealable (taille et dependances). Citons par exemple
les nmethodes directes [ABGL13, LFR" 14], les nethodes ieratives (Krylov) [AGG * 12] ou les
\algorithmes rapides"[LSAT13, ABC * 14, Kril4, LY14].

5.3 Le support d'execution P aRSEC

PaRSEC est ceveloppe a I'ICL ( Innovative Computing Laboratory, University of Ten-
nessee, USA par uneequipe superviee par George BOSILCA. C'est un des rares supports
d'eecution instanciant de facon automatique les communications distantes. Il est aussi ca-
pable de grer les con gurations ccNUMA?2 (cache-coherent Non-Uniform Memory Access,
ainsi que les acekrateurs (GPU et Intel Xeon Phi).

La bibliotreque de solveurs denses DPLASMA (version \memoire distribiee" de PLASMA)
est base sur RFARSEC. Il est compos principalement d'un ordonnanceur dynamique et d'un
compilateur source-to-source pour interpeter la parametrisation du graphe de taches. Ceci
est compke par un ensemble d'outils de cebogage et d'analyse de performance, comme un
gestionnaire de traces, pour suivre l'activie pecise de chaque ressource, ou un grerateur
graphique pour visualiser le graphe de tAches.

Le moctle de description des taches dans 8RSEC est pararrete. Nous avons vu plus haut
que le PTG (Parametrized Task Graph) sktait ddmocratise pour leur repesentation. P aRSEC
se sert d'une extension propre, appeee JDF Job Data Flow), comme langage de description

3. Une con guration ccNUMA implique un cott d'aces variablea la memoire partagee (voir section 6.2.3).
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de la paranetrisation. Cela permet de se rapprocher du langage mattematique de l'algo-
rithme, en utilisant une repesentation symbolique, comme nous l'avons vu peedemmenta
I'algorithme 5.3 qui est donc un exemple de JDF.

Les tAches sont donc cecrites par le ux de leurs donrees. |l s'agit de lister les donrees
recessaires au ceclenchement d'une tache, en prenant soin de peciser de quelles autres taches
ces donrees proviennent et vers quelles autres taches elles se dirigent. Lors de I'execution,
PaRSEC ne construit pas lI'ensemble du graphe mais se repesentea chaque instant les taches
en cours ainsi que les tachesa suivre directement, ce qui corresponda une coupe du DAG.

Chaque nud peut contenir un certain nombre de ressources paraleles acedanta une
nmemoire locale (au n ud) partagee. Les transferts de donrees au sein d'un n ud ne recessi-
tent pas de surcoQt de traitement lourd par le runtime, ce qui ne signi e pas que l'acesa ces
donrees n'ait pas de surcolt propre, comme par exemple dans une machine ccNUMA.

Pour gerer cela, PaRSEC permet d'ageger virtuellement des ressources partageant un
méme niveau de nemoire au sein d'une seule entie, unvirtual process Ainsi, l'ordonnan-
cement des tAches dans cette entie est optimise par rapporta la localie des donrees. Par
ailleurs, il est toujours possible de faire du vol de taches entre legirtual processes pour cor-
riger uneventuel cesquilibrage de charge.

Nous avons choisi d'utiliser PARSEC comme support d'execution pour la programmation
du code DIVA en taches parce qu'il permet d'adresser toutes les architectures et qu'il prend en
charge de facon automatique les communications distantes. En e et, nous souhaitons obtenir
une bonne e cacie sur des machines diverses comme ccNUMA ou Intel Xeon Phi. De plus,
nous verrons qu'une grande partie du code peut &tre eutiliee pour passer d'une architec-
turea une autre (le moteur d'e>xecution prenant en charge la gestion des cetails techniques
architecturaux), ce qui permet de se concentrer sur les besoins algorithmiques dans le but de
maintenir une performanceelewe. Par contre PARSEC ne permettait pas d'utiliser un code
en Fortran facilement et nous avons pro & de ce projet en collaboration pour ajouter cette
fonctionnalie au support d'execution.
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Chapitre 6

Formulationa base de taches du
code de propagation des ondes

Ce chapitre cetaille les dierentesetapes pour passer au paradigme de paralelismea base
de taches dans le code DIVA. Nous commercons par ceer le DAG assoce,a partir de l'al-
gorithme du pseudo-code paralkle pesent au chapitre 4. Une fois les taches identiees nous
les decrivons suivant le mocele paranete et plus peciement en JDF, le langage de descrip-
tion de taches de FRRSEC. Nous allons ensuite montrer comment exploiter e cacement les
dierentes architectures cibles. Pour cela, il faut diminuer la granularie des taches en gererant
plus de sous-domaines qui seront alors plus petits, tout en conservant une certaine localie.
Il devient alors possible d'exploiter le vol de tAches. Nous illustrons ici lI'importance de ces
deux points cks sur un processeur classique. Nous terminons en decrivant la con guration
ccNUMA et l'option de P aRSEC qui permet de la gerer e cacement.

6.1 DAG et description JDF des taches du code DIVA

6.1.1 DAG du code DIVA

Nous avons vu au chapitre 4 que le code DIVA fait intervenir deux variables : le vecteur
vitesse et le tenseur des contraintes. Nous utiliserons les notationg et S respectivement
pour nous ekrera chacune d'elles. L'algorithme paralkle 4.2 repose sur une cecomposition
de domaine initiale et une boucle en temps dans laquelle se situent deux boucles en espaces
de misea jour des variables ainsi que deux phases de communication, au cebut de chaque
boucle. C'est un algorithme du type \compute and exchangé sur deux variablesa chaque
pas de temps. Chaque domaine possde ses propres variables.

Voici comment en ceriver le DAG correspondant. Nous appelons les fonctions de misea
jour Compute.V et Compute_S, il y en a une par sous-domaine et par pas de temps. Les
phases de communication vont étre instancees automatiquement par le support d'execution
mais il faut reanmoins peparer les donreesaechanger. Pour cela, nous utilisons des taches
de peparation et de epartition, il y en a autant par sous-domaine que le nombre de sous-
domaines voisins, pour chaque pas de temps. Les premereB,ack V et Pack S, se chargent
de remplir un vecteur avec les donreesa envoyer (sittes sur les deges de libere des faces
externes au sous-domaine). Les secondés$npack V et Unpack S, mettenta jour les variables
principales avec les donrees recues.
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Chaque ieration en temps fait ainsi appel aux mémes taches Compute_ V, Compute_S,
Pack .V, Pack S, UnpackV, Unpack S avec les m&émes cependances de donrees. Nous avons
repesene sur la Fig. 6.1 le DAG de DIVA pour une ieration et pour trois sous-domaines
comme cecritsa la Fig. 4.2. Les cependances sont repesentes par les eches avec le nom de la
donree concerree. Il n'y a pas de notion d'envoi ou de eception avec d'autres sous-domaines.
Au moment de I'execution, un processeur peut tes bien avoir plusieurs sous-domainesa gerer
ou plusieurs processeurs peuvent avoir leurs sous-domaines sittes sur un espace de nemoire
partagee. Dans ce cas, une copie de donree locale sut et c'est le gestionnaire de nemoire
du support d'execution qui se charge de ces copies ou si besoin des envois et des eceptions.

Figure 6.1 { DAG correspondanta une ieration temporelle de I'algorithme DIVA pour un
maillage cecoupe en trois sous-domaines comme dans la Fig. 4.2

6.1.2 Description paranetee en JDF

La description du DAG de DIVA peut se faire de dierentes maneres en fonction du sup-
port d'execution, voir chapitre 5. Nous avons vu que PaRSEC se sert d'un langage propre
pour cela, le JDF (Job Data Flow). Nous allons donc utiliser le mocele paranete pesenea
la section 5.1 pour cecrire les taches du DAG 6.1.

Comme nous l'avons dit plus haut, chaque sous-domaine fait appel aux mémes taches et
ce pour chaque ieration temporelle. Nous allons donc paranetrer les taches avec
{ it =1:Nt, l'ieration courante, comprise entre 1 et Nt, le nombre total d'ierations,
{ d = 1::Nd, le sous-domaine local, compris entre 1 eNd, le nombre total de sous-
domaines.
De plus, les tAches de communication seront paranetees aved, = 1::nb_neigh(d), la liste
des voisins d'un domained, variant de 1a Nd, le nombre de voisins du domainel. Pour cela,
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nous avons ajout une fonctionnb_neigh() qui renvoie le nombre de voisins d'un sous-domaine.

Nous allons cecrire les taches sur la variable vitess&/ seulement (algorithmes 6.1, 6.2
et 6.3), les tAches sur la variable contraintesS possdant des structures touta fait synetriques
(algorithmes 6.4, 6.5 et 6.6 respectivement).

{ L'algorithme 6.1 decrit la tache Compute_V, ligne 1, pour la misea jour de V. Les pa-
rametres de l'ieration courante et du sous-domaine courant sont lises aux lignes 2 et 3
respectivement. Cette tache a deux variabless et V, la premere en lecture et la seconde
en lectureécriture, comme cela est pecie aux lignes 4 et 6. La variableS provient des
taches Unpack S de lieration courante, du sous-domaine courant et de chaque voi-
sin. Cette information est inclue ligne 4 dans les paranetres deif; d; 1::nb_neigh(d)).
Cette variable servira ensuite pour la tAcheCompute_S de [l'ieration courante et du
sous-domaine local, ligne 5. La seconde variablg provient de la tache Compute_S
de lieration peedente et du sous-domaine local, ligne 5, paranetres (it 1;d) . La
distinction si ce n'est pas le premere ieration se fait par le test [ (it 6 1) ? ]. Cette va-
riable est ensuite recessaire aux tacheP ack V de l'ieration courante, du sous-domaine
courant et de chaque indice de voisin, ligne 7. La description de la tache se termine par
la section BODY, ligne 8, qui contient I'appela la fonction de misea jour V, ligne 9.

{ L'algorithme 6.2 cecrit la tache PackV, ligne 1, pour la peparation des donrees de
V a envoyer. Les paranetres de lieration courante, du sous-domaine courant et de
I'indice du voisin consicee sont lises aux lignes 2, 3 et 4 respectivement. Cette tAche
a une seule variableV en lecture, ligne 5. Elle provient de la tacheCompute.V de
I'ieration courante et du sous-domaine courant, ligne 5. Cela renvoiea la ligne 7 de
l'algorithme 6.1. Cette variable servira ensuite pour la tacheUnpack V de lieration
courante, du sous-domaine courant et faisant eerence au méme indice de voisin, ligne
6. Dans ce cas elle serviraa recevoir les donrees d'un voisin distant. Mais cette variable
doit egalement &tre envoyee a son voisin direct. Pour cela, la ligne 7 pecise que la
variable est recessaire a une autre tacheUnpackVV de lieration courante, dont les
deux derniers parametres se basent sur des appels de fonctions faisant correspondre un
sous-domainea ses voisins et fournissant leurs indices dans la numerotation distante :
num _dom() et index_at_neigh() respectivement. La description de la tAche se termine
par la section BODY, ligne 8, qui contient lI'appela la fonction de peparation sur V,
ligne 9.

{ L'algorithme 6.3 cecrit la tache Unpack .V, ligne 1, pour la epartition des donrees de
V recues. Les paranetres de l'ieration courante, du sous-domaine courant et de l'in-
dice du voisin consicee sont lises aux lignes 2, 3 et 4 respectivement. Cette tache a
une seule variableV en lectureécriture, ligne 5. Elle provient de la tache Pack V de
I'ieration courante, du sous-domaine courant et faisant eErence au méme indice de
voisin, ligne 5. Cela renvoiea la ligne 6 de l'algorithme 6.2. Elle provientegalement de
la tache Pack_V de l'ieration courante, du sous-domaine voisin et de l'indice distant,
tous deux cetermiresa partir des fonctions num_dom() et index _at_neigh(), ligne 6.
Cela renvoiea la ligne 7 de l'algorithme 6.2. Cette variable servira ensuite a la tache
Compute_S de l'ieration courante et du sous-domaine courant, ligne 7. La description
de la tache se termine par la section BODY, ligne 8, qui contient I'appela la fonction
de epartition sur V, ligne 9.

Nous avons ainsi cecrit tous les n uds du DAG en fonction de paramnetres. Pour chaque
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Algorithme 6.1  : Description JDF de la tache Compute_V

1 Compute_V(it;d)

2 it =1:N¢

3 d =1:Nyg

4 READ S S UnpackS(it; d; 1::nb_neigh(d))
5 I S Compute S(it; d)

6 RWYV (it 61)? V Compute _S(it 1;d)

7 'V Pack_V(it; d; 1::nb_neigh(d))

g8 BODY

o call_compute V(S,V);

Algorithme 6.2 : Description JDF de la tache Pack V
1 Pack V(it;d;dy)

2 it =1:Ny¢

3 d =1:Nyg

4 d, =1:nb.neigh(d)

5 READV  V Compute_V(it;d)

6

7

8

9

IV Unpack_V(it;d;dp)

I' 'V Unpack_V(it;num _dom(d; d,); index_at_neigh(d;d,))
BODY
call_pack V(V);

Algorithme 6.3 : Description JDF de la tache Unpack V
1 Unpack V(it;d;dp)

2 it =1:Ny¢

3 d =1:Ny

4 dp =1:nb.neigh(d)

5 RWV  V Pack. V(it;d;dp)
6

7

8

9

V Pack_V(it; num _dom(d; d,); index _at_neigh(d; dy))
IV Compute_S(it; d)
BODY
call_unpack V(V);

donree (les variablesV et S), il est pecie de quelle tache elle provient, eventuellement de
l'ieration peedente et pour quelle tache elle sera recessaire, eventuellementa l'ieration
suivante. L'ensemble de ces informations estequivalenta I'ensemble des arétes du DAG. Les
etapes de cecomposition de domaines et d'initialisation des donrees ne sont pas inclues dans
le graphe de tache dans le cadre de ce travalil.

A noter que, ainsi cecrites, les arétes encodent non seulement les cependances entre les
tAches maisegalement les donrees sur lesquelles elles portentaRSEC est donc en mesure
d'e ectuer automatiquement les transferts de donreesa partir de ces informations s'il a be-
soin de ceplacer des donrees, comme c'est le cas sur une architecturea nmemoire distribiee.
Toutefois, dans le cadre de ce manuscrit, nous néevaluons pas cette possibilie qui est en cours
de ceveloppement.

182



6.2. Extensions pour architecturesa nemoire partagee

Algorithme 6.4 : Description JDF de la tAche Compute_S
1 Compute_S(it;d)

2 it =1:Ny¢

3 d =1:Nyg

4 READ YV V Unpack_V(it; d; 1::nb_neigh(d))

5 I (it 8 N¢)? V Compute_V(it +1;d)
6

7

8

9

RWS S ComputeV(it;d)

I (it 6 N¢)? S PackS(it +1;d;1::nb_neigh(d))
BODY
call_compute_S(V,S);

Algorithme 6.5 : Description JDF de la tache Pack S
1 Pack S(it; d;dp)

2 it = 1Ny

3 d =1:Ng

4 d, =1:nb.neigh(d)

5 READS (it 61)? S Compute_S(it 1;d)

6

7

8

9

I S UnpackS(it;d;dp)

IS Unpack S(it; num _dom(d; d,); index _at_neigh(d; d,))
BODY
call_pack S(S);

Algorithme 6.6 : Description JDF de la thche Unpack S
1 Unpack_S(it; d;dp)

2 it =1:N¢

3 d =1:Ny

4 dn =1:nb.neigh(d)

5 RWS S PackS(t;d;dp)
6

7

8

9

S Pack S(it; num _dom(d; d,); index _at_neigh(d; d,))
IS Compute V(it;d)
BODY
call_unpack S(S);

Il reste donc maintenanta appeler PaRSEC pour executer le DAG du code DIVA. Cepen-
dant, nous allons voir qu'il faut encore au moins modi er la granularie des taches et activer le
vol de taches pour pouvoir corriger les probemes dequilibrage de charge sur une architecture
simple.

6.2 Extensions pour architecturesa nemoire partage

6.2.1 Granularie et localie

Dans notre mocele de programmation, le DAG esta priori decorek de l'architecture. En
particulier, le nombre de sous-domaines n'est plus dependant du nombre d'unies de calculs
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disponibles, comme cktait le cas pour lI'impkementation par MPI. Il est donc possible de faire
varier la granularie des taches en exprimant d'avantage de paralklisme. L'icee est de diminuer

le grain en ceant plus de sous-domaines, qui deviennent alors plus petits. La charge de travail
de chaque tache est ainsi eduite. Lesetapes de communications impliquent alors moins de
donrees mais sont plus nombreuses. Cependant, elles sont incdependantes puisqu'elles agissent
sur des sous-domaines dierents.

Plusieurs sous-domaines peuvent &tre a ecesa une unite de calculs. A n de favoriser la lo-
calie des donrees, le maillage global est d'abord cecoupe en un nombre de sous-domainesegal
au nombre d'unies de calculs, puis, chacun de ces sous-domaines est subdivie en fonction de
la granularie choisie. La Fig. 6.2 illustre cela sur I'exemple peedent du maillage 2Da trois
sous-domaines (voir Fig. 4.2). Chaque sous-domaine en trait continu est subdivie en quatre,
en traits discontinus, permettant un cecoupage du domaine initial en 12 sous-domaines avec
une localie pour chaque groupe de sous-domaines (en couleurs) qui sont alors adjacents. Les
donreesaechanger entre ces sous-domaines se feront alors par simples copies locales.

Figure 6.2 { Exemple de subdivision dans un maillage 2D

Cette possibilie de gestion du nombre de sous-domaines incependants du nombre d'unies
de calculs aet ajoute au code DIVA dont la decomposition de domaine initiale etait >ee
au nombre de processus MPI. La fonction de subdivision etant appeke sur chague sous-
domaine, il est possible de ceer un nombre quelconque de niveaux de decomposition par
ecursivie. Cela est notamment recessaire pour une meilleure gestion des architectures a
nmemoire distribtee des n uds contenant des coprocesseurs.

Il n'est pas recessaire de modi er la description des tAches. Par contre, il faut pecisera
l'initialisation de P aRSEC la localie des sous-domainesa traiter de pegtrence sur chaque
unies de calcul. Le vol de taches permet alorsa une unit de calcul de declencher des taches
sur des sous-domaines qui ne font pas partie de ses pektrences mais qui se situent sur le méme
espace de memoire partagee. Une fois le vol e ectie, les pekrences des unies de calculs ne
sont pas modiees.

6.2.2 lllustration exgrimentale

Nous nous concentrons pour cette exgerience sur l'illustration des points-cés d'un support
d'execution pour la programmationa base de tAches,a savoir le vol de tAches et l'importance
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de la granularie ne. C'est aussi I'occasion d'observer que, méme sur un seul processeur, la
programmation en taches peut étre kere que.

Le cas test consicee est le cube 3D hetrogene dont les speci cies sont cetaileesa la sec-
tion 7.1. Nous consicerons deux tailles de maillages constities de 20000 et 800000 etraedres
(erees avec Tetgen). La machine est ici formee d'un seul processeur classique, Intel Xeon
E7-8837, compos de 8 CPUs cadenesa:B7 GHz. lls possdent chacun 64 KB et 256 KB
de cache L1 et L2 respectivement, et se partagent 24 MB de cache L3.

La Fig. 6.3 repesente le speedupobtenu avec le code DIVA en tAches execukes avec
PaRSEC, par rapport au code initial en MPI. Nous rappelons que la granularie du code MPI
correspond au cecoupage du domaine en autant de sous-domaines que d'unies de calculs dis-
ponibles, ici de 1a 8 CPUs. Nous observons que, premerement, il apparat clairement qu'uti-
liser le support d'execution avec la méme granularie (grossere) que MPI n‘apporte aucun
gain (barres rouges traits pleins). En diminuant cette granularie, c'esta-dire en decoupant
le domaine en plus de sous-domaines (plus petits), les communications de donrees se font
sur des interfaces plus petites, certes plus nombreuses aussi, mais de facon incependantes. Le
fait d'exprimer plus de paralelisme permet alors un meilleur ordonnancement, obsene sur
les autres barres. Nous observonsegalement que, sans activer le vol de taches (barres vertes
traits discontinus), le gain reste faible et le mauvaisequilibrage de charge est pedominant.
En activant le vol de taches (barres bleues traits pointiles), le gain est plus signi catif. Des
gu'une ressource est disponible, le support d'execution a plus de choix sur les tachesa activer
pour optimiser les temps d'attente dus aux communications. Sur un seul CPU du processeur,

il 'y aevidemment aucune dierencea activer ou non le vol de taches.

(a) maillage grossier (b) maillage n

Figure 6.3 { Speedupsur un processeur, e ets de la granularie et du vol de tAches

Cette experience cemontre qu'il est possible d'avoir un gain méme sur peu de CPU et que
ce gain est maximal si la granularie est ne et si le vol de tAches est actiwe.
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6.2.3 Gestion des n uds ccNUMA

Le terme ccNUMA, de I'anglais cache coherent Non-Uniform Memory Accessdesigne une
architecture de machine paralkle a memoire partagge. Dans une con guration NUMA, la
nemoire est physiquement epartie en bancs (ou nud, mais ce terme peut etre confondu
avec un n ud de processeurs). Chague banc est locali® pes d'un processeur, lui permettant
un aces plus rapide. A l'inverse, les autres processeurs ont un temps d'acesa ce banc plus
elew, cependant de la distance physique les parant. C'est le facteur NUMA.

Lorsque les processeurs disposent de nemoire cache et que le syseme assure la colerence
des donrees entre la nemoire globale (bancs) et les caches internes, la con guration est
peciee cache coherentet abege ccNUMA. La Fig. 6.4 repesente un n ud d'architecture
ccNUMA avec 4 processeurs. Le plus souvent, les processeurs sont grouges par deux, modi ant
egerement le facteur NUMA.

Figure 6.4 { Exemple d'architecture ccNUMAa 4 processeurs

PaRSEC permet de gerer cette memoire partageea colts d'aces variables en utilisant ses
virtual processes(VP), cecritsa la section 5.3. Pour cela, il n'est pas recessaire de modi er la
description des tAches. Une optiona I'execution permet de c nir le nombre d'unie de calculs
a ageger virtuellement. Par dcefaut I'option ce nit un seul espace de nmemoire partagee et il
est possible de l'utiliser de deux facons :
{ en pecisant manuellement un decoupage egulier :  V rr : $fNg: $Sg: $fTg a
N est le nombre de VP,S est le nombre d'unies de calcul de chaque VP etT est le
nombre total d'unies de calcul (T =N S)

{ en utilisant l'outil hwloc [BCOM*10]: V hwloc qui cetecte automatiquement les
ressources disponibles et qui ceduit de leurs architectures le nombre de VP et le nombre
d'unies de calcul dans chacun d'eux.
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Chapitre 7

Etude experimentale

Ce dernier chapitre illustre les esultats obtenus sur plusieurs machines cibles avec le code
DIVA programne en taches et ordonnane par PaRSEC. lls sont compaesa l'impementation
initiale utilisant le paradigme de paralelisme par passage de message de la bibliotreque MPI.
Nous commercons par pesenter le cas test physique, un cube 3D contenant un déme de sel.
Nous listons ensuite les dierentes con gurations maerielles que nous utilisons, ccNUMA
et Intel Xeon Phi. Cetteetude ne concerne donc que des architecturesa nmemoire partage.
Nous montrons que les esultats de comparaison dspeedupdonnent l'avantagea la version
en taches avec RRSEC et que les e cacies sont toujours meilleures que la version MPI.

7.1 Description des cas tests

Gophysique d'un ddme de sel 3D

L'ensemble de letude experimentale est eali® sur le méme cas test geophysique. Pour se
rapprocher des cas de prospection getrolere utilises en RTM, nous avons construit un domaine
arti ciel 3D. Il repesente un déme de sel (en blanc) sous plusieurs couches gologiques, elles-
mémes sous une couche d'eau (en bleu), comme illuste Fig. 7.1. Chaque couche pos®de des
caraceristiques physiques dierentes, avec des extrema dans les couches d'eau et de sel.

Deux discetisations feerognes sont proposes, formant des maillages non-structues de
etraedres. Le plus grossier est compos de 20M00 mailles, le plus n de 800000, tous deux
gerees avec le logiciel Tetgen. Le nombre de deges de libere (not nb_ddl) de chaque maille
varie de 4a 20 en fonction des caraceristiqgues de chaque milieu, voir tableau 7.1.

couche Vo Vs " | nb_ ddl
bleue | 1 1500 750 0 0 0 0O O 4
jaune |1 1800 900 0.1 001 01 O 10
brune | 1 2000 1000 0.15 0.05 0.15 15 30 10
noire |1 2500 1250 0.25 0.01 0.2 15 30 20

blanche| 1 4000 2000 O 0 0 0O 0 20

Table 7.1 { Caraceristiques des couches geologiques du cas test, en m.5 pour les vitesses
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Figure 7.1 { Cas test geologique d'un déme de sel 3D

Architecturesa nemoire partage

Le banc d'essai de letude experimentale sur architecturesa memoire partagee porte sur

trois con gurations machines, deux n uds ccNUMA et un coprocesseur :

{ Un nud classique forne de 2 processeurs Intel Xeon E5-2670 v2, compos chacun de
10 CPUs cadenesa 250 GHz. Chaque c ur CPU possde 64 KB et 256 KB de cache
L1 et L2 respectivement, et chaque processeur dispose de 25 MB de cache L3. Cette
con guration est ccnomnee par la suite 20-core Xeon

{ Un nud plus atypique, forme de 8 processeurs Intel Xeon E7-8837, compos chacun
de 8 CPUs cadenesa 267 GHz. Chaque c ur CPU possde 64 KB et 256 KB de cache
L1 et L2 respectivement, et chaque processeur dispose de 24 MB de cache L3. Cette
con guration est ccnomne par la suite 64-core Xeon

{ Un coprocesseurmany-c urs Intel Xeon Phi 7120P, compos de 61 CPUs caden®sa
1:238 GHz, avec un hyperthreading par 4, totalisant 244 threads. Chaque c ur CPU
posede 64 KB et 512 KB de cache L1 et L2 respectivement. Il n'y a pas de cache L3.
Cette con guration est cecnommnee par la suite Xeon Phi.

Facteurs NUMA des machines de tests

Le tableau 7.2 pesente les distances entre les bancs nemoire de la machi2®-core Xeon
Le nombre 10, correspondanta la distance d'aces au banc nemoire local est indicatif, il ne
repesente pas de colt eel. La distance d'aces au banc memoire distant esta diviser par la
distance de e€rence pour donner un facteur NUMA de 2. Ce qui indique que le colt d'aces
au banc distant sera deux fois pluselewe que sur le banc local.

Le tableau 7.3 pesente les distances entre les bancs nemoire de la machi®d-core Xeon
La distance de etrence est aussi noee 10. Le facteur NUMA d'aces aux bancs distants varie
de 13a 4:8. Il est facile d'identi er sur cette table les bancs regrouges au sein d'une méme
groupe. Le temps d'aces au banc distant d'un groupe n'est multiple que par 13 tandis que
les autres bancs sont au minimuma 4 de distance.

banc| 0 1
0 10 20
1 20 10

Table 7.2 { Facteurs NUMA de la machine 20-core Xeon
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banc| 0 1 2 3 4 5 6 7
0 10 13 40 40 40 40 48 48
13 10 40 40 40 40 48 48
40 40 10 13 48 48 40 40
40 40 13 10 48 48 40 40
48 48 10 13 40 40 40 40
48 48 13 10 40 40 40 40
48 48 40 40 40 40 10 13
48 48 40 40 40 40 13 10

NOoO o~ WDNPRE

Table 7.3 { Facteurs NUMA de la machine 64-core Xeon

7.2 Resultats nuneriques

7.2.1 Machinesa un nud ccNUMA
N ud classique  20-core Xeon

Les premiers tests concernent la con guration classiqu@€0-core Xeon La Fig. 7.2 pesente
les dierents speedupobtenus sur les maillages grossier, 7.2(a) et n, 7.2(b). Pour une gra-
nularie similaire au code MPI, en rouge trait plein, il n'y a pas de gain. Plus la granularie
diminue, plus le gain est signi catif, jusqua une certaine limite. Par exemple pour une gra-
nularie correspondanta 16 subdivisions de chaque sous-domaine initial, lespeedupest moins
bon que pour une granularie 8 et m&me 4 sur 20 c urs CPU sur le maillage grossier.

(a) maillage grossier (b) maillage n

Figure 7.2 { Speedupsur 20-core Xeon pour dierentes granularies

La Fig. 7.3 esume les esultats obtenus avec la meilleure granularie pour chaque exgerience.
Le speedupest pesene Fig. 7.3(a) et I'e cacie Fig. 7.3(b). Le code MPI a une e cacie
cecroissante au fur eta mesure que le nombre de c urs CPU augmente.A l'inverse, le code
utilisant P aRSEC produit une e cacie constante, tes proche de 1, ce qui traduit une uti-
lisation acequate des ressources disponibles. Les courbes cecrochent pour 20 ¢ urs CPU, ce
qui esta imputer en partie au facteur NUMA de 2 qui intervient dans ce cas pecis.
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(a) speedup (b) e cacie

Figure 7.3 { Resultats 20-core Xeon meilleur speedupet e cacit

N ud atypique 64-core Xeon

Les tests concernent maintenant la con guration plus atypique 64-core Xeon Nous rap-
pelons que sur cette machine le facteur NUMA atteint un maximum de 48. L'utilisation des
virtual processes(VP) de PaRSEC est alors incontournable. La Fig. 7.4 illustre cela sur un
echantillon des esultats obtenus sur le maillage n avec un nombre de processeurs variant
de 16a 48, soit un nombre de bancs NUMA variant de 2a 6. La gure de gauche 7.4(a) ne
dierencie pas les bancs NUMA et consicere la memoire partageeaegale distance des c urs.
Cela conduita des speedupinkrieursa 1, traduisant un code plus long que l'impkmentation
d'origine en MPI. En e et, l'option numactl localalloc permeta une execution MPI de ne
pas étre impacke par le facteur NUMA. La gure de droite 7.4(b) repesente les esultats sur
le méme maillage n, obtenus en utilisant un nombre de VPegal au nombre de bancs NUMA.
Dans cette con guration, nous retrouvons le comportement obsene sur la con guration 20-
core Xeona savoir un speedupqui augmente lorsque la granularie des taches diminue.

La Fig. 7.5 esume les esultats obtenus avec la meilleure granularie pour chaque exgerience,
sur les maillages n et grossier. Le nombre de c urs varie de 1a 64, soit un nombre de bancs
NUMA variant de 1a 8. Les speedupdu maillage n (barres vertes traits pointiles) montrent
un gain quel que soit le nombre de processeurs, ainsi qu'une e cacie excellente jusqua 32
c urs et qui cecroit egerementa 64 ¢ urs. Pour le maillage grossier par contre, les  speedup
(barres rouges traits pleins) deviennent inrieursa la partir de 16 c urs, ce qui se \erie
sur les courbes d'e cacie qui deviennent moins bonnes que l'impementation de etrencea
partir de 16 c urs. Cela s'explique par la taille du maillage qui produit des sous-domaines
trop petits lorsque la granularie est ne, conduisanta un surcodt de traitement plus impor-
tant que le temps de calcul e ectif des taches.

Ces esultats sont obtenus avec I'utilisation desvirtual processes(VP) de PaRSEC. Chaque
processeur, correspondanta 8 c urs CPU, forme un VP, assurant une distinction entre le banc
de memoire local et les banc distants. Le vol de tAche est ici limie au perinetre de chaque VP.
(La Fig. 7.4 pesente les esultats obtenus sur le maillage n avec un nombre de processeurs
variant de 16a 48 en n'utilisant qu'un seul VP, c'esta-dire en autorisant le vol de taches sur
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(a) un seul virtual process (VP) (b) autant de VP que de nuds NUMA

Figure 7.4 { Details de esultats avec le maillage n sur 64-core Xeonpour la prise en compte
des facteurs NUMA

(a) speedup (b) e cacie

Figure 7.5 { Resultats 64-core Xeon meilleur speedupet e cacie

tous les bancs memoire. Cette fois les performances sont dans tous les cas moins bonnes que le
code de ekrence, jusqua atteindre un speedupedhibitoire de 0:3, soit un temps d'execution
multiple par 3.) Le changement de granularie seul n‘aide pas su samment pour combler les
facteurs NUMA.

La Fig. 7.6 reprend I'exemple d'execution sur 32 c urs CPU du chapitre 4. Les traces
repesentent les temps d'activie et d'inactivie des ressources. Les tAches de calculs du vecteur
vitesse et du tenseur des contraintes sont repesentes en orange et rouge respectivement. Le
gris clair met enevidence les temps d'attente, notamment dans le code MPI, Fig. 7.6(a), ai
la epartition de charge n'est pas parfaite. La Fig. 7.6(b) corresponda une granularie diviee
par 6 par rapport au code MPI. Il n'y a presque plus de temps d'attente par rapport au cas
MPI et la partie en gris fone illustre le temps gagre.
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(a) code MPI (b) code PaRSEC

Figure 7.6 { Comparaison de traces d'execution sur 32 c urs, MPI et P aRSEC,a la méme
echelle de temps (la partie gris fone de la gure (b) correspond au gain)

7.2.2 Coprocesseur Intel Xeon Phi

Le second type d'architecture machine a nmemoire partagee concerne la con guration
many-c urs Xeon Phi. Ce coprocesseur o re 244 threads pour 61 c urs CPU. Comme un
thread est cedea la gestion des interactions avec le n ud hote (voir [JR13]), les exgeriences
se bornenta 60 c urs CPU, soit 240 threads. De plus, les esultats sont a ctes en fonction
du nombre de threads de telle sorte que, de 1a 60, un thread est attribiea chaque ¢ ur CPU,
puis I'hyperthreading est active, seulement par 2 jusqua 120 threads, et par 4 jusqua 240.
Ce qui signi e par exemple pour 120 threads que chaque ¢ ur CPU est partage par 2 threads.

La Fig. 7.7 regroupe les dierents speedupobtenus en faisant varier la granularie, sur
les deux maillages, grossier en 7.7(a) et n en 7.7(b). En gardant la granularie du code
MPI, courbe rouge trait plein, le gain est nul, excepe sur 240 threads, ce que nous n‘avons
pasetude en cetails. L'utilisation de P aRSEC o re ici un gain ineressant, jusqua 1 ;6 de
speeduppour 60 c urs. La diminution de la granularie permet de meilleures performances,
jusqua une certaine limite. En pesence d'hyperthreading c'est méme la plus grande granu-
larie (mais toujours plus ne que le code MPI) qui occasionne le plus fort gain. Une fois de
plus, nous n'avons pas regarce en cetails le comportementa 240 threads. Wyperthreading
est un probemea part entere et tous les codes ne se comportent pas de la m&éme manéere en
l'utilisant. Ce sont donc les esultats jusqua 60 threads qui nous ineressent davantage. Nous
avons reanmoins cecick de laisser I'ensemble des esultats, ce qui montre par ailleurs qu'avec
I'hyperthreading I'utilisation de P aRSEC reste kere que sur Intel Xeon Phi.

La Fig. 7.8 esume les esultats obtenus avec la meilleure granularie pour chague exgerience.
Le speedupest pesent Fig. 7.8(a) et I'e cacie Fig. 7.8(b). Le code MPI a une e cacie
cecroissante au fur eta mesure que le nombre de c urs CPU augmente, jusqua 60 threads.
A l'inverse, le code utilisant PaRSEC produit une e cacie constante, tes proche de 1, ce qui
traduit une utilisation acequate des ressources disponibles. L'ensemble des courbes decroche
ewerement apes 60 threads, ce qui est normal car la formule appligee ne tient pas compte
de I'nyperthreading

En e et, cette e cacie est mesuee par rapport au temps d'un thread disposant d'un
cur CPU pour lui seul. Or, I' hyperthreading signi e que plusieurs threads se partagent
un cur CPU. Il convient donc de mesurer l'e cacie relativea I' hyperthreading c'esta-
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(a) maillage grossier (b) maillage n

Figure 7.7 { Speedupsur Xeon Phi, pour dierentes granularies

dire par rapport au temps que mettent 2 threads sur un c ur puis 4 threads sur un c ur.
La tableau 7.4 pesente cette e cacie relative. Le premier nombre correspond au maillage
grossier et le second au maillage n. Pour 120 threads, I'e cacie du code bae sur RRRSEC
reste bien superieure au code de etrence MPI et toujours proche de 1. Pour 240 threads par
contre, les e cacies sont cegracees pour les deux codes, avec toutefois un eger avantagea
la con guration utilisant P aRSEC.

(a) speedup (b) e cacie

Figure 7.8 { Resultats Xeon Phi, meilleur speedupet e cacie

MPI P aRSEC
Nombre de threads . . . , . ,
maillage grossier maillage n \ maillage grossier maillage n
120 0.66 0.71 0.80 0.91
240 0.53 0.80 0.62 0.84

Table 7.4 { E cacit relativea I' hyperthreading pour la machine Xeon Phi
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7.3 Prochainesetapes

Le projet est toujours en cours de ceveloppement, avec des objectifsa court terme eta
moyen terme. Ce dernier point concerne les optimisations du JDF de la description du graphe
de taches, comme par exemple, I'ajout de priories ou de poids sur les taches, le change-
ment d'heuristiques pour I'ordonnancement, ... Les autres points se focalisent essentiellement
sur l'adressage de l'architecture machine a nemoire distribiee et I'utilisation detourree de
I'hyperthreading des coprocesseurs Intel Xeon Phi.

Architecturesa nemoire distribuee

Le choix d'adresser en premier lieu les architectures machines a nemoire partagee est
clairement le au souhait d'utiliser les coprocesseursmany-c urs mais aussi parce que ces
architectures sont plus simplesa consicerer. Cependant, les choix de developpement tels que la
description du JDF ou la construction des VP, ontee gererali®es pour les deux architectures,
nmemoire partagee et distribtee. Ceci devrait limiter le temps recessaire au portage du code
pour les machinesa nmemoire distribiee.

De plus, la subdivision des sous-domaines qui serta faire diminuer la granularie est pevue
pour un nombre quelconque de sous-subdivisions. Ainsi, chaque sous-domaine de la premere
subdivision est assocea un nud. Puis une deuxeme subdivision epartit la charge de tra-
vail sur les ressources disponibles au sein de chaque nud. En n, une troiseme subdivision
permeta chaque ressource d'avoir plusieurs sous-domainesa traiter, favorisant une gestion
performante par un support d'execution.

Hyperthreading des Intel Xeon Phi

L' hyperthreading est une capacie permettant dans certains cas un gain de performance.
Comme le nombre de ressources physiques reste le méme, tous les codes n'en pro tent pas.
Pour cette raison, PARSEC envisage d'utiliser Ihyperthreading pour aneliorer les transferts
de donrees locaux et distants plutdt que pour ajouter des ressources virtuelles pour du calcul.
Ce qui peut occasionner un e et inverse en augmentant le temps d'execution.

Chaque c ur CPU dispose d'un cache L2 propre mais il n'y a pas de cache L3 partage
comme sur les c urs CPU classiques. De plus, les mouvements de donrees entre ces caches
se fonta travers un anneau bidirectionnel tes rapide, ce qui bouleverse les technigques d'op-
timisations classiques. Pour cela, il n‘est pas toujours e cace d'utiliser desvirtual processes
lors de I'adressage d'un coprocesseur Intel Xeon Phi, comme dans notre cas par exemple.
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Levolution des supercalculateurs a suivi la loi de Moore au prix d'une complexi cation des
architectures : multi-processeurs ethyperthreading au cebut des anrees 2000, acekrateurs
GPU et coprocesseursa la n des anrees 2000. Quanta l'avenir, les processeurs s'orientent
cba vers une architecture many-c urs pour relever le ce de I' exascaleen 2020. Cela conduit
a des machines composes de dierentes unies de calcul, possdant chacune leurs propres
niveaux de nemoaires, formant ce que I'on appelle I'reerogereie. La probematique vient
du fait qu'il est dicile pour un programmeur d'optimiser un code informatique exploitant
e cacement ces machines. En e et, il faut epartir intelligemment le travail sur les ressources
disponibles, qui n'ont pas toutes les mémes capacites, tout en se chargeant des transferts
nemoires distants et des optimisations de nemoire cache. Cela demande beaucoup de temps
et s'awere le plus souvent tes cependant de la machine cibke, rendant le code non-portable.

Les bibliotreques d'algebre lireaire sont tes utilisees en simulation nurrerique et sur tous
les types de machines. Pour conserver un code portable, tout en exploitant e cacement les
machines hetrogenes, certaines d'entre-elles ont ope pour le paradigme de paralklisme a
base de taches. Dans ce moctle, le ot d'execution est decrit dans un arbre de taches dont
les n uds repesentent les fonctions et les arétes sont les cependances de donrees entre ces
fonctions. Il n'y a plus de etrence directe a 'architecture sous-jacente, comme dans un
pseudo-code mattematique.

L'execution d'un programmea base de taches a vocationa etre supporte par un moteur
d'execution. Son réle est d'orchestrer la ealisation des tAches en respectant leurs cependances.
Pour &tre e cace, un support d'execution se sert de politigues d'ordonnancement statiques
ou dynamiques. Certains se chargentegalement des transferts memoires distants et peuvent
aussi adresser des acekrateurs. C'est le cas deaRSEC, ckevelopmea I'( Innovative Compu-
ting Laboratory, University of Tennessee, USA par lequipe de George BOSILCA. C'est un
exemple de support d'execution polyvalent, stable et mature.

Le code de propagation des ondes DIVA de Total repose sur une discetisation par la
nethode deements nis DG assocee a une sctema en temps Leap-Frog. Nous travaillons
avec la formulation du premier ordre qui fait appara’tre deux variables, le vecteur vitesse et
le tenseur des contraintes. Le fait que des matrices de masses DG sont diagonales par blocs
permet decrire le syseme matriciel sous une forme quasi-explicite (une inversion de matrice
locale restanta fairea l'initialisation).

L'algorithme du pseudo-code paralele est bas sur une cecomposition de domaines. Dans
l'impementation initiale, reposant sur le paradigme par passage de message de la bibliotreque
MPI, le nombre de sous-domaines est alorsegal au nombre de processus MPI, c'esta-dire au
nombre d'unies de calculs CPU. A chaque ieration, comme la mise a jour d'une variable
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epend de l'autre variable, les calculs sont e ecties dans deux boucles dierentes sur les
sous-domaines, une par variable, chacune apes uneetape de communication des donreesa
l'interface des sous-domaines.

Un avantage de la nethode DG est de pouvoir repesenter des zones de calcul avec plus
ou moins de deges de libere. Cela conduita des maillages reerogenes ai la taille des
variables est dierente selon les mailles. Il est possible de calculer le nombre exact d'operations
dans chaque sous-domaine mais cela ne donne pas le temps exact des calculs qui cepend des
capacies des ressources informatiques. Nous avons illuste ce probeme dequilibrage de charge
pour le code DIVA ainsi que la cecroissance de son e cacie paralkle.

La solution que nous avons propose est de changer le paradigme de paralelisme en choi-
sissant la programmationa base de tAches. La faisabilie d'un tel portage, pour un codea
lechelle industrielle, restaita cemontrer. Dans le cadre du partenariat DIP, nous avons pro-

e de la venue de George BOSILCA pour mener ce projet en collaboration et nous avons
donc choisi le support d'execution PaRSEC. Nous avons ainsi contribte egalementa son
eveloppement en aneliorant la prise en charge des codes en Fortran.

Nous avons commen@ par ecrire le graphe de tAches assoce au code DIVA. Chaque
etape de calculs anene deux tAches de misea jour des variables. Il n'y a plus de notion de
communication mais il faut reanmoins peparer les donrees a transmettre avec les autres
sous-domaines et epartir les donrees qui proviennent de ces derniers. Cela cee un nombre de
taches par ierationegala quatre fois le nombre de sous-domaines voisins par sous-domaine.

Nous avons ensuite cecrit ces tAches suivant un mockle paranete et plus sgeci quement en
JDF (Job Data Flow), I'extension propre de PaRSEC pour la description des taches. Il faut et
il sut de cecrire pour chaque donree de chaque tache, la donree et la thche en provenance
et la donree et la thche en destination. Le mode de traitement de ces donrees est aussia
peciser : lecture,ecriture ou lectureecriture. Cela permet d'optimiser I'ordonnancement qui
respecte la colerence des donrees.

Enn, nous avons dimine la granularie des tAches en les rendant plus petites. Pour
cela nous avons modie la cecomposition de domaines pour ajouter uneetape de subdivision
suppementaire. Ceci nous a permis de garder une certaine localie des sous-domaines. En
eet, il y a maintenant plus de sous-domaines que d'unies de calcul et chaque uniea une
petrence pour un groupe de sous-domaine contigus. La granularie ne exhibe plus de pa-
ralelisme et, assocee au vol de tAches, permet au support d'execution d'optimiser 'ordre de
ealisation des taches. Nous avons illuste ces points cés sur un processeur, sur lequel nous
avons cep obtenu un gain par rapport au code initial.

Nous avons cemonte la portabilie des performances du code DIVA en tAches sur des
architectures particuleres, comme des machines ccNUMA ¢ache coherent Non-Uniform Me-
mory Access) ou des coprocesseurs Intel Xeon Phi. Letude exgerimentale a monte que les
meilleurs esultats sont obtenus avec une granularie beaucoup ne que celle du code d'origine.

{ Pour la machine ccNUMA, la di cule vient du facteur NUMA qui correspond au co(t

d'aces variable a la memoire locale dispose en bancs. Pour cela nous avons utilie
les virtual processesde PaRSEC qui permettent d'ageger virtuellement des unies de
calculs pour y ¢ nir une priorie de traitement. Nous avons ainsi obtenu un speedup
par rapport au code initial et une e cacie paralkle qui reste proche de 1 et qui cecrot
egerement pour 64 c urs.
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{ Pour le coprocesseur Intel Xeon Phi, les performances tteoriques maximales reposent
sur l'utilisation poussee de I'hyperthreading Nous ne savons pas si le code DIVA peut ti-
rer pro t de ce mode d'execution. Sans I'hyperthreading c'esta-dire jusqua 60 threads,
nous avons obtenu unspeedupineressant par rapport au code initial et une e ca-
cie paralkle qui reste tes proche de 1. Avec I' hyperthreading nous avons egalement
obtenu un speedupmais moins important et une e cacit paralele (relative) qui cecro.

Ces travaux ontet pesenes dans plusieurs conkrences internationales : YIC ECCO-
MAS2014, IEEE HPCC2014 et EAGE HPC2014 notamment. Un esune aee accepe pour
publication : [BBAC14]. D'un point de vue industriel, ce travail a permis de cemontrer I'ef-
cacie de la programmation a base de tAches aussi bien en terme de productivie que de
performance et Total envisage de porter d'autres codes sur ce paradigme.

Pour aller plus loin, il reste a consicerer en premier lieu des architectures a nemoire
distribtee. Pour cela, quelques modi cations restenta apporter mais le travail cep e ectie
sur la subdivision du maillage ou I'utilisation des virtual processes a et gererali® pour
prendre en compte un niveau suppementaire de herarchie memoire. Nous aimerions compéter
l'llustration de la portabilie du code DIVA en taches etetudier son passagea lechelle sur
beaucoup plus de c urs.

Il nous semble par ailleurs ineressant de faire uneetude de l'impact gereral des conditions
aux limites sur un code paralele dans un contexte HPC. La comparaison peut alors étre faite
sur les dierentes conditions aux limites classiquement utiliees mais aussi sur leurs compor-
tements selon l'impementation choisie, en MPI ou en taches. Nous envisageonsegalement de
mieux revoir la prise en compte de lhyperthreading a n d'augmenter I'e cacie du code sur
les architecturesmany-c urs.
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A.1 Rotation des matrices delasticie anisotrope

L'anisotropie TTI est une inclinaison par les angles (1.23) de l'anisotropie VTI, voir
Fig. 1.4. La matrice delasticie TTI exprinree dans le regere d'orthotropie ( @;®; &) est
simplement VTI. De &, il est possible de formuler une premere rotation suivant un des axes
du regere d'orthotropie, puis une seconde rotation pour se retrouver dans le regere caresien
(e1; €2; €3).

L'axe & fait partie du plan (e1;e). La rotation selon l'angle dip = (\eg;a%) dans le
plan (&;&) skcrit par la matrice de passage du regere d'orthotropie (&; ;&) au regere
(P&, &; €3) :

2 . . 3
cog 0 sir? 2cos sin 0 0
0 1 0 0 0 0
_ 8 sin? 0 cog 2cos sin 0 0 A1)
"~ Rcos sin 0 cos sin  cog sin? 0 0 '
0 0 0 0 sin  cos
0 0 0 0 cos  sin
a Pi, est la projection dans le plan d'axes é;; ).
Puis, la rotation selon l'angle azimut = (el\; P1o&) dans le plan (er; &) skcrit par la
matrice de passage du repere P1,&; &; e3) au repere caresien (er; e; €3) :
2 . .
cog sin? 0 0 0 2cos sin
sin? cog 0 0 0 2cos sin
_ 0 0 1 0 0 0
M= 0 0 0 cos sin 0 (A-2)
0 0 0 sin  cos 0
cos sin cos sin O 0 0 coé sin?

La matrice delasticie TTI est le esultat du produit de la matrice delasticie VTI par
les matrices de passag® et M , selon la formule :

MM CyrMTMT
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A.2 Code Maple ™ pour les valeurs propres et vecteurs propres
VTI 2D

HHH AR R R R R R R R
# Determination des valeurs propres et des vecteurs propres #

# pour les ondes elastigues en VTI 2D. #

HHH R R R R R R R

HHHH T T
# valeurs propores #
HHHH R T

# structure de la matrice de 'EDO en W

restart;

with(LinearAlgebra);

M:= Matrix([[0,0,-1,0], [0,0,0,-1], [a,0,0,c], [0O,b,d,0]]);
eVal:=Eigenvalues(M):

# valeurs propres calcuees

Ip:=eVal(1);

# = (1/2)*sqrt(-2*b+2*d*c-2*a+2*sqrt(b"2-2*b*d*c-2*a*b+d"2*c"2-2*d*a*c+a”2))
Is:=eVal(3);

# = (1/2)*sqrt(-2*b+2*d*c-2*a-2*sqrt(b"2-2*b*d*c-2*a*b+d"2*c 2-2*d*a*c+a"2))

# sachant
a:=(rho*omega”2-xi"2*C66)/C11;
b:=(rho*omega’2-xi"2*C33)/C66;
=-1*xi*(C13+C66)/C11;
d:=-I*xi*(C13+C66)/C66;

# Notre proposition de valeurs propres
test_Ip:=sqrt(alpha*xi*2+beta*rho*omega’2\\
+sgrt(gam*xit4+eta*rho*omega’2*xi*2+nu*rho”2*omega4));
test_Is:=sqrt(alpha*xi*2+beta*rho*omega™2\\
-sgrt(gam*xi*4+eta*rho*omega™2*xi*2+nu*rho"2*omega”4));
# sachant
alpha:=-(C1372-C11*C33+2*C13*C66)/(2*C11*C66);
beta:=-(C11+C66)/(2*C11*C66);

gam:=alpha"2-C33/C11;
eta:=2*alpha*beta+(C33+C66)/(C11*C66);
nu:=((C11-C66)/(2*C11*C66))"2;

## \erification par identification

# premere partie de la racine caree
simplify((alpha*xi*2+beta*rho*omega’2)-(-2*b+2*d*c-2*a)/4);
#=0
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#deuxeme partie de la racine caree test_Ip-Ip
simplify((gam*xi*4+eta*rho*omega”2*xi*2+nu*rho”2*omega”4)\\
-(b"2-2*b*d*c-2*a*b+d"2*cN2-2*d*a*c+an2)/4);

#=0

HHHHHHHTHH
# vecteurs propores #
HH AT T

# structure de la matrice de I'EDO en W

restart;

with(LinearAlgebra);

M:= Matrix([[0,0,-1,0], [0,0,0,-1], [a,0,0,c], [O,b,d,0]]);
l,L:=Eigenvectors(M):

Ip:=I(1):

Is:=1(3):

# Soient
Xp:=-I*xi*(-c*b/(Ip"2*(b+1s"2)));
Xs:=-c*b/((I*xi)*(b+Ip"2));

# ou encore

# Xs:=-c*b/((I*xi)*(a-c*d+Is"2));

# Notre proposition de matrice de vecteurs propres
L2:=Matrix([[-Xp/(I*xi),-Xp/(I*xi),Xs*I*xi/Is"2,Xs*I*xi/Is"2],[-1/Ip,1/Ip,-1/Is,1/IS],\\
[Xp*Ip/(I*xi),-Xp*Ip/(I*xi),-Xs*I*xi/ls,Xs*I*xi/ls],[1,1,1,1]]);

## \erification
simplify(L-L2);
#=0

HiHH#
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A.3 Code Maple ™ pour la simplication a l'ordre 0 d'un
syseme

BHHHH B R
# Simplification a l'ordre 0 autour de x"2=xi"2/omega’2 #
# de sxx = CL1I1*(A*Xp*Ip"2-B*Xs*I*xi*ls)-I*xi*C13*vz #
# et sxz = C66*(-Ax*I*xi*|p+Bx*Is"2)-1*xi*C66*vx #
e e R e

### constantes du syseme

a := (rho*omega”2-xi"2*C66)/C11,;
b := (rho*omega’2-xi"2*C33)/C66;
c = -I*xi*(C13+C66)/C11;
d := -I*xi*(C13+C66)/C66;

### valeurs propres

# qui peuvent se eecrire directement

Ip := -I*omega*sqgrt(-alpha*x"2-beta*rho-sqrt(gam*x*4+eta*rho*x"2+nu*rho”2));
Is := -I*omega*sqrt(-alpha*x"2-beta*rho+sqrt(gam*x~4+eta*rho*x"2+nu*rho”2));

### facteurs

Xp := -*xi*(-c*b/(Ipr2*(b+1s"2)));

Xs = -c*b/((I*xi)*(b+lp”"2));

A = (Is*vx-I*Xi*Xs*vz)/(Xs*xin2-Xp*Is*Ip);

B = (-I*xi*vx+Xp*lp*vz)/(Xs*xi"2-Xp*Is*Ip);

# on isole les parties portant sur v_x et sur v_z
Ax:=eval(A,[vx=1,vz=0]);

Bx:=eval(B,[vx=1,vz=0]);

Az:=eval(A,[vx=0,vz=1]);

Bz:=eval(B,[vx=0,vz=1));

### systeme a simplifier, cecompo® en x et z
SXX_X:=C11*(-Ax*Xp*Ip"2-Bx*Xs*I*xi*Is):
SXX_z:=C11*(-Az*Xp*|p"2-Bz*Xs*I*xi*Is)-1*xi*C13:
Sxz_x:=C66*(-Ax*I*xi*Ip+Bx*1s"2):
sxz_z:=C66*(-Az*I*xi*Ip+Bz*Is"2):

### marche a suivre pour reproduire les esultats

# pour plus de maniabilie dans Maple, letude est fairte terme par terme

# puis ces termes sont copier-coller en remplaant xi*2/omega’2 par x"2

# enfin, la fonction "taylor(...,x,1)" est appeke sur chague composante

# il suffit ensuite de faire la somme des deux composantes puis devaluer :
# "eval(...,[beta=-(C11+C66)/(2*C11*C66),nu=((C11-C66)/(2*C11*C66))"2])"

# sans oublier les hypotrese physiques "assuming C11>0, C66>0, C11>C66"

#HH SXX_X
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# garder -I*omega en facteur
sxX_X_1:=C11*(-Ax*Xp*Ip"2);
SXX_X_2:=C11*(-Bx*Xs*I*xi*Is);
# = sqrt(rho)*I*omega*sqrt(C11)

#H#H SXX_z

# garder I*xi en facteur

sxx_z_1:=C11*(-Az*Xp*Ip"2);

SXX_z_2:=C11*(-Bz*Xs*I*xi*ls);

# -I*xi*C13

# = I*xi*(C13+C66)*(C11-sqrt(C66)*sqrt(C11))/(C11-C66)-I*xi*C13

#H## SXz_X

# garder -I*omega”2/xi en facteur
sxz_x_1:=C66*(-Ax*I*xi*Ip);
sxz_Xx_2:=C66*(Bx*Is"2);

# -I*xi*C66
# = 0-1*xi*C66
H#H#H SXZ_z

# garder -I*omega en facteur
sxz_z_1:=C66*(-Az*I*xi*Ip);
sxz_z_2:=C66*(Bz*Is"2);

# = sqgrt(rho)*I*omega*sqrt(C66)

HHHH
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A.4 Code Maple ™ pour les coe cients de e exion VTI 2D

HHHHHH R R R R R R R R
# Coefficient de eflexion pour la CLA VTI 2D #
HHHAHH R R R R

HHHH R
# ondes P #
HHHH R

restart;

### decomposition du champ total
Vecl = Vector([X*kx,Z*kz]):

Vec_i := Vector([Vecl(1), Vecl(2)]):

Vec i := subs(lkx = kx_i, kz = kz_i], Vec_i):
Vec_j := Vector([-Vecl(2), Vecl(1)]):
Vec_j := subs(lkx = kx_j, kz = kz_j], Vec_j):

### equation sur le bord VTI

U := Vecl+Aii*Vec_i+Aij*Vec j:

dxU = kx*Vecl+kx_i*Aii*Vec_i+kx_j*Aij*Vec_j:

dzU := kz*Vecl+kz_i*Aii*Vec_i+kz_j*Aij*Vec_j.

E := Vector([C11*dxU(1)+C13*dzU(2),C66*(dxU(2)+dzU(1))]):
B := Vector([rho*kappa*Vp*U(1),rho*Vs*U(2)]):

solve({E(1) = B(1), E(2) = B(2)}, {Aii, Aij}):

assign(%):

### force CLA isotrope

U := Vecl+Aii_iso*Vec_i+Aij_iso*Vec j:

dxU := kx*Vecl+kx_i*Aii_iso*Vec_i+kx_j*Aij_iso*Vec_j:

dzU := kz*Vecl+kz_i*Aii_iso*Vec_i+kz_j*Aij_iso*Vec j:

E := Vector([C11*dxU(1)+C13*dzU(2),C66*(dxU(2)+dzU(1))]):
B := Vector([rho*Vp*U(1),rho*Vs*U(2)]):

solve({E(1) = B(1), E(2) = B(2)}, {Aii_iso, Aij_iso}):
assign(%o):

### paranetres
X:=sqrt(kappa™2*Vp"2-Vs'2):
Z:=sqrt(Vph2-Vs'2):
C1l1l:=rho*kappa’2*Vp"2.
C66:=rho*Vs"2:
C13:=rho*X*Z-rho*Vs"2:

### rapport kiw
kx:=cos(theta)/(kappa*Vp):
kx_i:=-cos(theta)/(kappa*Vp):
kx_j:=-sqrt(1/Vs"2-(sin(theta)"2)/(Vp”"2)):
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kz:=sin(theta)/Vp:

kz_i:=kz:

kz_j:=kz:

App = eval(Aii): Aps = eval(Ai)):

App_iso := eval(Aii_iso): Aps_iso := eval(Aij_iso):

“assuming’([simplify(taylor(App, theta = 0, 3))], [Vs::positive]);
“assuming’([simplify(taylor(App_iso, theta = 0, 3))], [Vs::positive]);
“assuming’([simplify(taylor(Aps, theta = 0, 3))], [Vs::positive]);

#Ht figure

App_VTl.=eval(abs(App), [kappa = sqrt(1.5), Vp = 3000, Vs = 1750]):
App_VTI_iso:=eval(abs(App_iso), [kappa = sqrt(1.5), Vp = 3000, Vs = 1750]):
App_ref_iso:=eval(abs(App), [kappa = 1, Vp = 3000, Vs = 1750]):

plot([App_VTI, App_VTI_iso, App_ref_iso], theta = 0 .. (1/2)*Pi, linestyle = [1, 3, 4]);

Aps_VTl:=eval(abs(Aps), [kappa = sqgrt(1.5), Vp = 3000, Vs = 1750]):
Aps_VTI iso:=eval(abs(Aps_iso), [kappa = sqrt(1.5), Vp = 3000, Vs = 1750]):
Aps_ref_iso:=eval(abs(Aps), [kappa = 1, Vp = 3000, Vs = 1750]):

plot(JAps_VTI, Aps_VTI_iso, Aps_ref iso], theta = 0 .. (1/2)*Pi, linestyle = [1, 3, 4]);

HHH AR
# ondes S #
HHHHHHRHHHHE

restart;
### decomposition du champ total
Vecl := Vector([-Z*kz,X*kx]):

Vec i := Vector([Vecl(1), Vecl(2)]):
Vec_i := subs([kx = kx_i, kz = kz_i], Vec_i):
Vec_j := Vector([-Vecl(2), Vecl(1)]):
Vec_j := subs([kx = kx_j, kz = kz_j], Vec_j):

### equation sur le bord VTI

U := Vecl+Aii*Vec_i+Aij*Vec_j:

dxU = kx*Vecl+kx_i*Aii*Vec_i+kx_j*Aij*Vec_j:

dzU := kz*Vecl+kz_i*Aii*Vec_i+kz_j*Aij*Vec_j.

B := Vector([rho*kappa*Vp*U(1),rho*Vs*U(2)]):

E := Vector([C11*dxU(1)+C13*dzU(2),C66*(dxU(2)+dzU(1))]):
solve({E(1) = B(1), E(2) = B(2)}, {Aii, Aij}):

assign(%):

### force CLA isotrope

U := Vecl+Aii_iso*Vec_i+Aij_iso*Vec j:

dxU := kx*Vecl+kx_i*Aii_iso*Vec_i+kx_j*Aij_iso*Vec_j:
dzU := kz*Vecl+kz_i*Aii_iso*Vec_i+kz_j*Aij_iso*Vec j:
B := Vector([rho*Vp*U(1),rho*Vs*U(2)]):

solve({E(1) = B(1), E(2) = B(2)}, {Aii_iso, Aij_iso}):
assign(%):

205



Annexe A. Annexesa la partie |

### paranetres
X:=sqrt(kappa’2*Vp"2-Vs"2):
Z:=sqrt(Vp"2-Vsh2):
C1l1l:=rho*kappa’2*Vp"2:
C66:=rho*Vs"2:
C13:=rho*X*Z-rho*Vs"2:

### rapports kiw

kx:=cos(theta)/Vs:

kx_i:=-cos(theta)/Vs:
kx_j:=-sqrt(1/(kappa”2*Vp”2)-(sin(theta)"2)/(kappa”2*Vs"2)):

kz:=sin(theta)/Vs:

kz_i:=kz:

kz_j:=kz:

Ass := eval(Aii): Asp = eval(Aij):

Ass_iso := eval(Aii_iso): Asp_iso := eval(Aij_iso):
“assuming’([simplify(taylor(Ass, theta = 0, 3))], [Vp::positive,kappa::positive]);
“assuming’([simplify(taylor(Asp, theta = 0, 3))], [Vp::positive kappa::positive]);

##H# figure

Ass_VTl:=eval(abs(Ass), [kappa = sqrt(1.5), Vp = 3000, Vs = 1750]):
Ass_VTI_iso:=eval(abs(Ass_iso), [kappa = sqrt(1.5), Vp = 3000, Vs = 1750]):
Ass_ref _iso:=eval(abs(Ass), [kappa = 1, Vp = 3000, Vs = 1750]):

plot([Ass_VTI, Ass_VTI_iso, Ass_ref_iso], theta = 0 .. (1/2)*Pi, linestyle = [1, 3, 4]);
Asp_VTl:=eval(abs(Asp), [kappa = sqgrt(1.5), Vp = 3000, Vs = 1750]):

Asp_VTI iso:=eval(abs(Asp_iso), [kappa = sqgrt(1.5), Vp = 3000, Vs = 1750]):
Asp_ref_iso:=eval(abs(Asp), [kappa = 1, Vp = 3000, Vs = 1750]):

plot(JAsp_VTI, Asp_VTI_iso, Asp_ref iso], theta = 0 .. (1/2)*Pi, linestyle = [1, 3, 4]);

R
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A.5 Code Maple ™ pour les courbes de lenteur

HHHHHHHHHHHH R R
# Courbes de lenteur en TTI 2D #
HHHHHHHHHHH R R

restart:
with(LinearAlgebra):

### paranmetres TTI
rho:=1:

Vp:=3000:

Vs:=1800:
epsilon:=0.20:
delta:=0.15:
theta_TTI:=30*Pi/180:

Cvti:=Matrix(3,3):
Cvti[1,1]:=rho*Vp"2*(1+2*epsilon):

Cvti[1,2]:=sqrt(rho"2*(Vp"2-Vs 2)"2+2*delta*Vp/2*rho2*(Vp"2-Vs2)) - rho*Vs/2:

Cvti[2,2]:=rho*Vp"2:
Cvti[3,3]:=rho*Vs”2:

### TTI par rotation du VTI
C:=Matrix(3,3):

R := Matrix([[cos(theta_TTI),sin(theta_TTI)],[-sin(theta_TTI),cos(theta_TTN]]):

V := Matrix([[1,3],[3,2]]):

Cvti[1,3]:=0:
Cvti[2,3]:=0:
Cvti[2,1]:=Cwti[1,2]:
Cvti[3,1]:=Cwvti[1,3]:
Cvti[3,2]:=Cwvti[2,3]:
for i from 1 to 2 do
for j from 1 to 2 do
for k from 1 to 2 do
for | from 1 to 2 do
temp:=0:
for p from 1 to 2 do
for g from 1 to 2 do
for r from 1 to 2 do
for s from 1 to 2 do

od;
od;
od;
od;

temp:=temp+R[p,i*R[q,j]*R[r.K]*R[s,[]*Cvti[V[p,q],V[r,s]]:
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CIVIi,jl,VIK,[]]:=temp:
od;
od;
od;
od;

### equation de dispersion

A:=Matrix(2,2):
A[1,1]:=C[1,1]*x"2+2*C[1,3]*x*y+C[3,3]*y"2:
A[1,2]:=C[1,3]*x"2+(C[3,3]+C[1,2])*x*y+C[2,3]*y"2:
A[2,1]:=A[1,2]:
A[2,2]:=C[3,3]*x"2+2*C[2,3]*x*y+C[2,2]*y"2:
eVal:=Eigenvalues(evalf(A)):

### courbes de lenteur

slow_p:=subs(x=cos(theta),y=sin(theta),sqrt(rho/eVal[1])):
slow_s:=subs(x=cos(theta),y=sin(theta),sqrt(rho/eVal[2])):
plot([slow_p,slow_s],theta=0..2*Pi,coords=polar,scaling=CONSTRAINED,linestyle=[1,3]);
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A.6 Code Maple ™ pour les coe cients de e exion TTI 2D

HHHHHH R R R R R R R R
# Coefficient de eflexion pour la CLA TTIl 2D #
HHHAHH R R R R

restart;
rho:=1: Vp:=3000: Vs:=1750: kappa:=sqrt(1.5): alpha:=30*Pi/180:

### paranetres
X:=sqrt(kappa’2*Vp"2-Vs"2):
Z:=sqrt(Vph2-Vsh2).
Cvti[1,1]:=Vp"2*kappa”2;
Cvti[1,2]:=X*Z-Vs"2;
Cvti[2,2]:=Vp"2;
Cvti[3,3]:=Vs"2;
C:=Matrix(3,3):
V = Matrix([[1,3],[3,2]]):
R := Matrix([[cos(alpha),-sin(alpha)],[sin(alpha),cos(alpha)]]):
Cvti[1,3]:=0
Cvti[2,3]:=0:
Cvti[2,1]:=Cvti[1,2]:
Cvti[3,1]:=Cwvti[1,3]:
Cvti[3,2]:=Cvti[2,3]:
for i from 1 to 2 do
for j from 1 to 2 do
for k from 1 to 2 do
for | from 1 to 2 do
temp:=0:
for p from 1 to 2 do
for g from 1 to 2 do
for r from 1 to 2 do
for s from 1 to 2 do
temp:=temp+R[p,iI*R[q,j]*R[r,K]*R[s,[]*Cvti[V[p,q], VIr,s]]:
od;
od;
od;
od;
C[VI[i,jl,VIKk,[]]:=temp:
od;
od;
od;
od;
C11:=C(1,1):
C13:=C(1,2):
C66:=C(3,3):
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C16:=C(1,3):
C36:=C(2,3):
xi_1:=rho*Vp"2*(kappa”2*cos(alpha)*2+sin(alpha)"2):
Xi_2:=-rho*Vp"2*(kappa’2-1)*2*cos(alpha)*sin(alpha):
Xi_3:=rho*Vp”"2*(kappa’2*sin(alpha)*2+cos(alpha)"*2):

B
# ondes P # (si vous venez de calculer I'onde S, faites le "restart")
HHHHHH A

### decomposition du champ total
Vecl := Vector([(X*cos(alpha)*2+Z*sin(alpha)"2)*kx+(X-Z)*cos(alpha)*sin(alpha)*kz, \\
(Z*cos(alpha)*2+X*sin(alpha)"2)*kz+(X-Z)*cos(alpha)*sin(alpha)*kx]):

Vec_i := Vector([Vecl(1), Vecl(2)]):
Vec_ i := subs(lkx = kx_i, kz = kz_i], Vec_i):
Vec_j := Vector([-Vecl(2), Vecl(1)]):
Vec_j := subs([kx = kx_j, kz = kz_j], Vec_j):

### equation sur le bord TTI

U := Vecl+Aii*Vec_i+Aij*Vec j:

dxU = kx*Vecl+kx_i*Aii*Vec_i+kx_j*Aij*Vec_j:

dzU := kz*Vecl+kz_i*Aii*Vec_i+kz_j*Aij*Vec_j:

E := Vector([C11*dxU(1)+C13*dzU(2)+C16*(dxU(2)+dzU(1)), \
C16*dxU(1)+C36*dzU(2)+C66*(dxU(2)+dzU(1))]):

Bl := kappa*cos(alpha)*2+sin(alpha)”2:

B2 := -(kappa-1)*cos(alpha)*sin(alpha):

B3:= sqrt(kappa”2*cos(alpha)*2+sin(alpha)"2):

B := Vector([B1°2/B3*Vp*U(1)+B1*B2/B3*Vp*U(2),B1*B2/B3*Vp*U(1)+B2"2/B3*Vp*U(2)+Vs*U(2)]):

solve({E(1) = B(1), E(2) = B(2)}, {Aii, Aij}):

assign(%):

### force CLA VTI

U := Vecl+Aii_VTI*Vec_i+Aij_VTI*Vec j:

dxU = kx*Vecl+kx_i*Aii_VTI*Vec_i+kx_j*Aij_VTI*Vec_j:

dzU := kz*Vecl+kz_i*Aii_VTI*Vec_i+kz_j*Aij_VTI*Vec j:

E := Vector([C11*dxU(1)+C13*dzU(2)+C16*(dxU(2)+dzU(1)), \
C16*dxU(1)+C36*dzU(2)+C66*(dxU(2)+dzU(1))]):

B := Vector([rho*kappa*Vp*U(1),rho*Vs*U(2)]):

solve({E(1) = B(1), E(2) = B(2)}, {Aii_VTI, Aij_VTI}):

assign(%o):

### force CLA iso

U := Vecl+Aii_iso*Vec_i+Aij_iso*Vec_j:

dxU := kx*Vecl+kx_i*Aii_iso*Vec_i+kx_j*Aij_iso*Vec j:

dzU := kz*Vecl+kz_i*Aii_iso*Vec_i+kz_j*Aij_iso*Vec_j:

E := Vector([C11*dxU(1)+C13*dzU(2)+C16*(dxU(2)+dzU(1)), \
C16*dxU(1)+C36*dzU(2)+C66*(dxU(2)+dzU(1))]):
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B := Vector([rho*Vp*U(1),rho*Vs*U(2)]):
solve({E(1) = B(1), E(2) = B(2)}, {Aii_iso, Aij_iso}):
assign(%o):

### rapport kiw

# kz devient ici le parametre d'observation

kz_i:=kz: kz_j:=kz:

kx1, kx2 := solve(kx"2*xi_1+kx*kz*xi_2+kz"2*xi_3 = 1, kx):
kx:=kx1:

kx_i:=kx2:

kx_j:=-sqrt(1/(Vs"2)-kz"2):

### figure

App = eval(Aii): Aps := eval(Aij):

App_VTI := eval(Aii_VTI): Aps_VTI = eval(Aij_VTI):

App_iso := eval(Aii_iso): Aps_iso := eval(Aij_iso):
kz1:=-2*sqrt(xi_1)/sqrt(4*xi_1*xi_3-xi_272): kz2:=2*sqrt(xi_1)/sqrt(4*xi_1*xi_3-xi_2"2):
plot(Jabs(App), abs(App_VTI), abs(App_iso)], kz=kzl-1le-6..kz2+1e-6, linestyle=[1, 3, 4]);
plot([abs(Aps), abs(Aps_VTI), abs(Aps_iso)], kz=kzl-1le-6..kz2+1e-6, linestyle=[1, 3, 4]);

HiHHH R
# ondes S # (si vous venez de calculer lI'onde P, faites le "restart")
HHHH R

### decomposition du champ total
Vecl := Vector([-(Z*cos(alpha)*2+X*sin(alpha)*2)*kz-(X-Z)*cos(alpha)*sin(alpha)*kx, \\
(X*cos(alpha)*2+Z*sin(alpha)"2)*kx+(X-Z)*cos(alpha)*sin(alpha)*kz]):

Vec_i := Vector([Vecl(1), Vecl(2)]):
Vec i := subs([kx = kx_i, kz = kz_i], Vec_i):
Vec_j := Vector([-Vecl(2), Vecl(1)]):
Vec j := subs([kx = kx_j, kz = kz_j], Vec_j):

### equation sur le bord TTI

U := Vecl+Aii*Vec_i+Aij*Vec_j:

dxU := kx*Vecl+kx_i*Aii*Vec_i+kx_j*Aij*Vec_j.

dzU := kz*Vecl+kz_i*Aii*Vec_i+kz_j*Aij*Vec_j:

E := Vector([C11*dxU(1)+C13*dzU(2)+C16*(dxU(2)+dzU(1)), \
C16*dxU(1)+C36*dzU(2)+C66*(dxU(2)+dzU(1))]):

Bl := kappa*cos(alpha)*2+sin(alpha)"2:

B2 := -(kappa-1)*cos(alpha)*sin(alpha):

B3:= sqrt(kappa”2*cos(alpha)*2+sin(alpha)"2):

B := Vector([B172/B3*Vp*U(1)+B1*B2/B3*Vp*U(2),B1*B2/B3*Vp*U(1)+B2"2/B3*Vp*U(2)+Vs*U(2)]):

solve({E(1) = B(1), E(2) = B(2)}, {Aii, Aij}):

assign(%o):

### force CLA VTI
U := Vecl+Aii_VTI*Vec_i+Aij_VTI*Vec_j:
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dxu kx*Vecl+kx_i*Aii_VTI*Vec_i+kx_j*Aij_VTI*Vec_j:

dzuU kz*Vecl+kz_i*Aii_VTI*Vec_i+kz_j*Aij_VTI*Vec_j:

E := Vector([C11*dxU(1)+C13*dzU(2)+C16*(dxU(2)+dzU(1)), \
C16*dxU(1)+C36*dzU(2)+C66*(dxU(2)+dzU(1))]):

B := Vector([rho*kappa*Vp*U(1),rho*Vs*U(2)]):

solve({E(1) = B(1), E(2) = B(2)}, {AIi_VTI, Aij_VTI}):

assign(%o):

### force CLA iso

U := Vecl+Aii_iso*Vec_i+Aij_iso*Vec_j:

dxU := kx*Vecl+kx_i*Aii_iso*Vec_i+kx_j*Aij_iso*Vec_j:

dzU := kz*Vecl+kz_i*Aii_iso*Vec_i+kz_j*Aij_iso*Vec_j:

E := Vector([C11*dxU(1)+C13*dzU(2)+C16*(dxU(2)+dzU(1)), \
C16*dxU(1)+C36*dzU(2)+C66*(dxU(2)+dzU(1))]):

B := Vector([rho*Vp*U(1),rho*Vs*U(2)]):

solve({E(1) = B(1), E(2) = B(2)}, {Aii_iso, Aij_iso}):

assign(%):

### rapport kiw

kz:=sin(theta)/Vs:

kz_i:=kz:

kz_j:=kz:

kx1, kx2 := solve(kx"2*xi_1+kx*kz*xi_2+kz"2*xi_3 = 1, kx):
kx:=cos(theta)/Vs:

kx_i:=-cos(theta)/Vs:

kx_j:=kx2:

### figure

Ass = eval(Aii): Asp = eval(Aij):

Ass_VTI := eval(Aii_VTI): Asp_VTI := eval(Aij_VTI):

Ass_iso := eval(Aii_iso): Asp_iso := eval(Aij_iso):

plot([abs(Ass), abs(Ass_VTI), abs(Ass_iso0)], theta=-Pi/2..Pi/2, linestyle = [1, 3, 4]);
plot(Jabs(Asp), abs(Asp_VTI), abs(Asp_iso)], theta=-Pi/2..Pi/2, linestyle = [1, 3, 4]);

HHHH
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A.7 Code Maple ™ pour les surfaces de lenteur

HHHHH R R
# Surfaces de lenteur en TTI 3D #
HHHHHHHHHHH R

restart:
with(LinearAlgebra):

### paranmetres TTI
rho:=1:

Vp:=3000:

Vs:=1500:
epsilon:=0.25:
delta:=0.10:
gam:=0.20:
theta_TTI:=30*Pi/180:
phi_TTIl:=15*Pi/180:

### tenseur VTI
Cvti:=Matrix(6,6):
Cvti[1,1]:=rho*Vp"2*(1+2*epsilon):
Cvti[2,2]:=Cvti[1,1]:
Cvti[3,3]:=rho*Vp”"2:
Cvti[4,4]:=rho*Vs"2:
Cvti[5,5]:=Cvti[4,4]:
Cvti[6,6]:=rho*Vs”"2*(1+2*gam):
Cvti[1,2]:=Cvti[1,1]-2*CVti[6,6]:

Cvti[1,3]:=sqrt(rho"2*(Vp"2-Vs 2)"2+2*delta*Vp/2*rho2*(Vp"2-Vs2)) - rho*Vs2:

Cvti[2,3]:=Cvti[1,3]:

### TTI par rotation du VTI
R := Matrix([

[cos(theta_TTI)*cos(phi_TTI),cos(theta_TTI)*sin(phi_TTI),-sin(theta_TTI)],

[-sin(phi_TTI),cos(phi_TTI),0],

[sin(theta_TTI)*cos(phi_TTI),sin(theta_TTI)*sin(phi_TTI),cos(theta_TTI)]]):

V := Matrix([[1,6,4].,[6,2,5],[4,5,3]]):
for i from 1 to 6 do
for j from i to 6 do
Cti[j,i]:=Cvtili,j]:
od;
od;
C:=Matrix(6,6):
for i from 1 to 3 do
for j from 1 to 3 do
for k from 1 to 3 do
for | from 1 to 3 do
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temp:=0:
for p from 1 to 3 do
for g from 1 to 3 do
for r from 1 to 3 do
for s from 1 to 3 do
temp:=temp+R[p,i]*R[q,j]*R[r.K]*R[s,[]*Cvti[V[p,q],V[r,s]]:
od;
od;
od,;
od;
C[VI[i,jl,VIK,[]]:=temp:
od;
od,;
od;
od;

### equation de dispersion

A:=Matrix(3,3):

A[1,1]:=C[1,1]*x2+C[6,6]*y"2+C[4,4]*2"2+2*C[1,6]*x*y+2*C[1,4]*x*z+2*C[4,6]*y*z:

A[1,2]:=(C[6,6]+C[1,2])*x*y+C[1,6]*x"2+(C[1,5]+C[4,6])*x*z \\
+C[2,6]*y"2+(C[5,6]+C[2,4])*y*z+C[4,5]*z"2:

A[1,3]:=(C[4,4]+C[1,3])*x*z+C[1,4]*x"2+(C[1,5]+C[4,6])*x*y \\
+C[5,6]*y"2+(C[3,6]+C[4,5])*y*z+C[3,4]*z"2:

A[2,1]:=A[1,2]:

A[3,1]:=A[1,3]:

A[2,2]:=C[6,6]*x"2+C[2,2]*y"2+C[5,5]*z"2+2*C[2,6]*x*y+2*C[5,6]*x*z+2*C[2,5]*y*z:

A[2,3]:=(C[5,5]+CJ[2,3])*y*z+C[4,6]*x"2+(C[5,6]+C[2,4])*x*y \\
+(C[3,6]+C[4,5])*x*z+C[2,5]*y"2+C[3,5]*z"2:

A[3,2]:=A[2,3]:

A[3,3]:=C[4,4]*x"2+C[5,5]*y"2+C[3,3]*2"2+2*C[4,5]*x*y+2*C[3,4]*x*z+2*C[3,5]*y*Z:

eVal:=Eigenvalues(evalf(A)):

### surfaces de lenteur
slow_p:=subs(x=cos(theta)*sin(phi),y=sin(theta)*sin(phi),z=cos(phi),sqrt(rho/eVal[1])):
slow_sl:=subs(x=cos(theta)*sin(phi),y=sin(theta)*sin(phi),z=cos(phi),sqrt(rho/eVal[2])):
slow_s2:=subs(x=cos(theta)*sin(phi),y=sin(theta)*sin(phi),z=cos(phi),sqrt(rho/eVal[3])):
#plot3d(slow_p,theta=0..2*Pi,phi=0..Pi,coords=spherical,scaling=CONSTRAINED)
#plot3d(slow_s1,theta=0..2*Pi,phi=0..Pi,coords=spherical,scaling=CONSTRAINED)
#plot3d(slow_s2,theta=0..2*Pi,phi=0..Pi,coords=spherical,scaling=CONSTRAINED)

### coupes suivant les axes du repere caresien
slow_p_x:=eval(slow_p,phi=Pi/2):
slow_p_y:=eval(slow_p,theta=0):
slow_p_z:=eval(slow_p,theta=Pi/2):
slow_s1_x:=eval(slow_s1,phi=Pi/2):

slow_sl1 y:=eval(slow_s1,theta=0):
slow_s1_z:=eval(slow_s1,theta=Pi/2):
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slow_s2_x:=eval(slow_s2,phi=Pi/2):

slow_s2_y:=eval(slow_s2,theta=0):

slow_s2_z:=eval(slow_s2,theta=Pi/2):

plot([slow_p_x,slow_s1 x,slow_s2_x],theta=0..2*Pi,coords=polar,scaling=CONSTRAINED);
plot([slow_p_y,slow_s1 y,slow_s2_y],phi=0..2*Pi,coords=polar,scaling=CONSTRAINED);
plot([slow_p_z,slow_s1_z,slow_s2_z],phi=0..2*Pi,coords=polar,scaling=CONSTRAINED);

HHHH#
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Contributions a la moctlisation matlematique eta l'algorithmique parakle pour
I'optimisation d'un propagateur d'ondeselastiques en milieu anisotrope

Resune : La nethode d'imagerie la plus epandue dans l'industrie petrolere est la RTM ( Reverse
Time Migration ) qui repose sur la simulation de la propagation des ondes dans le sous-sol. Nous nous
sommes concentes sur un propagateur d'ondeselastiques 3D en milieu anisotrope de type TTIT{l-
ted Transverse Isotropic). Nous avons directement travaile dans le code de recherche de Total DIVA
(Depth Imaging Velocity Analysis), bag sur une discetisation par la methode de Galerkin Discontinue
et le sctema Leap-Frog, et ceveloppe pour le calcul paralkle intensif { HPC ( High Performance Com-
puting). Nous avons cibke plus particulerement deux contributions possibles qui, si elles supposent
des competences tes dierentes, ont la méme nalie : eduire les colts de calculs requis pour la
simulation. D'une part, les conditions aux limites classiques de type PML Perfectly Matched Layers
ne sont pas stables dans des milieux TTI. Nous avons propog de formuler une CLA (Conditions aux
Limites Absorbantes) stable dans des milieux anisotropes. La nethode de construction repose sur les
proprees des courbes de lenteur, ce qui donnea notre approche un caracere original. D'autre part,
le paralelisme initial, bas sur une decomposition de domaine et des communications par passage de
messages a l'aide de la bibliotreque MPI, conduita un desquilibrage de charge qui detriore son
e cacie paralele. Nous avons corrige cela en remplecant le paradigme paralklisme par ['utilisation
de la programmationa base de taches sur support d'execution.

Cette these aet ealiee dans le cadre de I'action de recherche DIP (Depth Imaging Partnership)
qui lie la compagnie etrolere Total et Inria.

Mots-cks :equation des ondes elastiques, anisotropie TTI (Tilted Transverse Isotropy), Condi-
tions aux Limites Absorbantes, programmation paralele a base de taches, HPC High-Performance
Computing)

Contributions to the mathematical modeling and to the parallel algorithmic for the
optimization of an elastic wave propagator in anisotropic media

Abstract: The most common method of Seismic Imaging is the RTM (Reverse Time Migration)
which depends on wave propagation simulations in the subsurface. We focused on a 3D elastic wave
propagator in anisotropic media, more precisely TTI (Tilted Transverse Isotropic). We directly wor-
ked in the Total code DIVA (Depth Imaging Velocity Analysis) which is based on a discretization by
the Discontinuous Galerkin method and the Leap-Frog scheme, and developed for intensive parallel
computing { HPC (High Performance Computing). We choose to especially target two contributions.
Although they required very di erent skills, they share the same goal: to reduce the computational cost
of the simulation. On one hand, classical boundary conditions like PML (Perfectly Matched Layers)
are unstable in TTI media. We have proposed a formulation of a stable ABC (Absorbing Boundary
Condition) in anisotropic media. The technigue is based on slowness curve properties, giving to our
approach an original side. On the other hand, the initial parallelism, which is based on a domain de-
composition and communications by message passing through the MPI library, leads to load-imbalance
and so poor parallel e ciency. We have xed this issue by replacing the paradigm for parallelism by
the use of task-based programming through runtime system.

This PhD thesis have been done in the framework of the research action DIP (Depth Imaging
Partnership) between the Total oil company and Inria.

Keywords elastic wave equation, TTI (Tilted Transverse Isotropy) anisotropy, Absorbing Boundary
Conditions, task-based parallel programming, HPC (High-Performance Computing)
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