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Résumé

Cette thése porte sur le développement de méthodes de Monte-Carlo pour calculer des repré-
sentations Feynman-Kac impliquant des opérateurs sous forme divergence avec un coefficient
de diffusion constant par morceaux. Les méthodes proposées sont des variantes de la marche
sur les sphéres a l'intérieur des zones avec un coefficient de diffusion constant et des techniques
de différences finies stochastiques pour traiter les conditions aux interfaces aussi bien que les
conditions aux limites de différents types. En combinant ces deux techniques, on obtient des
marches aléatoires dont le score calculé le long du chemin fourni un estimateur biaisé de la so-
lution de I’équation aux dérivées partielles considérée. On montre que le biais global de notre
algorithme est en général d’ordre deux par rapport au pas de différences finies. Ces méthodes
sont ensuite appliquées au probléme direct lié a la tomographie par impédance électrique pour
la détection de tumeurs. Une technique de réduction de variance est également proposée dans
ce cadre. On traite finalement du probléme inverse de la détection de tumeurs a partir de
mesures de surfaces a ’aide de deux algorithmes stochastiques basés sur une représentation
paramétrique de la tumeur ou des tumeurs sous forme d’une ou plusieurs sphéres. De nom-
breux essais numeériques sont proposés et montrent des résultats probants dans la localisation
des tumeurs.

Mots clés

Méthode de Monte-Carlo, Formule de Feynman-Kac, Equation de diffusion, Marche sur les
sphéres, Différences finies stochastiques, Tomographie par impédance électrique, Estimation
de distribution.

Abstract

This thesis deals with the development of Monte-Carlo methods to compute Feynman-Kac
representations involving divergence form operators with a piecewise constant diffusion coef-
ficient. The proposed methods are variations around the walk on spheres method inside the
regions with a constant diffusion coefficient and stochastic finite differences techniques to treat
the interface conditions as well as the different kinds of boundary conditions. By combining
these two techniques, we build random walks which score computed along the walk gives us
a biased estimator of the solution of the partial differential equation we consider. We prove
that the global bias is in general of order two with respect to the finite difference step. These
methods are then applied for tumour detection to the forward problem in electrical impedance
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tomography. A variance reduction technique is also proposed in this case. Finally, we treat
the inverse problem of tumours detection from surface measurements using two stochastics
algorithms based on a spherical parametric representation of the tumours. Many numerical
tests are proposed and show convincing results in the localization of the tumours.

Keywords

Monte Carlo method, Feynman-Kac formula, Diffusion equations, Stochastic finite differences,
Walk on spheres, Electrical Impedance Tomography, Estimation of Distribution.
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Chapitre 1

Introduction générale

Les phénomeénes de diffusion interviennent dans de nombreux domaines de la physique
comme la thermique, la résistance des matériaux ou encore 1’électro-encéphalographie. Ils sont
également tres présents en biologie, en chimie ou encore dans le domaine des mathématiques
financiéres. Leurs modélisations font souvent intervenir des équations aux dérivées partielles
dont le prototype est I’équation de Laplace pour les diffusions spatialement homogeénes.

La résolution numérique de ces équations peut s’effectuer par un trés grand nombre de
méthodes déterministes ou stochastiques dont la pertinence dépend de la nature et de la
dimension de I’équation considérée. Les méthodes déterministes de type éléments finis sont en
général utilisées pour le calcul de la solution globale de I’équation en des points d’une grille.
Ces méthodes sont basées sur une formulation variationnelle pour laquelle les solutions du
probléme vérifient des conditions d’existence plus faibles que celles du probléme initial et ou
un maillage permet de trouver une solution approchée. La qualité de la solution dépend de la
qualité du maillage. Un maillage raffiné est nécessaire a 'obtention d’un résultat fiable. Les
méthodes de Monte-Carlo pour résoudre ces équations se basent sur la simulation de processus
de diffusion via différents schémas comme le schéma d’Euler. Dans le cas de I’équation de
Laplace, le processus a simuler est le mouvement Brownien. Il existe des méthodes trés efficaces
de simulation de ce mouvement Brownien de type marche sur les sous-domaines par exemple la
marche sur les sphéres (WOS en anglais) ou moins classiquement la marche sur les rectangles
(WOR en anglais). Les méthodes de Monte-Carlo sont moins précises que les méthodes de type
éléments finis mais elles peuvent donner une solution approchée en un point du domaine ou
encore la moyenne de la solution sur une zone sans faire de maillage. Elles sont peu sensibles a
la dimension et a la géométrie du probléme, sont faciles a programmer et se parallélisent trés
facilement. Elles sont donc plutot utilisées en grande dimension ou pour le calcul de la solution
en quelques points du domaine ou de sa moyenne sur une partie du domaine. L’inconvénient
majeur de cette méthode est une vitesse de convergence trés lente et on ne peut pas obtenir
un résultat précis sans un effort de calcul important. De nombreuses méthodes de réduction
de variance sont proposées pour remédier a cet inconvénient.

L’objectif de cette thése est de proposer de nouveaux schémas pour résoudre des équations
impliquant des opérateurs de diffusion dans un domaine hétérogéne de la forme

_%V(aVu)(:B) + Alz)u(x)

1



2 Introduction générale

avec tous types de conditions aux bords : Dirichlet, Neumann et de facon plus générale des
conditions de type Robin. Ensuite, nous appliquerons ces nouveaux schémas a la résolution
d’un probléme direct en tomographie par impédance électrique intitulé modéle des électrodes
complet. Pour cette application, nous nous concentrons sur la détection de tumeurs cancé-
reuses dans le sein a partir de potentiels mesurés sur les électrodes attachées sur la peau. D’un
point de vue mathématique, le calcul des potentiels sur ces électrodes équivaut a calculer la
moyenne sur les électrodes de la solution d'une équation de diffusion avec certaines conditions
aux bords particuliéres. Cela justifie que nous n’ayons pas forcément besoin de connaitre la
solution partout dans le domaine. De plus dans le cadre de la résolution de problémes inverses,
on peut étre amené & calculer un grand nombre de fois la solution de problémes directs. Dans
ce type de cas, la méthode de Monte-Carlo peut donc s’avérer une alternative tres efficace.
Nous allons maintenant décrire I’organisation du manuscrit.

Dans le deuxiéme chapitre, nous rappelons les principes de base de la méthode de Monte-
Carlo et ses applications a 'intégration numérique et a la résolution d’équations aux dérivées
partielles. Les techniques usuelles de réduction de variance seront décrites dans le cas de I'in-
tégration numeérique. Un soin particulier sera porté a la description des outils probabilistes
pour résoudre des équations de Poisson avec des conditions aux bords de type de Dirichlet et
Neumann comme la formule de Feynman-Kac, le schéma d’Euler, la marche sur les sphéres
ou la marche sur les rectangles.

Dans le troisiéme chapitre, nous commencons par rappeler les différents schémas classiques
pour simuler les processus stochastiques liés aux opérateurs présentant un coefficient de diffu-
sion constant par morceaux. Ensuite, nous introduisons de nouvelles méthodes de Monte-Carlo
efficaces pour résoudre des équations aux dérivées partielles elliptiques en dimension deux et
trois avec un coefficient de diffusion constant par morceaux, mais aussi des conditions aux
bords de type Robin et également un terme d’amortissement. Ces méthodes sont basées sur
I’évolution d’une marche aléatoire et de son score a l'intérieur de sous-domaines et de replace-
ments aux interfaces et aux bords du domaine. Le mouvement a 'intérieur d’un sous-domaine
se fait grace a la marche sur les sphéres standard ou d’une variante développée spécialement
dans le cas ou il y a a la fois un terme d’amortissement et un terme source. Pour traiter
les replacements a l'interface ou aux bords du domaine, nous développons des techniques
de différences finies stochastiques. Ces techniques constituent une amélioration des schémas
usuels car 'ordre du biais a chaque replacement est plus élevé (ordre trois pour les nouveaux
schémas au lieu de deux habituellement). Dans le cas particulier de I'opérateur Laplacien avec
des conditions de Robin partout sur le bord, nous effectuons une analyse du biais et de la
variance de l'algorithme complet. De nombreux tests numériques montrent que le biais global
de I'algorithme est d’ordre deux.

Le quatriéme chapitre est consacré a un exemple d’application des équations sous forme
divergence : la modélisation d'une tumeur cancéreuse dans un sein dans le cadre de la to-
mographie par impédance électrique. Dans ce modéle appelé modéle des électrodes complet,
le sein est divisé en deux zones avec des coefficients de diffusion différents (conductivités
électriques), une fine couche de peau et une couche de gras. Des électrodes sont attachées a
différentes zones de la surface de la peau. Ces zones sont modélisées par des conditions de
Robin et le reste de la peau par des conditions de Neumann. La tumeur est supposée sphé-
rique et la conductivité a l'intérieur de celle-ci infinie car la conductivité y est beaucoup plus
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grande que dans la couche de gras. Ceci permet également de modéliser les conditions au
bord de la tumeur par une constante obtenue grace a la conservation de la charge. Dans le
cas de plusieurs tumeurs, la conductivité a 'intérieur des tumeurs est choisie beaucoup plus
grande que dans le gras mais reste finie. Le probléme direct consiste a estimer les intensités
moyennes sur chaque électrode en connaissant la distribution de conductivité, la localisation
de la tumeur et la tension sur ces mémes électrodes. Aprés avoir rappelé les résultats d’exis-
tence et d’unicité de ce modéle, nous étudions le biais de notre algorithme pour un modele
en dimension un avec une condition de Neumann a une extrémité et de Robin sur 'autre
extrémité. Nous montrons théoriquement que sur cet exemple le biais global de 'algorithme
est toujours d’ordre deux. Nous reprenons ensuite ’étude du biais et de la variance pour un
cas-test en dimension deux ot le sein est modélisé par deux couches concentriques et la tumeur
par un disque. Cette étude numérique montre que le biais est toujours d’ordre deux pour un
modele régularisé mais un peu moins que deux pour celui des électrodes. Un modeéle en trois
dimensions sur une demi-sphére est aussi étudié. Tous nos tests numériques comportent une
comparaison avec une résolution par une méthode d’éléments finis programmeée a ’aide du
logiciel Freefem-++-. Afin de réduire la variance, nous utilisons aussi la solution du probléme
sans tumeur donnée par ce logiciel comme une variable de controle de la solution du probléme
avec la tumeur. Cette technique permet de réduire la variance de maniére trés significative.
Une autre version purement stochastique de cette idée est également proposée ainsi que la
parallélisation des différents algorithmes a ’aide de l'interface de programmation Openmp.

Le dernier chapitre traite de la détection de la tumeur a partir des intensités moyennes
mesurées sur les N électrodes dans N — 1 configurations linéairements indépendantes. Il s’agit
donc d’un probléme inverse dont nous commencons par rappeler les caractéristiques en terme
d’unicité et de stabilité. Pour sa résolution, nous proposons deux nouvelles approches paramé-
triques fondées sur des algorithmes stochastiques. Dans un premier temps nous considérons
la détection d’une seule tumeur circulaire dans un milieu ou les conductivités sont connues
en dehors de la tumeur et ou seuls le rayon et la position de celle-ci sont inconnus. Les deux
algorithmes stochastiques reposent sur le méme principe : créer une population de candidats
dont la distribution (destiner a converger vers la solution) va évoluer en fonction de celle
de meilleurs candidats. Ces meilleurs candidats sont ceux dont la fonction cott qui mesure
I’écart quadratique entre les intensités mesurées et les intensités estimées est la plus petite.
Le premier algorithme repose sur lestimation de distribution ou les trois inconnues (rayon
et coordonnées de l'inclusion) sont paramétrisées par des lois uniformes indépendantes qui
évoluent comme une combinaison linéaire entre la loi actuelle et la loi empirique des meilleurs
candidats. Le deuxiéme algorithme est un algorithme mimétique qui met en compétition les
différentes candidats a ’aide de duels et dont la phase de recherche se fait grace & un mouve-
ment Brownien a pas décroissant. Les deux algorithmes fournissent des résultats trés précis
surtout grace aux techniques de réduction de variance développées dans le chapitre précédent.
Nous appliquons finalement ces algorithmes a des problémes plus compliqués ot les conduc-
tivités dans les couches de peau et de gras sont également inconnues et ou il peut y avoir
plusieurs tumeurs.






Chapitre 2

La méthode de Monte-Carlo et son
application a I’équation de Poisson

2.1 Description de la méthode de Monte-Carlo

Les méthodes de Monte-Carlo (]|26],[48]) désignent un ensemble de méthodes numériques qui
reposent sur des nombres aléatoires. Nous allons dans cette thése nous intéresser principa-
lement & la méthode de Monte-Carlo standard qui consiste & approcher numériquement une
quantité déterministe aprés avoir écrit celle-ci comme ’espérance E(X) d’une certaine variable
aléatoire X. La méthode de Monte-Carlo s’appuie sur la loi des grands nombres qui affirme
que la moyenne empirique de la variable aléatoire X converge vers son espérance E(X). La
loi forte des grands nombres [53] pour des variables intégrables s’énonce de la fagon suivante :

Théoréme 1. Soit (X;,7 > 1) une suite de variables aléatoires dans R indépendantes suivant
toutes la méme loi qu’une variable aléatoire X. On suppose que E(|X|) < +oo. Alors, pour
presque tout w :
1
E(X)= lim —(Xj(w)+ ...+ X,(w)).

n—-+oo N
La formule précédente nous fournit un estimateur de E(X) mais il ne nous dit pas a quelle
vitesse cet estimateur converge ce qui est crucial d’un point de vue numérique. Autrement
dit, il faut étudier le comportement de I'erreur

1

n

n =E(X) = —(X) + ... + X,)

en fonction de n. Cette question est résolue par le théoréme de limite central qui donne le
comportement asymptotique de I'erreur €,, sous I’hypothése supplémentaire de 1’existence d’un
moment d’ordre 2 pour X. Il peut s’énoncer comme suit

Théoréme 2. Soit (X;,i > 1)une suite de variables aléatoires dans R indépendantes suivant
toutes la méme loi qu’une variable aléatoire X. On suppose que E(X?) < +o00. On note

0’ =E(X - E(X))*=E(X?) - E(X)?

la variance de X. On suppose que o > 0, alors la variable aléatoire @% converge en loi vers

a2 )

une variable aléatoire G suivant une loi gaussienne centrée réduite de densité % Si f est
22

une fonction continue bornée, B(f(*e,)) converge vers B(f(G)) = = f(a:)\/%e_Td:z.

o

5
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On va se servir de ce théoréme pour construire un intervalle de confiance pour la quantité
E(X). En effet pour n suffisamment grand la variable aléatoire

T:@é‘n
o

suit une loi normale centrée réduite. Par conséquent comme

1.96

22
P(—1.96 <T <1.96) = / e zdxr ~0.95,

—1.96 V2T

on obtient en notant X = X;

1

3=

n
1=

P(—1.96 < Y < 1 96) ~ 0.95

g

wp —1.960 _ . < 1960 0.95
NLD

1. i 1. _
@P(— 07 | % <E(xX) < 96U+X) ~ 0.95

et on a donc l'intervalle de confiance a 95%
—-1.960 - 1960 _
27 x4 ¥
vn Vn
pour E(X). En général, o n’est pas connu. En pratique, on remplace o par son estimateur
empirique s défini par

n

1 _ 1 a _
2 _ X—Xzz X2— X2
S_n—lz( ’ ) n—l(ziz1 i )

i=1

On a les propriétés suivantes : s? est un estimateur sans biais de o2 et s tend vers o?

presque strement quand n tend vers 4o0o. L’expression ﬁ(ZL X2 — an) permet de

calculer facilement s?> numériquement a I’aide d’un programme. Si on remplace o par s dans
la définition de T', la variable aléatoire obtenue suit une loi de Student a n—1 degrés de liberté
|86] si X est une Gaussienne. Si X suit une loi quelconque, cette loi tend vers une Gaussienne
pour n assez grand ce qui sera toujours le cas dans la suite. On peut donc remplacer o par s
dans la formule précédente pour obtenir I'intervalle de confiance asymptotique a 95 %
[—1.963 L X, 1.96s +X].

vn vn

Exemple 1. Calcul d’aires Nous voulons calculer 'aire S d’un domaine D inclus dans le
carré [0, 1] x [0, 1] qui est délimité par une courbe f(x,y) =0 ou les points qui appartiennent
au domaine sont ceuz tels que f(x,y) < 0. On effectue n lancers uniformément dans le carré
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et on note ny le nombre de fois o 'on tombe dans D. On va montrer que =% tend vers S
quand n tend vers +oo.

FIGURE 2.1 — Calcul Monte-Carlo de la surface d’un cercle

On définit les variables aléatoires

ZZ- = 1{f(Xi7Yi)<0}v 1= 1, ., n

ot le couple (X;,Y;) suit une loi uniforme sur [0,1] x [0,1]. On a évidemment Y  Z; =n; et
i=1

1 1
E(Z) = P(f(X:,Y;) <0) = / / L{f(zy)<oydady = S.
o Jo

En appliquant la lot des grands nombres, nous avons

n

> Zi
lim =— =FE(Z)=S

n—oo N

et lintervalle de confiance a 95%

—1.96s + ny 1.96s L ny
vn n’ yn n

§* = e (1—E).
n—1 n

La figure 2.1 montre 'exemple de ['application de cette méthode au cas du cercle centré en
(0.5,0.5) et de rayon 0.5. La fonction f vaut

o

f(z,y) = (x —0.5)*+ (y — 0.5)* — 0.25.

Le rapport ™ tend vers T et donc ¥ fournit une approzimation de 7.
n 4 n
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L’exemple de calcul de surface exprime trés bien les avantages et les inconvénients de la
méthode de Monte-Carlo. Elle ne dépend pas de la régularité de la fonction f qui définit la
surface. La méthode est trés simple, trés facile & mettre en oeuvre et peut s’étendre aisément
a des probléemes en plus grande dimension. Elle est souvent utilisée dans le calcul numérique
d’intégrales en dimension plus élevée qu’'un ou dans la résolution d’équations aux dérivées
partielles, ainsi que dans beaucoup d’applications de mathématiques financiéres par exemple
I'évolution des prix dans le modéle Black et Scholes ([8],[32],[53]). Un gros avantage de la
méthode de Monte-Carlo est sa parallélisation complétement naturelle. Ceci est d’autant plus
important avec le développement des cartes graphiques de type GPU. Nous utiliserons ces
techniques de parallélisation dans le chapitre 5.

L’inconvénient majeur de cette méthode est sa vitesse de convergence trés lente donnée par
ﬁ qui ne permet pas d’obtenir une bonne précision sans un effort de calcul important. Deux
pistes principales sont explorées pour pallier cet inconvénient. La premiére est 1'utilisation
de suites qui sont mieux réparties dans ’espace suivant certains critéres que les nombres
pseudo-aléatoires. On peut citer les suites quasi-Monte Carlo ou a discrépance faible qui
sont construites afin de minimiser la discrépance. Ces suites permettent d’obtenir une vitesse
de convergence accrue en dimension d qui vaut par exemple (logm™ o) particulier pour
I'intégration numérique (|25],]79]). La technique de quantification repose sur la méme idée mais
les points construits sont issus de la minimisation d’un critére quadratique appelé distortion.
Les formules d’intégration s’y rattachant peuvent étre plus efficaces que les précédentes en
petite dimension ([80],[81]). L’inconvénient de cette méthode est que pour chaque formule de
quadrature les points et les poids doivent étre calculés a l'aide d'un algorithme. Nous verrons
au chapitre 4 un exemple d’application de cette méthode et de cet algorithme ou il s’agira de
placer des points uniformément sur une demi-sphére.

L’autre technique consiste a réduire la variance o“ en construisant une variable aléatoire
ayant méme espérance que celle de départ mais avec une variance plus petite. Nous discuterons
plus en détail de cette technique dans la section (2.3).

2

2.2 Construction de générateurs de nombres aléatoires

2.2.1 Générateur de la loi uniforme sur [0, 1]

Pour mettre en oeuvre la méthode de Monte-Carlo, il faut étre capable de générer des
nombres au hasard. Méme s’il existe des générateurs physiques basées par exemple sur I’hor-
loge de l'ordinateur, la plupart des nombres au hasard sont construits a 1’aide de nombres
pseudo-aléatoires qui appartiennent en fait a des suites déterministes. La qualité de ces suites
se mesure par des tests statistiques sur 'adéquation avec la loi a simuler et par 1’étude des
corrélations entre les différents termes de la suite.

Avant de simuler une loi quelconque, on commence par simuler la loi uniforme sur l'in-
tervalle [0, 1]. Nous allons décrire le principe du générateur linéaire qui sera utilisé dans cette
thése. On se donne xy € N la racine du générateur, un nombre premier M trés grand et deux
paramétres a,b € N. Nous définissons alors une suite d’entiers

Tpr1 = azr, +b (mod M)
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qui donne un nombre entier pseudo-aléatoire entre 0 et M — 1. Le nombre aléatoire uniforme
sur [0,1] s’obtient donc par u, = §%. Les choix des différents parameétres sont cruciaux pour
assurer de bonnes propriétés statistiques. On voit par exemple que si on choisit a trop petit,
plusieurs valeurs consécutives des u,, peuvent étre proches les unes des autres ce qui n’est pas
bon en terme de corrélation. Le choix de a se fait donc en général dans [v/M, M — +/M]. Le
choix de zy peut influer grandement sur la période de générateur. Nous utilisons dans cette
thése les paramétres recommandés dans [83] :

xg = 51477
a = 16807
b=0

M = 2147483647

Pour réduire encore plus les corrélations, il existe une technique de brassage qui consiste
a ranger les nombres aléatoires dans un tableau et & tirer au hasard (a l'aide d’un autre
générateur aléatoire) le nombre suivant parmi les éléments de ce tableau. Cette technique ne
sera pas utilisée ici.

2.2.2 Générateurs d’autres lois

Nous venons de décrire comment simuler une loi uniforme sur [0, 1]. Pour simuler d’autres lois,
nous allons rappeler dans le lemme suivant la méthode d’inversion de la fonction de répartition
que nous allons souvent utiliser dans la suite.

Lemme 1. Soit X une variable aléatoire réelle de fonction de répartition F(z) = P(X < x),
dont Uinverse généralisé (appelé quantile) est défini par F~'(u) = inf{z : F(z) > u}. Alors

FYU) 2 Xx.

Inversement, si F' est continue, alors F'(X) fot U([o,1]).
La démontration de ce lemme peut se trouver dans [34].

Exemple 2. Lo: exponentielle.
Soit X une variable aléatoire sutvant la loi exponentielle de parametre X. Sa densité est donnée
par

f(x) = Aexp(=Az) 10

Sa fonction de répartition est donc

F(z) = /Or Aexp(=Ay)dy = (1 — exp(—Az))1 (>0}

La résolution de [’équation
1 —exp(—Ax) =z
nous donne
log(1 — z)
A

Tr =
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Une simulation de cette variable aléatoire est donc donnée par

log(U)

FU) = ——

puisque les variables aléatoires U et 1 — U ont méme lo1.

En pratique F~! n’a pas forcément une expression analytique simple. On peut éventuel-
lement utiliser une méthode numérique comme la méthode de Newton pour calculer F~(U).
La situation peut-étre encore moins favorable si méme F'(x) est difficile & calculer ou si la va-
riable a simuler est multi-dimensionnelle. Il existe d’autres méthodes pour simuler ce type de
loi par exemple la méthode du rejet ou la méthode de Monte Carlo par chaine de Markov [22]
(mais nous ne les abordons pas dans ce manuscrit). Pour simuler la loi normale, il existe une
méthode particuliére dite de Box-Muller qui permet de simuler un couple de variables aléa-
toires Gaussiennes centrées, réduites et indépendantes. Soient Uy, Uy deux variables aléatoires
indépendantes, uniformément distribuées dans [0, 1], alors

Zy = +/—2In(Uy) cos(2nUs)

et
Zl = 1/ —2 ll’l(Ul) sin(27rU2)

sont des variables aléatoires indépendantes suivant la loi normale centrée réduite.
Nous traiterons également dans la section (3.3.2) la simulation de variables aléatoires dis-
crétes dans un cas particulier.

2.3 Réduction de variance

Comme nous venons de le remarquer, I'inconvénient majeur de la méthode de Monte-Carlo
est sa vitesse de convergence lente donnée par % Une maniére d’augmenter cette vitesse de
convergence est de diminuer la valeur de o par ce qu’on appelle la réduction de variance.
On est donc amené a chercher une variable aléatoire Y telle que E(X) = E(Y) et oy < ox.
Il existe différentes techniques de réduction de variance comme par exemple les variables de
controle [65] ou I’échantillonnage préférentiel [53], que nous allons maintenant détailler.

2.3.1 Variables de contréle

On veut calculer E(Z) par la méthode de Monte-Carlo. La méthode des variables de controle
consiste a écrire

E(Z)=E(Z - Y) +E(Y),

ou E(Y) peut se calculer explicitement et si possible 6% _, < ¢%. La quantité¢ E(Z — Y)
est ensuite évaluée par la méthode de Monte Carlo. Par exemple, supposons qu’on souhaite
calculer numériquement la quantité

1= E(f(X)) = /D f (@),
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ou X suit la loi uniforme sur 'intervalle [0, 1]. On dispose d’une fonction i dont on sait calculer
I'intégrale sur D et telle que h soit une approximation de f. Posons maintenant Z = f(X) et
Y = h(X), le calcul de I se fait alors par

[:IE(Z—Y)+IE(Y):/

(f(x) — h(x))dx —I—/ h(z)dx

D

ou la premiére intégrale est calculée par la méthode de Monte Carlo et ou la valeur de la
deuxiéme intégrale est connue exactement. Prenons l'exemple suivant pour illustrer notre
propos. On veut calculer 'intégrale

1
I:/ exp(z)dx
0

par la méthode de Monte-Carlo. La variance vaut dans ce cas

0y = /Ol(exp(a:))zda: - (/Olexp(x)dx)2 = (0.242.

Si on prend h(z) = x, la quantité

J= /0 1(exp(a7) — 2)dz

doit étre calculée par la méthode de Monte Carlo et sa variance vaut

o2 = /0 (expla) — o) — ((exp(x) - x)dx)2 — 0.04365.

La variance est réduite de 0.242 & 0.04365.
Si maintenant on prend h(x) = x + m2—2 comme approximation de f, on doit alors calculer
par la méthode de Monte-Carlo I'intégrale

J = /Ol(exp(x) — T — ?)daz

dont la variance vaut cette fois-ci

o2 = /Ol(exp(x) e %2)2@; - </01(exp(x) e ‘%2))2 — 0.0037.

Le calcul de I se fait donc par

! x? 2
I:J+/ (x+—=)doe =J+ -.

0 2 3
On constate que la variance a été effectivement réduite puisque l'on est passé de 0.242 a
0.044 puis a 0.0037 en utilisant un développement d’ordre 2. On aurait pu la réduire encore
davantage en prenant plus de termes dans 'approximation de la fonction exponentielle. Le
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choix de la fonction A détermine la qualité du nouvel estimateur. L’idée de cette technique
est simple mais en général il n’est pas évident de déterminer une bonne variable de controle
Y. Un autre inconvénient qui n’apparait pas au premier coup d’oeil est le surcolit engendré
par le calcul de E(Y) et surtout par la simulation de variable aléatoire Z — Y. Dans le cas ou
le temps de calcul de E(Y') est négligeable par rapport au calcul Monte-Carlo de E(Z —Y'), le
bon critére pour comparer la performance de deux estimateurs Monte-Carlo est le produit de
leur variance par leur temps de calcul [55] : plus ce produit est petit meilleur est 1’estimateur.
Une autre difficulté pratique peut étre le calcul de E(Y'). Nous allons développer cette tech-
nique au chapitre 4 pour la résolution d’équations aux dérivées partielles, le calcul de E(Y)
pour notre application impliquera la résolution numérique de la méme équation par la méthode
des éléments finis.

2.3.2 Echantillonnage préférentiel

_ /D F(@)p(a)da

ou p(x) est la densité de X. Pour toute densité g sur D, nous avons

0= - 7)

f¥)p(Y)
g(Y)

une densité g(x) telle que 0% < U]%(X). La variance de Z se calcule par la formule suivante

Supposons que nous voulons calculer

ou Y admet g(x) comme densité. En posant Z = , on cherche comme précédemment

_E(22) - / P@r@ 0w,
Si f > 0, le choix idéal est donc Fap(a)
x)p(x
9 = B00)

qui annule la variance du nouvel estimateur. En pratique nous ne connaissons évidemment pas
la valeur de E(f(X)). Par contre ceci nous donne une idée pour choisir la fonction g optimale
pour que la variance soit la plus petite possible. Il faut choisir la fonction g(x) la plus proche
possible de |fp| normalisé.

Nous allons donner un exemple d’utilisation de cette technique ou la variance est réduite
de l'infini & une valeur finie. Nous voulons calculer E(f(X)) = 01 e;‘\)ﬁ dx, avec f(x) = %
et p(x) est la densité de la loi uniforme X sur [0, 1]. Nous avons

1 1 2
o [ exp(2r) / exp()
7500 = /o dx * o \ 2vz b

/exp(Qa:)d >/1d—x:oo
0 4z o 4z

Comme nous avons
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et

<e,

L exp(x) Loe
[ < | am
1

on en déduit que U]%(X) = oo. Maintenant nous choisissons g(z) = 55 et Z = exp(Y) o

est la densité de Y. La variance du nouvel estimateur est donnée par

1 1 2
5 exp(2x) / exp(x)
= ——dx — dr | < oo.
0z /0 2,/ 0 2V
La variance est donc réduite de oo a une valeur finie. Pour simuler Y on calcule
1

Py = [ gy =

et on en déduit que la variable aléatoire U? ou U est la loi uniforme sur [0, 1] a méme loi que

1
2\/y

Y. On peut donc proposer Uestimateur = >~ exp(U?) pour approcher E(f(X)). On voit que
i=1

cette méthode permet de faire plus de tirages dans les zones intéressantes. Ici par exemple
la densité de la variable aléatoire U? est beaucoup plus grande autour de 0 que celle de la
variable aléatoire U. Dans le chapitre 4, nous allons utiliser cette technique pour un probléme
d’optimisation stochastique grace a la méthode dite d’estimation de distribution [54|. La loi
de la variable aléatoire servant au tirage d’importance sera modifiée a chaque étape.

2.4 Méthode de Monte Carlo pour I’équation de Poisson
avec des conditions de Dirichlet

Le mouvement Brownien peut étre vu comme une description mathématique du mou-
vement aléatoire d’une grosse particule immergée dans un fluide et soumise a aucune autre
interaction que des chocs avec les petites molécules du fluide environnant. Il en résulte un
mouvement trés irrégulier de la grosse particule.

D’un point de vue mathématique, il existe plusieurs facons de définir un mouvement
Brownien [10], nous utilisons la définition classique tirée de [49]. On commence par rappeler
la définition d’un processus aléatoire puis celle du mouvement Brownien réel.

Définition 1. Soit (2, F,P) un espace probabilisé, (E,c) un espace mesurable et T un en-
semble d’indices (par ezemple N,R ). Un processus aléatoire ou stochastique est une application
mesurable

X (TxQB(T)®F) — (E,¢)
Définition 2. Un mouvement Brownien réel est un processus stochastique (Wy)ier+ € R tel
que

1. Wy = 0 presque surement

2. Les trajectoires t — Wy sont continues, avec une probabilité 1



14 Chapitre 2. La méthode de Monte-Carlo et son application a I’équation de Poisson

3. Vn,Vt;, 0 <ty <t. <t,, les variables aléatoires
(th - thflv ) th - Wtov Wto)

sont indépendantes

4. Pour tout 0 < s < t, la variable aléatoire (W, — W) a une distribution Gaussienne
N(0,t — s) de moyenne 0 et de variance t — s.

On peut également définir un mouvement Brownien en dimension d comme un processus
(WL ..., W) avaleur dans R ot toutes les composantes (W})ieg+,% = 1, ..., d sont des mouve-
ments Browniens indépendants. Le mouvement Brownien vérifie des propriétés de translation
et de changement d’échelle données par la proposition suivante :

Proposition 1. Si (W})i>o est un mouvement Brownien multidimensionnel alors il en est de
méme pour les processus (Y;)>0 (G valeur dans R?) :

1. Y, =a ‘W, a > 0;

2. Y, =tW;-1,Yy = 0;

3. Yy = Wiy — Wy, to > 0;

4. Y, =Wr_ —Wrp,t €[0,T] et T > 0.

On définit également W* = x + W, comme le mouvement Brownien issu de z. Le mouvement
Brownien est souvent utilisé pour décrire les variations des marchés financiers. Dans la suite
de ce manuscrit, il servira a la résolution d’équations aux dérivées partielles.

Nous allons maintenant introduire la définition du temps local en dimension un [49|. La
définition du temps local d’un processus multidimensionnel peut se trouver dans [87]. Il va
servir dans la section (2.8) pour décrire une représentation probabiliste de la solution dans le
cas ou il y a une condition de Neumann sur le bord.

Définition 3. On suppose que (Xs)s>o est une semi-martingale, le temps local de X au point
x est un processus stochastique défini par

Lo(t) = /Oté(x S X)d< X >,

ot 6 désigne la masse de Dirac en zéro et < X > désigne la variation quadratique finie du
processus X. On peut aussi le définir comme

1

t
Lx(t) = l]_]_’)I(]_) 2—6/0 ]-{Z‘—E<X5<CC+€}dS

2.4.1 Formule de Feynman-Kac pour des équations de Poisson avec
des conditions aux bords de type Dirichlet

La formule de Feynman-Kac est un outil trés efficace pour écrire la solution ponctuelle
d’équations aux dérivées partielles linéaires de transport ou de diffusion comme la moyenne
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d’une fonctionnelle d’un processus stochastique. Cette solution est ensuite calculée numéri-
quement par la méthode de Monte-Carlo. Outre 'erreur standard liée a la méthode de Monte-
Carlo, un biais peut apparaitre provenant de I’approximation du processus stochastique par
un schéma de discrétisation. Les algorithmes développés dans la suite reposent sur la résolu-
tion d’équations de Poisson avec des conditions au bord de type Dirichlet dans un domaine
D c R? avec un bord 9D régulier par morceaux. Nous allons cependant rappeler la formule
de Feynman-Kac ainsi que sa preuve dans le cas général de I'équation de Poisson avec des
conditions aux bords de type Dirichlet et également un terme d’amortissement qui nous sera
également utile dans la section (3.2). On peut également obtenir des formules de Feynman-
Kac pour des opérateurs plus généraux (incluant par exemple des termes de convection) ou
pour des équations paraboliques [53].

Théoréme 3. On se donne g € L*(D) et f une fonction bornée et régulicre définie sur D.
Soit u une solution C*(D) de l'équation

—3Au(z) + Au(z) = f(z), z €D 2.1)
u(z) = g(x), x € 9D '
ol A est une constante positive. Alors Vxyg € D, on a
TD
u(zg) = E(g(ng)e_’\TD +/ f(tho)e_’\tdt). (2.2)
0

ou Wy est un mouvement Brownien en dimension d et Tp est son temps de sortie défini par
p = inf{t, W, € D}

Démonstration. On pose ¢(t, z) = u(x)e . En appliquant la formule d’Ito [49] & la fonction
o(t, W), nous obtenons

1
do(t, W) = —Au(W/)e ™ Mdt + Vu(W;)e MdW;™ + 5Au(W/g’W)e—Mdzt
_ Vu(mxo)e—)\tdmxo _ f(mxo)e_)\tdt.

En intégrant de 0 & 7p les deux membres de cette équation, nous obtenons
D ™D

gV~ ula) = oo, Wg) = 9(0.Wo) = [ Fu(wioyeawze — [ pwioye Ve,

0 0
En prenant maintenant I'espérance de 1’équation précédente et en notant que

™D
E(/ Vu(x)e MdW;) = 0,
0

nous obtenons le résultat. Dans le cas ou A\ dépend de x, nous pouvons aussi utiliser cette
technique pour obtenir la représentation Feynman-Kac de la solution en appliquant la formule
d’Ito a la fonction (W™, Y;) = u(Wr°)e¥t avec V; = — fot A(W@0)ds. O
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On s’intéresse maintenant a 1’équation de Poisson avec des conditions aux limites de Diri-

chlet
{—%Au(m) = f(z), x€ D

u(z) = g(x), € oD (2:3)

qui est un cas particulier de ’équation (2.2) en prenant A = 0. Dans ce cas, la solution en un
point xg quelconque est donc donnée par la formule

(o) = E(g(ng) + /0 v f(WfO)dt). (2.4)

Pour calculer E(g(W?2?)), on va devoir simuler la loi de la variable aléatoire W20 car pour
un domaine quelconque cette loi n’est pas connue exactement. La méthode la plus classique
pour simuler W70 est le schéma d’Euler que nous allons décrire dans la section (2.5). On
décrira ensuite deux autres méthodes plus efficaces, la marche sur les sphéres (dans la section
(2.6)) et la marche sur les rectangles (dans la section (2.7)). Ces deux méthodes reposent sur
le fait que la loi de W est connue dans le cas d’une sphere ou d’un rectangle.

2.5 Le Schéma d’Euler

Tout d’abord, nous allons décrire le schéma d’Euler pour un processus de diffusion général
dont le mouvement Brownien est un cas particulier. On se donne un processus de diffusion
(Xi)¢>0 dans R? défini par

t t
X, =+ / b(X.)ds + / o (X)dIW,
0 0

ot (W})>0 est un mouvement Brownien dans R?. Pour un pas de temps At, le schéma d’Euler
discret pour approcher un processus X en partant de x s’écrit

5(:0:,117

Xy = Xoy + (X0 ) At + 0 (X3))(Wey,, — W)

i+1

Talay et Tubaro |90] ont montré que dans I'espace R tout entier (pas de conditions au
bord), erreur provenant de 'approximation faible d’un processus X par son schéma d’Euler
discret est un O(At). Dans le cas d’une condition de type Dirichlet au bord, Gobet a montré
que Perreur se comporte comme un O(v/At) [37]. Cette erreur peut étre réduite a un O(At)
sous certaines conditions de régularité sur g grace a ’approximation dite de demi-espace |33].
Dans ce dernier cas, on utilise le schéma d’Euler continu au lieu du schéma précédent. Pour
t € [ti,tiz1), le schéma d’Euler continu est donné par

X=Xy, +0(X4,)(t —t;) + o(Xy,) (W — W).

Le processus peut-étre absorbé¢ entre '¢tape 7 et I'étape ¢ + 1 méme si X, € Det Xy, € D.
Si nous notons p(Xy,, Xy, ,, At) == P(Vt € [t;,t;i11]), X¢ € D), dans ce cas, la marche peut
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10 At). Cette quantité vaut exp(%) si D est
un demi-espace ou d; = d(Xy,,0D) est la distance entre X;, et dD. La méme probabilité de
s’arréter est utilisée pour un domaine quelconque.

Si on revient au calcul de I’équation de Poisson, nous devons seulement simuler un mou-
vement Brownien (ce qui correspond au cas b = 0,0 = 1 dans la définition de X;). Le schéma

d’Euler discret devient

s’arréter avec une probabilité 1 — p(X,,, X;

Wo =z, Wi, = Wi + VAtB;

ou les { B;};>0 sont des vecteurs Gaussiens indépendants, de matrice de covariance N (0, 1) et
ot At est le pas de discrétisation (t; = iAt). On suppose que W;'° a été simulé et que 'on est
encore en vie a cet instant. On simule ensuite Wy @ si Wi € D¢, le mouvement s’arréte,
sinon il s’arréte avec la probabilité p(W;°, Wi  At). Dans tous les cas oil le mouvement
s’arréte, le point de sortie est approché par la projection orthogonale de W™ sur le bord. Le
biais de cette approximation est un O(At).

Pour calculer le terme de source E(f;” f(W;)dt) on utilise encore le schéma d’Euler en le

couplant avec la méthode des rectangles. Son approximation standard est donc
n
Aty f(WiR,)
i=1

ot nAt est le premier instant ot la marche sort du domaine ou elle est tuée par ’approximation
demi-espace. On a en particulier nAt ~ 7p. Le biais sur le calcul de u est encore un O(At).
Nous donnerons une nouvelle version de ces schémas dans le cas A # 0 dans la section
(3.3). Pour terminer nous montrons dans la figure 2.2 la simulation de six trajectoires d’un
mouvement Brownien sur R issu de 0 par le schéma d’Euler avec un pas At = 1/300 jusqu’au
temps 1.

2.6 Simulation de la marche sur les sphéres et calcul de
son score

Dans cette section, nous décrivons la méthode de la marche sur les sphéres et le calcul de
son score associé en dimension deux et en dimension trois pour des équations de Poisson sans
terme d’amortissement. Cette méthode sera trés largement utilisée dans toute la suite de ce
manuscrit. Nous en construirons également dans la section (3.3.2) des variantes pour traiter
le cas avec un terme d’amortissement.

2.6.1 La marche sur les sphéres

La marche sur les sphéres, introduite par E.M.Muller [77] en 1956, est un outil important
pour la résolution numérique stochastique de problémes aux limites paraboliques et surtout
elliptiques. Elle a été créée principalement pour résoudre le probléme de Dirichlet pour 1'opé-
rateur Laplacien. Elle a aussi été utilisée plus récemment pour résoudre des problémes plus
généraux, impliquant par exemple des opérateurs sous forme divergence ( [12|, [57],|72]). Pour
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FIGURE 2.2 — Six simulations du mouvement Brownien d’origine 0 effectuées par le schéma
d’Euler avec un pas At = 1/300

comprendre 'esprit de cette méthode, nous commencons par traiter 1’équation de Laplace
avec des conditions de Dirichlet

Au=0dans D, u = gsur dD.

Nous reprenons la méthodologie décrite par Muller, 'objectif étant de calculer la valeur
de u en un point xy donné. On définit d’abord S(x) comme la plus grande sphére contenue
dans D centrée sur z et de rayon p(xr) = d(z,0D). Nous définissons ensuite un processus
appelé processus sphérique { Xy, ..., X,,} (x € D) tel que Xy = 2 de la maniére suivante : en
supposant connue la suite X, ..., X,, , la variable aléatoire X, est distribuée uniformément
sur S(X,) = S,. On choisit € > 0 puis on pose N = inf{n : p(X,) < €} : on peut montrer
que N est presque strement fini [75]. L’estimateur de u(z) est @(xg) = g(Xy) ot Xy est la
projection orthogonale de Xy sur le bord. On va maintenant rappeler les propriétés de cet
estimateur en terme de biais et de variance sous I’hypothése que u est Lipschitzienne. Ceci
est assuré si le bord du domaine est suffisamment régulier.

Théoréme 4. On suppose que u(x) est une fonction Lipschitzienne, ce qui signifie qu’il existe
une constante C' qui satisfait

u(z) —u(y)| < Cllz —y|| Yo,y € D.
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FIGURE 2.3 — Description de la marche sur les sphéres

Nous obtenons les résultats suivants
1. E(u(zo)) = u(zg) + O(e).
2. On pose

M = sup [g(z)| = sup |u(z)|
x€0D zeD

et

L= sup |lz -yl
z,yeD

Nous avons
o(z)? = E(i(z) — u(x))? < C?¢* + 4MCe + C?L*.

3. Siuy(x), ..., u,(x) sont n estimateurs indépendants de u(x), nous avons

n 2
on(x)? = Eﬂ(% Zﬁl(at) — u(x)) < C%? + %(4]\/[05 + C?L?).
k=1
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Le détail de la démontration de ce théoréme peut se trouver dans [75]. De plus, si D est un do-
maine convexe, le nombre moyen d’étapes jusqu’a I’absorption est proportionnel & O(|log(¢)|),
voir |71]. Comme la variance de l'estimateur est bornée uniformément, le cott de calcul pour
atteindre une erreur moyenne quadratique § est alors donc un O(|logd]|d—2) |24]. Cette mé-
thode est beaucoup plus efficace que le schéma d’Euler car le nombre d’étapes jusqu’a ’ab-
sorption est beaucoup plus petit : un O(|log(e)|) au lieu d’un O(z;) pour le schéma d’Euler.

2.6.1.1 La fonction de Green conditionnelle

Dans de nombreux cas le terme de source dans 'équation (2.1) est non nul et le terme
d’amortissement est nul. La solution au point zy est alors donnée par la formule (2.4). Dans
ce cas la, nous devons évaluer non seulement la quantité g(W?Z°) mais aussi la quantité
fOTD fW)dt le long d’une marche sur les sphéres. Pour calculer la contribution a linté-
grale de chemin du terme de source, au lieu de simuler en détail le mouvement irrégulier de
la trajectoire Brownienne comme avec le schéma d’Euler, nous utilisons la fonction de Green
conditionnelle pour une sphére interprétée comme une densité de probabilité. La fonction
de Green conditionnelle donne la distribution du mouvement Brownien a l'intérieur d’une
sphére pendant son passage du centre au bord. Si on note K(z,y) cette fonction de Green
conditionnelle, le deuxiéme terme dans (2.4) pour la jéme sphére devient

755 _ _
B | [ stz = = [ Kopsd
0 Sj
ou x4 est le point de sortie de cette sphere.

Pour le cercle unité exprimé en coordonnées polaires, on suppose que le point de sortie est x =
(1,6,), alors K(1,6;,7,0) (que I'on peut écrire simplement K (r,0)) est solution de I’équation

—3AK(r,0) =0, (r,0) €5 (2.5)
K(1,0) =0(60 — 6y). '
L’expression explicite de K en dimension 2 [43| est donnée par
K(T’ 9) = %14—7‘2—217"_07(,)5(9—91)’ r<l (26)
K(1,0) =6(0 — 6,).

La fonction de répartition du rayon est donc donnée par
Fr(r) = r*(1 — 2log(r))1{o<r<1}
et la fonction de répartition conditionnelle de ’angle vaut

1+ 7tan(6 — 6;)
1=, 5 1401 /2<0<0,+7/2}-

1 1
Fe\Rzr(e) = 5 + ; arctan

Pour une sphére S; de rayon r; centrée en (z},z7), nous obtenons

r?

[ K fdn = ZE((P)
Sj
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avec Pj = (r;Rcos(f) 4 x},r;Rsin(f) + z3). En dimension 3, la fonction de Green condition-
nelle peut aussi se calculer explicitement [92] mais sa fonction de répartition est compliquée
a calculer. Certaines techniques numériques nous permettraient peut-étre de simuler cette
fonction de répartition. Nous préférons utiliser une autre méthode basée sur des simulations
pré-calculées que nous allons décrire dans la section suivante.

2.6.1.2 Meéthode a un point aléatoire

En dimension 3, nous venons de remarquer que le calcul de la fonction de répartition de la
fonction de Green conditionnelle est problématique. De plus, méme si nous connaissons une
formule analytique pour cette fonction de répartition, nous devons la simuler numériquement.
Cela implique par exemple un certain nombre d’itérations de la méthode de Newton pour
simuler la fonction de répartition du rayon. La méthode que nous allons utiliser ici consiste
a créer a 'avance des réalisations d’une variable aléatoire qui seront stockées dans un fichier
de grande taille. Quand nous aurons besoin d’une réalisation de cette variable aléatoire, nous
tirerons au hasard uniformément dans ce fichier. Nous pouvons remplacer la formule exacte
par son approximation basée sur la méthode a un point aléatoire qui a été introduite dans
|63]. Cette méthode repose sur le résultat suivant : pour n’importe quel point de départ z € D

E ( /0 v f(W;”)ds) =E (o f(W,,)),

ou U et W sont des variables aléatoires indépendantes. Par conséquent, I’approximation faible
de l'intégrale de chemin peut se réduire a évaluer le terme de source en un point aléatoire
du chemin multiplié par la longueur 7p du chemin. L’idée est de créer un couple de référence
(Tsy, WﬁXTSO) de la trajectoire partant de l'origine, Sy étant la sphére unité et en supposant que
le point de sortie soit toujours M(1,0) en dimension deux et M (1,0,0) en dimension trois. En
pratique, nous estimons cette trajectoire par un schéma d’Euler utilisant I’approximation de
demi-espace avec un pas de temps At trés fin. Les n points de la trajectoire Wias, i =0,n—1
avant de toucher le bord sont stockés. Le point de sortie WTSO est la projection de Wj,a; sur
le bord et le temps de sortie est 7g, = nAt. Un point W;a; est choisi uniformément parmi les
n premiers points de la trajectoire et on fait une rotation pour que le point de sortie WTSO

soit M. En dimension deux, si Wone = (cosB,sinf) il est transformé en M (1,0) grace & une

rotation dont la matrice est
cosf sind
—sinf cosf |-

En dimension trois, si W,,a; = (cos ,sin § cos ¢, sinfsin ¢), il est transformé en M(1,0,0)
grace a une rotation dont la matrice est

cos 6 sin 6 cos ¢ sin # sin ¢
—cos¢sinf  sin?¢ +cos?pcosf  —sin¢cosp(1l — cosh)
—singsinf —singcosg(l —cosd)  cos? ¢+ sin? ¢cos

Nous stockons dans un grand fichier N réalisations du couple (TS(1),WUTS(1)) obtenues en
utilisant cette méthode. Ainsi, il nous suffira de tirer uniformément au hasard dans ce fichier
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pour simuler de maniére économique le couple précédent. Grace a un argument d’échelle, nous
obtenons également

2

TS (x,r) r
B /0 F(Vale+ Wa))ds /o + W, = 2) = E(rn (o + rWigr ) o+ Wy, = 2)

et l'approximation

7“2

IE(/OTS(Z’T) fWalz + Wy))ds/x +rWr ) = 2) = —750) f(Ra(x +rWur )

a

ou R, est la rotation qui transforme M en ﬁ qui est obtenue en changeant 6 en —6 dans les

rotations définies précédemment. Ainsi nous pouvons approcher facilement la contribution du
terme source pour n’importe quelle sphére de rayon r et quel que soit le coefficient de diffusion
constant a dans celle-ci.

2.6.2 Marche sur les sphéres décentrée

Nous décrivons maintenant le cas particulier ou le domaine D est lui-méme un disque ou
une sphére. Dans ce cas, nous allons voir qu’il est possible de simuler directement le point
de sortie en partant de n’importe quel point & I'intérieur de cette sphére. Ceci nous fournira
donc un estimateur sans biais et nous permettra de réduire a une le nombre d’étapes jusqu’a
I’absorption par le bord du domaine. La clé de cette technique est d’utiliser le noyau de Poisson
K (z9, ) et de le considérer comme la distribution de probabilité du point de sortie [72]. On
peut en effet écrire

E(g(W)) = | K(zo,x)g(x)dx
oD
qu’on peut réécrire en dimension deux en coordonnées polaires comme

2
/ K(r,a, R,0)g(0)d6.
0

On peut voir cette formule comme 'espérance de g(Y,) ot Y, admet K comme densité de
probabilité. Le noyau de Poisson en dimension deux vaut

1 R? — 12 2 R? 1
K(r,o,R,0) = : =1

T o R2 + 72— 2rRcos(f — ) - 47rR cos(f — a) — —RQQ:};Q .

Nous expliquons d’abord comment nous pouvons simuler la variable aléatoire Y, de densité
K(r,0, R, ). Nous posons
,,,2 _ R2 (R2 + ,,,2)

ey

et calculons la fonction de répartition

_ an(t
26arctan(7( ) (2)))

t 2__
Fo(t) = / LA Vot
o Y+ cos(f) 2 —1
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28— 1o =0 — B4 6 qui permet d’écrire
2 R—r

De plus, nous avons
72-1 T 72-1

T

n : tan(wU)) :

Yo = FJ(U) = 2arctan (g

ot U est une variable aléatoire uniforme sur [0, 1]. Comme K(r,a, R,0) = K(r,0,R,0 — «),
la variable aléatoire Y,, = Yy + o admet K(r, o, R, 0) comme densiteé.

En dimension trois, sans perte de généralité nous supposons que le point de départ du
mouvement Brownien est situé en (r,0,0). Les coordonnées du point de sortie sont

2! = Rcosfsing
72 = Rsinfsing (2.7)
2> = Rcos¢

ot 6 suit une loi uniforme sur [0, 27]. Le noyau de Poisson pour la variable ¢ s’écrit

B (R* —r*)R%sin ¢
47 R(R% — 2Rrcos ¢ + 12)3/2

me(¢)

et sa fonction de répartition vaut

R? —r? R R
Fr.(¢) = — i
rr(¢) 27 Rr <R—7‘ \/R2 —2chos¢+r2>

Etant donnée une variable aléatoire uniforme U independante de 6, la variable aléatoire

R? 4+ 12 1 R% —r? 2
_ -1 _ _
Yo = FR’T(U) — areeos < 2w Rr T2Rr (R +r— 27‘U)

admet fr,(¢) comme densité.

2.7 La marche sur les rectangles

Cette méthode est fondée sur le calcul de la distribution du couple (temps de sortie, point
de sortie) d’un rectangle grace a la fonction de Green dans un rectangle. Dans article de
Deaconu et Lejay [23] on peut trouver l'algorithme pour simuler (7p,W,,) en dimension 2
utilisant cette méthode. On va maintenant décrire rapidement cette méthode. On commence

par choisir les dimensions [, L € R* du rectangle et W, """ = (W, W) un mouvement
Brownien en dimension 2 issu de (x1, z3). Nous voulons estimer le couple (77, WT(,Il’xz)) avec

7 =inf{t > 0: W™ ¢ [—L, L] x [-1,1]}.

On commence par calculer une simulation (uq, ;) du couple (point de sortie, temps de sortie)
de W' dans lintervalle [—L, L] . Nous calculons ensuite la probabilité que W™ quitte [—L, L]
avant que W, ne quitte [—1,].
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Si Wt quitte [—L, L] avant que W?2 ne quitte [, ], nous simulons la position z de W2
au temps t; et la simulation du couple est (¢, (u1, 22)).

Si W*2 quitte [—[, (] avant que W' ne quitte [—L, L], nous devons calculer le couple (ug, t5)
de W2 sous condition 7" < t;. Ensuite il faut simuler la position z; de W*! au temps t,. La
simulation du couple est (3, (21, us)).

Les lois précédentes s’expriment souvent sous forme de séries ce qui rend leurs simulations
assez compliquées. En revanche, le nombre d’étapes avant absorption peut-étre encore plus
petit que pour la marche sur les sphéres. Ceci est particuliérement vrai si le domaine est un
polygone. Nous obtenons des estimateurs sans biais du couple (7p, W;,) en choisissant des
rectangles dont au moins un bord coincide avec le bord du polygone.

2.8 Traitement des conditions de Neumann

On va considérer maintenant le cas ou les conditions aux bords ne sont plus uniquement de
type Dirichlet mais ot sur une partie v; du bord on a des conditions de Dirichlet et sur une
partie 7, du bord on a des conditions de Neumann. Cela nous conduit a I’équation suivante

—3Au(z) =0, z €D
u(z) = gi(z), € (2.8)

QD) — go(x), = €7

ot D = 7; U7, et donc la solution donnée par la formule de Feynman-Kac 64| vaut

ute) =5( [ wzinazz,),

ou (ZF)t>0 est un mouvement Brownien réfléchi (voir [60] pour la définition de ce mouvement)
et L; est le temps local du processus (Z]);>o qui augmente seulement sur ~,. Le calcul de u
est relié a la simulation d’'un mouvement Brownien réfléchi sur v, que nous allons simuler de
deux facons : le schéma d’Euler réfléchi et approximation cinétique.

2.8.1 Schéma d’Euler réfléchi

On se propose ici de traiter des conditions de Neumann et le calcul de fOT“ 92(ZF)dLg en

utilisant la simulation d’un mouvement Brownien réfléchi. Le schéma d’Euler réfléchi {th}tzo
permet cette simulation en utilisant le schéma d’Euler standard et en modifiant sa dynamique
quand on approche un bord avec une condition de Neumann. Sa description est donnée dans
[13] de la fagon suivante : a partir de la position W a 'instant ¢;, on commence par définir

Wtfﬂ - /MZZC + AtBi
qui correspond au schéma d’Euler standard. Ensuite si W, € D, on a fW\//;fH = Wi, ,. Dans

le cas ou Wii € D¢ ily a deux possibilités. Si on est sorti par le bord 7, on définit Wtfﬂ
comme le symétrique de Wy, selon la direction normale n. Si on est sorti par le bord 7,

on définit W~/§H comme l'intersection entre 7 et le segment W; W;, , (ce point d’intersection
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nous permet aussi de décider si on est sorti par y; ou vs).
L’approximation de [ go(WZ)dL, est moins classique. Nous allons décrire la méthode dé-
veloppée dans [46]. Cette quantité est approchée par

™
At 1

Aty gam(Win)) Ke(Win, — m(Wia,)
k=0

ou K¢ est un noyau Gaussien défini par

Ke(z,y) = Ke((21, ..y 2a), (Y1, - Ya)) = m exp ( _ Z (3715_723/@))

i=1

et 7(.) est la projection orthogonale sur le bord dD.

2.8.2 Approximation cinétique

Une approche trés différente qui sera largement utilisée dans la suite consiste a stopper
la marche sur le bord avec condition de Neumann et & définir ensuite un point de replacement
pour traiter cette condition. Typiquement on va utiliser la marche sur les sphéres jusqu’a
atteinte de v, puis la technique de replacement ensuite. Un premier schéma en dimension 2
introduit dans [56] se base sur une approximation cinétique de l'opérateur Laplacien par un
opérateur de transport [22|. Pour simplifier la présentation de cette méthode, nous supposons
que 72 est une partie de 'axe des ordonnées avec condition de Neumann au point (z1, x2).
Nous introduisons un paramétre h pour approcher 'opérateur Laplacien par un opérateur
de transport, le temps de collision t. suit une loi exponentielle de paramétre 1, le vecteur de
vélocité (vy,, vs,) = (cos(f),sin(f)) avec § ~ U(5", 7). On peut écrire la solution comme [64]
2ga(1, 72)

3
o O(R).

u(xy, 2) = E(u(xy + hvg, te, xo + hug,t.)) +

La quantité 220220, est la contribution du terme Jo 7t g2(WE)dLy, son biais est un O(h?).
La marche recommence en un point aléatoire (x; + hvg, t., 9 + hvg,t.). La marche continue
jusqu’a ce qu’elle soit tuée par la condition de Dirichlet sur v;. Nous remarquons ici que dans

le cas général, il faut choisir la loi du vecteur de vélocité adaptée a la forme du domaine.
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Chapitre 3

Méthodes de Monte-Carlo pour les
équations sous forme divergence

Dans la modélisation physique de nombreux phénomeénes de diffusion, on suppose que
le flux est proportionnel au gradient de la concentration du fluide. Dans la modélisation la
plus usuelle, le milieu est homogeéne et le fluide est supposé incompressible. Dans ces modéles
simplifiés, la concentration est donc solution de I’équation de Laplace.

Dans les situations plus réalistes, le coefficient de diffusion a n’est pas forcément constant
et on doit donc traiter des équations faisant intervenir un opérateur V(aV.) dit opérateur sous
forme divergence. On supposera dans la suite que le coefficient de diffusion a est constant par
morceaux. Cette modélisation plus fine apparait dans de trés nombreux domaines comme la
géophysique [42], la magnéto-encéphalographie [61], la tomographie par impédance électrique
[39], lastrophysique [93], la dynamique des populations [16] ou encore la dynamique molécu-
laire via I’équation de Poisson-Boltzmann [72].

Notre but dans ce chapitre est de proposer des méthodes de Monte-Carlo pour traiter ce
type d’équations aux dérivées partielles impliquant un opérateur sous forme divergence avec
ou sans terme d’amortissement. Nous traitons également tous les types de conditions aux
limites : Dirichlet, Neumann ou de fagon plus générale, les conditions aux limites de Robin.
L’équation générale que 'on va traiter s’écrit

{ LV (a(x)Vu <x>; M@)u(z) = f(z), x €D (3.1)

(z)u(z) + B(x)% g(z), z€0D

dans un domaine borné D C R? divisé en sous-domaines dans lesquels la conductivité a(x)
supposée scalaire et le coefficient d’amortissement A(z) sont constants. Les coefficients posi-
tifs a et 8 qui ne sont pas simultanément nuls peuvent dépendre de  dans de nombreux cas
pratiques. Par exemple dans la tomographie par impédance électrique appliquée a la détec-
tion du cancer du sein, la tumeur est modélisée par des conditions de Dirichlet, les électrodes
attachées sur la peau par des coefficients de Robin et le reste de la peau par des conditions
de Neumann. Nous ne traitons pas ici du probléme de Neumann pur qui correspond au cas
A(z) = 0 et a(z) = 0 pour tout z € D. Ce probléme trés difficile dont la solution est seulement
définie & une constante prés a été étudié par ailleurs dans [64].

Dans la section (3.1), nous rappelons les schémas numériques existants pour traiter ’'opé-
rateur sous forme divergence avec des conditions aux limites de type de Dirichlet et sans

27
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terme source. Dans la section (3.2), nous définissons la méthode générale que nous allons
utiliser pour résoudre ces équations. Cette méthode consiste en une marche aléatoire et en le
calcul de son score dont la justification repose sur le principe dit de "double randomisation".
Dans la section (3.3), nous nous concentrons sur le calcul du score dans le cas d’une présence
simultanée d’un terme source et d’un terme d’amortissement. Dans la section (3.4) nous dé-
veloppons une technique appelée différences finies stochastiques pour traiter tous les types de
conditions aux limites : Neumann, Robin, transmission avec ou sans terme d’amortissement.
Nous effectuons également une étude globale du biais et de la variance de l'algorithme dans
le cas de I’équation de Laplace avec des conditions de Robin. Dans la derniére section, nous
étudions numériquement le biais global de notre algorithme sur différents cas-tests illustrant
les schémas développés dans les sections précédentes.

3.1 Equation sous forme divergence avec conditions aux
limites de Dirichlet

Pour simplifier la présentation, nous supposons que le domaine D avec un bord régulier
par morceaux est divisé en deux sous-domaines D, et Dy séparés par une interface I' et des
conditions au bord de Dirichlet

{%V(a(z)Vu(:B)) =0, z€D

u(z) =g(x), x€dD (3:2)

ou g € L*(D) et a(z) est une fonction strictement positive constante par morceaux

a(x) =ay, x € Dy
= Q9 IEDQ.

La solution est continue sur D, trés réguliére dans les sous-domaines Dy, Dy et le flux
n(z)a(x)Vu(z) est continu sur Uinterface I' [52]. En effet, méme si le domaine est constitué
de plus de deux sous-domaines, les techniques que nous allons proposer reposent uniquement
sur ce qui se passe a linterface I' entre deux sous-domaines particuliers. L’opérateur sous
forme divergence peut étre remplacé par un opérateur Laplacien a I'intérieur de chaque sous-
domaine soumis en plus a une condition de continuité du flux sur 'interface. Nous pouvons
remplacer I’équation (3.2) par les équations

(—%Aul(l’) = 0, x € D1
—2Auy(z) =0, = € D,
al%(‘%’) = QQ%("E% rel
(x), zeTl

x € 0D

x € 0D

Uy
U1

U2

() = ug
(z) = g(z)
(ua(7) = g()
oll u; et ug sont respectivement les restrictions de uw a Dy et Dy. Soit (X, (F;)i>0, Pa)zen)
un processus de générateur 1V (a(x)V) et 7p le temps de sortie de D de ce processus. La
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représentation probabiliste de la solution de la solution de I’équation (3.2) au point x, est

u(wo) = E(g(X70))-

Dans le cas général ot nous n’avons pas une formule simple pour décrire la dynamique du
processus X généré par 'opérateur V(aV). Cependant en dimension 1, nous pouvons écrire
X comme la solution d’une équation différentielle incluant le temps local du processus sur
laquelle reposent certains algorithmes pour simuler un processus de diffusion avec coefficients
discontinus (|28],|29],|61],|70]). Grace a la propriété Markovienne du processus X, le probléme
consiste a chercher une bonne approximation du processus quand il approche des zones de
discontinuités du coefficient de diffusion. Dans tous les schémas présentés ici, nous supposons
que le processus a touché l'interface de discontinuité entre les deux sous-domaines et qu’il faut
maintenant décider de son replacement dans 'un ou l'autre des deux sous-domaines. Cette
hypothése n’est absolument pas restrictive car avant de toucher I'interface, on peut utiliser
une simulation efficace du mouvement Brownien & ’aide d’une marche sur les sphéres dans
le sous-domaine considéré. Nous allons rappeler les schémas les plus classiques dans le cadre
de la dimension deux, pour plus de détails on pourra consulter [57]. Il y a deux approches
différentes pour construire ces schémas.

La premiére approche consiste en la simulation du processus lié a 'opérateur. Les schémas
les plus simples sont les schémas normaux ou la composante suivant la normale évolue comme
en dimension un alors que la composante tangentielle reste figée. Nous décrirons le schéma
fondé sur le mouvement Brownien biaisé ainsi que le schéma de Hoteit. Nous décrirons éga-
lement une méthode autorisant des déplacements tangentiels fondée sur I’approximation de
I'opérateur sous forme divergence par un opérateur de transport de maniére similaire a celle
utilisée pour les conditions de Neumann.

La deuxiéme approche est basée sur la formule de Feynman-Kac au sens ot on s’intéresse a
la solution de I’ équation aux dérivées partielles pour construire les schémas. Cette approche
utilise des techniques de différences finies proposées pour la premiére fois par Mascagni [72]
que nous allons généraliser et améliorer dans la section (3.4). Nous allons maintenant rappeler
certains schémas que nous venons d’évoquer.

3.1.1 Schémas normaux

Les schémas normaux sont des schémas qui font bouger le processus dans la direction
normale sans modifier la direction tangentielle [59]. De cette maniére, tous les schémas uti-
lisés en dimension un peuvent étre aussi utilisés en dimension quelconque. Supposons que

p q q pp q
X = (X3, X,) est le processus en dimension deux généré par Popérateur 3V (aV.). La com-
. fs tared 1.4 d .
posan.te normale X; est. un processus stochastique généré par Ed_m(ad_m)' Si nous supposons
que linterface est définie par I' = {(x1,22)/x; = 0} et qu’a l'instant ¢ le processus se trouve

a la position ((Xi)s, (X2):) = (0, 23), on cherche la nouvelle position a l'instant ¢ + At .
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3.1.1.1 Mouvement Brownien biaisé

Il est montré dans [58] que la composante normale X est solution de I'équation différen-
tielle stochastique

a1
aq +

(Xl)t =T —|—/0 \/ CL((Xl)s)dWs +

o LY(X;) est le temps local associé au processus X;. En posant (z1) = x1//a(zy), le
processus Z = ¢(X;) est donc la solution de ’équation différentielle stochastique

Qo 0
L) (X
as t( 1)

Z= ity + Wir VR 12)

Le processus Z s’appelle le mouvement Brownien biaisé. En particulier si 1 = 0, nous avons
Zy = K| Wy| o k¢ et Wy sont indépendants et la loi de k; est donnée par

Plry = 1] = %.

Dans l'algorithme 1 la composante normale x; bouge suivant la dynamique exacte du proces-

sus. La trajectoire est replacée dans D; a la position y/a;0t|¢| avec une probabilité \/%f:_i/@
et dans Dy a la position —/a20t|¢| avec une probabilité \/a_l/ff/a ou o0t est le pas de temps et

¢ est une loi Gaussienne centrée réduite. Chaque fois que 'interface est touchée, At est ajouté
au temps total. Le biais est un O(At).

Data : la position (0, x2) de la marche a I'instant ¢
Result : la position (x1, z5) de la marche a Uinstant ¢ + At

Calculer a = \/FI/E/@ :
U<+ U0,1);
£+ N[0,1);

if U < « then

| T < valAt\g\

else
| 21+ —Va At[¢]
end

At est ajouté au temps total, o est inchangé.
Algorithme 1 : Mouvement Brownien biaisé.

3.1.1.2 Schéma de Hoteit

L’algorithme 2 a été introduit par H. Hoteit [42] et est utilisé classiquement dans le
contexte de la diffusion en milieux poreux. Les arguments pour sa construction reposent sur
la conservation de la masse mais en fait, il peut étre considéré comme une approximation de
I’algorithme 1 en remplagant la loi normale par la loi uniforme.
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D, D,

r

FIGURE 3.1 — Mouvement Brownien biaisé

Data : la position (0, x2) de la marche a U'instant ¢

Result : la position (21, x2) de la marche a U'instant ¢ + At

U<+ U0,1);

T1 <V 3&2At(U — 1) + v 30,1AtU;

At est ajouté au temps total, xo est inchangé.
Algorithme 2 : Schéma de Hoteit

3.1.1.3 Différences finies stochastiques

Cette technique a été proposée la premiére fois dans [72]. C’est une technique simple qui

prend en compte la continuité de la solution et celle du flux a l'interface. La discrétisation de
Ou (x) Ouaz(x)

la condition a3 =5~ = as—5 ~ par différences finies conduit a la relation
h —u(0 0 —u(—h
&1u< 7x2> - u( 75(:2) — a2u( 75(:2) hu( 7x2) + O(h)

puis a I’ approximation de u au point (0, z5) par

u(0, 29) = — 2 92 u(~h, @) + O(h?)

u(h, xa) +
ai + as ( 2) ay + as

ou h est le pas de différences finies. L’algorithme 3 décrit la dynamique de la marche en
utilisant cette formule. Quand la marche touche l'interface, elle va dans le sous-domaine D,
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a : .
- et dans le sous-domaine Dy au point (—h,z2)

Contrairement au mouvement Brownien biaisé le temps n’est pas

au point (h,xs) avec une probabilité
avec une probabilité al‘f@.
augmenté. Le biais de ce schéma est un O(h?) chaque fois qu’on touche l'interface. Dans la
section (3.4), nous allons améliorer cette technique et ’étendre aux conditions de Robin. Les
schémas proposés prendront plus finement en compte 'opérateur Laplacien pour obtenir un

biais de 'ordre d’un O(h?)

Data : la position (0, x2) de la marche a I'instant ¢, un paramétre h
Result : la position (x1, z5) de la marche a Uinstant ¢ + At

U<+ U0,1);

if U < a1/(ay + az) then
| z1=nh

else

| z1=-h

end

le temps ¢ et la composante x5 restent inchangés
Algorithme 3 : Différences finies stochastiques.

3.1.2 Schéma cinétique

On peut également considérer des schémas pour lesquels les deux composantes du processus
Xi, X sont modifiées. Différentes méthodes ont été proposées dans [59] mais nous rappelons
ici seulement le schéma cinétique qui est I’extension au cas des conditions de transmission du
schéma utilisé précédemment pour les conditions de Neumann. L’algorithme suivant présente
ce schéma en dimension deux. La nouvelle position est (1 cos(¢), zo +nsin(¢)) ou ¢ € [—7, 7]
et 71 suit une loi exponentielle. En dimension trois, il faut juste multiplier le paramétre de la
loi exponentielle par % et choisir la direction uniformément sur une sphére pour 'adapter.

Data : la position (0, z2) de la marche a I'instant ¢, un paramétre ¢
Result : la position (z1,z5) de la marche au temps aléatoire ¢ + 7
¢« U[-m,T);
if ¢ € (—7/2,7/2) then

| Générer une variable aléatoire exponentielle i de paramétre 1/a,
else

| Générer une variable aléatoire exponentielle 7 de paramétre 1/ay
end
x4+ encos()
Ty < Ty + ensin(e)
ne? est ajouté au temps.

Algorithme 4 : Schéma cinétique.
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3.2 Présentation générale de 1’algorithme

La méthode de Monte-Carlo que nous allons développer pour résoudre des équations de la
forme (3.1) est basée sur I’évolution d’une particule et de son score le long d’'une marche qui
se déplace d'un sous-domaine & un autre jusqu’a ce qu’elle soit tuée a cause des conditions
au bord ou du terme d’amortissement. La marche est constituée de deux étapes principales :
une marche dans chaque sous-domaine avec des conditions au bord de type Dirichlet et un
replacement quand le mouvement touche l'interface entre les sous-domaines ou le bord du
domaine D. Le mouvement & l'intérieur des sous-domaines s’effectue a l'aide de variantes de
la marche sur les sphéres. Le replacement aux interfaces entre sous-domaines ou au bord du
domaine s’effectue grace aux différences finies stochastiques décrites dans la section (3.4).
La validité de I'algorithme repose sur le principe de double randomisation que nous allons
commencer par décrire.

3.2.1 Double randomisation

Nous supposons que nous voulons calculer une quantité E, (E,(¢{(w,0)/0) ou £ est une
variable aléatoire qui dépend de la trajectoire w et d'un événement aléatoire o. La simulation
directe a partir de cette formule est trés cotliteuse car nous devons simuler N trajectoires w pour
calculer E, (¢(w, 0))/0) pour chaque valeur de o et ensuite calculer N fois cette espérance. La
technique dite de double randomisation est décrite en détail dans le livre de Karl Sabelfeld
[85]. Elle est basée sur la formule d’espérance conditionnelle suivante

E, (B(£(,0)/0)) = Ewo(.0)

qui nous permet de réduire le coiit de calcul car nous devons simuler seulement une trajectoire
w par valeur de o.

Dans la résolution d’équations aux dérivées partielles, cette technique peut-étre utilisée pour
calculer 'intégrale sur une partie du domaine de la solution d’une équation aux dérivées
partielles déterministe ou la moyenne de la solution d’une équation aux dérivées partielles
stochastique. Par exemple, celle-ci intervient dans le calcul de fDo u(z)do(z) o u(z) est la
solution de I’équation de Laplace

1
—§Au =0, u(z)=g(z) z €D,

ol Dy C D est une partie du domaine et o est la loi uniforme sur Dgy. Soit maintenant X une
variable aléatoire uniforme sur Dy, nous pouvons écrire en gardant les notations précédentes

/D u(r)do(z) = E.(u(X(x)))

et u(X) est donc un estimateur sans biais de fDo u(x)do(x). De plus, d’aprés la formule de
Feynman-Kac pour un x fixé, nous pouvons exprimer u(z) comme I'espérance d’une variable
aléatoire u(x) = E,(g(W?))) ol w est un événement aléatoire de W;,. Nous obtenons donc

E.(u(X)) = Ee(Bu (9(W7,))) = B (9(WF,)))-
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Pour calculer I'expression précédente par une méthode de Monte-Carlo, on peut donc utili-
ser seulement N réalisations du couple (W, X). Sans l'utilisation de cette technique, nous
aurions di utiliser N points {2'}Y, choisis uniformément sur Dy pour approcher I'intégrale
fDo u(x)do et simuler N trajectoires de W,, pour chacun des u(z"). L’approche basée sur la
double randomisation est donc beaucoup plus économique.

Le calcul numérique de la formule de Feynman-Kac u(xy) = E(g(Wf}j)) par la méthode
de la marche sur les sphéres peut lui-méme aussi étre vu comme une application répétée de
cette technique. La loi de X est la mesure de Dirac ¢,, et nous voulons calculer la quantité
u(zg) = Ex, (u(X1)/Xo = x¢) ou X; est une variable aléatoire. Puis nous fixons une réalisa-
tion z; de X; et nous devons calculer la quantité u(x;) ot nous pouvons écrire encore une
fois u(x1) = Ex, (u(X32)/ X1 = x1) et nous avons

u(zo) = Ex, (u(X1)/Xo = 7o) = Ex, (Ex, (u(X2)/ X1 = 1)/ Xo = 20).

X5 est simulé et cette procédure continue jusqu’a ce qu’une valeur exacte ou approchée de u
au point x, de cette chaine de Markov soit connue. Dans la marche sur les sphéres, la loi de
X, est uniforme sur la sphére centrée sur X, _; et son rayon est la distance entre X,,_; et le
bord. La marche s’arréte quand cette distance est suffisamment petite et la valeur de u(x,,)
est approchée par la valeur de la solution a la projection de X,, sur le bord et nous pouvons
écrire

u(:vo) ~ E(Xo7---7Xn) (g(Xn))

3.2.2 Application a la résolution de I’équation (3.1)

Pour résoudre I’équation (3.1) dans le domaine D, tout entier, nous devons résoudre des
équations dans des sous-domaines dans lesquels le coefficient de diffusion a(x) et le coefficient
d’amortissement A(x) sont constants. Supposons que nous voulions calculer la solution en
un point zg € D tel que zyp € D;. En notant par a; et A\; ces deux coefficients dans un
sous-domaine Dy, la restriction u; de la solution u de (3.1) dans D; satisfait a
— L Auy (z) + My (2) = f(z), » €D (3.4)

u(z) =u(zr), x€db '

ol Exo() = E(/Wg = 1’0).
La représentation probabiliste de la solution de cette équation & un point xq € D; est

.V, ™1 ] A1y
ur(zo) = By |u(Wop Je o™ —I—/ a—lf(Wt)e adt] .
0

Pour mettre en oeuvre notre algorithme a l'intérieur D;, nous utilisons principalement la
méthode de la marche sur les sphéres pour résoudre des équations de Poisson décrite dans
la section (2.6.1) et dans la section (3.3.2) dans le cas ot A # 0. Pour une sphére S(z,r) de
rayon r centrée en x dans Di, nous avons

— 2175 ) e 1 — okt
ui(z) = E, ul(WTS(I’T))e ay Sl 4 . (Wy)e ='dt
0 1
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ol u; intervient aussi dans le second membre de la représentation. Grace aux outils de simu-
lation décrits dans la section (3.3.2), nous aurons

ui(z) = E(pui(2) + ¢f(y))

ou 0 < p < 1, z est un point aléatoire sur la sphére S(x,r) et y est un point aléatoire a
I'intérieur de cette sphére. La quantité cf(y) est ajoutée au score, le mouvement est tué avec
une probabilité 1 — p et autrement est replacé au point z.

La marche s’arréte dans Dy si elle est tuée avant de toucher 0D; ou si elle touche 9D, en
un point avec une condition de Dirichlet. Si par contre la marche touche au point y 'interface
entre Dy et Dy ou une zone du bord de 9D; avec une condition de Robin, la valeur de u(y)
n’est pas connue. Cependant nous allons développer dans la section (3.4) une méthode qui
peut approcher cette quantité a 1’aide de I'espérance d’une variable aléatoire discréte plus un
biais provenant de techniques de différences finies. On va donc pouvoir de nouveau appliquer
le principe de double randomisation pour calculer u(y). Nous allons décrire rapidement les
formules obtenues dans le cas de conditions de Robin puis de transmission.

Dans le cas de conditions de Robin, cette méthode conduit a

u(r) = me(l’z) + cf(y) + dg(x) + O(h?)

N

ou N € N est le nombre de points de replacement, les coefficients p; > 0 vérifient > p; < 1
i=1

et ou h est le pas de différences finies. Les N points x; et le point y sont localisés dans D;.

Quand le mouvement touche le bord avec conditions de Robin, la quantité

cf(y) +dg(z)

N

est ajoutée au score. Le mouvement est tué avec une probabilité 1 — > p; et autrement il est
i=1
replacé avec une probabilité p; a I’'un des points x;.

Dans le cas de conditions de transmission entre deux sous-domaines Dy et Dy nous avons

N N
u(@) =Y piun () + 3 qrua(a?) + e f () + caf (y2) + O(R?)
=1 =1

N

ot les coefficients p; > 0 et ¢; > 0 vérifient ) (p; +¢;) < 1 et h est le pas de différences finies.
i=1

Quand l'interface est touchée par le mouvement, la quantité

crf(yn) + caf (y2)

1) (2)

est ajoutée au score. Les N points z; ' et y; sont localisés dans D;. Les N points x;~ et le
N

point y, sont localisés dans D,. Le mouvement est tué avec une probabilité 1 — > (p; + ¢;) et
i=1

sinon il est replacé avec une probabilité p; ou ¢; a I'un des points :1:2(1) ou xz(?).

Si on n’est pas tué au cours du replacement, on effectue a nouveau une marche sur les sphéres
a l'intérieur de Dy ou Ds. On continue cette alternance entre des replacements et des marches
a I'intérieur de sous-domaines jusqu’a temps que 1’on soit tué.
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3.3 Simulation avec un terme d’amortissement

Dans cette section, nous expliquons comment nous pouvons approcher la représentation

ute) = B oW ) 4 [ fge (35)

en utilisant des schémas de simulation. Nous commencons par ’adaptation du schéma d’Euler
a cette situation puis nous faisons le méme travail avec la marche sur les sphéres.

3.3.1 Schéma d’Euler avec amortissement

Le schéma d’Euler nous donne une approximation de

g(W.,)exp(=A71p) + /OTD f(Wy) exp(—As)ds

par
n—1

S = g(WnN) exp(—AnAt) + Atz F(Wine) exp(—=NiAt)

1=0

ou le schéma d’Euler est absorbé au point an qui est la projection orthogonale de W, A,
sur le bord. Nous pouvons donner une autre interprétation du score S d’une simulation en le
calculant de maniére séquentielle. Etant donné Yy = 0, nous définissons

Vi1 = exp(—AL)(Y; +by)

avec b; = Atf(W;a) pour 0 < j <n—1 et avec b, = g(W,a:). Par conséquent
Vi = E(X;)(Y; + b))

ou les variables aléatoires X; suivent des lois de Bernoulli indépendantes telles que P(X; =
1) = exp(—AAt). Nous avons par construction F(Y,, 1) = S.

D’un point de vue simulation, a la jéme étape, la marche stoppe avec une probabilité
1 —exp(—AAt) et b; est ajoutée au score. Nous pouvons simuler Y,, ;1 seulement une fois parce
que la somme S elle-méme est une variable aléatoire. Ceci correspond & une approximation
de Monte Carlo sur un espace produit.

3.3.2 Marche sur les sphéres avec amortissement

La marche sur les sphéres avec amortissement fonctionne de maniére similaire & la marche
sur les sphéres standard. A la jéme étape de la marche, nous pouvons écrire

u(z;) = K, (u(WTSj) exp(—A7g,) + /OTSj F(Wy) exp(—As)ds).

De plus, nous avons

E,, (u(WTSj ) exp(—Ats;)) = Eq, (U(Wrsj ))E.; (exp(—ATs;))
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car le point de sortie et le temps de sortie du mouvement Brownien d’une sphére sont indé-
pendants. La transformée de Laplace E, (exp(—A7g,)) du temps de sortie est la probabilité

de survie du mouvement Brownien qui joue le méme role que le parameétre eXp(—)\At) pour

le schéma d’Euler. Elle dépend du rayon r;, vaut smk\l/(;T_,J\ o en dimension trois et ™ \/—MJ en

)
o
dimension deux ou y(z) = > ((k?) (voir [10]). Si la marche touche le bord avant d’étre tuée,
k=0
Papproximation g(W,,) de g(W,,) est ajoutée au score. Ceci nous permet donc de traiter trés
facilement les équations sans terme source.
Dans le cas général, il reste a expliquer comment on peut calculer la contribution du terme
source

/ f(Ws) exp(—As)ds

dans la sphére S;. On aurait envie d’utiliser une méthode analogue a celle utilisant la fonction
de Green conditionnelle comme dans le cas sans terme d’amortissement. Malheureusement,
nous n’avons pas réussi a mener un calcul explicite. Nous allons donc remplacer ce calcul
par une méthode de simulation utilisant des trajectoires Browiennes pré-simulées a 1’aide
d’un schéma d’Euler. Pour la sphére unité S, 'approximation du terme source a ’aide de la
méthode des rectangles aux points W;a; du schéma d’Euler s’écrit

n—1 n—1
, 1 —exp(—nAAt) 1 — exp (AA?)
At; F(Wine) exp(—AiAt) = At 1= exp(A) ; f(Wiat) exp (— )szt)l —oxp (AT

Si on définit maintenant une variable aléatoire discréte J € [0,n — 1] vérifiant

1 — exp(—=A\AL)

IP)(J — Z) = exp(—)\iAt)l — exp(_,n)\At)

on peut alors écrire

n—1
; 1 —exp(—nAAt)
At ; FWaaa) exp(=Xitdt) = Dt 0= B (Waa).

Grace a la méthode a un point aléatoire, nous pouvons approcher le terme de source par

1 — exp(—nAAt)
1 —exp(—AAY)

At f(WJAt)

en utilisant seulement un point de la trajectoire tiré selon la loi J. Grace a un argument
d’échelle, pour une sphére de rayon r centrée au point x ’approximation du terme source
s’écrit

1 — exp(—nAriAt)
1 — exp(=Ar2At)

ou J,. € [0,n — 1] est une variable aléatoire discréte vérifiant

At r2f(x +rWia)

1 — exp(=Ar2At)

P(J, =1i) = exp(—ArziAt)l (N2
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La loi de J,. n’est pas uniforme et dépend de plus du rayon de la sphére. Pour simuler J,., nous
allons calculer sa fonction de répartition discréte qui vaut

k k 2in e—)\T’zAt e—k,\r2At
o N —Ar<iAt —
P(J, < k)= E P(J,=1i) = E :e o—nATZAL o= AnrZAt

i=1 i=1

et en utilisant la méthode d’inversion, .J, est donc simulée par

Jo=1+ Lﬁlm In(1 — U + Ue ™44 |

ot U est une variable aléatoire uniforme sur [0, 1]. Donc si nous voulons utiliser cette ap-
proximation, il faut précalculer et stocker pas uniquement un point aléatoire du mouvement
Brownien discrétisé jusqu’au bord de la sphére unité comme dans la section précédente, mais
tous les points de la trajectoire. Pour les résultats numeériques, nous allons stocker 10 trajec-
toires discrétisées avec un pas de discrétisation At = 1072 ce qui correspond & un fichier de
taille 10 millions.

3.4 Différences finies stochastiques

Le but de cette section est de construire des approximations d’ordre trois de la solution
aux points du bord ou de linterface dans le cas de conditions aux limites de Robin et de
transmission en utilisant des techniques dite de différences finies stochastiques. Cette section
est trés largement inspirée de I'article [67] qui est en cours de révision. Ces techniques ont déja
été utilisées en dimension deux pour les conditions de Neumann et de transmission dans des
travaux récents (|57],[64]). On se propose de les généraliser a la dimension trois ainsi qu’a des
situations plus complexes. Pour la condition de transmission, le calcul se fait sur un domaine D
divisé en deux sous-domaines D; et Dy avec une frontiére commune et pour les conditions aux
limites de Robin sur une partie de la frontiére. Le vecteur normal a la frontiére est colinéaire
au premier axe de coordonnées. Plus précisement, nous supposons que ces frontiéres sont
atteintes par le mouvement au point (0,0) en dimension 2 et au point (0,0, 0) en dimension 3.
Dans le cas de conditions aux limites de Robin, I'intérieur du domaine correspond aux points
x vérifiant ' > 0. Dans le cas de conditions de transmission, le sous domaine D; correspond
aux points x vérifiant z* > 0.

3.4.1 Condition aux limites de Robin sans facteur d’amortissement

Nous considérons dans un premier temps I’équation de Poisson avec des conditions aux limites
de Robin dans un domaine D de frontiére 0D

—3Au(z) = f(z) z€D
{a(x)u(x) + f(x) 8?)(5) =g(x) z€dD (36)

ol « and [ sont des paramétres positifs pouvant dépendre de z. En fait, comme nous consi-
dérons seulement ce qui se passe en un point fixé de la frontiére, nous noterons simplement «
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et 8 comme leur valeurs en ce point.

Les conditions de Robin ont été beaucoup moins étudiées que les autres conditions d’un
point de vue probabiliste. Elles sont cependant traitées dans |30| dans le cas d’une marche
sur une grille cartésienne et aussi dans [74| pour les opérateurs de diffusion généraux.

3.4.1.1 Approximation en dimension deux

Etant donné un pas de discrétisation A > 0, nous définissons

u(h,0) + u(—=h,0) + u(0, h) + u(0, —h) — 4u(0,0)

AMu(0,0) = 3

I approximation au point (0,0) de Au par différences finies centrées et

du(h, 0) — 3u(0,0) — u(2h, 0)
2h

Vu(0,0) =

I’ approximation de la dérivée normale par rapport a a! par différences finies décentrées.
L’approximation par différences finies de 'opérateur Laplacien de la fonction u au point (h, 0)

conduit a
_1u(2h, 0) + u(0,0) + u(h, h) + u(h,—h) — 4u(h,0)

2 h?
tandis que 'approximation de sa dérivée normale au point (0,0) a

~ f(h,0) (3.7)

4u(h,0) — 3u(0,0) — u(2h,0)

au(0,0) + B(— 5T

) = ¢(0,0). (3.8)

Le choix de différences finies décentrées couplé avec l'approximation du Laplacien de u au
point (h,0) nous permet d’obtenir des formules ou les points de replacement de la marche
sont automatiquement a l'intérieur du domaine pour h suffisamment petit. Ce n’était pas
forcément le cas en utilisant des différences finies centrées pour les conditions de Neumann
(voir [64]). En multipliant 'équation (3.7) par 28h?, 'équation (3.8) par 2k et en additionnant
les deux équations obtenues, nous avons

(2ah 4+ 28)u(0,0) — B(u(h, h) + u(h, —h)) ~ 28h*f(h,0) + 2hg(0,0).
Ainsi, I’ approximation de la solution au point (0,0) est donnée par

B(ulh,—h) +u(h, b)) h 8h?
2ah + 28 a5/ 00 55

u(0,0) ~ f(h,0). (3.9)
L’erreur de cette approximation est un O(h3). Toutes les approximations développées de cette
facon dans la suite auront le méme ordre d’approximation. Le point clé de notre approche

est que nous pouvons réécrire la formule (3.9) comme la somme de I'espérance d’une variable
aléatoire et d’un terme déterministe (le score local) comme

Bh?
ah+

u(0,0) =~ E(u(Y)) + 9(0,0) + f(h,0)

h
ah+



40 Chapitre 3. Méthodes de Momnte-Carlo pour les équations sous forme divergence

ol Y est une variable aléatoire vérifiant

(h, —h) avec une probabilité

Y = < (h, h) avec une probabilité

ah
ah+p

B
2ah+28

8
2ah+23 (3.10)

0 avec une probabilité

et ot I’état O appelé cimetiére vérifie u(9) = 0.
Du point de vue de la simulation, & chaque fois que le processus touche le bord, la quantité

h Bh?
0,0) + ——f(h,0
ah—l—ﬁg( )+ah+ﬁf( )
est ajoutée au score, il est tué avec probabilité a;’;ﬁﬁ, sinon la marche continue de maniére
équiprobable a I'un des deux points
(h,—h), (h,h).

Les conditions aux limites de Robin apparaissent donc comme un mélange entre les conditions
aux limites de Dirichlet ou la marche s’arréte quand elle touche le bord et les conditions aux
limites de Neumann ou elle est purement refléchie. D’un point de vue pratique, il est possible
que les points de replacement se situent a ’extérieur du domaine D. Si cela arrive, on risque
de perdre le bénéfice de notre approximation d’ordre trois. Pour remédier a cet inconvénient,
une stratégie consiste a réduire le pas h itérativement d’un facteur deux jusqu’a ce que le point
de replacement soit a I'intérieur du domaine. Bien str cette stratégie est un peu coiiteuse et
on peut aussi suggérer de tout simplement arréter le mouvement car la probabilité de sortir
pendant le replacement est faible.

3.4.1.2 Approximation en dimension trois

Pour obtenir une approximation de la solution aux points du bord, nous utilisons les mémes
techniques qu’en dimension deux. La seule différence est que nous devons maintenant utiliser
deux pas différents h et yh (v sera déteminé ultérieurement) pour construire nos approxima-
tions. On commence par poser

—u(2h,0,0) — u(0,0,0) + 2u(h,0,0)

A = 57,2 ,

A, :—u(h, vh,0) — u(h, —vh,0) + 2u(h, 0, 0)

A _ —u(h,0,vh) —u(h,0,—vh) + 2u(h,0,0)
O 2v2h2 )

Comme précédemment, approximation de l'opérateur Laplacien au point (h,0,0) et de sa
dérivée au point (0,0,0) conduisent aux équations

Ap + A + A ~ f(h, 0, 0) (3.11)
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et
3u(0, 0, O) + u(2h, 0, 0) — 4u(h, 0, O)

2h

En multipliant I'équation (3.11) par 28h?, Iéquation (3.12) par 2k et en sommant les deux
équations obtenues, nous avons

(28 + 2ah)u(0,0,0) + (i—f — 28)u(h, 0,0) + BP"4(0,0,0) ~ 2h23f(h,0,0) + 2hg(0,0,0)

au+ﬁg—z ~ ou+ 3 =¢(0,0,0). (3.12)

ou

u(h,0, —vh) + u(h,0,7h) + u(h,vh,0) + u(h, —vh, 0)

P"4(0,0,0) = 23

(3.13)
En choisissant 7 = v/2 pour éliminer le terme u(h, 0, 0), nous obtenons

P2y h h?
p + 9(0,0,0) + 5
ah+ 5  ah+p ah+
Comme en dimension deux, cette expression peut se réécrire

Bh?
ah+

1(0,0,0) ~

F(h,0,0). (3.14)

u(0,0,0) ~ E(Z) + 9(0,0,0) + £(h,0,0) (3.15)

h
ah+
ou la variable aléatoire Z est définie par

(u(h 0,v/2h) avec une probabilité — h+4ﬁ

u(h,0, —+/2h) avec une probabilité

Z = < u(h, \/_h 0) avec une probabilité ;- h+46
u(h, —v/2h,0) avec une probablhte

| 0 avec une probabilité

4 h+45

(3.16)

1o h+4B

h+B

O!
ah+p3

Le mouvement est donc tué avec une probabilité
équiprobable a I'un des quatre points

{(h,0,v/2h), (h,0,—\/2h), (h,v/2h,0), (h, —/2h, 0)}.

et sinon il est replacé de maniére

3.4.2 Etude de l’algorithme général sans terme source

Dans cette section nous voulons étudier le biais de notre algorithme dans le cas de condi-
tions de Robin sans terme source en dimension deux. On veut calculer la solution en un point
x. L’algorithme fonctionne de la maniére suivante. On simule le mouvement Brownien par
la marche sur les sphéres jusqu’a atteindre une distance € du bord. Ensuite on projette la
marche sur le bord. On ajoute un score et on est soit tué, soit replacé dans le domaine grace a
la formule (3.9). On continue & venir retoucher le bord et & ajouter un score jusqu’au moment
ol 'on est tué et placé dans le cimetiére 0. On commence par définir

= {v € D:d(z,0D) < h%}
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la couche d’absorption de la marche sur les sphéres dont la taille est liée au pas de différence
finie h. On définit le score par

S() = {ah}jrﬁg(x) si @ € dD,

. (3.17)
Osi z¢ 0D ou z=0.

On définit ensuite une premiére marche sur les sphéres partant de x jusqu’a temps d’arrét
Ny =inf{n >0, X, € D"}

et également le projeté orthogonal sur 9D par Xy,.
On définit ensuite la variable aléatoire

2 (3.18)

XN,,—n avec une probabilité %

Xn,,» avec une probabilité
XN0+1 -
ot Xny.n, Xny,—n représentent les deux points de replacement possibles aprés la projection de
XN, sur le bord puis on recommence la marche sur les sphéres jusqu’au temps N; = inf{n >
No+1, X, € D"}. On note Xy, la projection de Xy, sur 9D et on génére

2 (3.19)

Xn,,—n avec une probabilité %

{XNl,h avec une probabilité
XNy =
ou Xp, n, Xn,,—p représentent les deux points de replacement possibles aprés la projection de
X, sur le bord. Nous construisons par récurrence la marche sur les spheres partant de Xy, 1
jusqu’au temps

Niyy = inf{n > N; +1, X, € D"}.

On note Xy,,, la projection de Xy, sur D et on génére

(3.20)

e 1
XNiy1,—h avec une probabilité 3.

XN,,.,» avec une probabilité %
XN1+1+1 =
On se donne (U,),>1 des lois uniformes sur [0, 1] indépendantes entre elles et aussi indépen-
dantes de (X,,),>1. Les variables aléatoires (U,,),>1 correspondent a la probabilité de meurtre
quand on touche le bord. On pose ensuite

T=if{i >1:Uy_,41 > ———(Xn_,)}.
{ = N;_1+1 O{h,‘l—ﬁ( szl)}
T-1

Donc, (Xn,) est un estimateur de u(xy) avec un biais que nous allons analyser dans le
i=0

théoréme suivant

Théoréme 5. Soit D un domaine tel que Yx € 0D il existe un pas h indépendant des
coordonnées de x tel que le point de replacement soit a l'intérieur du domaine. Nous supposons
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que u(z) est une fonction Lipschitzienne et que les coefficients a(x) et 5(x) satisfont les
conditions suivantes
inf |a(z)] > oy >0

x€0D
et
sup [ B(z)] < fo < o0
z€dD
-1
alors Y. S(Xn,) est un estimateur de u(xy) qui vérifie
i=0
-1 3 4
[Bay (D S(Xw)) —ulwo)| = (1+ —=-)O(h) < O(2h2).
i=0 @0 @0

Démonstration. On introduit la filtration F,, = 0((X;, U;)1<j<n). On a d’aprés (3.9)

w(Xy,) = E(u(Xn11)1 3/ Fni) +S(Xn,) +O(R?).

{Un; 1< 555 (X,
Comme d(Xy,, Xyn,) < h® et u Lipschitzienne, nous avons
u(Xy,) = u(Xy,) + O(h%)
et par la propriété de martingale de 'image par v de la marche sur les sphéres nous obtenons
w(Xni+1) = E(u(Xnp) /[ FNier)-
Donc

U(XNZ) = E(E(U(XNi+1)/‘FNi+1)1{UNi+1§ B (XNZ)}/FN1> + S(XNl) + O(hg)

ah+8

- E(U(XN"“)I{UMHS

B
ah+p

Nous avons la deuxieme égalité car I{UNﬁlSa;fig (Xn,)} est Fn,+1 mesurable et Fyn, C Fn,+1.

Comme 17,y est Fy, mesurable, on en déduit

W XN ) rsiyp = E(U(XNZ-+1)1{T>Z'}1{UN#1§ 5 (X'Ni)}/‘FNi) +(S(Xw,) + O(h3))1{T>z‘}

ah+p

= E(u(Xn) Lirsiny/Fn) + (S(Xw,) + O(h%))Lirsiy.
En prenant ’espérance des deux cotés de la formule précédente, nous obtenons
Euo (w(Xn)Lrsiy — w(Xn, ) Lrsitny) = Euo (12508 (Xn,)) + O(R%)B(T > ).

Ensuite nous sommons sur ¢ € N. Comime

ZE-'EO (U(XNi>1{T>i} - u(XNi+1)1{T>z‘+1}) = Ewo (u(xNo)) = U(IO),
=0
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nous avons ensuite

: B o 5 s
]P)(T > Z) = IP)(ljf\fo-l-l < Ozh—i—ﬁ(XNO)’ cery UNi—l"rl < Ozh—i-ﬁ(XNFJ)
B Po S
) < — .
IP)(UvN0+1 = Oh‘i‘ﬁo UN171+1 = aoh_'_ﬁo (Xszl))

(aoh + ﬁo)

ZPT> aoh+ﬁo
B

Donc

Nous obtenons finalement

1S E (S0 = aten] < (14 251008 = 022,

Oé()h (&%)
Lemme 2. Posons i(xg) = > S(Xy,). Alors
i=0
Var(ian) < O( 5 ) IS1 o,
Rappelons que ||S|| p(py = sup S(z).
z€D
Démonstration. Nous avons

Var(a(en)) = E(@2(x0)) — (E(i(x0)))? < E(a(a0)?) = E(Z S<X'Ni>) .

i=0
Nous avons ensuite

k=1 =0
<8I0y > K P(T = k).
k=1

Si a(x) et f(x) sont des constantes, nous avons

i EP(T = k) = i k(k—1)P(T = k) + i KP(T = k)

28(ah + B) L ohtp
 a2h? ah
36 2p°

=1+ — .
* ah + a?h?
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Si az) et f(x) ne sont pas constantes, avec un calcul similaire nous pouvons montrer que

S R2P(T = k) < oo O
k=1

Lemme 3. Soit 4'(x), ..., uM(x¢) M-estimateurs indépendants de u(xg) et de méme loi que
u(zg). On suppose que o et B sont des constantes positives. Il existe un pas h > 0 et une
constante C' ne dépendant pas de h vérifiant

(-]
~var((; Z x)+—§j( )~ uten)

Comme les {@(zg)}; sont indépendants et de méme distribution,

Var((% ; ui($0)> = % ; Var(i(zo)) = W.

D’autre part, nous avons E2(4(zg) — u(zo)) = O(h?). Nous obtenons donc

1 & ? C
~7q 4
E(M ;:1 (o) — u(:)so)) < Ch" + ik

O
3.4.3 Conditions de Robin avec un facteur d’amortissement
Nous considérons a présent 1’équation suivante avec un terme amortissement
—sAu(z )+)\u( )= f(z), ze€D
au(z) + 75~ —g(:)s) x € 0D

ol A est une constante positive. On aurait pu traiter directement cette équation plutot que
de distinguer les cas avec ou sans amortissement. On a préféré les distinguer car ’équation
sans amortissement est plus standard et que les formules avec amortissement vont introduire
certaines contraintes sur le pas de discrétisation.
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3.4.3.1 Approximation en dimension deux

Méme en dimension deux, nous allons avoir besoin de deux pas de différences finies h et vh
pour construire nos formules d’approximation au bord du domaine. L’approximation du terme
source conduit a I’équation
—u(2h,0) — u(0,0) + 2u(h,0) N —u(h,vh) — u(h, —vh) + 2u(h,0) (3.22)
2h? 2+2h? '
+Au(h,0) ~ f(h,0)

tandis que celle de la dérivée normale est toujours donnée par (3.8). En multipliant I’équation
(3.22) par 2392h?, I'équation (3.8) par 2hv? et en additionnant les deux équations obtenues,
NOUS avons

29*(ah + B)u(0,0) = B(u(h, vh) + u(h, —yh)) + (28 + 26My*h* — 2*B)u(h, 0)
= 292Bh° f(h, 0) + 2h4°¢(0,0).
Comme dans les cas précédents, pour se débarasser du terme u(h,0), nous choisissons v =

ﬁ pour h suffisamment petit tel que ﬁ > (. Ceci impose donc une contrainte sur le
choix du pas en fonction de la valeur de A. Ceci conduit a ’approximation

B (u(h, vh) + u(h, —vh)) h Bh?

La quantité ,
h Bh
ah+ﬁg(0’0> + mf(hao)

est ajoutée au score. Le mouvement est tué avec une probabilité 1 — m, sinon il est
replacé de maniére équipropable a 'un des deux points

(h> ’}/h)> (h> _'Vh)'

3.4.3.2 Approximation en dimension trois

Comme en dimension deux, nous utilisons le pas h pour la premiére coordonnée et le pas vh
pour les autres. Grace a un calcul similaire au précédent, nous obtenons I'approximation

5 h sh?
0,0,0) ~ P 0,0,0 h,0,0 3.23
ou vy = 1_2W pour h suffisamment petit tel que ﬁ > (. La quantité
Bh?
0,0,0 h,0,0
est ajoutée au score. Le mouvement est tué avec une probabilité 1 — m sinon il continue

avec la méme probabilité a 'un des quatre points

(h7 f}/hu 0)7 (h'7 _7h7 0)7 (h'7 07 f}/h)7 (h7 07 _f}/h)
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3.4.4 Conditions de transmission sans terme d’amortissement
3.4.4.1 Approximation en dimension deux

Nous supposons que l'interface entre les sous-domaines est I' = {(z', z%)/z' = 0} et que les
deux sous-domaines sont D; = {(z!, 2%); 2! > 0} et Dy = {(x!,2?), ' < 0}. Nous rappelons
la méthode développée dans [57] pour construire le replacement a l'interface. Cette méthode
repose sur la relation

2
%Ahu(h, 0) = — V"1 u(0,0) — u(0,0) + P*u(0,0) (3.24)

ou
i, wlh 1) + u(h,—h)
= 5 .

Si w vérifie (3.2), u satisfait la condition de transmission (troisiéme équation dans (3.3)) dont
I’approximation discréte s’écrit

a1 Vu(0,0) = a2V 2u(0,0) + O(ash? + arh?) (3.25)

ol hy et ho sont les pas de différences finies correspondant a Dq et a Ds. Les deux pas peuvent
étre choisis de maniéres différentes mais ils sont toujours proportionnels de telle sorte que
toutes les approximations suivantes soient encore d’ordre O(h?). Grace aux deux équations
(3.21) et (3.22), nous obtenons ’approximation

u(0,0) ~p; P"u + py P7"2u + Cy f(hy,0) + Cof (—hy,0) (3.26)
ou
. a1h2 . CLth
br= a1h2 + CLth’ b2 = a1h2 + CLghl
et

B h2h, B hyh3

N a1h2+a2h1’ 2T a1h2+a2h1'

Du point de vue de la simulation, ceci signifie qu’avec une probabilité p; le mouvement est
replacé dans Dy avec la méme probabilité au point (hy, —h) ou au point (hy, hy) et qu’avec une
probabilité py dans Dy avec la méme probabilité au point (—hy, —hy) ou au point (—hg, hs).
La quantité

Ch

C1f(h1,0) + Cyf(—he,0)

est ajoutée au score.

3.4.4.2 Approximation en dimension trois

En dimension trois, nous utilisons les méme outils qu’en dimension deux en remplagant juste
Phy par PPV2y dans la relation (3.26). Nous obtenons

U(O, 07 0) = plphh\/iu + p2P_hz’\/i + le(hb Oa O) + CQf(_h2> Oa O) (327)
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ou P"V2 est défini dans (3.13). Les probabilités d’aller dans chaque sous-domaine sont les
mémes qu’en dimension deux et il y a quatre points de replacement dans chaque sous-domaine
qui sont respectivement,

{(h1,0,v2h1), (h1,0, —=V2hy), (h1, V2h1,0), (h1, —V/2hy,0)}
dans D, et
{(=hs,0,v2hy), (—h2,0, —V/2h3), (—ha, V2hs,0), (—ha, —/2hy, 0)}

dans D,. La quantité
C1f(h1,0,0) + Cy f(—h2,0,0)

est ajoutée au score.

3.4.4.3 Choix des pas de discrétisation

Il y bien entendu une grande liberté de choix pour la relation reliant les parametres h; et hs.
Nous en décrivons seulement deux qui sont les plus naturels. Dans tous les cas, la quantité

C1f(h1,0,0) + Cy f(—h2,0,0)

est ajoutée au score.

Premier choix : h = a1hy = ashy. La particule va de maniére équiprobable dans chacun
des deux sous-domaines. Elle va cependant plus loin dans le sous-domaine avec le coefficient
de diffusion le plus grand. Cette technique est trés proche du schéma cinétique qui avait été
introduit dans [57].

Second choix : h; = hy = h. On pose

= a1 + as
et
b2 = aq —|—CL2.

Le mouvement va dans D; avec probabilité p; et dans Dy avec probabilité ps. Ces probabil-
tés sont les mémes que celles du replacement normal |72]| mais les positions de replacement
changent.

3.4.5 Conditions de transmission avec un terme d’amortissement

Nous considérons maintenant 1’équation

{_%wa(x)wx)) + Mz)u(z) = f(2), v € D (3.28)

u(z) =g(x), x € 0D

ou
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3.4.5.1 Approximation en dimension deux

Comme précédemment nous calculons une approximation du terme source au point (hq,0)
a —U(th, O) — U(O, 0) + QU(hl, 0) i —U(hl, 'Vlhl) — u(hl, _’Ylhl) + QU(hl, O)
1 217 2923
+ )\1U(h1, 0) ~ f(hl, 0)

(3.29)

dans le domaine D; et au point (—hs,0)

—u(—2h2, 0) — U(O, O) + QU(—hg, 0) —u(hg, ’ylhg) — u(—hg, —’}/th) + QU(—hQ, O)
(05} B} +
2h2 2’72}12

(3.30)
+ )\QU(_hQ, 0) ~ f(—hg, O)

dans le domaine D5 en utilisant deux pas de différences finies h; et hy et deux constantes ~;
et 7o dont les valeurs seront définies juste aprés. Les propriétés de continuité de la solution et
du flux a l'interface conduisent a
(4u(hy,0) — 3u(0,0) — u(2h4,0)) (4u(—hg,0) — 3u(0,0) — u(—2hs,0))
a1

~ — . 31
2%, @ 2hy (3-31)

En multipliant 1’équation (3.29) par hj, I’équation (3.30) par hs, en sommant les deux équa-
tions obtenues et grace a la relation (3.31), nous obtenons

(ﬂ + %)U(O, 0) — %thmu — %Q_m”u + < S + )\1h1>u(hla 0)
1 2

hl hg ’}/%hl hl
Qo a9
+ — — + Aoho Ju(—hs,0
(7§h2 hy 2) (e 0)

= h1f(h1,0) + haof(—hs,0)

ou

u(h, vh) +u(h, —vh)
22 '

Pour éliminer les deux termes u(hq,0) et u(—hso,0), nous choisissons

\/ Alhz 12 = )\gh
al

en supposant que les quantités a l'intérieur des racines sont positives. Ceci conduit a 1'ap-
proximation

Qh’“’u -

Aihi hy,vh hi, —vh \oh2 ho ~h ho —~h
u(0,0) ~p; <1_ ; 1) u(ha,y 1)+2u( 1, =) ¥ (1_ 2 2) u(ha, vhs) —|—2u( 9, —Yh2)
! 2

+ C1f(h1,0) + Caf (—hs,0)
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ol p1, pa, Cq, Cy sont définis comme dans la section précédente. Comme dans le cas de trans-
mission sans terme d’amortissement, le mouvement va dans D; avec une probabilité p;. Il y
est soit replacé avec la méme probabilité au point (hy, —y1h1) ou au point (hy,y1hq), soit tué
avec une probabilité 1 — ’\;—?% De méme, le mouvement va dans D5 avec une probabilité po. Il
y est soit replacé avec la méme probabilité au point (—hg, —y2hy) ou au point (hg, Y2hs), soit

) . Aoh2
tué avec une probabilité 1 — 222,

3.4.5.2 Approximation en dimension trois

Grace a des calculs similaires, nous obtenons I’approximation

U(O, 0, O) >~ D1 1——— | By + P2 1-— B2+ le(hl, 0, O) —|—02f(—h2, O, 0),

a1 a2

B 2 B 2
Y1 = 1_)\(11—};%772_ 1_)\2—23

h,vh,0) + u(h, —vh,0) + u(h,0,vh) + u(h,0, —yh)

1 )
Il est & noter que comme précédemment notre approche impose des containtes sur les pas h;
et ho. Une approche similaire développée dans |[11] d’aprés une idée de Nicolas Champagnat
permet en gardant un peu plus longtemps dans les calculs les valeurs exactes des dérivées

normales de s’affranchir de ses contraintes tout en gardant des formules d’approximation
d’ordre 3.

ou

et
EMry = ul

3.5 Reésultats numériques

3.5.1 Probléme de Robin sans terme d’amortissement

Notre premier cas-test est I’équation de Laplace

—tAu(z) =0, z € B
u(x) + 5615_(;) =g(x), x € 0B,

ou B est le disque unité et

g(x1,x9) = —Pa1e™(sinxy + cosxy) + €”*(Bag + 1)(coszy — sinzy).
La solution exacte de cette équation est u(xy, z2) = (cosx; — sinzp)e™. Nous allons faire une
description détaillée de notre algorithme basé sur la méthode de la marche sur les sphéres

décentrée pour résoudre cette équation et nous allons analyser son biais. Nous ferons aussi
une comparaison avec la version basée sur la méthode de la marche sur les sphéres standard.
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3.5.1.1 Description de I’algorithme

Nous décrivons comment nous calculons la solution wu(z,xs) en utilisant la marche sur les
sphéres décentrée couplée aux techniques de différences finies stochastiques. L’algorithme
5 nous donne I’évolution du score d’une seule marche en utilisant un pas h de différences
finies. Notre approximation est donnée par la moyenne des scores de différentes marches
indépendantes.

Data : un point x = (x1,3) € By, Paramétres : h, 8
Poser Test < 0 et Score < 0;
while Test # 1 do
r = /a3 + 23, o = arccos(Z)
Générer une variable aléatoire uniforme U sur [0, 1]
0 «+ o+ 2arctan (% tan(wU))
(21, 22) < (cos@,sinf)
Score < Score + Whﬁg(xl,@)
Générer une variable aléatoire uniforme U sur [0, 1]
if U, < 725 then
| Test <1
else
Générer une variable aléatoire uniforme U, sur [0, 1]
51 ~1—-h
if U; < 0.5 then
| &< h
else
| &< —h
end
1 &1 cos — Esind
To  &18inf + & cos b
end
end

Algorithme 5 : Conditions de ROBIN avec UWOS pour le disque unité

3.5.1.2 Analyse du biais

La marche sur les sphéres décentrée est une méthode exacte pour simuler le point de sortie
du mouvement Brownien dans un disque. Donc le biais de notre méthode provient uniquement
de 'approximation par les différences finies stochastiques quand le mouvement touche le bord.
Nous reprenons trés rapidement pour ce cas particulier I'analyse du biais qui a été faite dans
le théoréme 5.

Chaque fois que le mouvement Brownien touche le bord, il est tué avec une probabilité # et
I'approximation par différences finies ajoute un biais qui est un O(h3). Pour calculer le biais
global, nous devons connaitre le nombre de fois H ol le mouvement Brownien touche le bord.
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Comme H suit une loi géométrique de parameétre nous avons

h+B’

S k1 B
=D _k( h+6) h+5_1+h'

k=1

Par conséquent, la moyenne du nombre de visites du bord est un O(%) et le biais global est
donc un O(Sh?). Dans la figure (3.2), nous tragons en échelle logarithmique I'erreur au point
(0.5,0.5) comme une fonction de h pour trois valeurs différentes de /5. Le nombre de simula-
tions est choisi suffisamment grand pour que la variance soit négligeable et donc que l'erreur
soit trés proche du biais de la méthode. L’ordre de la méthode calculée par un ajustement par
la méthode des moindres carrés linéaires des données aux quatre points de référence est res-
pectivement (1.9,2.01,2.08) pour respectivement 3 = (0.05,0.1,0.2). Les pentes obtenues sont
trés proches de deux et le biais augmente quand [ augmente. Ceci confirme notre estimation
du biais global de la méthode qui est en O(Bh?).

_1.6 T T T T T T

—*— beta=0.05
—©6— beta=0.1
—>— beta=0.2

-1.8

log(error)
N
(V)

|
N
N

T

1

-2.6

-3 e 1 1 1 1 1 1
-0.55 -0.5 -0.45 -0.4 -0.35 -0.3 -0.25 -0.2

log(h)

FIGURE 3.2 — Comparaisons biais versus pas h

3.5.1.3 Comparaison entre UWOS et WOS

Dans le tableau (3.1), nous comparons 'erreur et le temps de CPU de la méthode la marche
sur les sphéres (notée WOS) et de la marche sur les sphéres décentrée (notée UWOS) pour le
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calcul de la solution au point (0.5,0.5) avec 3 = 0.1. Le nombre de simulations est N = 107
et la taille de la couche d’absorption par la frontiére vaut ¢ = 107°. L’erreur statistique
donnée par \/LN vaut environ 0.0004 pour les différentes valeurs de h du tableau suivant. Nous
observons que les erreurs des deux méthodes sont proches et que la méthode UWOS est trois
fois plus rapide que la méthode WOS. Nous pouvons en conclure que la méthode WOS est
également utilisable pour notre approche mais qu’il vaut mieux utiliser la méthode UWOS
quand cela est possible.

h WOS UWOS

Erreur CPU | Erreur CPU
0.3 ] 0.0015 35 0.0018 10.3
0.4 | 0.0026 33 | 0.0028 9.6
0.5 1] 0.0041 31 0.0045 9

TABLE 3.1 — Comparaison entre WOS et UWOS

3.5.2 Probléme de Robin avec un terme de source
3.5.2.1 Cas test sans terme d’amortissement

Nous considérons maintenant ’équation avec un terme source

—%AU(IDJZQ) = —6(1’% + LU%), (Il,l’g) c Bl
u(xy, v2) + 5% = (L+48)(x] + 23), (21,22) € OBy

dont la solution exacte est u(zy,x9) = 2} + 3. Dans le tableau 3.2, nous comparons 'erreur
et le temps CPU en utilisant soit la simulation exacte de la contribution du terme de source
(2.6.1.1), soit son approximation par la méthode dite & un point aléatoire (2.6.1.2). Les pa-
rameétres sont les mémes que dans l'exemple précédent. L’erreur statistique donnée par \/LN
vaut environ 0.0005 pour les différentes valeurs de h. Elle est beaucoup plus petite que I'erreur
liée au biais. Nous observons que les deux méthodes donnent une précision similaire et que la
méthode a un point aléatoire a un temps de calcul un peu plus petit. L’ordre de la méthode
obtenu par régression linéaire vaut respectivement 2.08 pour la méthode exacte et 1.99 pour
la méthode & un point aléatoire. Ceci confirme que notre méthode est encore efficace méme
en présence d'un terme source. De plus, ceci montre qu’il n’y a pas d’inconvénient a utiliser
la méthode a un point aléatoire. Ceci sera particuliérement utile en dimension trois ou la
simulation exacte n’est plus possible.

h | Simulation exacte | Un point aléatoire

Erreur CPU Erreur CPU
0.2 | 0.017 210 0.016 176
0.3 | 0.039 184 0.038 163
0.4 0.07 173 0.069 144
0.5 0.15 169 0.15 137

TABLE 3.2 — Simulation exacte versus méthode a un point aléatoire
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3.5.2.2 Cas test avec un terme d’amortissement

Nous considérons maintenant 1’équation

—%Au + Au = A(cosxy —sinzy)e™, z € By
u+ 6% = —px1e”(sinzy + coszy) + €"2(fwy + 1)(cosxy —sinxy), € 0B,

dont la solution exacte est

u(xy, x9) = (cosxy — sinxq)e™

afin de tester les méthodes développées dans la section (3.3) qui prennent en compte le terme

h KWOS KEuler Euler

Erreur CPU | Erreur CPU | Erreur CPU
0.2 ] 0.003 288 | 0.012 637 0.011 725
0.3 ] 0.0074 165 | 0.013 179 0.024 202
0.4 0.016 104 | 0.033 76 0.04 85
0.5 ] 0.025 72 0.06 40 0.07 45
0.6 | 0.035 51 0.09 26 0.1 28

TABLE 3.3 — Comparaison entre KWOS, Keuler et Euler

d’amortissement. Nous calculons une solution approchée au point (xq,z5) = (—0.7, —0.2) par
trois méthodes différentes en utilisant N = 5.10° simulations, avec 5 = 2, A = 0.1. Les valeurs
de (B et X sont choisies pour que le nombre de visites du bord soit grand et encore proche d’un
O(%) Cela signifie que [ doit étre assez grand et A pas trop grand pour que le mouvement
reste en vie assez longtemps. Les trois méthodes testées sont la méthode WOS avec taux de
meurtre (KWOS), le schéma d’Euler standard et le schéma d’Euler avec taux de meurtre
(KEuler). L’erreur globale de la méthode KWOS est un O(5(¢ + h?)) ou ¢ est le paramétre
d’absorption de la marche sur les sphéres. Si nous choisissons ¢ = h®, nous obtenons une
erreur globale en O(h?). Pour les deux méthodes liées au schéma d’Euler, Ierreur globale est
un O(3(A® + h%)) ot A est le paramétre du schéma d’Euler. Le paramétre s est inconnu car
notre méthode combine ’approximation de demi-espace et le taux de meurtre. Néanmoins,
nous choisissons A = h? pour comparer avec la méthode KWOS et car s est sans doute proche
de un quand le taux de meurtre est petit. L’erreur statistique donnée par LN vaut environ
0.001 pour les différentes valeurs de h. Elle est plus petite que l'erreur liée au biais. Nous
observons que la méthode KWOS est la plus efficace parmi les trois méthodes. Son ordre
d’approximation est 2.3 tandis que les autres ont un ordre d’approximation proche de deux.
La méthode KEuler est un peu plus efficace que le schéma d’Euler standard car son temps
de calcul est plus court. Nous pouvons ajouter que les méthodes KWOS et KEuler seront
d’autant plus efficaces que le paramétre A est grand par rapport au schéma d’Euler standard
car elles seront arrétées plus rapidement.
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3.5.3 Probléme de transmission en dimension trois

Nous considérons I’équation suivante

—1V(a(z)Vu(z)) =0, z € D

( ) exp(£t) cos(zg + x3), € 9D, 1 >0
u(xy, o, x3) =
b exp(£2) cos(za + x3), © € 9D, 71 <0

dans le domaine D = [—1,1]3. Nous calculons la solution au point (0.1,0,0) avec des coef-
ficients de diffusion égaux a a; = 1,ay = 0.5. Ce point est choisi trés proche de l'interface
pour augmenter la moyenne du nombre de visites de cette méme interface. Ceci nous permet
de discriminer plus efficacement les trois méthodes différentes que nous allons comparer. La
premiére est la méthode des différences finies stochastique avec les paramétres correspondant
au deuxiéme choix dans la section (3.4.4.3). Avec une probabilité %, le mouvement va dans
D, et avec une probabilité % il va dans D;. Les points de replacement sont choisis comme
dans la section (3.4.4.2). Pour la deuxiéme méthode, les probabilités de se rendre dans chaque
sous-domaine sont les mémes mais il y a seulement deux points de replacement choisis nor-
malement & une distance h de part et d’autre de l'interface [72|. La troisiéme méthode est
I'approximation cinétique qui a été introduite dans [56]. Dans cette méthode, le mouvement
va avec méme probabilité dans D et D, mais il va plus loin a 'intérieur du domaine dans la
zone ol le coefficient de diffusion est le plus grand. Les positions de replacement ne sont pas
tirées suivant une loi discréte mais suivant une loi continue.

La solution exacte de notre équation n’est pas connue. La valeur de référence u(0.1,0,0) ~
0.9709 est obtenue en utilisant la premiére méthode avec h = 0.01 et un tres grand nombre
de simulations N = 108. Dans la figure 3.3, nous tracons en échelle logarithmique I’erreur au
point (0.1,0,0) comme une fonction du temps CPU. Nous observons que la premiére méthode
(notée Diff2) est plus efficace que la méthode cinétique (notée Kinetic) et la méthode avec
replacement normal (notée Diff1). Nous pouvons également observer que l'ordre de la méthode
est d’environ deux pour Diff2 et pour la méthode cinétique mais légérement moins pour Diff1.

3.5.4 Equation de Poisson-Boltzmann avec une seule sphére

L’équation de Poisson-Boltzmann |72 s’écrit
~V(a(x)Vu(z)) + N (z)u(z) = Z G0z, (x) w€R3 (3.32)
i=1

ou

a(x) =a, A(z) =0 x € Quy
a(r) = az, M2) =\ 1€ Qey.

Les deux sous-ensembles Q;,; et .. sont des ouverts de R3 séparés par une interface I' ol

F = 0Qim N 8Qext'
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_3 1 1 1 1 1 1 1 1
25 2.6 2.7 2.8 2.9 3 3.1 3.2 3.3 3.4

log(CPU)
FIGURE 3.3 — Comparaison erreur versus CPU

Le sous-ensemble iy est borné, on a Qing N Qext = 0 et Qing U Qexy = R>. On note d, la mesure
de Dirac au point z, les points z; € (i, et les poids ¢; € R pour tout ¢ = 1,...,m. Cette
équation permet de calculer le potentiel électrostatique autour d’une molécule composée de
m atomes centrés aux points x; possédant une charge ¢;. Le sous-domaine {;,,; est 'intérieur
de la molécule qui est constituée d’'une union de m sphéres centrées sur les x;. Ces sphéres
représentent les atomes de la molécule. Le sous-domaine (). représente ’extérieur de la
molécule. La solution fondamentale de I’équation —Awu =  au sens des distributions vaut

1
Ar|x|

Si on pose maintenant

1« 4di
uo(x) = day ; |z — 2]

qui annule le terme & droite dans ’équation (3.30), nous obtenons —a;A(u — uy) = 0 dans
Qint. Nous pouvons décrire trés rapidement la dynamique de la marche dans ce cas la. Si la
marche est dans §2;,;, elle est simulée exactement grace a la marche sur les sphéres décentrée
jusqu’a ce qu’elle touche l'interface I'. Si la marche est dans .., elle est simulée grace a la
marche sur les sphéres jusqu’a toucher I'interface I'. Dans la j-iéme spheére de rayon r; de la
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VA VA aar; .
.ol la
sinh(y/2/azr;)

marche touche l'interface, elle peut étre tuée avec une faible probabilité py := %

marche sur les sphéres, elle peut étre tuée avec une probabilité p, ;=1 —
ou
2

)\2 h?
az

\/772

sinon elle est replacée a I'un des 8 points suivants avec certaines probabilités. Les points de
replacement sont définis par la fonction p :

(

u(h,v1h,0) avec une probabilité e +a )(1 - a1 )2
u(h, —v1h,0) avec une probabilité e “_ )(1 _ ’Y;’ll )
u(h,0,1h) avec une probabilité m(l _ ’Y;’ll )2
u(h, 0, h) avec une probabilité _ mh
p(0,0,0) = (h,0, =) T ) ( o ) (333
u(h,v2h,0) avec une probabilité e +a2)(1 — 2z )
u(h, —y2h,0) avec une probabilité 4( e )(1 _ 7322)
u(h,0,2h) avec une probabilité e +a )(1 7222)
h2
\u(h 0, —y2h) avec une probabilité e + 2)(1 _ me )

Nous considérons I'équation (3.32) avec m = 1, Oy = B(0,1). La charge en 0 vaut 2,
a; =1, ag =2 et A = 2. La solution exacte donnée dans [12] vaut

-2 (mm__ +d5 ). 7€ R\ (0}

u(x) =

= ( T € Qe UT

47ra2B

ou
B=1+\/\/a.
L’algorithme général est décrit dans l'algorithme 6. Nous choisissons 5 valeurs de h dans
Iintervalle [0.4,0.8]. Le biais est calculé en fonction de h avec 10° tirages de Monte-Carlo.
La droite d’ajustement par moindres carrés servant a calculer 'ordre de la méthode a pour
équation
—2.66 + 1.99 log(h).

L’ordre de la méthode est donc environ deux. Dans ce cas avec une seule sphére, nous obtenons
N . . az ~
le méme ordre que dans [11| pour un cas plus physique avec un ratio o tres grand.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé un algorithme général basé sur le principe de double
randomisation pour résoudre des équations sous forme divergence avec tous types de conditions
aux limites et un terme d’amortissement. Dans un premier temps, nous avons introduit des
variantes du schéma d’Euler et de la marche sur les sphéres pour des équations de type
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Data : un point o € (¢, Paramétres : h, 3
Poser k < 0, test = 1 et score < 0.
while test > 0 do
if x;, € Q;,, then
| exit(xy) est simulé par Palgorithm UWOS, score = score — ug(exit(xy))
else
exit(zg) est simulé par l'algorithm WOS avec A = ﬁ
Générer une variable aléatoire uniforme U sur [0, 1].
if U < p; then

| test =0
else

| test =1
end

end
Générer une variable aléatoire uniforme U sur [0, 1].

if U < p, then
| test =0

else
test = 1, xp1 = p(ay)
if x4 € Q then
| score = score + up(Tr41)-
end
end

k+—k+1
end

Algorithme 6 : Equation de Poisson-Boltzmann avec une seule sphére

Poisson avec un terme d’amortissement. Le schéma d’Euler tué (KEuler) permet d’interpréter
le terme d’amortissement comme une probabilité de s’arréter a chaque pas de temps. La
marche sur les sphéres tuée (KWOS) repose sur le méme principe et une utilisation de la
méthode a un point aléatoire pour gérer le terme source. Ces deux méthodes ont montré
leur efficacité par rapport au schéma d’Euler standard. Dans un deuxiéme temps, nous avons
introduit de nouvelles techniques de différences finies pour traiter les conditions aux bords et
aux interfaces entre différents milieux pour un opérateur de diffusion général dans un domaine
hétérogéne en dimension deux et trois. Ces techniques induisent un biais local d’ordre trois et
un biais global d’ordre deux dans nos algorithmes de Monte-Carlo dans les cas des conditions
de Robin, Neumann et transmission (méme dans le cas plus difficile ou il y a a la fois la
condition de transmission et un terme d’amortissement). Nous fournissons également des
résultats théoriques pour ’analyse du biais et de la variance de 1’algorithme complet dans
le cas de conditions de Robin. Les tests numériques ont confirmé nos estimations des biais
et ont montré l'efficacité de notre nouvelle approche par rapport aux méthodes standards.
Nous allons dans les chapitres suivant appliquer ces techniques a des problémes directs et
inverses en tomographie par impédance électrique pour lesquels tous les types de conditions
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aux limites sont présents simultanément. Cela va impliquer un grand nombre de résolutions
avec une bonne précision de problémes directs pour lesquels les méthodes possédant un biais
d’ordre élevé sont cruciales pour réduire les temps de calcul.
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Chapitre 4

Probléme direct en tomographie par
impédance électrique

La tomographie par impédance électrique [17] est une technique pour reconstruire la struc-
ture a 'intérieur d’un conducteur électrique a partir de mesures du courant sur le bord de ce
conducteur. Elle posséde plusieurs applications comme par exemple la détection d’une tumeur
cancéreuse dans un sein ([19],[41],|50]). Le probléme inverse en tomographie par impédance
électrique a été proposé la premiére fois par Calderon [15]. Il consiste en la reconstruction
de la conductivité a partir de mesures bruitées prises sur le bord du domaine. Ce probléme
inverse est un probléme mal-posé au sens ol une petite erreur sur les mesures peut pertuber
énormément la solution de ce probléme. Dans ce travail, nous voulons a la fois détecter des
anomalies et reconstruire la distribution de conductivité sous 'hypothése qu’elle est isotrope
et constante par morceaux. Nous allons travailler avec un modéle circulaire sensé modéliser le
sein qui sera constitué de deux couches. La couche de peau a une conductivité électrique plus
faible que celle & I'intérieur du sein qui est constituée de gras. Ce modeéle est plus général que
le modele habituel (|39], [84]) qui ne prend pas en compte la couche de peau. La simulation des
mesures se fait par 'intermédiaire de différents modéles comme le modéle continu ou encore
le modéle des électrodes.

Nous allons tout d’abord rappeler 'origine de 1’équation sous forme divergence en tomo-
graphie par impédance électrique. Une courte description du modéle du continu et des trois
modeéles des électrodes est aussi rappelée. Ensuite, nous fournissons le calcul de la constante
sur I'inclusion ainsi que des intensités sur chaque électrode. Nous allons analyser le biais théo-
riquement sur un cas simple ou le domaine est un intervalle avec une condition de Robin d'un
coté et de Neumann de l'autre. Nous introduisons une technique de réduction de variance
fondée sur les idées développées dans [62]. Enfin, nous donnerons les résultats numériques
de 'analyse de 'ordre du biais et confirmerons 'efficacité de la technique de réduction de
variance en dimension deux. Nous abordons aussi le modéle des électrodes en dimension trois
et testons la technique de réduction de variance dans ce cas.

61
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4.1 Mise en équation

Dans un conducteur D, le champ électrique et le champ magnétique vérifient les équations
de Maxwell

H E
rotFl = _6;97’ rotH = oF + eaa—t (4.1)

ou E et H correspondent respectivement au champ électrique et au champ magnétique et ou
rot désigne 'opérateur rotationnel. Les quantités o, € et ¢ sont respectivement la conductivité
électrique, la perméabilité magnétique et la perméabilité électrique. Il existe deux approches
différentes pour obtenir une équation aux dérivées partielles simple a 'intérieur du conducteur
[45]. Dans la premiére approche décrite ici, nous utilisons le modéle quasi-statique dans lequel
les champs magnétiques et les champs électriques sont stationnaires a tout instant, ce qui se
traduit par le fait que les variations de 2£ et de %—Ij sont négligées. Dans ce cas, le systéme de

ot
Maxwell est donné par
rotE = 0,rotH = oE. (4.2)

D’aprés un résultat classique d’analyse vectorielle, comme rot ¥ = 0, F/ peut s’écrire comme le
gradient d’un potentiel électrique u, c’est a dire &/ = Vu. En remplagant ' par son expression
dans I'équation (4.2) nous obtenons rotH = oVu. En prenant la divergence des deux cotés de
cette équation et en remarquant que div(rotH) = 0 , nous obtenons ’équation de diffusion

V(oVu) = 0. (4.3)

La deuxiéme approche généralise I’équation précédente au cas o complexe. Dans ce travail,
nous nous intéressons seulement au cas quasi-statique ou la conductivité o est réelle et positive.
Nous supposons de plus qu’il existe deux constantes C et Cs telles que

0<C <o(z) <Cy<+o0, YxeD.

4.2 Le probléme de Calder6n

Dans le modéle dit du continu, les condition aux limites sont

ou

“on 7

ou j représente la densité de l'intensité de sortie sur le bord. Par exemple, dans un milieu

homogéne en dimension 2, j peut-étre modélisée par sin(kf) ou cos(k6) ([18],[39]). Si 9D

est suffisamment régulier, le probléme aux limites (4.3) et (4.4) a une solution unique si et
seulement si

(4.4)

<j71 >(9D:0

ol < . > désigne le produit scalaire entre deux fonctions f et g :

< f,9 >op= (z)g(x)dz.

f
oD
D’un point de vue physique, cette condition traduit la conservation du courant sortant. Etant
donnée 'intensité j, la solution des équations (4.3) et (4.4) est unique & une constante preés.
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Si j € Hy'"*(0D) = {j € HY2(OD) :< j,1 >sp= 0}, il existe une classe de fonctions
u € H'(D)/R unique qui satisfait la formulation variationnelle

/ oVuVudo =< J,v|sp >op -
D
Nous pouvons définir 'opérateur Dirichlet-Neumann ou tension-courant A, comme suit

A, : HJ*0D) — H;'*(0D)
u — U%lap.

Le probléme inverse de conductivité dans le modéle continu s’appelle le probléme de Calderoén :
Etant donné Uopérateur A, il s’agit de déterminer la distribution de o dans D a partir de A,.
Comme dans tous les problémes inverses nous devons étudier la stabilité et I'identifiabilité du
probléme de Calderon. Nous reprenons 'analyse de la stabilité et I'identifiabilité écrite dans
la thése de Martin Simon [88]. Concernant 'identifiabilité du probléme, en dimension deux, si
o € L(D) est isotrope, Astala et Paivarinta ont montré dans leur article [3] que la solution
est unique.

Théoréme 6. Soit D C R? un domaine borné, simplement connexe et o; € L®(D),i = 1,2.
Nous supposons encore qu’il existe une constante c positive telle que ¢~ < 0; < ¢, alors si

Ay = A,
on a o1 = 03.

Dans le cas ol ¢ est anisotrope, o est défini par une matrice symétrique définie positive.
Astala, Paivarinta et Lassas ont montré dans [4] qu’on peut construire un difféomorphisme F
tel que Ap., = A,. Cela veut dire qu’il existe une large classe de conductivités produisant la
méme mesure sur le bord. Par conséquent, 1'unicité du probléme inverse au sens usuel n’est
pas assurée. Par contre, l'unicité du probléme est montrée au sens ou si A,, = A,, alors
oy = F % 0y. Quand d > 3, sous I’hypothése d’isotropie de o et si 0 € C1(D), l'unicité de
la solution est conservée. Dans le cas ou o est anisotrope, la question de 1'unicité est pour
I'instant toujours ouverte.

La question de stabilité se pose ainsi : sous I’hypothése A,, est proche de A,,, est-ce que
o, est proche de o5 7 Malheureusement la réponse est négative. Méme si I’opérateur Dirichlet-
Neumann est donné sans bruit de mesure, le probléme inverse de conductivité n’est pas stable
en général. Sous certaines conditions de régularité de o, nous obtenons seulement la stabilité
au sens du module logarithmique |6]. La continuité en terme de module logarithmique est trés
faible. Un petit écart sur o peut entrainer un grand écart sur A,. Si on a seulement 'hypothése
o € L*(D), la stabilité n’est pas assurée. On en donnera un exemple dans la section 5.1. Pour
toutes ces raisons, le probléme inverse de conductivité est un probléme trés mal-posé.
L’avantage de ce modéle est la possibilité d’effectuer des études théoriques mais en pratique
nous ne pouvons pas mesurer l’intensité en tous les points du bord. Nous nous dirigeons donc
vers le modéle des électrodes qui est beaucoup plus proche des situations pratiques.
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4.3 Le modéle des électrodes

Nous supposons qu'il y a N électrodes notées { £;} Y | attachées sur le bord d'un conducteur
en dehors desquelles, I'intensité est nulle. Ces électrodes sont modélisées par des surfaces
disjointes qui sont des composantes connexes réguliéres du bord. Nous définissons d’abord
le vecteur courant J* = (JF .., J%) € RY dont les composantes vérifient la condition de
conservation

Nous définissons ensuite le vecteur tension U* = (UF, ..., U¥) € RY dont les composantes
vérifient également la condition de conservation

Pour la résolution du probléme inverse, on choisit N — 1 configurations linéairement indépen-
dantes du vecteur courant et on mesure le vecteur tension dans chacune de ces configurations.
Nous allons présenter trois des principaux modéles pour estimer les intensités sur les élec-
trodes : le modéle avec espacement (gap model), le modéle avec dérivation (shunt model) et
le modéle complet (complete model). La description détaillée de chacun de ces modéles peut
se trouver dans [89]. Les essais expérimentaux qui ont été réalisés dans [18] montrent que
les mesures générées par le modéle des électrodes complet sont les plus proches des mesures
expérimentales.

4.3.1 Modéle avec espacement

Le modéle le plus simple parmi les trois modéles des électrodes est le modéle avec espa-
cement ou l'intensité sur chaque électrode est supposée constante et ou les électrodes sont
supposées avoir une conductivité parfaite. L'intensité j définie dans la formule (4.4) devient
donc
770, zeD UV, E '

ou |E;| désigne le volume de iéme électrode, J;, i = 1,..., N sont constants. La tension est
donnée par la formule
1

U, =
|Eil J g,

udS

ou le potentiel u vérifie
{V(aVu) =0, z€D

a%:j,xeﬁD.

L’avantage de ce modeéle consiste en la simplicité de son étude mathématique mais il n’est
pas proche du modéle réel. L’erreur de ce modéle est de U'ordre de vingt pour cent [18].
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4.3.2 Modéle avec dérivation

Les expériences physiques réalisées montrent que l'intensité sur chaque électrode n’est
pas constante et que le métal dont sont constituées les électrodes a une conductivité élevée.
Ces propriétés sont prises en compte dans le modéle avec dérivation ou la tension sur chaque
électrode est supposée constante respectant I’hypothése de conductivité parfaite du métal.
Nous notons par I; 'intensité traversant électrode F; et par J = (Jp, ..., Jy) le vecteur courant
défini par

1 ou

J = au
5] Js “on

ds; i1=1,..,N.
La solution w du modéle avec dérivation vérifie

V(aVu) =0, z€D
adt =0, z € 9D \ UE;.

4.3.3 Modéle complet

Le modéle le plus proche du modéle réel est le modeéle des électrodes complet. En réalité,
le métal n’a pas une conductivité parfaite. Il a une résistance faible créée par ’épaisseur des
électrodes posées sur la peau. Nous supposons que toutes les électrodes ont la méme taille et
les mémes propriétés physiques. Dans ce modéle la condition v = U; dans I’équation (4.6) est
remplacée par

0
u—i—za—u =U,; sur E;

on

ou z s’appelle I'impédance de contact. La solution u vérifie

V(aVu) =0, z€D
u+za%t =U; sur E; (4.7)
adt =0, z € 9D \ UE;.

Le modéle complet a une erreur de l'ordre de un pour cent [18]|. Bien qu’en pratique, on
applique généralement l'intensité et on mesure la tension sur les électrodes, nous pouvons
supposer que la tension est imposée sur les électrodes et que l'intensité est mesurée. Cette
modélisation sera utilisée dans la suite du manuscrit.

4.4 Modélisation de tumeurs

4.4.1 Cas d’une seule inclusion

Il est observé dans [47]| que la conductivité électrique d’un tissu contenant beaucoup d’eau
comme par exemple les muscles ou les tumeurs malignes est plus élevée que la conductivité d’'un
tissu contenant peu d’eau comme le gras. Pour cette raison, dans ce premier modéle contenant
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une seule tumeur, nous allons modéliser cette anomalie T' par une inclusion sphérique avec
une conductivité parfaite. L’équation de diffusion devient

V(aVu) =0 dans D\ T. (4.8)

Dans le modéle des électrodes complets, nous avons N électrodes {E1, ..., Ex} attachées sur
le bord du domaine, le potentiel u vérifie la condition de Robin

@
on

ou les fonctions f, g : 0D — R sont données par

za— + fu =g sur 9D (4.9)

f= ZXz’(x)a g= Z Uixi() (4.10)

ou x;(z) est la fonction indicatrice de 'ensemble E; et z > 0 est 'impédance de contact. On
a donc des conditions de Robin sur les électrodes et des conditions de Neumann sur le reste
du bord. Pour simplifier, nous choisissons la valeur de z comme la méme constante positive
pour chaque électrode et quelle que soit la position sur celle-ci. Finalement, I’hypothése de
conductivité électrique parfaite sur la tumeur conduit a la condition de Dirichlet sur I'inclusion

u=C sur OT (4.11)

ol la valeur de la constante C' sera déterminée dans la suite. Etant donné un vecteur tension
U € RV satisfaisant

le théoréme de Lax-Milgram étendu [89] montre que les équations (4.8), (4.9) et (4.11) défi-
nissent un unique couple (u,.JJ) € HY(D) & RY ot le vecteur intensité

L a@da, l=1,..,N

J=—
"Bl g o

vérifie la condition de conservation de la charge
n
> Ji=0.
i=1

4.4.2 Modéle simple couche

Dans le modeéle simple couche, nous allons considérer seulement le cas ou le domaine est
homogeéne. La conductivité a(z) est définie par

)1 x2eD\T
a(x) = {oo seT (4.12)

Nous ne travaillerons pas avec ce modeéle dans le cadre du probléme inverse, mais nous allons
analyser le biais de notre algorithme pour ce modéle.
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4.4.3 Modéle double couche

Une caractéristique importante de I’organisme humain est que les conductivités des diverses
régions occupées par les composants de base sont des constantes connues. Par exemple, les
conductivités dans les muscles, les poumons, les os et le sang sont respectivement de 8.0, 1.0,
0.06, 6.7 (S.m™1). On voit qu’elles peuvent varier de plusieurs ordres de grandeur. De plus cela
entraine qu’on cherche en général uniquement a déterminer la forme de ces régions. Pour le
modéle double couche, il existe une formule analytique pour le potentiel u si D est un rectangle
|82] en dimension deux ou si D est un cube [51]. Dans la modélisation de tumeurs cancéreuses
dans le sein, le sein est divisé en deux couches principales : une couche de gras (composante
principale du sein) et une couche de peau (voir figure 4.5). Ce modéle prend en compte la
différence entre la conductivité électrique du gras et la conductivité électrique de la peau. La
conductivité a est définie par une fonction constante par morceaux a : D = Dy U Dy — R ou
D représente la couche de gras et Dy représente la couche de peau. La tumeur est supposée
appartenir toujours uniquement a la couche de gras D;. On a donc

a; T € D1 \T
a(:v) = ay T € D2 (413)
o xel.

4.4.4 Le calcul de la constante sur 'inclusion

Le calcul de l'intensité J sur chaque électrode par la méthode de Monte-Carlo peut s’ef-
fectuer avec tous les outils décrits dans le chapitre deux si nous connaissons la valeur de la
constante C' sur l'inclusion. Dans le modéle des électrodes complet décrit par les équations
(4.8), (4.9), (4.10) et (4.11), la constante C' n’est pas donnée mais nous allons voir que nous
pouvons la calculer grace a la propriété de conservation de la charge.

On peut écrire la solution u de notre équation u = ug+ C'uy, oll ug et uy sont solutions de
I'équation (4.8) avec respectivement les conditions aux bords suivantes
ou

up=0sur OT za— + fug =g, sur 0D
on
et

8u1

+ fup =0 sur 0D.
on

up = lsur 0T, za

D’aprés I’équation (4.9), nous avons

L[ 9wy = 2 [ Y, (4.14)

J=—
‘El‘ E; 877’ |El| E; <

N
Comme ) J; = 0 nous obtenons donc
i=1

N
- fy, Cdo(0)
O = =L !

S [y 2do(a)
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N
En particulier, si toutes les électrodes {F;}Y, ont méme taille notée |E|, comme > U; = 0
i=1
nous obtenons finalement

C=—= : (4.15)

Nous pouvons utiliser les mémes trajectoires pour calculer a la fois les deux termes du
quotient précédent. Si on note e(i,j) la moyenne du nombre de fois ou la marche aléatoire
touche I’électrode j en partant uniformément au hasard de I’électrode i et b(i) la moyenne
du nombre de fois ou la trajectoire touche l'inclusion en partant de I’électrode i, on peut
donner une autre formule pour calculer numériquement | 5, Uodo(z) et S 5, wido(z) de la fagon
suivante

N N N h
> wedo(z) ==Y |EY eli, j)Uj+—
i=1 /z =1 j=1 h+ za

ou h est le pas de différence finie et

N N

> / wido(z) = |E|b(i)

i=1 ¢ i=1

ce qui nous donne 'approximation

N N .
> 2. e, )Ujpites

Enfin, en remplagant expression de C dans (4.14), nous avons une formule pour 'intensité

N
AV AL
R R I N N 1
P z n z z z
N
U1 . h 1
= ? - ; e(l,z)h 209 Uz - ;Cb( )
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Data : un point (z1, ) € E;, paramétres : h, z, e(i,j)=0, b(i)=0, test—=1
Result : les valeurs e(i, j), b(7)

while test > 0.5 do

if la marche ne touche aucun bord then

Générer une variable aléatoire 6 sur [0, 27]

if le mouvement est a lintérieur du domaine then
| 7 =min(r,7q), ot ry = d((z1,22),T") et 7o = d((x1, x2),0T)

else
| 7 =min(ry,73), ourz = d((xy,x2),0D)
end
(1, x2) < (rcosf,rsinb)
else

if la marche touche l'une des électrodes E; then
e(i,j) < e(i,j)+1

Générer une variable aléatoire Uy sur [0, 1]

if U; < 7 then

| test =1
else
Générer une variable aléatoire Uy sur [0, 1]
51 ~1—-h
if Uy < 0.5 then
| &< h
else
| & —h
end
1 &1 cosf — Eysinf
Tg &1 sinf + & cos b

end
end

f la marche touche 0D\ U,y ,,, E; then
Générer une variable aléatoire Us sur [0, 1]
fl —1—nh
if U, < 0.5 then
| &< h
else
| &<+ —h
end
1 ¢ & cosf — &ysinf
Ty < & sinf + & cos b
end

if la marche touche l'interface I' then
| Utiliser le replacement décrit dans la section 3.4.4.1

end

if la marche touche l’inclusion then
| test—0, b(z) = b(i) + 1

end

end

end

-

Algorithme 7 : Résolution générale pour une seule simulation
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L’algorithme pour calculer le nombre de fois ot le mouvement Brownien touche chaque élec-
trode pour une seule simulation en partant de la iéme électrode est décrit dans 1’algorithme 7.
Dans cet algorithme, D est un domaine circulaire (voir la figure 4.5) et I" désigne 'interface
entre les sous-domaines.

4.4.5 Cas de plusieurs inclusions

Dans le cas ou il y a plusieurs tumeurs, la condition de conservation du courant a elle seule
ne nous permet pas de calculer les différentes constantes sur chaque inclusion. Nous allons
donc revenir a un modéle encore plus proche de la réalité en choisissant la conductivité sur
chaque inclusion grande par rapport a celle du reste du domaine mais finie. Donc dans le cas
ou il y a plusieurs tumeurs, nous allons remplacer ’équation (4.8) par 1’équation

V(aVu) =0 dans D. (4.16)

Si nous supposons qu’il y a m tumeurs notées 7; localisées dans D1, la conductivité électrique
a est définie comme
a, T &€ D, \ U;LTZ-
a(r) = { as, € Dy (4.17)
o;, v€T;

ou pour modéliser les propriétés physiques des tumeurs, nous devons choisir o; >> a;. Bien
évidemment, la simulation numérique de ce modéle sera plus difficile et plus chére en temps
de calcul car les trajectoires a simuler ne serons plus stoppées sur les différentes inclusions.

4.5 Analyse du biais pour un modéle unidimensionnel

Nous allons analyser pour commencer le biais de I'algorithme sur un modéle en dimension
un comparable dans une certaine mesure au modeéle des électrodes complet avec une seule
couche. Afin d’assurer I'existence et I'unicité de la solution, on va considérer une équation avec
une condition de Neumann a une extrémité et une condition de Robin a "autre extrémité. Le
but est de voir I'impact des conditions de Neumann sur le biais global de I'algorithme et de se
rendre compte si comme dans le cas des conditions de Robin traitées section (3.4.2), ce biais
global est toujours un O(h?). L’équation en dimension un que I'on considére s’écrit

1"

u (x)=0 2z €]0,1]
e(0) = (4.18)
u 1)+za“( ) =1.

Nous décrivons le calcul approché de u(1). Comme en dimension deux, nous pouvons écrire
I’approximation par différences finies au point 0 qui nous donne

u(0) = u(h) + O(h?).
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Du point de vue de la simulation si la marche touche 0, elle est replacée au point h ce qui
conduit & un biais en O(h3). De méme Papproximation au point 1 nous conduit a

u(l—h)+ Lz + O(h?).

1 p—
u(l) =5 h+

Si la marche touche 1, une quantité hLJrZ est ajouté au score. Elle s’arréte avec une proba-

bilité h%z sinon elle est replacée au point 1 — h. Le biais est aussi en O(h3). Pour simuler le
mouvement Brownien a l'intérieur d’un domaine nous avons utilisé précédemment la marche
sur les sphéres. En dimension un, la probabilité pour un mouvement Brownien d’atteindre 0
avant 1 en partant de x vaut tout simplement 1 — x. On peut donc combiner cette propriété
et le replacement par différences finies en 0 et en 1 en une seule étape pour décrire la dyna-
mique de notre marche comme une chaine de Markov { Xy, ..., X;,} & trois états 0,1,2 ou 0, 1
correspondant aux positions 0 et 1 et I’état 2 correspondant au cimetiére dont la chaine ne
sort plus si elle a été tuée au cours de la marche. La condition initiale est

b1 —]P)(XQZO/Xl—O):l—h
p2=P(Xo=1/X;=0)=h
pis =P(X,=2/X;=0)=0
zh
=PXo=0/X;=1) =
P21 ( 2 / 1 ) hr
z2(1—h)
=P(X,=1/X 1
D22 ( 2 / 1 ) h -
h
D23 ( 2 / 1 ) hts
P31 = ]P)(XQ = O/Xl = 2) =0
P32 = ]P)(XQ = 1/X1 = 2) =0
ps=P(Xo=2/X,=2)=1
soit sous forme matricielle
1—-h h 0
_ zh z(1=h) h
P = h+z h+z h+z
0 0 1
et la puissance niéme de cette matrice est notée
p%’fi p%ﬁ; p%’é;
P" = pzrlL ng ng

oSy Py by
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Si nous notons par ag la moyenne du nombre de fois ou la chaine visite ’état 0 et par a;
la moyenne du nombre de fois ou la chaine visite I’état 1, nous pouvons écrire pour u(1) la
formule suivante

u(1) = 31—+ O (oo + )

La question est maintenant d’étudier la dépendance en h de ag+a; pour donner le biais de notre

approximation. On définit la variable aléatoire V' = ) 1x,cq01) qui vérifie E(V) = ap + a;.

k=0
Nous avons
E(V) =) P(Xy=0)+P(X; = 1) (4.19)
k=0

ip(xo = DP(Xp = 0/Xo = 1)+ P(Xo = DP(X), = 1/Xp = 1)

I
o

k k
%) + p%).

M

e
Il
o

Nous avons utilisé le logiciel Maple pour calculer la puissance néme de la matrice P. En notant
que

v =M@zt h) - A
b 2(z + h)
N (1-h)2z+h)+A
2 2(z + h)

ou A = hv/1 — 2h + h? + 422 + 4zh, nous obtenons

(n) _ zh zh

i = =N
n —h*+h+A  K—h+A
ng): )\1+7)\2.

2A 2A
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Nous avons donc

> (n) (n) _—h2—2Zh+h—|—A 1 h2+2zh—h+A 1
2@21 )= 24 =N 24 T~
_—h2—2zh+h+AX 2(z+ h)
2A h?+2zh+h+ A
+h2+2zh—h+AX 2(z+h)
2A h?+2zh+h—A
_zth (—h? — 22h + h+ A)(h* + 2zh + h — A)
A (h2 4 2zh + h)? — A2
+z—|—h y (h? +2zh —h+ A)(h? +2zh + h + A)
A (h? +2zh + h)? — A2

z+h " 4AR(2z 4+ h)
A 4h?(h + 2)
z
=1+2—.

h
Le biais global est donc un O(2zh?). On obtient le méme ordre que dans le cas de conditions
de Robin multiplié par un facteur 2. Pour un domaine en dimension plus élevée, il est plus
difficile d’analyser ce biais car si nous connaissons le biais local sur la partie Robin et sur
la partie Neumann, nous ne connaissons pas la probabilité de toucher chaque partie. L’étude
en dimension un nous permet quand méme d’espérer un biais d’ordre deux pour ce type de
probléme.

4.6 Réduction de variance

Le but de cette section est de proposer un outil pour réduire la variance de notre méthode
de Monte Carlo afin d’augmenter la vitesse de convergence. Cet outil va consister en 1'uti-
lisation de la méthode des variables de controle basée sur une approximation de la solution
de I’équation que 1'on considére par celle d’une autre équation proche de la premiére. Cette
idée a déja été utilisée de maniére séquentielle en utilisant des approximations sur des bases
polynomiales de la solution d’équations aux dérivées partielles elliptiques (|35],|36]). L’idée
proposée dans [62] est un peu différente et repose sur le fait que le probléme sans tumeur est
proche du probléme avec une ou plusieurs tumeurs. C’est justement cette proximité qui fait la
difficulté du probléme inverse. De plus, ceci est d’autant plus vrai que la tumeur est petite et
donc plus difficile a détecter. Finalement la technique de réduction de variance sera d’autant
plus efficace que le probléme inverse est difficile ce qui est une trés bonne chose. Nous allons
décrire tout d’abord cette technique dans le cas d’une seule inclusion.

Nous supposons que u est solution du probléme

3V (a(x)Vu()) =0, w € D\T
3;(5”) =0 € 8D \ Ui:LmEi

u(w) + 2a(2) %2 = U, v € B
u@)=C =z €T

(Probléme I)
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et v est solution du probléme sans inclusion

—iV(a(z)Vu(z)) =0, z €D

&éf) =0 2 € 0D\ Uiz1m B (Probléme II)
v(z) + za(@ag—g) =U;, v€E,.

Nous supposons que nous connaissons la solution du probléme II (soit analytiquement
soit numériquement) et nous pouvons donc utiliser la solution v du probléme II comme une
variable de controle. En pratique, nous ne connaissons pas de formule analytique pour v. Nous
allons précalculer une approximation de v en utilisant le logiciel Freefem-++ qui repose sur la
méthode des éléments finis.

Du point de vue probabiliste, les trajectoires servant a calculer les représentations Feynman-
Kac de u et de v coincident avant d’arriver a ’endroit de l'inclusion. Quand elles arrivent a
cet endroit, I'une s’arréte et I’autre continue jusqu’a étre tuée par la condition de Robin aux
électrodes. De plus si la marche part de I’'une des électrodes, la probabilité pour que la marche
touche l'inclusion est trés faible surtout si 'inclusion est au milieu du domaine. Donc parmi
les trajectoires servant a la résolution des deux problémes (I) et (II), beaucoup de trajectoires
sont les mémes. Ceci donne une justification probabiliste de la proximité des deux problémes.
On veut calculer par une méthode de Monte-Carlo

/ @da(z).
E <
On peut donc écrire

(/; U o) = /2 9£EQ;:;E§£2dJ(x)_+(/; 2 g )

z zZ zZ

/E @da(x)

va étre calculée a 'avance en utilisant soit une méthode d’éléments finis soit une méthode de
Monte-Carlo avec beaucoup de tirages. Ceci peut se justifier car on va résoudre une seule fois
le probléme II et de trés nombreuses fois le probléme I. Il reste a calculer

/3ﬂ9:ﬁ@hd@.

z

La quantité

Nous posons w = u — v qui est solution de 1’équation

—sV(a(z)Vw(z)) =0, z € D\T
%) =0 € dD\ Uimy B
w(z) + za(x)aw—if) =0, z€E;
w(z

) (Probléme III)
B
)=C—v(x) x€T.
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D’un point de vue simulation, les trajectoires du probléme III sont les mémes que celles du
probléme I. Cependant, le score est seulement modifié quand la marche touche I’inclusion.
Pour tout xy € D \ T, nous pouvons donc définir un estimateur de w(xg)

. C —v(..) + O(e) sila marche touche I'inclusion
77(1'0> ) =

0 si la marche ne touche pas 'inclusion

ol x,, est une variable aléatoire qui désigne le point d’atteinte de l'inclusion par la marche
aléatoire en partant de zy. Nous obtenons donc w(zo(.)) = E,)(1(20(.))) et

u(z) —v(x)

Evet) (Eany (A(x0(.), ) = / dor(z)

E, <

ou U(E;) désigne la loi uniforme sur E;. Pour mettre en oeuvre cette technique, il reste a
calculer v(x,,) a chaque fois ou la marche touche l'inclusion. Pour cela, nous utilisons soit le
maillage éléments finis construit pour calculer [ B @da(az) soit une méthode de Monte-Carlo
en continuant la marche. Ces deux techniques seront décrites dans la partie (4.8).

Plus généralement, dans le cas ou il y a plusieurs inclusions, nous n’avons plus une condition
de Dirichlet sur ces inclusions. Par conséquent la marche ne s’arréte pas quand elle touche une
inclusion. Nous supposons qu’il y a m inclusions notées T; a 'intérieur du domaine. Chaque
inclusion T; posséde une conductivité électrique notée o,,;. Dans ce la u est la solution de

—3V(k(z)Vu(z)) =0, z €D
Oulz) _ 0 2 € 9D \ Uiz1.m B (Probléme IV)

on
u(z) + za(x) agf) =U;, r€E,

ou

(4.20)

e D\U™ T,
H(l’) — {CL(ZL’), x \ =1

Nous définissons ensuite u; la solution de I’équation

—1V(a(z)Vui(z)) =0, = € D\ UL T,

Pul®) — () g € D\ Ujmy B

on
uy () + za(x)aual—r(f) =U,, ©€E

ui(z) = u(z) x € 9T; :

qui est aussi par construction solution du probléme IV. On définit w; := u; —v qui est solution
de

—iV(a(z)Vwi(z)) =0, z € D\ U T,

8%7596) =0 x¢€ oD \ Ui:l,mEi

wy(z) + za(m)aw(,j;éz) =0, x€E;

wi(x) = uy(x) —v(z) x € UL,0T;.

Nous notons par
7p =inf{t : 7, € U, 0T}}
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le premier temps de visite d’une des inclusions en partant d’un point a ’extérieur des inclu-
sions. Le nouvel estimateur est défini cette fois ci comme

. () — v(x,,.) sila marche touche 'une des inclusions
n(xo) = . . .
0 si la marche ne touche aucune inclusion

ol v(z,,.) est pré-calculé et u(x,,.) est calculé selon la formule (3.23). D’un point de vue
simulation, quand la marche touche la iéme inclusion une quantité —v(xr,) est ajoutée au
score et ensuite la marche est replacée a I'un des quatres points définis par la formule (3.24)
autour de z., d’aprés 'approximation (3.24) de u(zr,) et elle continue jusqu’a étre tuée par
la condition de Robin sur les électrodes.

4.7 Validation de I’analyse du biais

Dans cette sous-section, nous allons montrer sur certains exemples que 'ordre du biais
de la méthode dans le modéle décrit dans la section (4.1) est toujours approximativement 2.
Nous choisissons toujours un grand nombre de simulations de Monte-Carlo pour que l'erreur
statistique soit plus faible que le biais. Plus précisement, dans tous les cas traités, 'erreur
statistique vaut au maximum 0.0005 alors que l'erreur globale vaut au minimum 0.001. Nos
expériences numériques ont été réalisés en utilisant un modeéle circulaire. Ce modéle peut étre
utilisé pour certains systémes de mammographie (|5],[20],|31]). Dans nos tests, le domaine D
est le cercle unité centré sur l'origine. L’'inclusion est aussi un cercle centré sur l'origine et de
rayon 0.3. Pour des raisons de symétrie la constante sur l'inclusion vaut 0. Nous avons éga-
lement validé numériquement cette propriété en utilisant Freefem+-+ et aussi notre méthode
de Monte-Carlo. Les valeurs numériques obtenues étaient de 1’ordre de 0.0001.

4.7.1 Modéle simple couche
4.7.1.1 La mesure idéale

Nous traitons tout d’abord le cas de la mesure dite idéale car dans le cadre des pro-
blémes inverses cette modélisation suppose connue la mesure en tous les points du bord. Plus
précisement, nous considérons I’équation

—3Au=0, z€ D\T
28% 4+ u = cos(49), x € 9D (4.21)
u(z)=0 zeT

ou les 8 électrodes seront remplacées par la fonction réguliére sur le bord cos(46) les modélisant.
Les figures 4.1, 4.2 donnent une comparaison entre la solution de 1’équation (4.21) et celle du
modéle des électrodes. On observe que ces deux solutions sont trés proches.
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FIGURE 4.1 — La mesure idéale
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L’avantage du modeéle de la mesure idéale est que la fonction solution est plus réguliére. Nous
allons analyser Uerreur sur la solution au point (0.99361,0.11286) pour 2 valeurs de z, 0.05 et
0.1. Les valeurs de référence sont calculées par le logiciel Freefem-++- et valent respectivement
(0.74951, 0.64235) pour respectivement z = (0.1,0.5). Nous choisissons 5 valeurs du pas h de
différence finie équidistantes dans l'intervalle [0.08,0.24]. La simulation est effectuée avec 10°
tirages Monte-Carlo et le paramétre d’absorption de la marche sur les sphéres vaut ¢ = 107°.
Sur la figure 4.3, nous tracons en échelle logarithmique ’erreur en fonction de A pour les
deux valeurs de z choisies. Les lignes rouge et bleue représentent les courbes obtenues par un
ajustement par la méthode des moindres carrés. Les coefficients directeurs de la ligne rouge
et bleue sont respectivement (2.06, 1.925).

log(erreur)

log(h)

FIGURE 4.3 — Biais par rapport au pas h en échelle logarithmique

: cas mesure idéale
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L’ordre du biais est donc environ deux et ce biais augmente en fonction de z. Ceci confirme
les résultats numériques précédents et ’estimation du biais dans le théoréme 5. On peut méme
obtenir un ordre un peu supérieur a deux car la marche s’arréte sur la tumeur et nous avons
choisi le pas e = 107 plus petit que h3.

4.7.1.2 La mesure discréte

Nous considérons maintenant la mesure discréte ou les mesures ne seront prises que sur les
électrodes. Ceci conduit a I’équation

—3Au=0, z€ D\T
24 y=(-1), z€ E
u(z)=0zeT

ou les signes des tensions valent alternativement +1 et —1 et
E; = {(cost,sint) : i% _01<t< zg +0.1}.

Comme ce modéle est trés proche du précédent, on pourrait espérer récupérer un biais d’ordre
deux pour notre méthode. Malheureusement dans le cas de la mesure discréte, le gradient Vu
n’est pas continu a la jonction entre les électrodes et la peau. Ce probléme est difficile a traiter
d’un point de vue numérique. Dans la méthode des éléments finis, il faut raffiner le maillage
localement aux endroits ou se pose ce probléme.

Nous rencontrons le méme probléme avec notre algorithme Monte-Carlo. En effet, les formules
de différences finies que nous avons développées pour les conditions de Neumann et Robin ne
sont plus valables (ou du moins plus d’ordre deux) en ces points de discontinuité de gradient.
Nous allons proposer une technique de raffinement local du pas dans I’esprit du raffinement
de maillage. Quand la marche se rapproche des endroits qui posent probléme (les extrémités
des électrodes), nous allons utiliser un pas plus petit A% au lieu de h pour les autres parties
du bord.

Nous allons maintenant calculer numériquement la solution au point (cos(% 40.1),sin(§ +
0.1)) pour trois valeurs de z qui sont respectivement (0.01,0.1,0.2). La valeur de u(cos(} +
0.1),sin(§ + 0.1)) est calculée par logiciel Freefem++ avec un maillage trés raffiné (le pas
d’élément fini est environ 0.001). Dans le tableau 4.1, nous comparons les valeurs de u(cos(§ +
0.1),sin(7 + 0.1)) obtenues par Freefem+, par la méthode de Monte Carlo normale (notée
MCN) et par la méthode de Monte Carlo avec un pas raffiné (notée MCR).

z Freefem+-+-cs | MCN MCR
€ = 0.001 € =0.01
0.01 -0.8261 -0.7539 -0.8136 -0.8217
0.1 -0.4891 -0.4654 -0.4885 -0.4895
0.2 -0.3465 -0.3343 -0.3454 -0.3476

TABLE 4.1 — Comparaison entre MCN et MCR

Le pas h vaut 0.01 et nous notons par 5 la longueur des zones o nous allons remplacer le
pas h par le pas h?. Les centres de ces zones sont les extrémités des électrodes. Le nombre de
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tirages de Monte-Carlo est N = 10° et le paramétre de la marche sur les sphéres est ¢ = 1076,
Nous observons qu’avec MCR le résultat est amélioré et la précision de la solution augmente
quand €5 augmente. Pour donner une idée de temps calcul nous étudions le cas z = 0.01. Le
temps de calcul de MCN est 3.2(s), le temps de calcul de MCR avec g5 = 0.001 est 4.27(s)
et le temps de calcul en utilisant ¢ = 0.01 est 18.5(s). De plus si on choisit un pas h = 0.001
pour MCN; le temps calcul est 19(s) pour un résultat qui vaut —0.8128. On remarque donc
que MCR avec €5 = 0.001 est 4 fois plus rapide que MCN & précision équivalente. Donc nous
devons trouver un compromis entre le temps de calcul et la précision du résultat. La figure 4.4
confirme Pefficacité de MCR par rapport & MCN. Nous testons deux cas : z = 0.05 et z = 0.1.
Nous calculons le biais de la moyenne de la solution sur I’électrode centrée sur (1,0). Les
références sont calculées grace au logicien Freefem++ avec environ 10° noeuds et la méthode
de quadrature de Gauss pour calculer les intégrales ng udo () qui valent (0.7516,0.6033)
respectivement. Nous prenons 5 valeurs de h équidistantes dans l'intervalle [0.04,0.2]. Les
simulations sont effectuées avec 107 tirages et ¢ = 1076,

-0.8
x  MCN: z=0.05
-1 MCR: z=0.05
*  MCN: z=0.1
12 MCR: z=0.1

log(erreur)

-1.3 -1.2 -1.1 -1 -0.9 -0.8 -0.7
log(h)

FIGURE 4.4 — Biais de MCN par rapport a MCR

L’ordre de la méthode est obtenue par régression linéaire. Les lignes rouge et bleue représentent
lordre de la méthode normale qui vaut respectivement (1.37,1.46) pour z = 0.05 et z = 0.1.
Les lignes noire et verte représentent ’ordre de la méthode en usant le pas raffiné dans une
zone avec € = 0.01 qui vaut respectivement (1.71,1.6) pour z = 0.05 et z = 0.1. On voit bien
que 'ordre augmente quand on utilise la méthode avec le pas raffiné mais 1'ordre est encore
plus petit que deux a cause de la discontinuité du gradient aux noeuds.

4.7.2 Modéle double couche

Nous considérons que le domaine est divisé en deux couches :

Dy = {(z1,22) : 27 + 23 < 0.81} et Dy = D\ D,
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ou D; modélise la couche de gras et Dy la couche de peau. Notre modéle s’écrit

—V(a(z)Vu(z)) =0, € D\T
20 4y =(-1), z€ E
u(lz)=0zeT

ou

1.5 D
a(a:):{ » TEL

]_, ZEEDQ.

FIGURE 4.5 — Modéle du cancer du sein avec 8 électrodes.

Nous calculons la moyenne de la solution sur la huitiéme électrode (électrode centrée sur
(1,0)) pour deux valeurs de z qui valent z; = 0.05, 2z, = 0.1. Les valeurs de référence sont
obtenues en utilisant Freefem-++ et la méthode de quadrature de Gauss a 5 points qui valent
(0.7246,0.5694) respectivement. Nous prenons 5 valeurs de h équidistantes dans U'intervalle
[0.02,1] et langons 10° simulations avec ¢ = 107%. Nous testons l'ordre du biais des deux
méthodes : MCN et MCR. Les ordres de convergence de MCN sont calculés par la méthode
des moindres carrés et sont respectivement (1.381,1.703) et leurs droites de moindres carrés
(ligne bleue et ligne rouge respectivement dans la figure 4.6) sont

log(B.,) = —0.107 + 1.381 log(h), log(B.,) = 0.3366 + 1.703 log(h).

La méthode MCR est utilisée avec le pas raffiné dans une zone de longueur €5 = 0.01. Les
ordres de convergence sont respectivement (2.05,1.89). Leurs droites de moindres carrés (ligne
verte et ligne noire respectivement dans la figure 4.6) sont

log(B.,) = 0.509 + 2.05log(h), log(B.,) = 0.456 + 1.896 log(h).

Nous observons que comme dans le cas d'une seule inclusion, 'ordre du biais augmente
quand on utilise MCR. Nous obtenons de plus ici un ordre du biais global beaucoup plus
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proche de deux que dans le cas avec une seule couche. Cela peut s’expliquer car dans le
biais global la part du biais provenant de ’approximation de la solution sur l'interface est
importante et celle-ci est vraiment d’ordre deux. La contribution au biais des zones qui posent
probléme est donc proportionnellement moins importante.

-1.2 :
X MCN: z=0.05

-1.4 MCR: z=0.05
*  MCN: z=0.1

-16 MCR: z=0.1

log(erreur)
[
N
N

-1.6 -1.4 -1.2 -1
log(h)

FI1GURE 4.6 — MCN par rapport & MCR : cas de deux couches

4.8 Etude numérique de la méthode de réduction de va-
riance

Dans cette section, nous allons tester 'efficacité de la technique de réduction de variance
décrite dans la section (4.4.1). Pour mettre en oeuvre cette méthode nous devons calculer la
solution v du probléme sans inclusion a deux types d’endroits différents.

Premiérement nous devons calculer la moyenne de v sur chaque électrode. Ceci peut se
faire grace au logiciel d’éléments finis Freefem++ ou par la méthode de Monte-Carlo avec
beaucoup de tirages. Ce calcul peut étre cotiteux mais il ne doit étre fait qu'une fois quelque
soit le nombre de tumeurs et leurs positions. On peut donc le considérer en partie comme
du pre-processing car dans la résolution du probléme inverse nous aurons a résoudre un trés
grand nombre d’équations avec différentes positions des tumeurs. Nous allons donc considérer
comme négligeable le temps mis a calculer la moyenne de v sur les électrodes par 1'une ou
I’autre des deux méthodes. Deuxiément nous devons calculer la valeur de la solution v aux
points d’atteinte des tumeurs qui ne sont pas dans une zone connue a l’avance comme la
position des électrodes. Ce calcul peut s’effectuer de deux maniéres différentes.

La premiére méthode se base sur la méthode des éléments finis. Le logiciel Freefem++ nous
fournit un fichier qui contient la valeur de v aux noeuds du maillage. Quand la marche touche
I'inclusion au point noté z.,, nous cherchons dans le maillage les trois points les plus proches
de .. et par une interpolation nous trouvons une approximation de la valeur de v(z,,.). Cette
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procédure se répéte de trés nombreuses fois mais une recherche exhaustive dans le fichier est
a éviter. Pour réduire le temps de recherche des trois points les plus proches de z,, nous
utilisons une grille carrée, uniforme pour couvrir le domaine D. Les points du maillage sont
rangés dans les petits carrés formant cette grille. Cette étape est aussi considérée comme
du pre-processing. Connaissant les coordonnées de x,. nous savons exactement quel carré
contient z,, et au lieu de calculer la distance de z,, a tous les points du maillage, nous devons
seulement calculer la distance de z,, aux points du maillage appartenant a ce petit carré.
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Data : Un point (29, 29) € E; Paramétres : h, z,score=0,test=1,U = (U;),
Result : u(z?, 29)

score = score + v(z9, 13)

while test > 0.5 do

if La marche ne touche aucun bord then

Générer une variable aléatoire 0 sur [0, 27|

if le mouvement est a lintérieur du domaine then
| 7 =min(ry,re) ot ry = d((x1,22),T) et ro = d((x1, x2),0T)

else
| 7 =min(r,r3) ot ry = d((x1,23),0D)
end
(21, 22) < (rcosf,rsinf)
else

if La marche touche ['une des €lectrodes E; then
Générer une variable aléatoire U; sur [0, 1]
if U; <4 then
| Test<+ 1
else
Générer une variable aléatoire Us sur [0, 1]
fl ~—1—h
if U, < 0.5 then
| &<+ h
else
| &< —h
end
1 ¢ & cosf — &ysinf
Ty < & sinf + & cos b
end
end
if la marche touche 0D\ U;—1 ., E; then
Générer une variable aléatoire Uy sur [0, 1]
61 «~—1—nh
if U; < 0.5 then
| &< h
else
| &< —h
end
x1 ¢ & cosf — Eysinf
o  &1sinf + & cos b
end

if la marche touche l’interface I' then
| Utiliser le replacement décrit dans la section 3.4.4.1

end

if La marche touche l'inclusion then
| test—0, score = score — v(xy, T2)

end

end

end

Algorithme 8 : L’algorithme de réduction de variance pour une seule simulation
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Il est possible que les points les plus proches de z,, se trouvent dans un carré ne contenant
pas z,,. Comme le maillage est trés fin, ceci arrive avec une probabilité trés faible. De plus les
trois points appartenant au carré ou est tombé z,, sont aussi suffisamment proche pour ob-
tenir une bonne interpolation. Cette technique permet donc de réduire énormément le temps
de calcul en dégradant trés peu l'interpolation. Ici nous allons utiliser une grille 40 x 40 pour
trier les points du maillage.

L’approche Monte-Carlo se base sur la continuation de la marche aprés avoir touché I'inclu-
sion. En effet, nous pouvons calculer v(x,,.) par une méthode de Monte-Carlo, il suffit d’utiliser
les algorithmes précédents en enlevant les inclusions. Quand la marche touche I'inclusion, elle
continue donc jusqu’a étre tuée a cause de la condition de Robin au bord. Comme il n’y a
plus d’inclusion dans D;, nous pouvons utiliser la marche sur les sphéres décentrée (voir sec-
tion (2.6.2)) qui permet de replacer directement le mouvement sur U'interface entre Dy et Ds.
Ceci permet aussi une simulation plus rapide. L’algorithme 8 nous donne la description de la
marche et de son score quand on utilise la méthode de réduction de variance. Pour obtenir un
calcul plus précis de v(z,,), on peut utiliser plusieurs continuations de la marche pour réduire
la variance. Il faut trouver un compromis entre le nombre de marches qu’on utilise et le gain
en terme de réduction de variance. Ceci sera étudié dans la suite.

4.8.1 Cas d’une inclusion en dimension deux

Dans cette section nous allons étudier 'influence sur la réduction de variance du rayon R de
'inclusion centrée en (0,0). Nous testons trois méthodes : la méthode Monte-Carlo directe, la
méthode de réduction de variance se basant sur les éléments finis (notée RFF) et la méthode
de réduction de variance se basant sur la continuation de la marche (notée RUWOS). Nous
faisons varier le rayon R de 0.3 & 0.8. Nous calculons la moyenne u,.y de u sur ’électrode
de référence centrée sur (1,0). Cette valeur est calculée grace au logiciel Freefrem++ et la
méthode de quadrature de Gauss a 5 points. Les paramétres de différences finies et de la
marche sur les sphéres sont les mémes pour les trois méthodes. Ils valent h = 0.004, ¢ = h?
et nous prenons 10* simulations de Monte Carlo et 10 simulations pour la méthode avec la
continuation de la marche. Nous définissons C' = 0% x CPU le critére pour comparer l'efficacité
de chaque méthode. Plus C est petit, plus la méthode est efficace.

Direct RUWOS RFF
R e UDir o Cpir | Urvwos o  Cruwos | UgrrF o  Cgrr
0.3 0.5694 | 0.568 0.712 3.26 0.5679 0.17 1.24 0.5693 1.2E-3 9E-6
0.4 0569 |0.578 0.661 2.33 0.5698 0.18 1.7 0.569 4E-3 8E-5
0.5 0.568 | 0.574 0.629 1.807 | 0.5697 0.2 2.2 0.5678 0.01 5E-4
0.6 0.563 | 0.567 0.585 1.244 | 0.5636 0.2 2.8 0.563 0.02 1.8E-4
0.7 0.549 | 0.552 0.547 0.821 | 0.548  0.23 3.5 0.549 0.04 5E-3
0.8 0.5129 | 0.509 0.495 0.409 0.51 0.24 4.12 0.512 0.07 0.01

TABLE 4.2 — Performances des trois algorithmes en fonction de R

Nous observons que parmi les trois méthodes, RFF est beaucoup plus efficace que les autres
méthodes quelque soit le rayon de I'inclusion. Quand R < 0.5, RUWOS est plus efficace que la
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méthode directe mais quand R > 0.5 la méthode directe est plus efficace que RUWOS. Comme
notre but est de détecter des petites tumeurs, I'utilisation de la technique de réduction de
variance RUWOS reste intéressante d’autant plus qu’elle peut étre adaptée facilement & un
domaine en dimension trois.

On a également étudié dans le tableau 4.3 la performance C’_%)WOS de RUWOS en fonction
du nombre nt de continuations de la marche apres avoir touché 'inclusion. On s’apercoit que
quand l'inclusion est petite, on a intérét a augmenter nt. En effet, dans ce cas 'essentiel de
la variance se trouve dans le calcul de v(x,,.). Par contre quand nt est grand, la méthode de
réduction de variance est moins efficace et on perd du temps a calculer précisement v(z,,.).
Ceci peut se voir dans le tableau 4.3 car la méthode utilisant nt = 100 est trés efficace pour
R = 0.3 mais beaucoup moins pour R = 0.8. Le choix nt = 10 dans le tableau 4.2 semble
donc raisonnable. En revanche, pour détecter de petites tumeurs il est plus efficace de choisir
nt beaucoup plus grand.

R CDiT Cf(fll)JWOS CI(;[)]WOS Cf(fll?)i/VOS 01(%18(1]/1)/05
03] 32 | 3.07 2.25 1.22 1.14
04| 233 | 341 2.36 1.7 1.248
0.5 | 1.807 | 3.53 2.82 2.2 1.86
0.6 | 1.244 | 4.11 2.9 2.8 2.568
0.7 0821 | 4.36 3.57 3.5 3.93
0.8 | 0.409 | 4.88 4.74 4.12 6.64

TABLE 4.3 — Performance de la continuation de la marche en fonction de R

4.8.2 Cas de deux inclusions en dimension deux

Nous allons tester la technique de réduction de variance dans le cas de deux inclusions.
Nous supposons que la premiére inclusion est centrée sur (0.5,0.3), que son rayon est 0.2 et la
deuxiéme inclusion est centrée sur (—0.2,0.5) et que son rayon est 0.3 (voir figure 4.7). Tous
les autres parameétres sont choisis exactement comme dans le cas avec une seule inclusion. Le
vecteur de tension est (1,—1,0,0,0,0,0,0). Nous choisissons le pas de différence finie h = 0.01
et nous langons 10° simulations de Monte-Carlo. Nous calculons la moyenne de la solution sur
chaque électrode par la méthode Monte-Carlo directe et par la méthode utilisant la technique
de réduction de variance pour deux inclusions. Dans celle-ci la valeur de v(x,,) est approchée
par la méthode des éléments finis. Nous devons également calculer u(z,,.) car ici nous n’avons
plus une condition de Dirichlet sur les inclusions. Ce calcul se fait en continuant la marche
avec nt = 1. Les valeurs de référence sur chaque électrode sont calculées grace au logiciel
Freefem++ avec un maillage constitué de 189232 triangles (voir figure 4.8). Nous comparons
la moyenne, ’écart type et le critére des deux méthodes dans le tableau 4.4. Nous observons
que ’écart type oy de la méthode de réduction de variance est 3 fois plus petit que celui de la
méthode directe si la marche part de 'une des deux électrodes 1 et 2. En terme de critére, cela
montre que la méthode de réduction de variance est 10 fois plus performante pour ce calcul.
Par contre I’écart type ne réduit pas si la marche part de I'une des six électrodes restantes.
Ceci peut trés bien s’expliquer par la faible influence des inclusions sur ces 6 électrodes.
Globalement, la technique de réduction de variance est encore efficace dans ce cas.
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FIGURE 4.7 — Modélisation avec deux inclusions
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FIGURE 4.8 — Le maillage avec deux inclusions

4.8.3 Cas d’une inclusion en dimension trois

Comme nous ’avions remarqué dans la section précédente, la réduction de variance avec
la continuation de la trajectoire est facile & appliquer en dimension trois. Dans cette section
nous allons donc étudier cette technique sur un modeéle en dimension trois avec une géométrie
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Electrode | Référence Direct Réduction de variance
Upir  ODir C URy ORV C
By 0.929 0.927  0.66 4.47 0.929  0.204 0.429
E, -0.9263 -0.931 0.664 4.63 -0.9265 0.201 0.43
Es -7.65E-3 | -TE-3 0.183 0.331 | -7.1E-3 0.181 0.345
E, -3E-3 -3E-3  0.137 0.1339 | -2.89E-3 0.136 0.133
Es -1.1E-3 | -6.6E-4 0.11 0.077 | -6.4E-4 0.11 0.08
FEg 9.4E-5 -5E-5  0.115  0.08 -4.8E-4 0.11  0.08
E; 1.8E-3 1.5E-3 0.118 0.092 | 1.37E-3 0.116 0.089
Ey 6.95E-3 7TE-3  0.246 0.007 | 6.9E-3 0.165 0.24

TABLE 4.4 — Réduction de variance pour deux inclusions

plus réaliste. Le domaine D est une demi-sphére définie par
D={(z,y,2)/2>0, 2 +y* + 22 <1}
qui est divisée en deux couches avec une frontiére
I'={(z,y,2)/2 >0, 2> +y* + 2> = 0.81}.

La conductivité des couches intérieure et extérieure sont respectivement 1.5 et 1. La tumeur
est modélisée par une sphére centrée en (0,0,0.5) et de rayon R qui va varier de 0.1 & 0.3.

4.8.3.1 Quantification sur la demi-sphére

Nous voulons disposer de maniére uniforme un ensemble de M électrodes sur une demi-
sphére. Les électrodes sont modélisées par des calottes sphériques de méme hauteur H et
de rayon R. Sans perte de généralité, nous identifions les électrodes a leurs centres. Un al-
gorithme dévéloppé dans |7] et utilisé par exemple dans [80] ou dans |66] nous permet de
calculer numériquement une distribution optimale de ces points par rapport a certain critére.
Nous pouvons décrire cet algorithme trés rapidement comme suit : un ensemble de M points
{1, ...,xpr} est distribué uniformément sur le bord de la demi-sphére. Un autre point yq est
tiré indépendamment suivant la méme loi. Nous calculons la distance entre gy, et les M points
{1, ...,zp} pour trouver le point le plus proche de yy que nous notons x;,. Nous déplagons
un peu Ty, vers yo par la formule suivante

Lmin = (]- - g)Imin + €Yo,

ou le parameétre € > 0 est petit. Le point yg est supprimé et un nouveau point y; est tiré et la
procédure se répeéte. Le parameétre € décroit a chaque itération. Nous utilisons ici une version
de I’algorithme ot le paramétre a la iéme itération est définie par

e=¢1+i(eq —e1)/n,

ol n est nombre d’itérations. Nous choisissons €, = 1072, g5 = 10™* et n = 5.10". La figure
4.9 représente le placement des 16 électrodes sur la demi-spheére grace a 1’algorithme que 1'on
vient de décrire.
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FIGURE 4.9 — Positionnement des électrodes sur la demi-sphére

4.8.3.2 Résultats numériques

Nous considérons le modéle de la demi-sphére avec 16 électrodes de hauteur H = 0.95 et
de rayon 1. Nous avons des conditions de Robin sur les électrodes, des conditions de Neumann
sur le reste de la demi-sphére et aussi sur le plan {(z,y, 2) : z = 0}, une condition de Dirichlet
constante sur l'inclusion. Huit électrodes choisies au hasard ont une tension égale a 1, les
huit autres ont une tension égale a —1. Nous voulons calculer la moyenne de la solution sur
I’électrode centrée en (—0.145,—0.951,0.272) qui a une tension égale a —1.

Normale Réduction de Variance
R ul, o C U, o C uiEt
0.1 | —0.9051 0.702 0.706 | —0.903 0.084 0.012 —0.902
0.2 | —0.9052 0.703 0.693 | —0.903 0.093 0.0156 | —0.9024
0.3 | —0.9071 0.709 0.6824 | —0.902 0.093 0.0146 | —0.9025

TABLE 4.5 — Réduction de variance sur la demi-sphére

Les valeurs références u’;lf et v}";lf sont obtenues en lancant 10° simulations de Monte Carlo avec

e =107% et h = 0.004. La valeur erelf = —0.904 est la valeur du modele sans inclusion qui sert

—Dir

pour la technique de réduction de variance. Les valeurs ap'" et 4ff correspondent & la valeur
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moyenne obtenue par la méthode directe et par la méthode de réduction de variance avec 10°
simulations de Monte-Carlo, 10 simulations pour la méthode avec la continuation de la marche
et un pas de différence finie h = 0.01. Nous allons tester 'efficacité de la technique de réduction
de variance en fonction du rayon de l'inclusion. La constante sur I'inclusion est calculée par
la formule décrite dans le section 4.4.4. Cette constante vaut (0.184,0.151,0.15438) pour
respectivement R = (0.1,0.2,0.3). Dans le tableau 4.5 nous comparons ’écart type et la
performance de chaque méthode. L’écart type réduit environ 10 fois en utilisant la technique
de réduction de variance et la performance est aussi bien meilleure que celle de la méthode
directe. Comme en dimension deux, plus le rayon est grand, moins la méthode est efficace
mais dans la résolution du probléme inverse on se concentre sur des cas ou l'inclusion est
petite.

4.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé des algorithmes conduisant a un estimateur biaisé
pour la solution du probléme direct en tomographie par impédance électrique. Une analyse
théorique compléte du biais a été effectuée sur un modéle en dimension un avec des conditions
mixtes Robin et Neumann. Cette analyse a montré que le biais global de l’estimateur est
d’ordre deux en fonction du pas de différence finie. Le biais a aussi été étudié numériquement
en dimension deux. Nous avons constaté qu’il est encore d’ordre deux pour le modéle continu
et un peu moins que deux pour le modéle des électrodes complets a cause de la discontinuité
du gradient de la solution aux intersections entre les électrodes et le reste de la peau. Pour
remédier a ce probléme, nous avons proposé une technique de raffinement local du pas de
différence finie aux endroits ou se pose ce probléme. Ceci nous permet d’augmenter ’ordre
de la méthode. Nous avons ensuite proposé une méthode de réduction de variance utilisant la
solution du probléme sans tumeur comme variable de controle. L’application de la méthode de
Monte-Carlo couplée avec la technique de réduction de variance donne une méthode efficace,
a la fois précise et rapide. La technique de réduction de variance en précalculant la solution
par Freefem+-+ nous permet de réduire la variance d’un facteur 10 quelque soit la taille de
I'inclusion. Une autre technique se basant sur la continuation de la marche est aussi efficace
si la taille de I'inclusion est petite. Cette derniére technique a également montré son efficacité
en dimension trois.
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Chapitre 5

Probléme inverse en tomographie par
impédance électrique

5.1 Introduction

Dans le chapitre 4, nous avons développé des méthodes de Monte-Carlo efficaces pour ré-
soudre des équations aux dérivées partielles impliquant un opérateur sous forme divergence
avec différentes conditions aux limites. Dans ces problémes, les conductivités a l'intérieur du
domaine ainsi que les emplacements des inclusions étaient donnés. On va maintenant s’inté-
resser au probléme inverse qui consiste a estimer ces quantités a partir de mesures prises sur
le bord du domaine. Le probléme inverse de tomographie par impédance électrique consiste
a reconstruire la conductivité dans le domaine a partir des mesures du courant sur des élec-
trodes situées sur le bord du domaine.

Il existe deux types de méthodes pour effectuer cette reconstruction : les méthodes itéra-
tives et les méthodes directes [9]. La méthode de factorisation est une méthode typique dans
la classe des méthodes directes. Elle permet de caractériser directement la conductivité grace
a l'opérateur Dirichlet-Neumann dans le cas du modele continu ou grace a la matrice de résis-
tivité dans le cas du modéle des électrodes. Elle est adaptée a nombreux cas : domaine borné
ou non-borné, probléme linéaire ou non-linéaire en dimension 2 ou 3 ([14],[39],[40],[44]). Cette
méthode repose sur I’harmonicité de la solution ce qui ne sera plus le cas dans le probléme
avec deux couches et elle est de plus trés sensible aux bruits de mesure.

Notre approche va reposer sur des méthodes itératives. Ces méthodes se décomposent en
deux phases, une phase de résolution du probléme direct et une phase d’optimisation pour
reconstruire l'inclusion ou plus généralement la conductivité a l'intérieur du domaine. Ces
deux phases sont répétées de nombreuses fois jusqu’a obtenir une convergence. Les méthodes
déterministes de type éléments finis de résolution du probléme direct permettent d’obtenir une
approximation globale de la conductivité en tous points du domaine a l'aide d’un maillage.
Ce maillage et cette résolution doivent étre refaits aprés chaque étape de la phase d’optimisa-
tion. Ceci peut-étre trés cotiteux surtout en dimension trois d’autant plus qu’il faut beaucoup
raffiner le maillage aux bords des électrodes.

Les méthodes de Monte-Carlo de résolution développées aux chapitres précédents sont
trés bien adaptées a ce type de probléme. On ne doit pas calculer la solution partout mais
uniquement la moyenne de celle-ci sur les électrodes. Ceci s’obtient aisément grace au principe

91



92 Chapitre 5. Probléme inverse en tomographie par impédance électrique

de double randomisation pour un cott similaire en dimension deux ou trois. La technique de
réduction de variance basée sur ’approximation par éléments finis du probléme sans inclusion
est efficace et peu cotiteuse car cette résolution n’est faite qu’une fois et non pas a chaque
étape. Une modélisation paramétrique de la conductivité va également permettre de conser-
ver toute l'efficacité de cette approche. Certaines méthodes de reconstruction développées par
exemple dans [88] exigent une reconstruction par zone de la conductivité. La simulation dans
ces zones serait trés cotiteuse car il faudrait utiliser nos techniques de replacement dans une
multitude de sous-domaines. On va donc supposer que la conductivité est constante dans la
peau et constante dans le gras sauf dans des zones circulaires (les tumeurs) ot elle est soit
infinie dans le cas d’une seule tumeur soit trés grande dans le cas de plusieurs. La résolution
du probléme inverse va donc se ramener & identifier des paramétres (centre et rayon des in-
clusions) et éventuellement les conductivités dans le gras et la peau.

Pour la résolution du probléme inverse, on va également proposer deux méthodes stochas-
tiques qui sont trés bien adaptées a cette modélisation sous forme de paramétres. Les deux
algorithmes n’exigent aucun calcul de gradient et reposent simplement sur I’évolution d’une
population dont les caractéristiques vont évoluer au cours des itérations.

Aprés avoir rappelé certaines propriétés du probléme inverse, nous décrirons ces deux ap-
proches, I'une basée sur la méthode d’estimation de distribution et 'autre sur un algorithme
mimétique. Nous testerons ces méthodes pour une seule inclusion sans bruit puis avec diffé-
rents niveaux de bruit et en supposant les conductivités dans la peau et dans le gras connues
ou non. On testera également le cas de deux inclusions sans bruit et avec les conductivités
précédentes supposées connues.

5.2 Description du probléme inverse

L’objectif du probléme inverse est de déterminer la meilleure configuration qui produit les
mesures bruitées JO = {J,Sl}k:m;l:L—N recueillies sur N électrodes correspondant a N — 1
configurations du vecteur des tensions. Le choix le plus naturel et le plus simple est de trouver
une configuration qui minimise 'erreur quadratique entre ces mesures et celles calculées a
'aide du probléme direct. Si on note Q C R I’espace des configurations admissibles et x €
un vecteur qui contient toutes les inconnues, on définit la fonction

J o Q — RV-1N
r = J(x) = (Ju)k=1,.N-1)=1,. N

ou Jy; est l'intensité sur la lieme électrode correspondant a la kiéme configuration parmi les
N — 1. Notre objectif est de minimiser la fonction

=2

-1

f@)=1J(@) = Pl = > Y (Ju— J5)? (5.1)

1 1=1

b
Il

dans l'espace de recherche ). La fonction f(x) s’appelle la fonction objectif ou la fonction
cotit. Dans notre cas, le vecteur z va étre composé des centres et des rayons des inclusions ainsi
que dans le cas les plus difficiles de la conductivité dans la peau et le gras. Afin de caractériser
la difficulté de ce probléme, nous allons commencer par la définition d’un probléme mal-posé
ou bien-posé. La définition classique se trouvant dans [38| s’énonce de la fagon suivante.



5.2. Description du probléme inverse 93

Définition 4. Un probleme est dit bien posé au sens d’Hadamard s’il vérifie les conditions

sutvantes
N

>~ La solution existe c’est a dire étant donné J € RN wérifiant >~ J; = 0, il existe une solution
=1
x €.

> La solution est unique.

= La solution dépend contindment des données (des observations) c’est a dire ||z —2°||q tend
vers 0 quand ||J — JO||gvv-1) tend vers 0,
Un probleme ne vérifiant pas les hypotheses précédentes est un probleme mal posé.

Le probléme inverse en tomographie par impédance électrique est un probléme mal posé pour
les deux raisons suivantes :

1. S’il existe une solution du probléme inverse, elle n’est quasiment jamais unique car les
mesures sont souvent bruitées. Nous ne pouvons pas garantir que des configurations différentes
ne peuvent pas produire les mémes observations.

2. Ce probléme n’est pas stable. Un bruit de niveau faible ajouté aux mesures peut créer un
grand écart entre la solution de ce probléme et celle du probléme non pertubé ([2],[21]). Nous
allons illustrer ceci sur un probléme modéle en dimension un.

5.2.1 Un exemple d’instabilité en dimension un
On considére I’équation elliptique en dimension un |27|

—(a(z)u(z)) = f z € (-1,1) u(-1) =u(1l) =0. (5.2)

1—22
2

Dans cet exemple, on choisit le cas particulier a(z) = 2? + 1, u(x) = , ce qui conduit a
f(z) =32*+ 1.

Le probléme direct consiste a calculer u étant donnés a et f. Pour le probléme inverse nous
supposons que f est connue et nous cherchons a retrouver a a partir des mesures de u(z) = 1_2“’”2
sur tout Uintervalle [—1, 1]. Cette situation est beaucoup plus favorable que dans le cas réel
ou l'on observe uniquement des valeurs aux bords. Nous allons voir que méme dans ce cas,
nous rencontrons des difficultés pour retrouver a. En prenant l'intégrale des deux cotés de
I'équation dans le probléme (5.2) et en divisant par v’ (en supposant que u'(x) ne s’annule

pas) nous obtenons ’expression

O Ch2
a(x)—u/($)+u/(I)/_1 f(&)d¢ . +x°+ 1.

pour x # 0 ou C est une constante d’intégration qui dépend de a(1). Nous voyons donc que
sur cet exemple, nous ne pouvons pas déterminer a a partir uniquement des mesures de u.

Il y a deux sources d’instabilité dans ce probléme [27] : premiérement, 'application u — a n’est
pas continue. Ceci implique qu'une petite erreur dans la mesure u peut pertuber beaucoup le
résultat a. Deuxiémement, le probléme est instable a cause de la présence du terme u/(z) au
dénominateur dans la formule précédente.
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5.3 L’algorithme a estimation de distribution

5.3.1 Principe général

L’estimation de distribution (EDA) a été introduite la premiére fois par Miihlenbein et
PaaB(1996) [76] dans les algorithmes bio-inspirés (evolutionary computation en anglais). Il
n’y a ni croisement ni mutation dans I’EDA. On définit comme Pop(k) la population a la kéme
génération et par Pop®(k) 'ensemble des meilleurs candidats sélectionnés a partir de Pop(k)
qui s’appelle ’ensemble des parents. Les informations statistiques sur I’ensemble des parents
Pop®(k) servent a créer une distribution de probabilité a posteriori pour former la nouvelle
génération Pop(k + 1). Dans cette nouvelle population, il peut subsister ou non des éléments
de l'ancienne population Pop(k). L’algorithme & estimation de distribution peut s’utiliser
dans de nombreux problémes d’optimisation comme par exemple la résolution automatique
de Sudokus [68]. 11 est tres difficile d’analyser le comportement de ’EDA pour une population
finie. Par contre la distribution d’une population infinie peut s’étudier mathématiquement et
étre considérée comme la limite de la distribution d’une grande population. La convergence
de ’EDA est démontrée pour une population infinie dans [94]. Pour cette raison, si on choisit
une grande taille de population, 1’algorithme converge vers le bon résultat avec une bonne
précision mais avec une vitesse de convergence lente. Si au contraire, on choisit une taille
de population trop petite, ’algorithme peut converger vers un résultat faux. La question du
choix optimal de la taille de la population pour un algorithme EDA général est encore ouverte.
Nous allons maintenant décrire 1’algorithme général d’estimation de distribution de la facon
suivante
>~ étape 1 : On initialise la population Pop(0) en tirant M points suivant une loi donnée py.
On pose k = 0.
>~ étape 2 : On répete les étapes 3 a 5 ci-dessous jusqu’a satisfaire un critére d’arrét.
> étape 3 : On choisit les P < M meilleurs individus dans la population précédente pour
former un ensemble des parents Pop®(k).

>~ étape 4 : On crée une nouvelle loi de tirage prr1 = p(z/Pop®(k)) appelée estimation de
distribution des individus sélectionnés.

>~ étape 5 : On crée une nouvelle population Pop(k + 1) comme un échantillon de la loi

Pr+1(2).

5.3.1.1 Application a la résolution du probléme inverse

On va devoir estimer les différents parametres comme le rayon ou le centre de la tumeur.
On va ranger tous ces inconnues dans un vecteur v = (71,...,71) € R? et nous supposons
qu’a priori les différentes composantes vérifient a; < v; < b;. La population initiale Pop(0)
est constituée de M individus {v; = (v},..,79); i = 1,..., M} ou les {v/}M, sont tirés
uniformément et indépendamment sur [a;, b;]. En fait, en pratique, on rejette les vecteurs ~y
qui ne respectent pas les contraintes géométriques du domaine. Par exemple, si une partie de la
tumeur est en dehors du domaine, le vecteur v est bien évidemment rejeté. On relance jusqu’a
temps qu’on ait créé une population de taille M admissible. Cette technique sera utilisée a
chaque étape de ’algorithme EDA. La taille de la population est toujours M a chaque étape.

A la kiéme étape, les différentes composantes des candidats {77}, sont tirées suivant la
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distribution pU* j =1, .., d qui nous donne la population

Pop(k) = {F = (/") 1ysi =1, M, {y)"}M) ~ pP*).
Les P meilleurs candidats

Pop(k) = {3 = (4}"*)f-y, i =1,..., P}

7 j=1

choisis parmi la population de taille M sont ceux dont la valeur de la fonction cott est la plus
petite. Pour chaque inconnue ~;, nous calculons la distribution rU*) de chaque composante
des P meilleurs candidats par

1

Gk) — = 1. . . . ,
r - 2\/§0’j’k+1 ]'[mﬂ;k+1—\/§gj;k+17m3;k+1+\/§aﬂ7;k+1]

ol la moyenne m?*+1 désigne la moyenne de la loi uniforme de la jiéme composante & la kiéme
étape qui vaut
1 L
j7k+1 J— j7k78
j=1

On définit de méme la variance empirique par

P
, 1 , .
Jk+1 _ Gk G k1 2
o 1 ;Zl (i m/rt)
La distribution p@*+1) est mise a jour par

ol le parameétre 0 < a < 1 représente la proportion de I’ancienne population qui est conservée.
Le parameétre « influence la vitesse de convergence. Si on choisit une grande valeur de «,
I’algorithme converge lentement mais est plus fiable. Si on choisit « petit, I’algorithme converge
plus vite mais est moins fiable. En effet, dans le cas d’'un « trop petit, 'algorithme peut se
bloquer dans un minimum local. On arréte I'algorithme quand les variances o de toutes les
composantes sont plus petites qu'un parameétre € donné.

5.4 L’algorithme mimétique

Comme pour l'algorithme a estimation de distribution, les algorithmes mimétiques tendent
a faire évoluer une population de candidats vers la solution d'un probléme de minimisation.
Cette évolution se fait a ’aide d’une compétition entre les candidats et d’une phase d’explo-
ration pour chaque individu. A chaque génération, on cherche & améliorer la qualité de la
population par une évolution qui est parfois aussi divisée en trois phases principales [78] :
Sélection, Reproduction et Remplacement.
L’algorithme que nous allons utiliser ici appelé CEP (Collaborative Evolution of Population)
|69] tend & reproduire le comportement collaboratif d’un groupe de personnes a la recherche
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de champignons dans une forét. Au départ, chaque personne cherche de maniére individuelle.
Ensuite, deux personnes tirées au sort communiquent entre elles pour savoir qui est au meilleur
endroit. La personne au meilleur endroit ne bouge pas et I’autre vient la rejoindre pour cher-
cher prés de cet endroit. Ici la phase de sélection ou compétition entre les individus se réduit
donc simplement & un duel 73| entre deux individus. L’individu qui perd le duel est cloné en
I'individu qui gagne le duel. Pour la phase d’exploration, nous utilisons une recherche basée
sur la simulation d’'un mouvement Brownien a pas décroissant. Une version de cet algorithme
a déja été utilisé avec succes dans [91] pour un probléme d’optimisation non-linéaire 1ié a des
décompositions tensorielles.
Nous allons maintenant décrire cet algorithme pour la minimisation d’une fonction f(x) ou
d
r € Q € R Pour simplifier on suppose que Q = [][as, b;].
i=1
1. Une population initiale
Q=A{x,....,xn}

est crée en tirant chaque individu uniformément et de maniére indépendante sur (2
comme dans ’algorithme a estimation de distribution. Un pas de temps initial At est
choisi.

2. Deux candidats x; et z; sont choisis uniformément parmi les M candidats ce qui revient
a choisir leur indices respectifs comme

i=UxM+1, j=i+[(M—-1)*U)] (mod M)+1

ou U est la variable aléatoire uniforme sur [0,1] et ou la notation [.| désigne la partie
entiére d’'un nombre.

3. On calcule les valeurs de la fonction cout f(z;) et f(z;).

4. Si f(x;) < f(x;), z; est inchangé et la nouvelle valeur de x; est définie par
T; = T + N(O, (At)zfd)

ou I, est la matrice identitique en dimension d.
Si f(x;) > f(z;), x; est inchangé et la nouvelle valeur de x; est définie par

T = Tj +N(O, (At)2]d)

At décroit en fonction des étapes.

5. L’algorithme s’arréte quand At est suffisamment petit.

5.5 Reésultats numériques

5.5.1 Détection d’une seule inclusion par l’algorithme & estimation
de distribution

Nous considérons le modéle a deux couches en dimension deux avec 'inclusion centrée au
point (0.5,0.3) et de rayon 0.2. Les conductivités électriques dans Dy et Dy valent respec-
tivement 1.5 et 1. La taille des électrodes est 0.2 et la distance entre 9D, et 9D vaut 0.1.
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Nous supposons que les conductivités électriques a; et as sont connues. Nous nous intéres-
sons a localiser le centre de l'inclusion et son rayon. Dans le cas d’une seule inclusion nous
supposons que l'inclusion a une conductivité électrique parfaite (infinie) et pour cette raison
nous supposons que la solution est constante sur le bord de I'inclusion. Cette propriété a été
validée avec le logiciel Freefem++. Pour une valeur de la conductivité a Uintérieur de l'in-
clusion égale a 1000, I'écart entre différents points sur le bord de l'inclusion était de ’ordre
de 10~*. Par ailleurs, le calcul de la constante sur Iinclusion est inclus dans la résolution du
probléme direct. Nous utilisons le méme algorithme pour calculer la constante sur I'inclusion
et intensité sur chaque électrode. Nous appliquons 7 vecteurs de tension {U* = (U;)j::[,g}i:lj
linéairement indépendants sur les électrodes ou

Ui =1
Ui=—1sij=i+1 (5.4)

U; = (0 autrement.

Les mesures de référence recueillies sur les électrodes {J* = (J});=1,s}i=1,7 correspondant
a chacun des vecteurs de tension U’ imposés sur les électrodes sont construites en utilisant
l'algorithme 8 avec n = 10° simulations Monte-Carlo et le pas de différences finies h = 0.005.
Pour ce probléme avec une seule inclusion, toutes nos résolutions du probléme direct sont
faites avec la technique de réduction de variance basée sur ’approximation par éléments fi-
nis. Nous utilisons I'algorithme & estimation de distribution pour le probléme inverse. Nous
choisissons un nombre de tirages initial n = 10* suffisamment grand et un pas de différence
finie h = 0.01 suffisamment petit pour obtenir une précision raisonnable dans la résolution
du probléme direct. A partir de la troisiéme itération, le nombre n de simulations Monte-
Carlo est doublé a chaque étape afin d’obtenir une trés bonne précision dans la résolution du
probléme direct. Pour 'algorithme d’estimation de distribution, nous prenons comme taille
de population M = 100 et le nombre de candidats conservés vaut P = 10. Dans le tableau
5.1, nous donnons les moyennes empiriques m(x1), m(xs), m(r) et les variances empiriques
Var(zy),Var(zs), Var(r) des différentes composantes (xy, z2,7) des P meilleurs candidats en
fonction des itérations. Apreés seulement 3 itérations, les valeurs moyennes sont déja proches
de la solution. A la sixiéme étape, nous obtenons une trés bonne précision pour ces valeurs.
On peut également décrire comment évoluent les lois des différentes inconnues :

>~ A la premiére étape, les valeurs de x1, x9 sont choisies uniformément sur l'intervalle [—1, 1]
et le rayon r est choisi uniformément sur 'intervalle [0, 1].
Si un candidat ne vérifie pas les contraintes géométriques imposées par notre probléme,
on effectue un autre tirage jusqu’a obtenir un candidat acceptable. Ceci peut également se
produire dans les étapes suivantes mais avec une probabilité plus faible.

>~ A la deuxiéme étape, ; est tiré uniformément sur l'intervalle [0.0554, 0.6246], x5 est tiré sur
[—0.071,0.586] et le rayon r est tiré sur l'intervalle [0.078,0.3467]. La région de recherche
a déja réduit par rapport a la région initiale.
Ces nouvelles lois sont la combinaison entre les lois empiriques calculées grace aux meilleurs
candidats et I’ancienne loi avec une proportion 9 pour 1. Ceci correspond a o = 0.1 dans
la formule (5.3).
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>~ A la troisiéme étape xy ~ U[0.268,0.6415], xo ~ U[0.1654,0.5118] et r ~ U[0.092, 0.316].
= A la quatriéme étape x; ~ U[0.3661,0.5959], xo ~ U[0.199,0.434] et r ~ U[0.143,0.253].
>~ A la cinquiéme étape x; ~ U[0.448,0.5398], 25 ~ U[0.227,0.3594] et r ~ U[0.1662, 0.2392].

>~ A la sixiéme étape z; ~ U[0.475,0.53], xo ~ U[0.262,0.329] et r ~ U[0.1848,0.2194].

Itération | m(z;) | Var(z) 2 Var(zy) | m(r) | Var(r)
1 0.34 0.027 | 0.2575 | 0.036 | 0.2125 | 0.006

2 0.455 | 0.0116 | 0.3386 0.01 0.2042 | 0.0042
3 0.481 | 0.0044 | 0.3166 | 0.0046 | 0.198 0.001

4 0.494 | 0.0007 | 0.2934 | 0.00145 | 0.2027 | 0.00045
5) 0.503 | 0.00026 | 0.2957 | 0.00038 | 0.2021 | 0.0001
6 0.504 | 0.0001 | 0.3002 | 0.00015 | 0.2006 | 5.39E-5

TABLE 5.1 — Algorithme a estimation de distribution-+réduction de variance

Dans la figure 5.1 nous tracons I’évolution de la population a chaque étape. Le point rouge

représente la position exacte de I’inclusion. Nous voyons que les 100 points se rapprochent de
plus en plus de la position exacte. Dans la figure 5.2, nous tracons la position des 10 meilleurs
candidats ainsi que leurs rayons. Le cercle rouge représente I'inclusion. A la premiére étape, les
10 meilleurs candidats sont un peu partout et leurs rayons varient beaucoup. A la deuxiéme
itération et a la troisiéme itération, les 10 candidats commencent & se rapprocher de la posi-
tion exacte mais leurs rayons varient encore beaucoup. Le rayon semble plus difficile a estimer
que la position. A la sixiéme itération, tous les 10 cercles sont presque identiques et le rayon
est donc finalement bien estimé.
Les résultats numériques ont été implémentés en Fortran 90 et parallélisé a I’aide d’une 'in-
terface de programmation Openmp (Open Multi-Processing) et compilé par compilateur PGI
Workstation [1]. Tous nos tests sont réalisés sur un processeur Intel Core I5, 2 core CPUs.
Les temps de calcul sont de 'ordre d’une vingtaine de minutes. La parallélisation a permis de
gagner un facteur environ 3.7 sur les temps de calcul.
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Troisiéme itération

Cinquiéme itération

Deuxiéme itération

Quatriéme itération

Sixiéme itération

FIGURE 5.1 — Position des 100 candidats
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FIGURE 5.2 — Les 10 meilleurs cercles

5.5.2 Etude des paramétres de convergence de 'EDA

Nous allons étudier I'influence de la taille de population sur la convergence de ’algorithme &
estimation de distribution. Nous utilisons 1’algorithme 8 pour le probléme direct. Nous allons
tester trois cas avec différentes tailles de population. Nous choisissons pour les différentes
tailles, le ratio entre le nombre de candidats sélectionnés et le nombre de candidats total
dans la population toujours égale a 1—10. Nous observons que la convergence de 'algorithme
dépend de la taille de la population. Le critére de convergence est encore la variance de

chaque composante. Quand M = 100, P = 10, l'algorithme converge aprés K = 8 étapes.
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L’erreur absolue est en moyenne environ 0.001 sur chaque composante. Quand M = 50, P = 5,
I’algorithme converge aprés 6 étapes et l'erreur absolue vaut en moyenne environ 0.002. Si
M = 20, P = 2, 'algorithme converge apres 3 étapes et 'erreur absolue vaut en moyenne
environ 0.03. Le résultat dans le tableau 5.2 montre que plus la population est grande, plus
I’algorithme converge lentement mais il est alors plus fiable.

M | P K T Ty rayon

Ee Vu | By Vi, E. V
100 | 10 | 8 | 0.5009 E-5 | 0.30016 E-5 | 0.2015 5E-6
50 516 |0.5027 E-5 0.298 BHE-5 | 0.2014 3E-6
20 2 | 3| 0538 6E-6 0.33 E-5 | 0.1755 4E-6

TABLE 5.2 — Influence de la taille de la population sur le résultat

5.5.3 Reconstruction de ’inclusion avec des mesures bruitées

Bien entendu, il est plus facile de localiser I'inclusion si nous avons des mesures idéales.
Mais dans la réalité, les mesures que nous avons sont souvent bruitées. Les bruits de mesure
peuvent provenir de plusieurs facteurs comme les variations de l'environnement mais aussi
des erreurs sur la modélisation de la géométrie. Comme les caractéristiques de ces erreurs de
mesure sont difficiles & analyser, nous allons simplement les modéliser par des Gaussiennes
centrées. Pour chaque configuration du vecteur de tension, on va donc ajouter des Gaussiennes
indépendantes de variance o2 a chaque valeur de référence de I'intensité sur les électrodes. Les
différentes Gaussiennes sont également indépendantes de la configuration choisie.

La partie gauche de la figure 5.3 représente les coordonnées (1, x9) des 100 candidats de la
population et la partie droite représente les 10 meilleurs candidats a la 6éme étape dans le cas
d’un bruit négligeable (correspondant au cas décrit dans la sous-section (5.5.1)). Les images
5.4 et 5.5 représentent la méme chose pour respectivement o = 0.1 et ¢ = 0.2. On observe que
I’algorithme arrive a localiser approximativement la position et le rayon de l'inclusion méme
si le bruit est fort.

1 1
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04 1 0.4
02 0.2
o 1 0
-02 -0.2
-0.4 1 -0.4
-06 9 -06
-08 q -0.8
‘ 0.5 1

-1
-1 -0.5 0

FIGURE 5.3 — Détection de l'inclusion : bruit négligeable
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FIGURE 5.4 — Détection de l'inclusion : ¢ = 0.1
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FIGURE 5.5 — Détection de l'inclusion : 0 = 0.2

Ce résultat est aussi confirmé quantitativement dans le tableau 5.3 dans lequel on calcule les
approximations m(xy), m(xs), m(r). Dans le cas d’un bruit négligeable, nous obtenons une
erreur moyenne d’environ 0.001. Si ¢ = 0.1, nous obtenons une erreur moyenne d’environ
0.02 et si 0 = 0.2 nous obtenons une erreur moyenne d’environ 0.033. La reconstruction de la
tumeur dans un environnement plus réaliste semble donc envisageable.

o | m(x1) | m(xg) | m(r)
0 0.504 | 0.3002 | 0.2006
0.1 0.479 | 0.282 0.215
0.2 | 0.455 | 0.267 0.226

TABLE 5.3 — Sensibilité de la détection par rapport au bruit

5.5.4 Reconstruction additionnelle des conductivités

Nous allons maintenant tester un cas plus difficile. Nous supposons que la position de
I’inclusion, son rayon ainsi que la conductivité électrique de la couche de la peau et du gras sont
inconnus. Ce probléme est encore plus difficile que le probléme précédent car les conductivités
a; et as sont moins sensibles aux variations des mesures que les autres paramétres. De plus,



5.5. Résultats numériques 103

les techniques de réduction de variance utilisant Freefem++ ou la continuation de la marche
ne fonctionnent plus car pour les utiliser nous devons pré-calculer la solution v pour chaque
configuration (ai,as). Pour cette raison quand les conductivités a;,as sont inconnues, nous
devons utiliser I'algorithme 7 pour calculer la fonction cott. Nous utilisons ’algorithme a
estimation de distribution pour estimer les inconnues avec les paramétres M = 100, P = 10
et a = 0.1. Le nombre de tirages de Monte-Carlo dans la résolution du probléme direct vaut
initialement n = 2.10°. Les conductivités a; et a, sont tirées initialement dans l'intervalle
[0,2], les valeurs de x, 25 dans [—1,1] et la valeur de r dans [0,1]. A partir de la deuxiéme
itération, le nombre de tirages n est doublé a chaque étape. Nous voyons dans le tableau 5.4
que nous commencons a approcher le résultat exact a partir de la troisiéme itération au lieu de
la deuxiéme quand o4, 0o sont fixées. Le temps de calcul est maintenant d’environ 24 heures

m(xy) m(xy) m(r) m(ay) m(az)
Var(zy) | Var(xe) | Var(r) | Var(ay) | Var(az)
0.126 -0.011 0.237 1.296 1.19
0.12 0.079 0.023 0.15 0.086
0.112 -0.096 0.148 1.495 1.15
0.108 0.058 0.011 0.024 0.008
0.228 0.028 0.132 1.53 1.09
0.04 0.03 0.003 0.016 0.003
0.426 0.196 0.135 1.55 1.07
0.005 0.008 0.0024 | 0.0098 0.002
0.451 0.269 0.188 1.5 1.057
0.0032 0.003 0.0004 | 0.0017 0.0009
0.491 0.281 0.198 1.48 1.03
TE-4 E-3 1.5E-4 TE-4 1.5E-4

TABLE 5.4 — EDA avec conductivités inconnues

au lieu de 20 minutes dans le cas des conductivités fixées. Le temps de calcul a beaucoup
augmenté car il y a plus de parameétres a estimer mais surtout parce que nous ne disposons
plus de la technique de réduction de variance. Nous tracons la population a chaque étape pour
visualiser le processus approchant I’endroit exact (voir la figure 5.6). L’algorithme converge
apres 6 itérations. Dans I'image 5.7, nous tragons les 10 meilleurs candidats et leurs rayons a
chaque étape. A la sixiéme étape, les 10 cercles se trouvent presque au méme endroit. Dans le
tableau 5.4, on remarque que les valeurs de m(z;) et m(x2) et m(r) sont moins précises que
dans le cas ou les conductivités sont connues. Les valeurs des conductivités sont estimées avec
une précision de l'ordre 0.02 qui est comparable a celle sur les paramétres de 'inclusion.
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FIGURE 5.6 — Population avec conductivités inconnues
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FIGURE 5.7 — Les meilleurs candidats avec conductivités inconnues

5.5.5 Détection d’une tumeur par la méthode mimétique

Nous allons revenir a la détection d’une seule inclusion sans bruit comme dans la section
(5.5.1) en utilisant cette fois-ci I'algorithme mimétique de la section (5.4). Nous choisissons
la taille de la population M = 10 et nombre d’étapes n = 400 pour cette méthode. Pour
la résolution du probléme direct, nous prenons les mémes intensités de référence, les mémes
parameétres de 'algorithme de Monte-Carlo que ceux de la section (5.5.1) : le nombre de
simulations de Monte-Carlo initial vaut 10* et il est doublé aprés chaque 100 étapes. Nous
choisissons un pas initial Atg = 0.2 et le pas At décroit en fonction du nombre i étapes comme :
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At = Aty x (0.99)%, Vi = 1,..,n. Aprés 400 étapes, At vaut 0.00359. Ce pas est suffisamment
petit pour que la population ne bouge quasiment plus aprés 400 étapes. Le temps de calcul
total est d’environ vingt minutes comme pour 'algorithme & estimation de distribution. Dans
la figure 5.8, nous tragons la population tous les 50 étapes. Aprés 300 étapes, nous obtenons
un résultat similaire a celui obtenu par 'algorithme a estimation de distribution a la sixiéeme
étape (voir la figure 5.2) pour un temps de calcul d’environ onze minutes (au lieu des vingt
minutes précédent). Dans le tableau 5.5, nous donnons la moyenne de chaque composante
des candidats a chaque itération. On observe qu’a I’étape 400, nous avons une reconstruction
quasiment parfaite de la tumeur. L’algorithme semble au moins aussi efficace que I’algorithme
a estimation de distribution. Il est aussi plus simple a mettre en oeuvre car il ne repose pas
sur une modélisation paramétrique des lois de tirages. Le seul inconvénient est le réglage de
la décroissance du pas de temps de maniére automatique. C’est pour cette raison que nous
avons gardé 'algorithme a estimation de distribution pour les autres tests numériques.
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FIGURE 5.8 — Population avec la méthode mimétique
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n | m(zq) | m(zz) | m(r) At
20 0.486 | 0.452 | 0.121 0.121
100 | 0.509 | 0.342 | 0.157 0.073
150 | 0.556 0.31 0.201 0.044
200 | 0.492 | 0.312 | 0.197 0.027
250 | 0.495 | 0.299 | 0.2013 0.016
300 | 0.496 | 0.2996 | 0.2045 | 0.0098
350 | 0.4998 | 0.308 | 0.2003 | 0.0059
400 | 0.5004 | 0.2994 | 0.2035 | 0.00359

TABLE 5.5 — La détection d’une seule inclusion par la méthode mimétique

5.5.6 Détection de deux inclusions

Nous allons essayer de détecter deux inclusions qui sont centrées sur (0.5,0.3) et (—0.2,0.5)
et donc les rayons sont respectivement 0.2 et 0.3. Nous supposons que les conductivités dans
ces deux inclusions sont connues et valent 20. Les conductivités des deux couches sont aussi
fixées (elles sont choisies exactement comme dans les cas précédents). Nous allons chercher les
positions et les rayons des deux inclusions. Les vecteurs de tension sont choisis comme en (5.4)
et les intensités de références sont construites en utilisant la méthode de Monte-Carlo directe
avec 107 simulations et le pas de différences finies h = 0.005. Nous utilisons 'algorithme &
estimation de distribution pour la résolution du probléme inverse. Nous choisissons M = 100
et P = 8. A chaque étape, la résolution du probléme direct est faite par la méthode de Monte-
Carlo sans réduction de variance. Le nombre de simulations de Monte-Carlo initialement choisi
est n = 10°. A partir de la troisiéme étape, ce nombre n est doublé & chaque étape. Le pas de
différences finies vaut h = 0.01.

Dans la figure 5.9, nous tragons la population compléte a chaque étape. Le point rouge
représente le centre de 'inclusion centrée sur (0.5,0.3) et le point noir représente le centre
de l'inclusion centrée sur (—0.2,0.5). Pendant les trois premiéres itérations, les candidats
se rapprochent de la zone ou il y les deux inclusions. A partir de la quatriéme étape, les
composantes des candidats se séparent en deux groupes et chaque groupe va de plus en plus
représenter la position de 'une ou 'autre des deux inclusions. A la huitiéme étape, les deux
inclusions sont bien identifiées.

Ces résultats sont également confirmés dans la figure 5.10 ou l'on trace les deux inclusions
a partir des 8 meilleurs candidats. On remarque en particulier qu’a la huitiéme itération les
deux inclusions sont trés bien identifiées.

Nous allons donner maintenant des résultats plus quantitatifs. Dans le tableau 5.6, nous
donnons la moyenne et la variance de chaque composante du vecteur des inconnues

1,1 .1 .2 2 2
(1’1,1’2,’/“ y L1y Loy T )

ot les composantes (2, 2%, r') correspondent aux caractéristiques de I'une des deux inclusions.

Ces composantes ne commencent a étre représentatives des deux inclusions qu’a partir de la

cinquiéme itération. Aprés 8 itérations, nous obtenons une erreur moyenne de 0.02 sur chacun

des paramétres. Les deux inclusions sont bien détectées avec une précision acceptable.



5.5. Résultats numériques

Premiére itération Deuxiéme itération

Troisiéme itération

Cinquiéme itération Sixiéme itération
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 04
0.2 0.2
0 0
-0.2 -0.2
04 -04
-0.6 -0.6
-0.8 -0.8

e -05 0 05 1 = 05 0 05 1

Septiéme itération Huitiéme itération

FIGURE 5.9 — La population a chaque étape
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075>
&by
N A

AN
S

-0.5 0 0.5 1

Premaiére itération

Septiéme itération

A

Huitiéme itération

FIGURE 5.10 — Les meilleurs cercles



m(zy) | m(zy) | m(r) | m(zi) | m(xz) | m(r?)
Var(zt) | Var(xd) | Var(r') | Var(23) | Var(23) | Var(r?)
0.2447 0.283 0.234 0.113 0.295 0.31
7.4E-2 | 2.48E-2 | 5.4E-3 6.6E-2 2.6E-2 2E-2
6E-2 0.302 0.27 0.184 274 0.303
2.7TE-2 2.1E-2 2.2E-3 3.1E-2 2.3E-2 8E-3
3E-2 0.326 0.27 0.236 0.3077 0.2396
2.36E-2 | 1.43E-2 | 1.93E-3 | 1.9E-2 E-2 1.36E-3
-0.054 0.396 0.268 0.24 0.328 0.248
1.28E-2 | 4.6E-3 1.2E-3 2.2E-2 E-2 1.53E-3
-0.122 0.266 0.231 0.375 0.266 0.231
4.1E-3 2.6E-3 6.6E-4 3.1E-3 7E-3 1.26E-3
-0.184 0.442 0.303 0.429 0.277 0.229
8.4E-4 8.6E-4 7E-4 1.12E-3 | 3.5E-3 | 1.34E-3
-0.18 0.458 0.29 0.452 0.331 0.205
4.8E-4 4.8E-4 3E-4 4.9E-3 1.2E-3 | 3.17TE4
-0.19 0.478 0.301 0.471 0.324 0.196
2E-4 1.28E-4 | 1.5E-4 2.1E-4 2.3E-4 1.1E-4

TABLE 5.6 — EDA pour deux inclusions

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé un couplage entre des méthodes d’optimisation sto-
chastique et la résolution du probléme direct par une méthode de Monte-Carlo pour la réso-
lution d’un probléme inverse en tomographie par impédance électrique. Les résultats obtenus
dans le cas d’une seule tumeur, que ce soit avec des mesures bruitées ou non, sont trés pro-
metteurs. En particulier, les techniques de réduction de variance de résolution du probléme
direct permettent une reconstruction quasi-parfaite de la tumeur avec des temps de calcul trés
raisonnables. Dans le cas ou les conductivités sont inconnues ou quand il y a deux inclusions,
ces méthodes donnent des résultats moins bons a la fois en terme de précision et de temps
calcul. En effet, le probléme direct se résout plus difficilement car les techniques de réduction
de variance sont moins efficaces voire inutilisables et on n’a plus forcément des conditions de
Dirichlet sur les inclusions. De méme, le probléme inverse est plus compliqué a résoudre car il
y a plus de parameétres a estimer. Cependant, au prix d’un cott de calcul plus important nous
obtenons quand méme une bonne reconstruction de la conductivité dans tous les cas traités.
Evidemment dans cette thése, nous avons travaillé avec des modéles simplifiés et nous n’avons
pas de vraies mesures. Cependant a cause de leur simplicité, les méthodes développées dans
cette section devraient pouvoir s’appliquer a des géométries réelles.
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