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Résumé

Cette thèse porte sur le développement de méthodes de Monte-Carlo pour 
al
uler des repré-

sentations Feynman-Ka
 impliquant des opérateurs sous forme divergen
e ave
 un 
oe�
ient

de di�usion 
onstant par mor
eaux. Les méthodes proposées sont des variantes de la mar
he

sur les sphères à l'intérieur des zones ave
 un 
oe�
ient de di�usion 
onstant et des te
hniques

de di�éren
es �nies sto
hastiques pour traiter les 
onditions aux interfa
es aussi bien que les


onditions aux limites de di�érents types. En 
ombinant 
es deux te
hniques, on obtient des

mar
hes aléatoires dont le s
ore 
al
ulé le long du 
hemin fourni un estimateur biaisé de la so-

lution de l'équation aux dérivées partielles 
onsidérée. On montre que le biais global de notre

algorithme est en général d'ordre deux par rapport au pas de di�éren
es �nies. Ces méthodes

sont ensuite appliquées au problème dire
t lié à la tomographie par impédan
e éle
trique pour

la déte
tion de tumeurs. Une te
hnique de rédu
tion de varian
e est également proposée dans


e 
adre. On traite �nalement du problème inverse de la déte
tion de tumeurs à partir de

mesures de surfa
es à l'aide de deux algorithmes sto
hastiques basés sur une représentation

paramétrique de la tumeur ou des tumeurs sous forme d'une ou plusieurs sphères. De nom-

breux essais numériques sont proposés et montrent des résultats probants dans la lo
alisation

des tumeurs.

Mots 
lés

Méthode de Monte-Carlo, Formule de Feynman-Ka
, Equation de di�usion, Mar
he sur les

sphères, Di�éren
es �nies sto
hastiques, Tomographie par impédan
e éle
trique, Estimation

de distribution.

Abstra
t

This thesis deals with the development of Monte-Carlo methods to 
ompute Feynman-Ka


representations involving divergen
e form operators with a pie
ewise 
onstant di�usion 
oef-

�
ient. The proposed methods are variations around the walk on spheres method inside the

regions with a 
onstant di�usion 
oe�
ient and sto
hasti
 �nite di�eren
es te
hniques to treat

the interfa
e 
onditions as well as the di�erent kinds of boundary 
onditions. By 
ombining

these two te
hniques, we build random walks whi
h s
ore 
omputed along the walk gives us

a biased estimator of the solution of the partial di�erential equation we 
onsider. We prove

that the global bias is in general of order two with respe
t to the �nite di�eren
e step. These

methods are then applied for tumour dete
tion to the forward problem in ele
tri
al impedan
e
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tomography. A varian
e redu
tion te
hnique is also proposed in this 
ase. Finally, we treat

the inverse problem of tumours dete
tion from surfa
e measurements using two sto
hasti
s

algorithms based on a spheri
al parametri
 representation of the tumours. Many numeri
al

tests are proposed and show 
onvin
ing results in the lo
alization of the tumours.

Keywords

Monte Carlo method, Feynman-Ka
 formula, Di�usion equations, Sto
hasti
 �nite di�eren
es,

Walk on spheres, Ele
tri
al Impedan
e Tomography, Estimation of Distribution.
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Chapitre 1

Introdu
tion générale

Les phénomènes de di�usion interviennent dans de nombreux domaines de la physique


omme la thermique, la résistan
e des matériaux ou en
ore l'éle
tro-en
éphalographie. Ils sont

également très présents en biologie, en 
himie ou en
ore dans le domaine des mathématiques

�nan
ières. Leurs modélisations font souvent intervenir des équations aux dérivées partielles

dont le prototype est l'équation de Lapla
e pour les di�usions spatialement homogènes.

La résolution numérique de 
es équations peut s'e�e
tuer par un très grand nombre de

méthodes déterministes ou sto
hastiques dont la pertinen
e dépend de la nature et de la

dimension de l'équation 
onsidérée. Les méthodes déterministes de type éléments �nis sont en

général utilisées pour le 
al
ul de la solution globale de l'équation en des points d'une grille.

Ces méthodes sont basées sur une formulation variationnelle pour laquelle les solutions du

problème véri�ent des 
onditions d'existen
e plus faibles que 
elles du problème initial et où

un maillage permet de trouver une solution appro
hée. La qualité de la solution dépend de la

qualité du maillage. Un maillage ra�né est né
essaire à l'obtention d'un résultat �able. Les

méthodes de Monte-Carlo pour résoudre 
es équations se basent sur la simulation de pro
essus

de di�usion via di�érents s
hémas 
omme le s
héma d'Euler. Dans le 
as de l'équation de

Lapla
e, le pro
essus à simuler est le mouvement Brownien. Il existe des méthodes très e�
a
es

de simulation de 
e mouvement Brownien de type mar
he sur les sous-domaines par exemple la

mar
he sur les sphères (WOS en anglais) ou moins 
lassiquement la mar
he sur les re
tangles

(WOR en anglais). Les méthodes de Monte-Carlo sont moins pré
ises que les méthodes de type

éléments �nis mais elles peuvent donner une solution appro
hée en un point du domaine ou

en
ore la moyenne de la solution sur une zone sans faire de maillage. Elles sont peu sensibles à

la dimension et à la géométrie du problème, sont fa
iles à programmer et se parallélisent très

fa
ilement. Elles sont don
 plut�t utilisées en grande dimension ou pour le 
al
ul de la solution

en quelques points du domaine ou de sa moyenne sur une partie du domaine. L'in
onvénient

majeur de 
ette méthode est une vitesse de 
onvergen
e très lente et on ne peut pas obtenir

un résultat pré
is sans un e�ort de 
al
ul important. De nombreuses méthodes de rédu
tion

de varian
e sont proposées pour remédier à 
et in
onvénient.

L'obje
tif de 
ette thèse est de proposer de nouveaux s
hémas pour résoudre des équations

impliquant des opérateurs de di�usion dans un domaine hétérogène de la forme

−1
2
∇(a∇u)(x) + λ(x)u(x)

1



2 Introdu
tion générale

ave
 tous types de 
onditions aux bords : Diri
hlet, Neumann et de façon plus générale des


onditions de type Robin. Ensuite, nous appliquerons 
es nouveaux s
hémas à la résolution

d'un problème dire
t en tomographie par impédan
e éle
trique intitulé modèle des éle
trodes


omplet. Pour 
ette appli
ation, nous nous 
on
entrons sur la déte
tion de tumeurs 
an
é-

reuses dans le sein à partir de potentiels mesurés sur les éle
trodes atta
hées sur la peau. D'un

point de vue mathématique, le 
al
ul des potentiels sur 
es éle
trodes équivaut à 
al
uler la

moyenne sur les éle
trodes de la solution d'une équation de di�usion ave
 
ertaines 
onditions

aux bords parti
ulières. Cela justi�e que nous n'ayons pas for
ément besoin de 
onnaître la

solution partout dans le domaine. De plus dans le 
adre de la résolution de problèmes inverses,

on peut être amené à 
al
uler un grand nombre de fois la solution de problèmes dire
ts. Dans


e type de 
as, la méthode de Monte-Carlo peut don
 s'avérer une alternative très e�
a
e.

Nous allons maintenant dé
rire l'organisation du manus
rit.

Dans le deuxième 
hapitre, nous rappelons les prin
ipes de base de la méthode de Monte-

Carlo et ses appli
ations à l'intégration numérique et à la résolution d'équations aux dérivées

partielles. Les te
hniques usuelles de rédu
tion de varian
e seront dé
rites dans le 
as de l'in-

tégration numérique. Un soin parti
ulier sera porté à la des
ription des outils probabilistes

pour résoudre des équations de Poisson ave
 des 
onditions aux bords de type de Diri
hlet et

Neumann 
omme la formule de Feynman-Ka
, le s
héma d'Euler, la mar
he sur les sphères

ou la mar
he sur les re
tangles.

Dans le troisième 
hapitre, nous 
ommençons par rappeler les di�érents s
hémas 
lassiques

pour simuler les pro
essus sto
hastiques liés aux opérateurs présentant un 
oe�
ient de di�u-

sion 
onstant par mor
eaux. Ensuite, nous introduisons de nouvelles méthodes de Monte-Carlo

e�
a
es pour résoudre des équations aux dérivées partielles elliptiques en dimension deux et

trois ave
 un 
oe�
ient de di�usion 
onstant par mor
eaux, mais aussi des 
onditions aux

bords de type Robin et également un terme d'amortissement. Ces méthodes sont basées sur

l'évolution d'une mar
he aléatoire et de son s
ore à l'intérieur de sous-domaines et de repla
e-

ments aux interfa
es et aux bords du domaine. Le mouvement à l'intérieur d'un sous-domaine

se fait grâ
e à la mar
he sur les sphères standard ou d'une variante développée spé
ialement

dans le 
as où il y a à la fois un terme d'amortissement et un terme sour
e. Pour traiter

les repla
ements à l'interfa
e ou aux bords du domaine, nous développons des te
hniques

de di�éren
es �nies sto
hastiques. Ces te
hniques 
onstituent une amélioration des s
hémas

usuels 
ar l'ordre du biais à 
haque repla
ement est plus élevé (ordre trois pour les nouveaux

s
hémas au lieu de deux habituellement). Dans le 
as parti
ulier de l'opérateur Lapla
ien ave


des 
onditions de Robin partout sur le bord, nous e�e
tuons une analyse du biais et de la

varian
e de l'algorithme 
omplet. De nombreux tests numériques montrent que le biais global

de l'algorithme est d'ordre deux.

Le quatrième 
hapitre est 
onsa
ré à un exemple d'appli
ation des équations sous forme

divergen
e : la modélisation d'une tumeur 
an
éreuse dans un sein dans le 
adre de la to-

mographie par impédan
e éle
trique. Dans 
e modèle appelé modèle des éle
trodes 
omplet,

le sein est divisé en deux zones ave
 des 
oe�
ients de di�usion di�érents (
ondu
tivités

éle
triques), une �ne 
ou
he de peau et une 
ou
he de gras. Des éle
trodes sont atta
hées à

di�érentes zones de la surfa
e de la peau. Ces zones sont modélisées par des 
onditions de

Robin et le reste de la peau par des 
onditions de Neumann. La tumeur est supposée sphé-

rique et la 
ondu
tivité à l'intérieur de 
elle-
i in�nie 
ar la 
ondu
tivité y est beau
oup plus
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grande que dans la 
ou
he de gras. Ce
i permet également de modéliser les 
onditions au

bord de la tumeur par une 
onstante obtenue grâ
e à la 
onservation de la 
harge. Dans le


as de plusieurs tumeurs, la 
ondu
tivité à l'intérieur des tumeurs est 
hoisie beau
oup plus

grande que dans le gras mais reste �nie. Le problème dire
t 
onsiste à estimer les intensités

moyennes sur 
haque éle
trode en 
onnaissant la distribution de 
ondu
tivité, la lo
alisation

de la tumeur et la tension sur 
es mêmes éle
trodes. Après avoir rappelé les résultats d'exis-

ten
e et d'uni
ité de 
e modèle, nous étudions le biais de notre algorithme pour un modèle

en dimension un ave
 une 
ondition de Neumann à une extrémité et de Robin sur l'autre

extrémité. Nous montrons théoriquement que sur 
et exemple le biais global de l'algorithme

est toujours d'ordre deux. Nous reprenons ensuite l'étude du biais et de la varian
e pour un


as-test en dimension deux où le sein est modélisé par deux 
ou
hes 
on
entriques et la tumeur

par un disque. Cette étude numérique montre que le biais est toujours d'ordre deux pour un

modèle régularisé mais un peu moins que deux pour 
elui des éle
trodes. Un modèle en trois

dimensions sur une demi-sphère est aussi étudié. Tous nos tests numériques 
omportent une


omparaison ave
 une résolution par une méthode d'éléments �nis programmée à l'aide du

logi
iel Freefem++. A�n de réduire la varian
e, nous utilisons aussi la solution du problème

sans tumeur donnée par 
e logi
iel 
omme une variable de 
ontr�le de la solution du problème

ave
 la tumeur. Cette te
hnique permet de réduire la varian
e de manière très signi�
ative.

Une autre version purement sto
hastique de 
ette idée est également proposée ainsi que la

parallélisation des di�érents algorithmes à l'aide de l'interfa
e de programmation Openmp.

Le dernier 
hapitre traite de la déte
tion de la tumeur à partir des intensités moyennes

mesurées sur les N éle
trodes dans N−1 
on�gurations linéairements indépendantes. Il s'agit

don
 d'un problème inverse dont nous 
ommençons par rappeler les 
ara
téristiques en terme

d'uni
ité et de stabilité. Pour sa résolution, nous proposons deux nouvelles appro
hes paramé-

triques fondées sur des algorithmes sto
hastiques. Dans un premier temps nous 
onsidérons

la déte
tion d'une seule tumeur 
ir
ulaire dans un milieu où les 
ondu
tivités sont 
onnues

en dehors de la tumeur et où seuls le rayon et la position de 
elle-
i sont in
onnus. Les deux

algorithmes sto
hastiques reposent sur le même prin
ipe : 
réer une population de 
andidats

dont la distribution (destiner à 
onverger vers la solution) va évoluer en fon
tion de 
elle

de meilleurs 
andidats. Ces meilleurs 
andidats sont 
eux dont la fon
tion 
oût qui mesure

l'é
art quadratique entre les intensités mesurées et les intensités estimées est la plus petite.

Le premier algorithme repose sur l'estimation de distribution où les trois in
onnues (rayon

et 
oordonnées de l'in
lusion) sont paramétrisées par des lois uniformes indépendantes qui

évoluent 
omme une 
ombinaison linéaire entre la loi a
tuelle et la loi empirique des meilleurs


andidats. Le deuxième algorithme est un algorithme mimétique qui met en 
ompétition les

di�érentes 
andidats à l'aide de duels et dont la phase de re
her
he se fait grâ
e à un mouve-

ment Brownien à pas dé
roissant. Les deux algorithmes fournissent des résultats très pré
is

surtout grâ
e aux te
hniques de rédu
tion de varian
e développées dans le 
hapitre pré
édent.

Nous appliquons �nalement 
es algorithmes à des problèmes plus 
ompliqués où les 
ondu
-

tivités dans les 
ou
hes de peau et de gras sont également in
onnues et où il peut y avoir

plusieurs tumeurs.





Chapitre 2

La méthode de Monte-Carlo et son

appli
ation à l'équation de Poisson

2.1 Des
ription de la méthode de Monte-Carlo

Les méthodes de Monte-Carlo ([26℄,[48℄) désignent un ensemble de méthodes numériques qui

reposent sur des nombres aléatoires. Nous allons dans 
ette thèse nous intéresser prin
ipa-

lement à la méthode de Monte-Carlo standard qui 
onsiste à appro
her numériquement une

quantité déterministe après avoir é
rit 
elle-
i 
omme l'espéran
e E(X) d'une 
ertaine variable
aléatoire X . La méthode de Monte-Carlo s'appuie sur la loi des grands nombres qui a�rme

que la moyenne empirique de la variable aléatoire X 
onverge vers son espéran
e E(X). La
loi forte des grands nombres [53℄ pour des variables intégrables s'énon
e de la façon suivante :

Théorème 1. Soit (Xi, i ≥ 1) une suite de variables aléatoires dans R indépendantes suivant

toutes la même loi qu'une variable aléatoire X. On suppose que E(|X|) < +∞. Alors, pour

presque tout ω :

E(X) = lim
n→+∞

1

n
(X1(ω) + ...+Xn(ω)).

La formule pré
édente nous fournit un estimateur de E(X) mais il ne nous dit pas à quelle

vitesse 
et estimateur 
onverge 
e qui est 
ru
ial d'un point de vue numérique. Autrement

dit, il faut étudier le 
omportement de l'erreur

εn = E(X)− 1

n
(X1 + ...+Xn)

en fon
tion de n. Cette question est résolue par le théorème de limite 
entral qui donne le


omportement asymptotique de l'erreur εn sous l'hypothèse supplémentaire de l'existen
e d'un

moment d'ordre 2 pour X . Il peut s'énon
er 
omme suit

Théorème 2. Soit (Xi, i ≥ 1)une suite de variables aléatoires dans R indépendantes suivant

toutes la même loi qu'une variable aléatoire X. On suppose que E(X2) < +∞. On note

σ2 = E(X − E(X))2 = E(X2)− E(X)2

la varian
e de X. On suppose que σ > 0, alors la variable aléatoire

√
n
σ
εn 
onverge en loi vers

une variable aléatoire G suivant une loi gaussienne 
entrée réduite de densité

e−x2/2
√
2π

. Si f est

une fon
tion 
ontinue bornée, E(f(
√
n
σ
εn)) 
onverge vers E(f(G)) =

∫∞
−∞ f(x) 1√

2π
e−

x2

2 dx.

5
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On va se servir de 
e théorème pour 
onstruire un intervalle de 
on�an
e pour la quantité

E(X). En e�et pour n su�samment grand la variable aléatoire

T =

√
n

σ
εn

suit une loi normale 
entrée réduite. Par 
onséquent 
omme

P(−1.96 ≤ T ≤ 1.96) =

∫ 1.96

−1.96

1√
2π
e−

x2

2 dx ≃ 0.95,

on obtient en notant X̄ = 1
n

n∑
i=1

Xi

P(−1.96 ≤
√
nεn
σ
≤ −1.96) ≃ 0.95

⇔ P

(
− −1.96σ√

n
≤ εn ≤

1.96σ√
n

)
≃ 0.95

⇔ P

(
− −1.96σ√

n
+ X̄ ≤ E(X) ≤ 1.96σ√

n
+ X̄

)
≃ 0.95

et on a don
 l'intervalle de 
on�an
e à 95%

[
−1.96σ√

n
+ X̄,

1.96σ√
n

+ X̄ ]

pour E(X). En général, σ n'est pas 
onnu. En pratique, on rempla
e σ par son estimateur

empirique s dé�ni par

s2 =
1

n− 1

n∑

i=1

(Xi − X̄)2 =
1

n− 1

( n∑

i=1

X2
i − nX̄2

)
.

On a les propriétés suivantes : s2 est un estimateur sans biais de σ2
et s2 tend vers σ2

presque sûrement quand n tend vers +∞. L'expression

1
n−1

(∑n
i=1X

2
i − nX̄2

)
permet de


al
uler fa
ilement s2 numériquement à l'aide d'un programme. Si on rempla
e σ par s dans
la dé�nition de T , la variable aléatoire obtenue suit une loi de Student à n−1 degrés de liberté
[86℄ si X est une Gaussienne. Si X suit une loi quel
onque, 
ette loi tend vers une Gaussienne

pour n assez grand 
e qui sera toujours le 
as dans la suite. On peut don
 rempla
er σ par s
dans la formule pré
édente pour obtenir l'intervalle de 
on�an
e asymptotique à 95 %

[
−1.96s√

n
+ X̄,

1.96s√
n

+ X̄ ].

Exemple 1. Cal
ul d'aires Nous voulons 
al
uler l'aire S d'un domaine D in
lus dans le


arré [0, 1]× [0, 1] qui est délimité par une 
ourbe f(x, y) = 0 où les points qui appartiennent

au domaine sont 
eux tels que f(x, y) < 0. On e�e
tue n lan
ers uniformément dans le 
arré
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et on note n1 le nombre de fois où l'on tombe dans D. On va montrer que

n1

n
tend vers S

quand n tend vers +∞.

•• •

•

•

•

••

•
•

••

•

•

•

•

•

• •
•

•

•

••

•
•• •

•

•
•

•

•
•n1

D

Figure 2.1 � Cal
ul Monte-Carlo de la surfa
e d'un 
er
le

On dé�nit les variables aléatoires

Zi = 1{f(Xi,Yi)<0}, i = 1, ..., n

où le 
ouple (Xi, Yi) suit une loi uniforme sur [0, 1]× [0, 1]. On a évidemment

n∑
i=1

Zi = n1 et

E(Zi) = P (f(Xi, Yi) < 0) =

∫ 1

0

∫ 1

0

1{f(x,y)<0}dxdy = S.

En appliquant la loi des grands nombres, nous avons

lim
n→∞

n∑
i=1

Zi

n
= E(Z) = S

et l'intervalle de 
on�an
e à 95%

[−1.96s√
n

+
n1

n
,
1.96s√
n

+
n1

n

]

où

s2 =
n1

n− 1

(
1− n1

n

)
.

La �gure 2.1 montre l'exemple de l'appli
ation de 
ette méthode au 
as du 
er
le 
entré en

(0.5, 0.5) et de rayon 0.5. La fon
tion f vaut

f(x, y) = (x− 0.5)2 + (y − 0.5)2 − 0.25.

Le rapport

n1

n
tend vers

π
4
et don


4n1

n
fournit une approximation de π.
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L'exemple de 
al
ul de surfa
e exprime très bien les avantages et les in
onvénients de la

méthode de Monte-Carlo. Elle ne dépend pas de la régularité de la fon
tion f qui dé�nit la

surfa
e. La méthode est très simple, très fa
ile à mettre en oeuvre et peut s'étendre aisément

à des problèmes en plus grande dimension. Elle est souvent utilisée dans le 
al
ul numérique

d'intégrales en dimension plus élevée qu'un ou dans la résolution d'équations aux dérivées

partielles, ainsi que dans beau
oup d'appli
ations de mathématiques �nan
ières par exemple

l'évolution des prix dans le modèle Bla
k et S
holes ([8℄,[32℄,[53℄). Un gros avantage de la

méthode de Monte-Carlo est sa parallélisation 
omplètement naturelle. Ce
i est d'autant plus

important ave
 le développement des 
artes graphiques de type GPU. Nous utiliserons 
es

te
hniques de parallélisation dans le 
hapitre 5.

L'in
onvénient majeur de 
ette méthode est sa vitesse de 
onvergen
e très lente donnée par

σ√
n
qui ne permet pas d'obtenir une bonne pré
ision sans un e�ort de 
al
ul important. Deux

pistes prin
ipales sont explorées pour pallier 
et in
onvénient. La première est l'utilisation

de suites qui sont mieux réparties dans l'espa
e suivant 
ertains 
ritères que les nombres

pseudo-aléatoires. On peut 
iter les suites quasi-Monte Carlo où à dis
répan
e faible qui

sont 
onstruites a�n de minimiser la dis
répan
e. Ces suites permettent d'obtenir une vitesse

de 
onvergen
e a

rue en dimension d qui vaut par exemple

(logn)d−1

n
en parti
ulier pour

l'intégration numérique ([25℄,[79℄). La te
hnique de quanti�
ation repose sur la même idée mais

les points 
onstruits sont issus de la minimisation d'un 
ritère quadratique appelé distortion.

Les formules d'intégration s'y ratta
hant peuvent être plus e�
a
es que les pré
édentes en

petite dimension ([80℄,[81℄). L'in
onvénient de 
ette méthode est que pour 
haque formule de

quadrature les points et les poids doivent être 
al
ulés à l'aide d'un algorithme. Nous verrons

au 
hapitre 4 un exemple d'appli
ation de 
ette méthode et de 
et algorithme où il s'agira de

pla
er des points uniformément sur une demi-sphère.

L'autre te
hnique 
onsiste à réduire la varian
e σ2
en 
onstruisant une variable aléatoire

ayant même espéran
e que 
elle de départ mais ave
 une varian
e plus petite. Nous dis
uterons

plus en détail de 
ette te
hnique dans la se
tion (2.3).

2.2 Constru
tion de générateurs de nombres aléatoires

2.2.1 Générateur de la loi uniforme sur [0, 1]

Pour mettre en oeuvre la méthode de Monte-Carlo, il faut être 
apable de générer des

nombres au hasard. Même s'il existe des générateurs physiques basées par exemple sur l'hor-

loge de l'ordinateur, la plupart des nombres au hasard sont 
onstruits à l'aide de nombres

pseudo-aléatoires qui appartiennent en fait à des suites déterministes. La qualité de 
es suites

se mesure par des tests statistiques sur l'adéquation ave
 la loi à simuler et par l'étude des


orrélations entre les di�érents termes de la suite.

Avant de simuler une loi quel
onque, on 
ommen
e par simuler la loi uniforme sur l'in-

tervalle [0, 1]. Nous allons dé
rire le prin
ipe du générateur linéaire qui sera utilisé dans 
ette

thèse. On se donne x0 ∈ N la ra
ine du générateur, un nombre premier M très grand et deux

paramètres a, b ∈ N. Nous dé�nissons alors une suite d'entiers

xn+1 = axn + b (mod M)
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qui donne un nombre entier pseudo-aléatoire entre 0 et M − 1. Le nombre aléatoire uniforme

sur [0, 1] s'obtient don
 par un = xn

M
. Les 
hoix des di�érents paramètres sont 
ru
iaux pour

assurer de bonnes propriétés statistiques. On voit par exemple que si on 
hoisit a trop petit,

plusieurs valeurs 
onsé
utives des un peuvent être pro
hes les unes des autres 
e qui n'est pas

bon en terme de 
orrélation. Le 
hoix de a se fait don
 en général dans [
√
M,M −

√
M ]. Le


hoix de x0 peut in�uer grandement sur la période de générateur. Nous utilisons dans 
ette

thèse les paramètres re
ommandés dans [83℄ :





x0 = 51477

a = 16807

b = 0

M = 2147483647

Pour réduire en
ore plus les 
orrélations, il existe une te
hnique de brassage qui 
onsiste

à ranger les nombres aléatoires dans un tableau et à tirer au hasard (à l'aide d'un autre

générateur aléatoire) le nombre suivant parmi les éléments de 
e tableau. Cette te
hnique ne

sera pas utilisée i
i.

2.2.2 Générateurs d'autres lois

Nous venons de dé
rire 
omment simuler une loi uniforme sur [0, 1]. Pour simuler d'autres lois,
nous allons rappeler dans le lemme suivant la méthode d'inversion de la fon
tion de répartition

que nous allons souvent utiliser dans la suite.

Lemme 1. Soit X une variable aléatoire réelle de fon
tion de répartition F (x) = P(X ≤ x),
dont l'inverse généralisé (appelé quantile) est dé�ni par F−1(u) = inf{x : F (x) ≥ u}. Alors

F−1(U)
loi

= X.

Inversement, si F est 
ontinue, alors F (X)
loi

= U([0, 1]).

La démontration de 
e lemme peut se trouver dans [34℄.

Exemple 2. Loi exponentielle.

Soit X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de paramètre λ. Sa densité est donnée
par

f(x) = λ exp(−λx)1{x≥0}.

Sa fon
tion de répartition est don


F (x) =

∫ x

0

λ exp(−λy)dy = (1− exp(−λx))1{x≥0}.

La résolution de l'équation

1− exp(−λx) = z

nous donne

x = − log(1− z)
λ

.
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Une simulation de 
ette variable aléatoire est don
 donnée par

F−1(U) = − log(U)
λ

puisque les variables aléatoires U et 1− U ont même loi.

En pratique F−1
n'a pas for
ément une expression analytique simple. On peut éventuel-

lement utiliser une méthode numérique 
omme la méthode de Newton pour 
al
uler F−1(U).
La situation peut-être en
ore moins favorable si même F (x) est di�
ile à 
al
uler ou si la va-

riable à simuler est multi-dimensionnelle. Il existe d'autres méthodes pour simuler 
e type de

loi par exemple la méthode du rejet ou la méthode de Monte Carlo par 
haîne de Markov [22℄

(mais nous ne les abordons pas dans 
e manus
rit). Pour simuler la loi normale, il existe une

méthode parti
ulière dite de Box-Muller qui permet de simuler un 
ouple de variables aléa-

toires Gaussiennes 
entrées, réduites et indépendantes. Soient U1, U2 deux variables aléatoires

indépendantes, uniformément distribuées dans [0, 1], alors

Z0 =
√
−2 ln(U1) cos(2πU2)

et

Z1 =
√
−2 ln(U1) sin(2πU2)

sont des variables aléatoires indépendantes suivant la loi normale 
entrée réduite.

Nous traiterons également dans la se
tion (3.3.2) la simulation de variables aléatoires dis-


rètes dans un 
as parti
ulier.

2.3 Rédu
tion de varian
e

Comme nous venons de le remarquer, l'in
onvénient majeur de la méthode de Monte-Carlo

est sa vitesse de 
onvergen
e lente donnée par

σ√
n
. Une manière d'augmenter 
ette vitesse de


onvergen
e est de diminuer la valeur de σ par 
e qu'on appelle la rédu
tion de varian
e.

On est don
 amené à 
her
her une variable aléatoire Y telle que E(X) = E(Y ) et σY < σX .
Il existe di�érentes te
hniques de rédu
tion de varian
e 
omme par exemple les variables de


ontr�le [65℄ ou l'é
hantillonnage préférentiel [53℄, que nous allons maintenant détailler.

2.3.1 Variables de 
ontr�le

On veut 
al
uler E(Z) par la méthode de Monte-Carlo. La méthode des variables de 
ontr�le


onsiste à é
rire

E(Z) = E(Z − Y ) + E(Y ),

où E(Y ) peut se 
al
uler expli
itement et si possible σ2
Z−Y < σ2

Z . La quantité E(Z − Y )
est ensuite évaluée par la méthode de Monte Carlo. Par exemple, supposons qu'on souhaite


al
uler numériquement la quantité

I = E(f(X)) =

∫

D

f(x)dx,
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oùX suit la loi uniforme sur l'intervalle [0, 1]. On dispose d'une fon
tion h dont on sait 
al
uler
l'intégrale sur D et telle que h soit une approximation de f . Posons maintenant Z = f(X) et
Y = h(X), le 
al
ul de I se fait alors par

I = E(Z − Y ) + E(Y ) =

∫

D

(f(x)− h(x))dx+
∫

D

h(x)dx

où la première intégrale est 
al
ulée par la méthode de Monte Carlo et où la valeur de la

deuxième intégrale est 
onnue exa
tement. Prenons l'exemple suivant pour illustrer notre

propos. On veut 
al
uler l'intégrale

I =

∫ 1

0

exp(x)dx

par la méthode de Monte-Carlo. La varian
e vaut dans 
e 
as

σ2
Z =

∫ 1

0

(exp(x))2dx−
(∫ 1

0

exp(x)dx

)2

= 0.242.

Si on prend h(x) = x, la quantité

J =

∫ 1

0

(exp(x)− x)dx

doit être 
al
ulée par la méthode de Monte Carlo et sa varian
e vaut

σ2
Z−Y =

∫ 1

0

(exp(x)− x)2dx−
(
(exp(x)− x)dx

)2

= 0.04365.

La varian
e est réduite de 0.242 à 0.04365.
Si maintenant on prend h(x) = x+ x2

2

omme approximation de f , on doit alors 
al
uler

par la méthode de Monte-Carlo l'intégrale

J =

∫ 1

0

(exp(x)− x− x2

2
)dx

dont la varian
e vaut 
ette fois-
i

σ2
Z =

∫ 1

0

(exp(x)− x− x2

2
)2dx−

(∫ 1

0

(exp(x)− x− x2

2
)

)2

= 0.0037.

Le 
al
ul de I se fait don
 par

I = J +

∫ 1

0

(x+
x2

2
)dx = J +

2

3
.

On 
onstate que la varian
e a été e�e
tivement réduite puisque l'on est passé de 0.242 à

0.044 puis à 0.0037 en utilisant un développement d'ordre 2. On aurait pu la réduire en
ore

davantage en prenant plus de termes dans l'approximation de la fon
tion exponentielle. Le
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hoix de la fon
tion h détermine la qualité du nouvel estimateur. L'idée de 
ette te
hnique

est simple mais en général il n'est pas évident de déterminer une bonne variable de 
ontr�le

Y . Un autre in
onvénient qui n'apparaît pas au premier 
oup d'oeil est le sur
oût engendré

par le 
al
ul de E(Y ) et surtout par la simulation de variable aléatoire Z − Y . Dans le 
as où
le temps de 
al
ul de E(Y ) est négligeable par rapport au 
al
ul Monte-Carlo de E(Z−Y ), le
bon 
ritère pour 
omparer la performan
e de deux estimateurs Monte-Carlo est le produit de

leur varian
e par leur temps de 
al
ul [55℄ : plus 
e produit est petit meilleur est l'estimateur.

Une autre di�
ulté pratique peut être le 
al
ul de E(Y ). Nous allons développer 
ette te
h-
nique au 
hapitre 4 pour la résolution d'équations aux dérivées partielles, le 
al
ul de E(Y )
pour notre appli
ation impliquera la résolution numérique de la même équation par la méthode

des éléments �nis.

2.3.2 E
hantillonnage préférentiel

Supposons que nous voulons 
al
uler

E(f(X)) =

∫

D

f(x)p(x)dx

où p(x) est la densité de X . Pour toute densité g sur D, nous avons

E(f(X)) =

∫

D

f(x)
p(x)

g(x)
g(x)dx = E

(
f(Y )p(Y )

g(Y )

)
,

où Y admet g(x) 
omme densité. En posant Z = f(Y )p(Y )
g(Y )

, on 
her
he 
omme pré
édemment

une densité g(x) telle que σ2
Z < σ2

f(X). La varian
e de Z se 
al
ule par la formule suivante

σ2
Z = E(Z2)− E(Z)2 =

∫

D

f 2(x)p2(x)

g(x)
dx− E(f(X))2.

Si f > 0, le 
hoix idéal est don


g(x) =
f(x)p(x)

E(f(X))

qui annule la varian
e du nouvel estimateur. En pratique nous ne 
onnaissons évidemment pas

la valeur de E(f(X)). Par 
ontre 
e
i nous donne une idée pour 
hoisir la fon
tion g optimale

pour que la varian
e soit la plus petite possible. Il faut 
hoisir la fon
tion g(x) la plus pro
he
possible de |fp| normalisé.

Nous allons donner un exemple d'utilisation de 
ette te
hnique où la varian
e est réduite

de l'in�ni à une valeur �nie. Nous voulons 
al
uler E(f(X)) =
∫ 1

0
exp(x)
2
√
x
dx, ave
 f(x) = exp(x)

2
√
x

et p(x) est la densité de la loi uniforme X sur [0, 1]. Nous avons

σ2
f(X) =

∫ 1

0

exp(2x)

4x
dx−

∫ 1

0

(
exp(x)

2
√
x

)2

dx.

Comme nous avons ∫ 1

0

exp(2x)

4x
dx >

∫ 1

0

dx

4x
=∞
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et ∣∣∣∣
∫ 1

0

exp(x)

2
√
x
dx

∣∣∣∣ <
∣∣∣∣
∫ 1

0

e

2
√
x
dx

∣∣∣∣ < e,

on en déduit que σ2
f(X) =∞. Maintenant nous 
hoisissons g(x) = 1

2
√
x
et Z = exp(Y ) où 1

2
√
y

est la densité de Y . La varian
e du nouvel estimateur est donnée par

σ2
Z =

∫ 1

0

exp(2x)

2
√
x

dx−
(∫ 1

0

exp(x)

2
√
x
dx

)2

<∞.

La varian
e est don
 réduite de ∞ à une valeur �nie. Pour simuler Y on 
al
ule

F (x) =

∫ x

0

1

2
√
y
dy =

√
x

et on en déduit que la variable aléatoire U2
où U est la loi uniforme sur [0, 1] a même loi que

Y . On peut don
 proposer l'estimateur

1
n

n∑
i=1

exp(U2
i ) pour appro
her E(f(X)). On voit que


ette méthode permet de faire plus de tirages dans les zones intéressantes. I
i par exemple

la densité de la variable aléatoire U2
est beau
oup plus grande autour de 0 que 
elle de la

variable aléatoire U . Dans le 
hapitre 4, nous allons utiliser 
ette te
hnique pour un problème

d'optimisation sto
hastique grâ
e à la méthode dite d'estimation de distribution [54℄. La loi

de la variable aléatoire servant au tirage d'importan
e sera modi�ée à 
haque étape.

2.4 Méthode de Monte Carlo pour l'équation de Poisson

ave
 des 
onditions de Diri
hlet

Le mouvement Brownien peut être vu 
omme une des
ription mathématique du mou-

vement aléatoire d'une grosse parti
ule immergée dans un �uide et soumise à au
une autre

intera
tion que des 
ho
s ave
 les petites molé
ules du �uide environnant. Il en résulte un

mouvement très irrégulier de la grosse parti
ule.

D'un point de vue mathématique, il existe plusieurs façons de dé�nir un mouvement

Brownien [10℄, nous utilisons la dé�nition 
lassique tirée de [49℄. On 
ommen
e par rappeler

la dé�nition d'un pro
essus aléatoire puis 
elle du mouvement Brownien réel.

Dé�nition 1. Soit (Ω,F ,P) un espa
e probabilisé, (E, ε) un espa
e mesurable et T un en-

semble d'indi
es (par exemple N,R). Un pro
essus aléatoire ou sto
hastique est une appli
ation

mesurable

X :

{
(T× Ω,B(T) ⊗F)→ (E, ε)

(t, ω) 7→ Xt(ω).

Dé�nition 2. Un mouvement Brownien réel est un pro
essus sto
hastique (Wt)t∈R+ ∈ R tel

que

1. W0 = 0 presque surement

2. Les traje
toires t 7→ Wt sont 
ontinues, ave
 une probabilité 1



14 Chapitre 2. La méthode de Monte-Carlo et son appli
ation à l'équation de Poisson

3. ∀n, ∀ti, 0 ≤ t0 ≤ t1... ≤ tn, les variables aléatoires

(Wtn −Wtn−1 , ...,Wt1 −Wt0 ,Wt0)

sont indépendantes

4. Pour tout 0 ≤ s < t, la variable aléatoire (Wt − Ws) a une distribution Gaussienne

N (0, t− s) de moyenne 0 et de varian
e t− s.

On peut également dé�nir un mouvement Brownien en dimension d 
omme un pro
essus

(W 1
t , ...,W

d
t ) à valeur dans R

d
où toutes les 
omposantes (W i

t )t∈R+ , i = 1, ..., d sont des mouve-

ments Browniens indépendants. Le mouvement Brownien véri�e des propriétés de translation

et de 
hangement d'é
helle données par la proposition suivante :

Proposition 1. Si (Wt)t≥0 est un mouvement Brownien multidimensionnel alors il en est de

même pour les pro
essus (Yt)t≥0 (à valeur dans Rd
) :

1. Yt = a−1Wa2t, a > 0;

2. Yt = tWt−1 , Y0 = 0;

3. Yt = Wt+t0 −Wt0 , t0 > 0;

4. Yt = WT−t −WT , t ∈ [0, T ] et T > 0.

On dé�nit également W x
t = x+Wt 
omme le mouvement Brownien issu de x. Le mouvement

Brownien est souvent utilisé pour dé
rire les variations des mar
hés �nan
iers. Dans la suite

de 
e manus
rit, il servira à la résolution d'équations aux dérivées partielles.

Nous allons maintenant introduire la dé�nition du temps lo
al en dimension un [49℄. La

dé�nition du temps lo
al d'un pro
essus multidimensionnel peut se trouver dans [87℄. Il va

servir dans la se
tion (2.8) pour dé
rire une représentation probabiliste de la solution dans le


as où il y a une 
ondition de Neumann sur le bord.

Dé�nition 3. On suppose que (Xs)s≥0 est une semi-martingale, le temps lo
al de X au point

x est un pro
essus sto
hastique dé�ni par

Lx(t) =

∫ t

0

δ(x−Xs)d < X >s

où δ désigne la masse de Dira
 en zéro et < X > désigne la variation quadratique �nie du

pro
essus X. On peut aussi le dé�nir 
omme

Lx(t) = lim
ε→0

1

2ε

∫ t

0

1{x−ε<Xs<x+ε}ds.

2.4.1 Formule de Feynman-Ka
 pour des équations de Poisson ave


des 
onditions aux bords de type Diri
hlet

La formule de Feynman-Ka
 est un outil très e�
a
e pour é
rire la solution pon
tuelle

d'équations aux dérivées partielles linéaires de transport ou de di�usion 
omme la moyenne
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d'une fon
tionnelle d'un pro
essus sto
hastique. Cette solution est ensuite 
al
ulée numéri-

quement par la méthode de Monte-Carlo. Outre l'erreur standard liée à la méthode de Monte-

Carlo, un biais peut apparaître provenant de l'approximation du pro
essus sto
hastique par

un s
héma de dis
rétisation. Les algorithmes développés dans la suite reposent sur la résolu-

tion d'équations de Poisson ave
 des 
onditions au bord de type Diri
hlet dans un domaine

D ⊂ Rd
ave
 un bord ∂D régulier par mor
eaux. Nous allons 
ependant rappeler la formule

de Feynman-Ka
 ainsi que sa preuve dans le 
as général de l'équation de Poisson ave
 des


onditions aux bords de type Diri
hlet et également un terme d'amortissement qui nous sera

également utile dans la se
tion (3.2). On peut également obtenir des formules de Feynman-

Ka
 pour des opérateurs plus généraux (in
luant par exemple des termes de 
onve
tion) ou

pour des équations paraboliques [53℄.

Théorème 3. On se donne g ∈ L∞(D) et f une fon
tion bornée et régulière dé�nie sur D.

Soit u une solution C2(D) de l'équation

{
−1

2
∆u(x) + λu(x) = f(x), x ∈ D

u(x) = g(x), x ∈ ∂D (2.1)

où λ est une 
onstante positive. Alors ∀x0 ∈ D, on a

u(x0) = E

(
g(W x0

τD
)e−λτD +

∫ τD

0

f(W x0
t )e−λtdt

)
. (2.2)

où Wt est un mouvement Brownien en dimension d et τD est son temps de sortie dé�ni par

τD = inf{t,W x0
t ∈ Dc}

Démonstration. On pose φ(t, x) = u(x)e−λt
. En appliquant la formule d'It� [49℄ à la fon
tion

φ(t,W x0
t ), nous obtenons

dφ(t,W x0
t ) = −λu(W x0

t )e−λtdt+∇u(W x0
t )e−λtdW x0

t +
1

2
∆u(W x0

t )e−λtdt

= ∇u(W x0
t )e−λtdW x0

t − f(W x0
t )e−λtdt.

En intégrant de 0 à τD les deux membres de 
ette équation, nous obtenons

g(W x0
τD
)e−λτD − u(x0) = φ(τD,W

x0
τD
)− φ(0,W0) =

∫ τD

0

∇u(W x0
t )e−λtdW x0

t −
∫ τD

0

f(W x0
t )e−λtdt.

En prenant maintenant l'espéran
e de l'équation pré
édente et en notant que

E(

∫ τD

0

∇u(x)e−λtdW x0
t ) = 0,

nous obtenons le résultat. Dans le 
as où λ dépend de x, nous pouvons aussi utiliser 
ette
te
hnique pour obtenir la représentation Feynman-Ka
 de la solution en appliquant la formule

d'It� à la fon
tion φ(W x0
t , Yt) = u(W x0

t )eYt
ave
 Yt = −

∫ t

0
λ(W x0

s )ds.
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On s'intéresse maintenant à l'équation de Poisson ave
 des 
onditions aux limites de Diri-


hlet {
−1

2
∆u(x) = f(x), x ∈ D

u(x) = g(x), x ∈ ∂D (2.3)

qui est un 
as parti
ulier de l'équation (2.2) en prenant λ = 0. Dans 
e 
as, la solution en un

point x0 quel
onque est don
 donnée par la formule

u(x0) = E

(
g(W x0

τD
) +

∫ τD

0

f(W x0
t )dt

)
. (2.4)

Pour 
al
uler E(g(W x0
τD
)), on va devoir simuler la loi de la variable aléatoire W x0

τD

ar pour

un domaine quel
onque 
ette loi n'est pas 
onnue exa
tement. La méthode la plus 
lassique

pour simuler W x0
τD

est le s
héma d'Euler que nous allons dé
rire dans la se
tion (2.5). On

dé
rira ensuite deux autres méthodes plus e�
a
es, la mar
he sur les sphères (dans la se
tion

(2.6)) et la mar
he sur les re
tangles (dans la se
tion (2.7)). Ces deux méthodes reposent sur

le fait que la loi de W x0
τD

est 
onnue dans le 
as d'une sphère ou d'un re
tangle.

2.5 Le S
héma d'Euler

Tout d'abord, nous allons dé
rire le s
héma d'Euler pour un pro
essus de di�usion général

dont le mouvement Brownien est un 
as parti
ulier. On se donne un pro
essus de di�usion

(Xt)t≥0 dans R
d
dé�ni par

Xt = x+

∫ t

0

b(Xs)ds+

∫ t

0

σ(Xs)dWs

où (Wt)t≥0 est un mouvement Brownien dans Rd
. Pour un pas de temps ∆t, le s
héma d'Euler

dis
ret pour appro
her un pro
essus X en partant de x s'é
rit

X̃0 = x

X̃ti+1
= X̃ti + b(X̃ti)∆t + σ(X̃ti)(Wti+1

−Wti)

où ti = i∆t.
Talay et Tubaro [90℄ ont montré que dans l'espa
e R tout entier (pas de 
onditions au

bord), l'erreur provenant de l'approximation faible d'un pro
essus X par son s
héma d'Euler

dis
ret est un O(∆t). Dans le 
as d'une 
ondition de type Diri
hlet au bord, Gobet a montré

que l'erreur se 
omporte 
omme un O(
√
∆t) [37℄. Cette erreur peut être réduite à un O(∆t)

sous 
ertaines 
onditions de régularité sur g grâ
e à l'approximation dite de demi-espa
e [33℄.

Dans 
e dernier 
as, on utilise le s
héma d'Euler 
ontinu au lieu du s
héma pré
édent. Pour

t ∈ [ti, ti+1), le s
héma d'Euler 
ontinu est donné par

Xt = Xti + b(Xti)(t− ti) + σ(Xti)(Wt −Wti).

Le pro
essus peut-être absorbé entre l'étape i et l'étape i+ 1 même si Xti ∈ D et Xti+1
∈ D.

Si nous notons p(Xti , Xti+1
,∆t) := P(∀t ∈ [ti, ti+1]), Xt ∈ D), dans 
e 
as, la mar
he peut
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s'arrêter ave
 une probabilité 1− p(Xti , Xti+1
,∆t). Cette quantité vaut exp( −2didi+1

σ2(Xti )∆t
) si D est

un demi-espa
e où di = d(Xti , ∂D) est la distan
e entre Xti et ∂D. La même probabilité de

s'arrêter est utilisée pour un domaine quel
onque.

Si on revient au 
al
ul de l'équation de Poisson, nous devons seulement simuler un mou-

vement Brownien (
e qui 
orrespond au 
as b = 0, σ = 1 dans la dé�nition de Xt). Le s
héma

d'Euler dis
ret devient

W0 = x,W x0
ti+1

= W x0
ti +

√
∆tBi

où les {Bi}i≥0 sont des ve
teurs Gaussiens indépendants, de matri
e de 
ovarian
e N (0, Id) et
où ∆t est le pas de dis
rétisation (ti = i∆t). On suppose que W x0

tn a été simulé et que l'on est

en
ore en vie à 
et instant. On simule ensuite W x0
tn+1

: si W x0
tn+1
∈ Dc

, le mouvement s'arrête,

sinon il s'arrête ave
 la probabilité p(W x0
ti ,W

x0
ti+1

,∆t). Dans tous les 
as où le mouvement

s'arrête, le point de sortie est appro
hé par la proje
tion orthogonale de W x0
tn sur le bord. Le

biais de 
ette approximation est un O(∆t).
Pour 
al
uler le terme de sour
e E(

∫ τD
0

f(W x0
t )dt) on utilise en
ore le s
héma d'Euler en le


ouplant ave
 la méthode des re
tangles. Son approximation standard est don


∆t

n∑

i=1

f(W x0
i∆t)

où n∆t est le premier instant où la mar
he sort du domaine ou elle est tuée par l'approximation

demi-espa
e. On a en parti
ulier n∆t ≃ τD. Le biais sur le 
al
ul de u est en
ore un O(∆t).
Nous donnerons une nouvelle version de 
es s
hémas dans le 
as λ 6= 0 dans la se
tion

(3.3). Pour terminer nous montrons dans la �gure 2.2 la simulation de six traje
toires d'un

mouvement Brownien sur R issu de 0 par le s
héma d'Euler ave
 un pas ∆t = 1/300 jusqu'au
temps 1.

2.6 Simulation de la mar
he sur les sphères et 
al
ul de

son s
ore

Dans 
ette se
tion, nous dé
rivons la méthode de la mar
he sur les sphères et le 
al
ul de

son s
ore asso
ié en dimension deux et en dimension trois pour des équations de Poisson sans

terme d'amortissement. Cette méthode sera très largement utilisée dans toute la suite de 
e

manus
rit. Nous en 
onstruirons également dans la se
tion (3.3.2) des variantes pour traiter

le 
as ave
 un terme d'amortissement.

2.6.1 La mar
he sur les sphères

La mar
he sur les sphères, introduite par E.M.Muller [77℄ en 1956, est un outil important

pour la résolution numérique sto
hastique de problèmes aux limites paraboliques et surtout

elliptiques. Elle a été 
réée prin
ipalement pour résoudre le problème de Diri
hlet pour l'opé-

rateur Lapla
ien. Elle a aussi été utilisée plus ré
emment pour résoudre des problèmes plus

généraux, impliquant par exemple des opérateurs sous forme divergen
e ( [12℄, [57℄,[72℄). Pour
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Figure 2.2 � Six simulations du mouvement Brownien d'origine 0 e�e
tuées par le s
héma

d'Euler ave
 un pas ∆t = 1/300


omprendre l'esprit de 
ette méthode, nous 
ommençons par traiter l'équation de Lapla
e

ave
 des 
onditions de Diri
hlet

∆u = 0 dans D, u = g sur ∂D.

Nous reprenons la méthodologie dé
rite par Muller, l'obje
tif étant de 
al
uler la valeur

de u en un point x0 donné. On dé�nit d'abord S(x) 
omme la plus grande sphère 
ontenue

dans D̄ 
entrée sur x et de rayon ρ(x) = d(x, ∂D). Nous dé�nissons ensuite un pro
essus

appelé pro
essus sphérique {X0, ..., Xn} (x ∈ D) tel que X0 = x0 de la manière suivante : en

supposant 
onnue la suite X0, ..., Xn , la variable aléatoire Xn+1 est distribuée uniformément

sur S(Xn) = Sn. On 
hoisit ε > 0 puis on pose N = inf{n : ρ(Xn) ≤ ε} : on peut montrer

que N est presque sûrement �ni [75℄. L'estimateur de u(x0) est û(x0) = g(X̄N) où X̄N est la

proje
tion orthogonale de XN sur le bord. On va maintenant rappeler les propriétés de 
et

estimateur en terme de biais et de varian
e sous l'hypothèse que u est Lips
hitzienne. Ce
i

est assuré si le bord du domaine est su�samment régulier.

Théorème 4. On suppose que u(x) est une fon
tion Lips
hitzienne, 
e qui signi�e qu'il existe

une 
onstante C qui satisfait

|u(x)− u(y)| ≤ C‖x− y‖ ∀x, y ∈ D̄.
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Figure 2.3 � Des
ription de la mar
he sur les sphères

Nous obtenons les résultats suivants

1. E(û(x0)) = u(x0) +O(ε).

2. On pose

M = sup
x∈∂D

|g(x)| = sup
x∈D
|u(x)|

et

L = sup
x,y∈D

‖x− y‖.

Nous avons

σ(x)2 = E(û(x)− u(x))2 ≤ C2ε2 + 4MCε+ C2L2.

3. Si û1(x), ..., ûn(x) sont n estimateurs indépendants de u(x), nous avons

σn(x)
2 = E

(
1

n

n∑

k=1

ûi(x)− u(x)
)2

≤ C2ε2 +
1

n
(4MCε+ C2L2).
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Le détail de la démontration de 
e théorème peut se trouver dans [75℄. De plus, si D est un do-

maine 
onvexe, le nombre moyen d'étapes jusqu'à l'absorption est proportionnel à O(| log(ε)|),
voir [71℄. Comme la varian
e de l'estimateur est bornée uniformément, le 
oût de 
al
ul pour

atteindre une erreur moyenne quadratique δ est alors don
 un O(| log δ|δ−2) [24℄. Cette mé-

thode est beau
oup plus e�
a
e que le s
héma d'Euler 
ar le nombre d'étapes jusqu'à l'ab-

sorption est beau
oup plus petit : un O(| log(ε)|) au lieu d'un O( 1
∆t
) pour le s
héma d'Euler.

2.6.1.1 La fon
tion de Green 
onditionnelle

Dans de nombreux 
as le terme de sour
e dans l'équation (2.1) est non nul et le terme

d'amortissement est nul. La solution au point x0 est alors donnée par la formule (2.4). Dans


e 
as là, nous devons évaluer non seulement la quantité g(W x0
τD
) mais aussi la quantité∫ τD

0
f(W x0

t )dt le long d'une mar
he sur les sphères. Pour 
al
uler la 
ontribution à l'inté-

grale de 
hemin du terme de sour
e, au lieu de simuler en détail le mouvement irrégulier de

la traje
toire Brownienne 
omme ave
 le s
héma d'Euler, nous utilisons la fon
tion de Green


onditionnelle pour une sphère interprétée 
omme une densité de probabilité. La fon
tion

de Green 
onditionnelle donne la distribution du mouvement Brownien à l'intérieur d'une

sphère pendant son passage du 
entre au bord. Si on note K(x, y) 
ette fon
tion de Green


onditionnelle, le deuxième terme dans (2.4) pour la jème sphère devient

E

[∫ τSj

0

f(W xj
s )ds|W xj

τSj
= xj+1

]
=

∫

Sj

K(xj+1, u)f(u)du

où xj+1 est le point de sortie de 
ette sphère.

Pour le 
er
le unité exprimé en 
oordonnées polaires, on suppose que le point de sortie est x =
(1, θ1), alors K(1, θ1, r, θ) (que l'on peut é
rire simplement K(r, θ)) est solution de l'équation

{
−1

2
∆K(r, θ) = 0, (r, θ) ∈ S1

K(1, θ) = δ(θ − θ1).
(2.5)

L'expression expli
ite de K en dimension 2 [43℄ est donnée par

{
K(r, θ) = 1

2π
1−r2

1+r2−2r cos(θ−θ1)
, r < 1

K(1, θ) = δ(θ − θ1).
(2.6)

La fon
tion de répartition du rayon est don
 donnée par

FR(r) = r2(1− 2 log(r))1{0≤r≤1}

et la fon
tion de répartition 
onditionnelle de l'angle vaut

Fθ|R=r(θ) =
1

2
+

1

π
arctan

(
1 + r

1− r
tan(θ − θ1)

2

)
1{θ1−π/2≤θ≤θ1+π/2}.

Pour une sphère Sj de rayon rj 
entrée en (x1j , x
2
j), nous obtenons

∫

Sj

K(xj+1, u)f(u)du =
r2j
2
E(f(Pj))
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ave
 Pj = (rjR cos(θ) + x1j , rjR sin(θ) + x2j ). En dimension 3, la fon
tion de Green 
ondition-

nelle peut aussi se 
al
uler expli
itement [92℄ mais sa fon
tion de répartition est 
ompliquée

à 
al
uler. Certaines te
hniques numériques nous permettraient peut-être de simuler 
ette

fon
tion de répartition. Nous préférons utiliser une autre méthode basée sur des simulations

pré-
al
ulées que nous allons dé
rire dans la se
tion suivante.

2.6.1.2 Méthode à un point aléatoire

En dimension 3, nous venons de remarquer que le 
al
ul de la fon
tion de répartition de la

fon
tion de Green 
onditionnelle est problématique. De plus, même si nous 
onnaissons une

formule analytique pour 
ette fon
tion de répartition, nous devons la simuler numériquement.

Cela implique par exemple un 
ertain nombre d'itérations de la méthode de Newton pour

simuler la fon
tion de répartition du rayon. La méthode que nous allons utiliser i
i 
onsiste

à 
réer à l'avan
e des réalisations d'une variable aléatoire qui seront sto
kées dans un �
hier

de grande taille. Quand nous aurons besoin d'une réalisation de 
ette variable aléatoire, nous

tirerons au hasard uniformément dans 
e �
hier. Nous pouvons rempla
er la formule exa
te

par son approximation basée sur la méthode à un point aléatoire qui a été introduite dans

[63℄. Cette méthode repose sur le résultat suivant : pour n'importe quel point de départ x ∈ D

E

(∫ τD

0

f(W x
s )ds

)
= E

(
τDf(W

x
UτD

)
)
,

où U etW x
s sont des variables aléatoires indépendantes. Par 
onséquent, l'approximation faible

de l'intégrale de 
hemin peut se réduire à évaluer le terme de sour
e en un point aléatoire

du 
hemin multiplié par la longueur τD du 
hemin. L'idée est de 
réer un 
ouple de référen
e

(τS0 ,W
x
U×τS0

) de la traje
toire partant de l'origine, S0 étant la sphère unité et en supposant que

le point de sortie soit toujoursM(1, 0) en dimension deux etM(1, 0, 0) en dimension trois. En

pratique, nous estimons 
ette traje
toire par un s
héma d'Euler utilisant l'approximation de

demi-espa
e ave
 un pas de temps ∆t très �n. Les n points de la traje
toire Wi∆t, i = 0, n− 1
avant de tou
her le bord sont sto
kés. Le point de sortie ŴτS0

est la proje
tion de Wn∆t sur

le bord et le temps de sortie est τS0 = n∆t. Un point Wi∆t est 
hoisi uniformément parmi les

n premiers points de la traje
toire et on fait une rotation pour que le point de sortie ŴτS0

soit M . En dimension deux, si Ŵn△t = (cos θ, sin θ) il est transformé en M(1, 0) grâ
e à une

rotation dont la matri
e est (
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
.

En dimension trois, si Ŵn△t = (cos θ, sin θ cos φ, sin θ sin φ), il est transformé en M(1, 0, 0)
grâ
e à une rotation dont la matri
e est




cos θ sin θ cosφ sin θ sin φ
− cosφ sin θ sin2 φ+ cos2 φ cos θ − sinφ cosφ(1− cos θ)
− sinφ sin θ − sin φ cosφ(1− cos θ) cos2 φ+ sin2 φ cos θ


 .

Nous sto
kons dans un grand �
hier N réalisations du 
ouple (τS(1),WUτ
S(1)

) obtenues en

utilisant 
ette méthode. Ainsi, il nous su�ra de tirer uniformément au hasard dans 
e �
hier



22 Chapitre 2. La méthode de Monte-Carlo et son appli
ation à l'équation de Poisson

pour simuler de manière é
onomique le 
ouple pré
édent. Grâ
e à un argument d'é
helle, nous

obtenons également

E(

∫ τS(x,r)

0

f(
√
a(x+Ws))ds/x+ rWτ

S(1)
= z) = E(

r2

a
τS(1)f(x+ rWUτ

S(1)
)/x+Wτ

S(1)
= z)

et l'approximation

E(

∫ τS(x,r)

0

f(
√
a(x+Ws))ds/x+ rWτ

S(1)
= z) ≃ r2

a
τS(1)f(Rz(x+ rWUτ

S(1)
))

où Rz est la rotation qui transforme M en

z
‖z‖ qui est obtenue en 
hangeant θ en −θ dans les

rotations dé�nies pré
édemment. Ainsi nous pouvons appro
her fa
ilement la 
ontribution du

terme sour
e pour n'importe quelle sphère de rayon r et quel que soit le 
oe�
ient de di�usion


onstant a dans 
elle-
i.

2.6.2 Mar
he sur les sphères dé
entrée

Nous dé
rivons maintenant le 
as parti
ulier où le domaine D est lui-même un disque ou

une sphère. Dans 
e 
as, nous allons voir qu'il est possible de simuler dire
tement le point

de sortie en partant de n'importe quel point à l'intérieur de 
ette sphère. Ce
i nous fournira

don
 un estimateur sans biais et nous permettra de réduire à une le nombre d'étapes jusqu'à

l'absorption par le bord du domaine. La 
lé de 
ette te
hnique est d'utiliser le noyau de Poisson

K(x0, x) et de le 
onsidérer 
omme la distribution de probabilité du point de sortie [72℄. On

peut en e�et é
rire

E(g(W x0
τD
)) =

∫

∂D

K(x0, x)g(x)dx

qu'on peut réé
rire en dimension deux en 
oordonnées polaires 
omme

∫ 2π

0

K(r, α, R, θ)g(θ)dθ.

On peut voir 
ette formule 
omme l'espéran
e de g(Yα) où Yα admet K 
omme densité de

probabilité. Le noyau de Poisson en dimension deux vaut

K(r, α, R, θ) =
1

2π

R2 − r2
R2 + r2 − 2rR cos(θ − α) =

r2 − R2

4πrR

1

cos(θ − α)− R2+r2

2rR

.

Nous expliquons d'abord 
omment nous pouvons simuler la variable aléatoire Y0 de densité

K(r, 0, R, θ). Nous posons

β =
r2 − R2

4πrR
, γ = −(R

2 + r2)

2rR

et 
al
ulons la fon
tion de répartition

Fr,0(t) =

∫ t

0

β

γ + cos(θ)
dθ =

2β arctan(
(−1+γ) tan( t

2
))√

γ2−1
)

√
γ2 − 1

.
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De plus, nous avons

2β√
γ2−1

= − 1
π
et

−1+γ√
γ2−1

= −R+r
R−r


e qui permet d'é
rire

Y0 = F−1
r,0 (U) = 2 arctan

(
R− r
R + r

tan(πU)

)
,

où U est une variable aléatoire uniforme sur [0, 1]. Comme K(r, α, R, θ) = K(r, 0, R, θ − α),
la variable aléatoire Yα = Y0 + α admet K(r, α, R, θ) 
omme densité.

En dimension trois, sans perte de généralité nous supposons que le point de départ du

mouvement Brownien est situé en (r, 0, 0). Les 
oordonnées du point de sortie sont





x1 = R cos θ sinφ

x2 = R sin θ sinφ

x3 = R cosφ

(2.7)

où θ suit une loi uniforme sur [0, 2π]. Le noyau de Poisson pour la variable φ s'é
rit

fR,r(φ) =
(R2 − r2)R2 sin φ

4πR(R2 − 2Rr cosφ+ r2)3/2

et sa fon
tion de répartition vaut

FR,r(φ) =
R2 − r2
2πRr

(
R

R− r −
R√

R2 − 2Rr cos φ+ r2

)
.

Etant donnée une variable aléatoire uniforme U independante de θ, la variable aléatoire

Yφ = F−1
R,r(U) = arccos

(
R2 + r2

2πRr
− 1

π2Rr

(
R2 − r2

R + r − 2rU

)2
)

admet fR,r(φ) 
omme densité.

2.7 La mar
he sur les re
tangles

Cette méthode est fondée sur le 
al
ul de la distribution du 
ouple (temps de sortie, point

de sortie) d'un re
tangle grâ
e à la fon
tion de Green dans un re
tangle. Dans l'arti
le de

Dea
onu et Lejay [23℄ on peut trouver l'algorithme pour simuler (τD,WτD) en dimension 2

utilisant 
ette méthode. On va maintenant dé
rire rapidement 
ette méthode. On 
ommen
e

par 
hoisir les dimensions l, L ∈ R+
du re
tangle et W

(x1,x2)
t = (W x1

t ,W x2
t ) un mouvement

Brownien en dimension 2 issu de (x1, x2). Nous voulons estimer le 
ouple (τ ′,W
(x1,x2)
τ ′ ) ave


τ ′ = inf{t > 0;W
(x1,x2)
t /∈ [−L, L]× [−l, l]}.

On 
ommen
e par 
al
uler une simulation (u1, t1) du 
ouple (point de sortie, temps de sortie)

deW x1
t dans l'intervalle [−L, L] . Nous 
al
ulons ensuite la probabilité queW x1

t quitte [−L, L]
avant que W x2

t ne quitte [−l, l].
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Si W x1
quitte [−L, L] avant que W x2

ne quitte [−l, l], nous simulons la position z2 de W x2

au temps t1 et la simulation du 
ouple est (t1, (u1, z2)).
SiW x2

quitte [−l, l] avant queW x1
ne quitte [−L, L], nous devons 
al
uler le 
ouple (u2, t2)

de W x2
sous 
ondition τ ′ < t1. Ensuite il faut simuler la position z1 de W

x1
au temps t2. La

simulation du 
ouple est (t2, (z1, u2)).
Les lois pré
édentes s'expriment souvent sous forme de séries 
e qui rend leurs simulations

assez 
ompliquées. En revan
he, le nombre d'étapes avant absorption peut-être en
ore plus

petit que pour la mar
he sur les sphères. Ce
i est parti
ulièrement vrai si le domaine est un

polygone. Nous obtenons des estimateurs sans biais du 
ouple (τD,WτD) en 
hoisissant des

re
tangles dont au moins un bord 
oin
ide ave
 le bord du polygone.

2.8 Traitement des 
onditions de Neumann

On va 
onsidérer maintenant le 
as où les 
onditions aux bords ne sont plus uniquement de

type Diri
hlet mais où sur une partie γ1 du bord on a des 
onditions de Diri
hlet et sur une

partie γ2 du bord on a des 
onditions de Neumann. Cela nous 
onduit à l'équation suivante





−1
2
∆u(x) = 0, x ∈ D

u(x) = g1(x), x ∈ γ1
∂u(x)
∂n

= g2(x), x ∈ γ2
(2.8)

où ∂D = γ1 ∪ γ2 et don
 la solution donnée par la formule de Feynman-Ka
 [64℄ vaut

u(x) = E

(∫ τγ1

0

g2(Z
x
s )dLs + g1(Z

x
τγ1

)

)
,

où (Zx
t )t≥0 est un mouvement Brownien ré�é
hi (voir [60℄ pour la dé�nition de 
e mouvement)

et Lt est le temps lo
al du pro
essus (Zx
t )t≥0 qui augmente seulement sur γ2. Le 
al
ul de u

est relié à la simulation d'un mouvement Brownien ré�é
hi sur γ2 que nous allons simuler de
deux façons : le s
héma d'Euler ré�é
hi et l'approximation 
inétique.

2.8.1 S
héma d'Euler ré�é
hi

On se propose i
i de traiter des 
onditions de Neumann et le 
al
ul de

∫ τγ1
0

g2(Z
x
s )dLs en

utilisant la simulation d'un mouvement Brownien ré�é
hi. Le s
héma d'Euler ré�é
hi {W̃ x
t }t≥0

permet 
ette simulation en utilisant le s
héma d'Euler standard et en modi�ant sa dynamique

quand on appro
he un bord ave
 une 
ondition de Neumann. Sa des
ription est donnée dans

[13℄ de la façon suivante : à partir de la position W̃ x
ti
à l'instant ti, on 
ommen
e par dé�nir

W x
ti+1

= W̃ x
ti
+
√
∆tBi

qui 
orrespond au s
héma d'Euler standard. Ensuite si W x
ti+1
∈ D, on a W̃ x

ti+1
= W x

ti+1
. Dans

le 
as où W x
ti+1
∈ Dc

, il y a deux possibilités. Si on est sorti par le bord γ2 on dé�nit W̃ x
ti+1


omme le symétrique de W x
ti+1

selon la dire
tion normale n. Si on est sorti par le bord γ1,

on dé�nit W̃ x
ti+1


omme l'interse
tion entre γ1 et le segment WtiWti+1
(
e point d'interse
tion
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nous permet aussi de dé
ider si on est sorti par γ1 ou γ2).
L'approximation de

∫ τγ1
0

g2(W
x
s )dLs est moins 
lassique. Nous allons dé
rire la méthode dé-

veloppée dans [46℄. Cette quantité est appro
hée par

∆t

τγ1
∆t

−1∑

k=0

g2(π(W̃
x
k∆t))Kξ(W̃

x
k∆t − π(W̃ x

k∆t))

où Kξ est un noyau Gaussien dé�ni par

Kξ(x, y) := Kξ((x1, ..., xd), (y1, ..., yd)) =
1

(2π)d/2ξd
exp

(
−

d∑

i=1

(xi − yi)2
ξ2

)

et π(.) est la proje
tion orthogonale sur le bord ∂D.

2.8.2 Approximation 
inétique

Une appro
he très di�érente qui sera largement utilisée dans la suite 
onsiste à stopper

la mar
he sur le bord ave
 
ondition de Neumann et à dé�nir ensuite un point de repla
ement

pour traiter 
ette 
ondition. Typiquement on va utiliser la mar
he sur les sphères jusqu'à

atteinte de γ2 puis la te
hnique de repla
ement ensuite. Un premier s
héma en dimension 2

introduit dans [56℄ se base sur une approximation 
inétique de l'opérateur Lapla
ien par un

opérateur de transport [22℄. Pour simpli�er la présentation de 
ette méthode, nous supposons

que γ2 est une partie de l'axe des ordonnées ave
 
ondition de Neumann au point (x1, x2).
Nous introduisons un paramètre h pour appro
her l'opérateur Lapla
ien par un opérateur

de transport, le temps de 
ollision tc suit une loi exponentielle de paramètre 1, le ve
teur de

vélo
ité (vx1 , vx2) = (cos(θ), sin(θ)) ave
 θ ≃ U(−π
2
, π
2
). On peut é
rire la solution 
omme [64℄

u(x1, x2) = E(u(x1 + hvx1tc, x2 + hvx2tc)) +
2g2(x1, x2)

π
h+ O(h3).

La quantité

2g2(x1,x2)
π

h est la 
ontribution du terme

∫ τγ1
0

g2(W
x
s )dLs, son biais est un O(h3).

La mar
he re
ommen
e en un point aléatoire (x1 + hvx1tc, x2 + hvx2tc). La mar
he 
ontinue

jusqu'à 
e qu'elle soit tuée par la 
ondition de Diri
hlet sur γ1. Nous remarquons i
i que dans

le 
as général, il faut 
hoisir la loi du ve
teur de vélo
ité adaptée à la forme du domaine.
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Chapitre 3

Méthodes de Monte-Carlo pour les

équations sous forme divergen
e

Dans la modélisation physique de nombreux phénomènes de di�usion, on suppose que

le �ux est proportionnel au gradient de la 
on
entration du �uide. Dans la modélisation la

plus usuelle, le milieu est homogène et le �uide est supposé in
ompressible. Dans 
es modèles

simpli�és, la 
on
entration est don
 solution de l'équation de Lapla
e.

Dans les situations plus réalistes, le 
oe�
ient de di�usion a n'est pas for
ément 
onstant

et on doit don
 traiter des équations faisant intervenir un opérateur ∇(a∇.) dit opérateur sous
forme divergen
e. On supposera dans la suite que le 
oe�
ient de di�usion a est 
onstant par
mor
eaux. Cette modélisation plus �ne apparaît dans de très nombreux domaines 
omme la

géophysique [42℄, la magnéto-en
éphalographie [61℄, la tomographie par impédan
e éle
trique

[39℄, l'astrophysique [93℄, la dynamique des populations [16℄ ou en
ore la dynamique molé
u-

laire via l'équation de Poisson-Boltzmann [72℄.

Notre but dans 
e 
hapitre est de proposer des méthodes de Monte-Carlo pour traiter 
e

type d'équations aux dérivées partielles impliquant un opérateur sous forme divergen
e ave


ou sans terme d'amortissement. Nous traitons également tous les types de 
onditions aux

limites : Diri
hlet, Neumann ou de façon plus générale, les 
onditions aux limites de Robin.

L'équation générale que l'on va traiter s'é
rit

{
−1

2
∇(a(x)∇u(x)) + λ(x)u(x) = f(x), x ∈ D

α(x)u(x) + β(x)∂u(x)
∂n

= g(x), x ∈ ∂D (3.1)

dans un domaine borné D ⊂ Rd
divisé en sous-domaines dans lesquels la 
ondu
tivité a(x)

supposée s
alaire et le 
oe�
ient d'amortissement λ(x) sont 
onstants. Les 
oe�
ients posi-

tifs α et β qui ne sont pas simultanément nuls peuvent dépendre de x dans de nombreux 
as

pratiques. Par exemple dans la tomographie par impédan
e éle
trique appliquée à la déte
-

tion du 
an
er du sein, la tumeur est modélisée par des 
onditions de Diri
hlet, les éle
trodes

atta
hées sur la peau par des 
oe�
ients de Robin et le reste de la peau par des 
onditions

de Neumann. Nous ne traitons pas i
i du problème de Neumann pur qui 
orrespond au 
as

λ(x) = 0 et α(x) = 0 pour tout x ∈ D. Ce problème très di�
ile dont la solution est seulement

dé�nie à une 
onstante près a été étudié par ailleurs dans [64℄.

Dans la se
tion (3.1), nous rappelons les s
hémas numériques existants pour traiter l'opé-

rateur sous forme divergen
e ave
 des 
onditions aux limites de type de Diri
hlet et sans

27
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terme sour
e. Dans la se
tion (3.2), nous dé�nissons la méthode générale que nous allons

utiliser pour résoudre 
es équations. Cette méthode 
onsiste en une mar
he aléatoire et en le


al
ul de son s
ore dont la justi�
ation repose sur le prin
ipe dit de "double randomisation".

Dans la se
tion (3.3), nous nous 
on
entrons sur le 
al
ul du s
ore dans le 
as d'une présen
e

simultanée d'un terme sour
e et d'un terme d'amortissement. Dans la se
tion (3.4) nous dé-

veloppons une te
hnique appelée di�éren
es �nies sto
hastiques pour traiter tous les types de


onditions aux limites : Neumann, Robin, transmission ave
 ou sans terme d'amortissement.

Nous e�e
tuons également une étude globale du biais et de la varian
e de l'algorithme dans

le 
as de l'équation de Lapla
e ave
 des 
onditions de Robin. Dans la dernière se
tion, nous

étudions numériquement le biais global de notre algorithme sur di�érents 
as-tests illustrant

les s
hémas développés dans les se
tions pré
édentes.

3.1 Equation sous forme divergen
e ave
 
onditions aux

limites de Diri
hlet

Pour simpli�er la présentation, nous supposons que le domaine D ave
 un bord régulier

par mor
eaux est divisé en deux sous-domaines D1 et D2 séparés par une interfa
e Γ et des


onditions au bord de Diri
hlet

{
1
2
∇(a(x)∇u(x)) = 0, x ∈ D
u(x) = g(x), x ∈ ∂D (3.2)

où g ∈ L∞(D) et a(x) est une fon
tion stri
tement positive 
onstante par mor
eaux

{
a(x) = a1, x ∈ D1

a(x) = a2 x ∈ D2.

La solution est 
ontinue sur D, très régulière dans les sous-domaines D1, D2 et le �ux

n(x)a(x)∇u(x) est 
ontinu sur l'interfa
e Γ [52℄. En e�et, même si le domaine est 
onstitué

de plus de deux sous-domaines, les te
hniques que nous allons proposer reposent uniquement

sur 
e qui se passe à l'interfa
e Γ entre deux sous-domaines parti
uliers. L'opérateur sous

forme divergen
e peut être rempla
é par un opérateur Lapla
ien à l'intérieur de 
haque sous-

domaine soumis en plus à une 
ondition de 
ontinuité du �ux sur l'interfa
e. Nous pouvons

rempla
er l'équation (3.2) par les équations





−1
2
∆u1(x) = 0, x ∈ D1

−1
2
∆u2(x) = 0, x ∈ D2

a1
∂u1

∂n
(x) = a2

∂u2

∂n
(x), x ∈ Γ

u1(x) = u2(x), x ∈ Γ

u1(x) = g(x) x ∈ ∂D
u2(x) = g(x) x ∈ ∂D

(3.3)

où u1 et u2 sont respe
tivement les restri
tions de u à D1 et D2. Soit (X, (Ft)t≥0,Px)x∈D)
un pro
essus de générateur

1
2
∇(a(x)∇) et τD le temps de sortie de D de 
e pro
essus. La
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représentation probabiliste de la solution de la solution de l'équation (3.2) au point x0 est

u(x0) = E(g(Xx0
τD
)).

Dans le 
as général où nous n'avons pas une formule simple pour dé
rire la dynamique du

pro
essus X généré par l'opérateur ∇(a∇). Cependant en dimension 1, nous pouvons é
rire

X 
omme la solution d'une équation di�érentielle in
luant le temps lo
al du pro
essus sur

laquelle reposent 
ertains algorithmes pour simuler un pro
essus de di�usion ave
 
oe�
ients

dis
ontinus ([28℄,[29℄,[61℄,[70℄). Grâ
e à la propriété Markovienne du pro
essus X , le problème


onsiste à 
her
her une bonne approximation du pro
essus quand il appro
he des zones de

dis
ontinuités du 
oe�
ient de di�usion. Dans tous les s
hémas présentés i
i, nous supposons

que le pro
essus a tou
hé l'interfa
e de dis
ontinuité entre les deux sous-domaines et qu'il faut

maintenant dé
ider de son repla
ement dans l'un ou l'autre des deux sous-domaines. Cette

hypothèse n'est absolument pas restri
tive 
ar avant de tou
her l'interfa
e, on peut utiliser

une simulation e�
a
e du mouvement Brownien à l'aide d'une mar
he sur les sphères dans

le sous-domaine 
onsidéré. Nous allons rappeler les s
hémas les plus 
lassiques dans le 
adre

de la dimension deux, pour plus de détails on pourra 
onsulter [57℄. Il y a deux appro
hes

di�érentes pour 
onstruire 
es s
hémas.

La première appro
he 
onsiste en la simulation du pro
essus lié à l'opérateur. Les s
hémas

les plus simples sont les s
hémas normaux où la 
omposante suivant la normale évolue 
omme

en dimension un alors que la 
omposante tangentielle reste �gée. Nous dé
rirons le s
héma

fondé sur le mouvement Brownien biaisé ainsi que le s
héma de Hoteit. Nous dé
rirons éga-

lement une méthode autorisant des dépla
ements tangentiels fondée sur l'approximation de

l'opérateur sous forme divergen
e par un opérateur de transport de manière similaire à 
elle

utilisée pour les 
onditions de Neumann.

La deuxième appro
he est basée sur la formule de Feynman-Ka
 au sens où on s'intéresse à

la solution de l' équation aux dérivées partielles pour 
onstruire les s
hémas. Cette appro
he

utilise des te
hniques de di�éren
es �nies proposées pour la première fois par Mas
agni [72℄

que nous allons généraliser et améliorer dans la se
tion (3.4). Nous allons maintenant rappeler


ertains s
hémas que nous venons d'évoquer.

3.1.1 S
hémas normaux

Les s
hémas normaux sont des s
hémas qui font bouger le pro
essus dans la dire
tion

normale sans modi�er la dire
tion tangentielle [59℄. De 
ette manière, tous les s
hémas uti-

lisés en dimension un peuvent être aussi utilisés en dimension quel
onque. Supposons que

X = (X1, X2) est le pro
essus en dimension deux généré par l'opérateur

1
2
∇(a∇.). La 
om-

posante normale X1 est un pro
essus sto
hastique généré par

1
2

d
dx1

(a d
dx1

). Si nous supposons
que l'interfa
e est dé�nie par Γ = {(x1, x2)/x1 = 0} et qu'à l'instant t le pro
essus se trouve
à la position ((X1)t, (X2)t) = (0, x2), on 
her
he la nouvelle position à l'instant t+∆t .
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3.1.1.1 Mouvement Brownien biaisé

Il est montré dans [58℄ que la 
omposante normale X1 est solution de l'équation di�éren-

tielle sto
hastique

(X1)t = x1 +

∫ t

0

√
a((X1)s)dWs +

a1 − a2
a1 + a2

L0
t (X1)

où L0
t (X1) est le temps lo
al asso
ié au pro
essus X1. En posant ψ(x1) = x1/

√
a(x1), le

pro
essus Z = ψ(X1) est don
 la solution de l'équation di�érentielle sto
hastique

Zt = ψ(x1) +Wt +

√
a1 −

√
a2√

a1 +
√
a2
L0
t (Z).

Le pro
essus Z s'appelle le mouvement Brownien biaisé. En parti
ulier si x1 = 0, nous avons
Zt = κt|Wt| où κt et Wt sont indépendants et la loi de κt est donnée par

P[κt = 1] =

√
a1√

a1 +
√
a2
.

Dans l'algorithme 1 la 
omposante normale x1 bouge suivant la dynamique exa
te du pro
es-

sus. La traje
toire est repla
ée dans D1 à la position

√
a1δt|ξ| ave
 une probabilité

√
a1√

a1+
√
a2

et dans D2 à la position −
√
a2δt|ξ| ave
 une probabilité

√
a2√

a1+
√
a2

où δt est le pas de temps et

ξ est une loi Gaussienne 
entrée réduite. Chaque fois que l'interfa
e est tou
hée, ∆t est ajouté
au temps total. Le biais est un O(∆t).

Data : la position (0, x2) de la mar
he à l'instant t
Result : la position (x1, x2) de la mar
he à l'instant t +∆t

Cal
uler α =
√
a1√

a1+
√
a2
;

U ← U [0, 1) ;
ξ ← N [0, 1) ;
if U ≤ α then

x1 ←
√
a1∆t|ξ|

else

x1 ← −
√
a2∆t|ξ|

end

∆t est ajouté au temps total, x2 est in
hangé.
Algorithme 1 : Mouvement Brownien biaisé.

3.1.1.2 S
héma de Hoteit

L'algorithme 2 a été introduit par H. Hoteit [42℄ et est utilisé 
lassiquement dans le


ontexte de la di�usion en milieux poreux. Les arguments pour sa 
onstru
tion reposent sur

la 
onservation de la masse mais en fait, il peut être 
onsidéré 
omme une approximation de

l'algorithme 1 en remplaçant la loi normale par la loi uniforme.
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Γ

D1D2

•• •(0, y)

Figure 3.1 � Mouvement Brownien biaisé

Data : la position (0, x2) de la mar
he à l'instant t
Result : la position (x1, x2) de la mar
he à l'instant t+∆t
U ← U [0, 1) ;
x1 ←

√
3a2∆t(U − 1) +

√
3a1∆tU ;

∆t est ajouté au temps total, x2 est in
hangé.

Algorithme 2 : S
héma de Hoteit

3.1.1.3 Di�éren
es �nies sto
hastiques

Cette te
hnique a été proposée la première fois dans [72℄. C'est une te
hnique simple qui

prend en 
ompte la 
ontinuité de la solution et 
elle du �ux à l'interfa
e. La dis
rétisation de

la 
ondition a1
∂u1(x)
∂n

= a2
∂u2(x)
∂n

par di�éren
es �nies 
onduit à la relation

a1
u(h, x2)− u(0, x2)

h
= a2

u(0, x2)− u(−h, x2)
h

+O(h)

puis à l' approximation de u au point (0, x2) par

u(0, x2) =
a1

a1 + a2
u(h, x2) +

a2
a1 + a2

u(−h, x2) +O(h2)

où h est le pas de di�éren
es �nies. L'algorithme 3 dé
rit la dynamique de la mar
he en

utilisant 
ette formule. Quand la mar
he tou
he l'interfa
e, elle va dans le sous-domaine D1
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au point (h, x2) ave
 une probabilité

a1
a1+a2

et dans le sous-domaine D2 au point (−h, x2)
ave
 une probabilité

a2
a1+a2

. Contrairement au mouvement Brownien biaisé le temps n'est pas

augmenté. Le biais de 
e s
héma est un O(h2) 
haque fois qu'on tou
he l'interfa
e. Dans la

se
tion (3.4), nous allons améliorer 
ette te
hnique et l'étendre aux 
onditions de Robin. Les

s
hémas proposés prendront plus �nement en 
ompte l'opérateur Lapla
ien pour obtenir un

biais de l'ordre d'un O(h3)

Data : la position (0, x2) de la mar
he à l'instant t, un paramètre h
Result : la position (x1, x2) de la mar
he à l'instant t +∆t
U ← U [0, 1) ;
if U < a1/(a1 + a2) then

x1 = h
else

x1 = −h
end

le temps t et la 
omposante x2 restent in
hangés
Algorithme 3 : Di�éren
es �nies sto
hastiques.

3.1.2 S
héma 
inétique

On peut également 
onsidérer des s
hémas pour lesquels les deux 
omposantes du pro
essus

X1, X2 sont modi�ées. Di�érentes méthodes ont été proposées dans [59℄ mais nous rappelons

i
i seulement le s
héma 
inétique qui est l'extension au 
as des 
onditions de transmission du

s
héma utilisé pré
édemment pour les 
onditions de Neumann. L'algorithme suivant présente


e s
héma en dimension deux. La nouvelle position est (η cos(φ), x2+ η sin(φ)) où φ ∈ [−π, π]
et η suit une loi exponentielle. En dimension trois, il faut juste multiplier le paramètre de la

loi exponentielle par

2
3
et 
hoisir la dire
tion uniformément sur une sphère pour l'adapter.

Data : la position (0, x2) de la mar
he à l'instant t, un paramètre ε
Result : la position (x1, x2) de la mar
he au temps aléatoire t+ η
φ← U [−π, π) ;
if φ ∈ (−π/2, π/2) then

Générer une variable aléatoire exponentielle η de paramètre 1/a1
else

Générer une variable aléatoire exponentielle η de paramètre 1/a2
end

x1 ← εη cos(φ)
x2 ← x2 + εη sin(φ)
ηε2 est ajouté au temps.

Algorithme 4 : S
héma 
inétique.
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3.2 Présentation générale de l'algorithme

La méthode de Monte-Carlo que nous allons développer pour résoudre des équations de la

forme (3.1) est basée sur l'évolution d'une parti
ule et de son s
ore le long d'une mar
he qui

se dépla
e d'un sous-domaine à un autre jusqu'à 
e qu'elle soit tuée à 
ause des 
onditions

au bord ou du terme d'amortissement. La mar
he est 
onstituée de deux étapes prin
ipales :

une mar
he dans 
haque sous-domaine ave
 des 
onditions au bord de type Diri
hlet et un

repla
ement quand le mouvement tou
he l'interfa
e entre les sous-domaines ou le bord du

domaine D. Le mouvement à l'intérieur des sous-domaines s'e�e
tue à l'aide de variantes de

la mar
he sur les sphères. Le repla
ement aux interfa
es entre sous-domaines ou au bord du

domaine s'e�e
tue grâ
e aux di�éren
es �nies sto
hastiques dé
rites dans la se
tion (3.4).

La validité de l'algorithme repose sur le prin
ipe de double randomisation que nous allons


ommen
er par dé
rire.

3.2.1 Double randomisation

Nous supposons que nous voulons 
al
uler une quantité Eσ

(
Eω(ξ(ω, σ)/σ) où ξ est une

variable aléatoire qui dépend de la traje
toire ω et d'un événement aléatoire σ. La simulation
dire
te à partir de 
ette formule est très 
oûteuse 
ar nous devons simulerN traje
toires ω pour


al
uler Eω(φ(ω, σ))/σ) pour 
haque valeur de σ et ensuite 
al
uler N fois 
ette espéran
e. La

te
hnique dite de double randomisation est dé
rite en détail dans le livre de Karl Sabelfeld

[85℄. Elle est basée sur la formule d'espéran
e 
onditionnelle suivante

Eσ

(
Eω(ξ(ω, σ)/σ)

)
= E(ω,σ)ξ(ω, σ)

qui nous permet de réduire le 
oût de 
al
ul 
ar nous devons simuler seulement une traje
toire

ω par valeur de σ.
Dans la résolution d'équations aux dérivées partielles, 
ette te
hnique peut-être utilisée pour


al
uler l'intégrale sur une partie du domaine de la solution d'une équation aux dérivées

partielles déterministe ou la moyenne de la solution d'une équation aux dérivées partielles

sto
hastique. Par exemple, 
elle-
i intervient dans le 
al
ul de

∫
D0
u(x)dσ(x) où u(x) est la

solution de l'équation de Lapla
e

−1
2
∆u = 0, u(x) = g(x) x ∈ ∂D,

où D0 ⊂ D est une partie du domaine et σ est la loi uniforme sur D0. Soit maintenant X une

variable aléatoire uniforme sur D0, nous pouvons é
rire en gardant les notations pré
édentes

∫

D0

u(x)dσ(x) = Ex(u(X(x)))

et u(X) est don
 un estimateur sans biais de

∫
D0
u(x)dσ(x). De plus, d'après la formule de

Feynman-Ka
 pour un x �xé, nous pouvons exprimer u(x) 
omme l'espéran
e d'une variable

aléatoire u(x) = Eω(g(W
x
τD
)) où ω est un événement aléatoire de WτD . Nous obtenons don


Ex(u(X)) = Ex(Eω(g(W
x
τD
))) = E(ω,x)(g(W

x
τD
))).
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Pour 
al
uler l'expression pré
édente par une méthode de Monte-Carlo, on peut don
 utili-

ser seulement N réalisations du 
ouple (WτD , X). Sans l'utilisation de 
ette te
hnique, nous

aurions dû utiliser N points {xi}Ni=1 
hoisis uniformément sur D0 pour appro
her l'intégrale∫
D0
u(x)dσ et simuler N traje
toires de WτD pour 
ha
un des u(xi). L'appro
he basée sur la

double randomisation est don
 beau
oup plus é
onomique.

Le 
al
ul numérique de la formule de Feynman-Ka
 u(x0) = E(g(W x0

τD
)) par la méthode

de la mar
he sur les sphères peut lui-même aussi être vu 
omme une appli
ation répétée de


ette te
hnique. La loi de X0 est la mesure de Dira
 δx0 et nous voulons 
al
uler la quantité

u(x0) = EX1(u(X1)/X0 = x0) où X1 est une variable aléatoire. Puis nous �xons une réalisa-

tion x1 de X1 et nous devons 
al
uler la quantité u(x1) où nous pouvons é
rire en
ore une

fois u(x1) = EX2(u(X2)/X1 = x1) et nous avons

u(x0) = EX1(u(X1)/X0 = x0) = EX1(EX2(u(X2)/X1 = x1)/X0 = x0).

X2 est simulé et 
ette pro
édure 
ontinue jusqu'à 
e qu'une valeur exa
te ou appro
hée de u
au point xn de 
ette 
haîne de Markov soit 
onnue. Dans la mar
he sur les sphères, la loi de

Xn est uniforme sur la sphère 
entrée sur Xn−1 et son rayon est la distan
e entre Xn−1 et le

bord. La mar
he s'arrête quand 
ette distan
e est su�samment petite et la valeur de u(xn)
est appro
hée par la valeur de la solution à la proje
tion de Xn sur le bord et nous pouvons

é
rire

u(x0) ≃ E(X0,...,Xn)

(
g(Xn)

)
.

3.2.2 Appli
ation à la résolution de l'équation (3.1)

Pour résoudre l'équation (3.1) dans le domaine D, tout entier, nous devons résoudre des

équations dans des sous-domaines dans lesquels le 
oe�
ient de di�usion a(x) et le 
oe�
ient

d'amortissement λ(x) sont 
onstants. Supposons que nous voulions 
al
uler la solution en

un point x0 ∈ D tel que x0 ∈ D1. En notant par a1 et λ1 
es deux 
oe�
ients dans un

sous-domaine D1, la restri
tion u1 de la solution u de (3.1) dans D1 satisfait à

{
−a1

2
∆u1(x) + λ1u1(x) = f(x), x ∈ D1

u1(x) = u(x), x ∈ ∂D1

(3.4)

où Ex0(.) := E(./W0 = x0).
La représentation probabiliste de la solution de 
ette équation à un point x0 ∈ D1 est

u1(x0) = Ex0

[
u(WτD1

)e
−λ1

a1
τD1 +

∫ τD1

0

1

a1
f(Wt)e

−λ1
a1

t
dt

]
.

Pour mettre en oeuvre notre algorithme à l'intérieur D1, nous utilisons prin
ipalement la

méthode de la mar
he sur les sphères pour résoudre des équations de Poisson dé
rite dans

la se
tion (2.6.1) et dans la se
tion (3.3.2) dans le 
as où λ 6= 0. Pour une sphère S(x, r) de
rayon r 
entrée en x dans D1, nous avons

u1(x) = Ex

[
u1(WτS(x,r)

)e
−λ1

a1
τS(x,r) +

∫ τS(x,r)

0

1

a1
f(Wt)e

−λ1
a1

t
dt

]
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où u1 intervient aussi dans le se
ond membre de la représentation. Grâ
e aux outils de simu-

lation dé
rits dans la se
tion (3.3.2), nous aurons

u1(x) = E(pu1(z) + cf(y))

où 0 < p ≤ 1, z est un point aléatoire sur la sphère S(x, r) et y est un point aléatoire à

l'intérieur de 
ette sphère. La quantité cf(y) est ajoutée au s
ore, le mouvement est tué ave


une probabilité 1− p et autrement est repla
é au point z.
La mar
he s'arrête dans D1 si elle est tuée avant de tou
her ∂D1 ou si elle tou
he ∂D1 en

un point ave
 une 
ondition de Diri
hlet. Si par 
ontre la mar
he tou
he au point y l'interfa
e
entre D1 et D2 ou une zone du bord de ∂D1 ave
 une 
ondition de Robin, la valeur de u(y)
n'est pas 
onnue. Cependant nous allons développer dans la se
tion (3.4) une méthode qui

peut appro
her 
ette quantité à l'aide de l'espéran
e d'une variable aléatoire dis
rète plus un

biais provenant de te
hniques de di�éren
es �nies. On va don
 pouvoir de nouveau appliquer

le prin
ipe de double randomisation pour 
al
uler u(y). Nous allons dé
rire rapidement les

formules obtenues dans le 
as de 
onditions de Robin puis de transmission.

Dans le 
as de 
onditions de Robin, 
ette méthode 
onduit à

u(x) =
N∑

i=1

piu1(xi) + cf(y) + dg(x) +O(h3)

où N ∈ N est le nombre de points de repla
ement, les 
oe�
ients pi > 0 véri�ent

N∑
i=1

pi ≤ 1

et où h est le pas de di�éren
es �nies. Les N points xi et le point y sont lo
alisés dans D1.
Quand le mouvement tou
he le bord ave
 
onditions de Robin, la quantité

cf(y) + dg(x)

est ajoutée au s
ore. Le mouvement est tué ave
 une probabilité 1−
N∑
i=1

pi et autrement il est

repla
é ave
 une probabilité pi à l'un des points xi.
Dans le 
as de 
onditions de transmission entre deux sous-domaines D1 et D2 nous avons

u(x) =
N∑

i=1

piu1(x
(1)
i ) +

N∑

i=1

qiu2(x
(2)
i ) + c1f(y1) + c2f(y2) +O(h3)

où les 
oe�
ients pi > 0 et qi > 0 véri�ent

N∑
i=1

(pi + qi) ≤ 1 et h est le pas de di�éren
es �nies.

Quand l'interfa
e est tou
hée par le mouvement, la quantité

c1f(y1) + c2f(y2)

est ajoutée au s
ore. Les N points x
(1)
i et y1 sont lo
alisés dans D1. Les N points x

(2)
i et le

point y2 sont lo
alisés dans D2. Le mouvement est tué ave
 une probabilité 1−
N∑
i=1

(pi + qi) et

sinon il est repla
é ave
 une probabilité pi ou qi à l'un des points x
(1)
i ou x

(2)
i .

Si on n'est pas tué au 
ours du repla
ement, on e�e
tue à nouveau une mar
he sur les sphères

à l'intérieur de D1 ou D2. On 
ontinue 
ette alternan
e entre des repla
ements et des mar
hes

à l'intérieur de sous-domaines jusqu'à temps que l'on soit tué.
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3.3 Simulation ave
 un terme d'amortissement

Dans 
ette se
tion, nous expliquons 
omment nous pouvons appro
her la représentation

u(x) = Ex

[
g(WτD)e

−λτD +

∫ τD

0

f(Wt)e
−λtdt

]
(3.5)

en utilisant des s
hémas de simulation. Nous 
ommençons par l'adaptation du s
héma d'Euler

à 
ette situation puis nous faisons le même travail ave
 la mar
he sur les sphères.

3.3.1 S
héma d'Euler ave
 amortissement

Le s
héma d'Euler nous donne une approximation de

g(WτD) exp(−λτD) +
∫ τD

0

f(Ws) exp(−λs)ds

par

S = g(W̃n△t) exp(−λn△t) +△t
n−1∑

i=0

f(Wi△t) exp(−λi△t)

où le s
héma d'Euler est absorbé au point W̃n△t qui est la proje
tion orthogonale de Wn△t

sur le bord. Nous pouvons donner une autre interprétation du s
ore S d'une simulation en le


al
ulant de manière séquentielle. Etant donné Y0 = 0, nous dé�nissons

Yj+1 = exp(−λ△t)(Yj + bj)

ave
 bj = △tf(Wj△t) pour 0 ≤ j ≤ n− 1 et ave
 bn = g(W̃n△t). Par 
onséquent

Yj+1 = E(Xj)(Yj + bj)

où les variables aléatoires Xj suivent des lois de Bernoulli indépendantes telles que P (Xj =
1) = exp(−λ△t). Nous avons par 
onstru
tion E(Yn+1) = S.

D'un point de vue simulation, à la jème étape, la mar
he stoppe ave
 une probabilité

1−exp(−λ△t) et bj est ajoutée au s
ore. Nous pouvons simuler Yn+1 seulement une fois par
e

que la somme S elle-même est une variable aléatoire. Ce
i 
orrespond à une approximation

de Monte Carlo sur un espa
e produit.

3.3.2 Mar
he sur les sphères ave
 amortissement

La mar
he sur les sphères ave
 amortissement fon
tionne de manière similaire à la mar
he

sur les sphères standard. A la jème étape de la mar
he, nous pouvons é
rire

u(xj) = Exj
(u(WτSj

) exp(−λτSj
) +

∫ τSj

0

f(Ws) exp(−λs)ds).

De plus, nous avons

Exj
(u(WτSj

) exp(−λτSj
)) = Exj

(u(WτSj
))Exj

(exp(−λτSj
))
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ar le point de sortie et le temps de sortie du mouvement Brownien d'une sphère sont indé-

pendants. La transformée de Lapla
e Exj
(exp(−λτSj

)) du temps de sortie est la probabilité

de survie du mouvement Brownien qui joue le même r�le que le paramètre exp(−λ△t) pour
le s
héma d'Euler. Elle dépend du rayon rj, vaut

√
2λrj

sinh(
√
2λrj)

en dimension trois et

1
I0(

√
2λrj)

en

dimension deux où I0(x) =
∞∑
k=0

(x
2
)2k

(k!)2
(voir [10℄). Si la mar
he tou
he le bord avant d'être tuée,

l'approximation g(W̃τD) de g(WτD) est ajoutée au s
ore. Ce
i nous permet don
 de traiter très

fa
ilement les équations sans terme sour
e.

Dans le 
as général, il reste à expliquer 
omment on peut 
al
uler la 
ontribution du terme

sour
e ∫ τSj

0

f(Ws) exp(−λs)ds

dans la sphère Sj . On aurait envie d'utiliser une méthode analogue à 
elle utilisant la fon
tion

de Green 
onditionnelle 
omme dans le 
as sans terme d'amortissement. Malheureusement,

nous n'avons pas réussi à mener un 
al
ul expli
ite. Nous allons don
 rempla
er 
e 
al
ul

par une méthode de simulation utilisant des traje
toires Browiennes pré-simulées à l'aide

d'un s
héma d'Euler. Pour la sphère unité S1, l'approximation du terme sour
e à l'aide de la

méthode des re
tangles aux points Wi△t du s
héma d'Euler s'é
rit

△t
n−1∑

i=0

f(Wi△t) exp(−λi△t) = △t
1− exp(−nλ△t)
1− exp(−λ△t)

n−1∑

i=1

f(Wi∆t) exp (−λi∆t)
1− exp (λ∆t)

1− exp (−nλ∆t) .

Si on dé�nit maintenant une variable aléatoire dis
rète J ∈ [0, n− 1] véri�ant

P(J = i) = exp(−λi△t) 1− exp(−λ△t)
1 − exp(−nλ△t)

on peut alors é
rire

△t
n−1∑

i=0

f(Wi△t) exp(−λi△t) = △t
1− exp(−nλ△t)
1− exp(−λ△t) E(f(WJ△t)).

Grâ
e à la méthode à un point aléatoire, nous pouvons appro
her le terme de sour
e par

△t1− exp(−nλ△t)
1− exp(−λ△t) f(WJ△t)

en utilisant seulement un point de la traje
toire tiré selon la loi J . Grâ
e à un argument

d'é
helle, pour une sphère de rayon r 
entrée au point x l'approximation du terme sour
e

s'é
rit

△t1− exp(−nλr2△t)
1− exp(−λr2△t) r

2f(x+ rWJr△t)

où Jr ∈ [0, n− 1] est une variable aléatoire dis
rète véri�ant

P(Jr = i) = exp(−λr2i△t) 1− exp(−λr2△t)
1− exp(−nλr2△t) .
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La loi de Jr n'est pas uniforme et dépend de plus du rayon de la sphère. Pour simuler Jr, nous
allons 
al
uler sa fon
tion de répartition dis
rète qui vaut

P(Jr ≤ k) =

k∑

i=1

P(Jr = i) =

k∑

i=1

e−λr2i∆t e
−λr2△t

e−nλr2△t
=
e−kλr2△t

e−λnr2△t

et en utilisant la méthode d'inversion, Jr est don
 simulée par

Jr = 1 + ⌊ −1
λr2△t ln(1− U + Ue−nλr2△t)⌋

où U est une variable aléatoire uniforme sur [0, 1]. Don
 si nous voulons utiliser 
ette ap-

proximation, il faut pré
al
uler et sto
ker pas uniquement un point aléatoire du mouvement

Brownien dis
rétisé jusqu'au bord de la sphère unité 
omme dans la se
tion pré
édente, mais

tous les points de la traje
toire. Pour les résultats numériques, nous allons sto
ker 104 traje
-
toires dis
rétisées ave
 un pas de dis
rétisation △t = 10−3


e qui 
orrespond à un �
hier de

taille 10 millions.

3.4 Di�éren
es �nies sto
hastiques

Le but de 
ette se
tion est de 
onstruire des approximations d'ordre trois de la solution

aux points du bord ou de l'interfa
e dans le 
as de 
onditions aux limites de Robin et de

transmission en utilisant des te
hniques dite de di�éren
es �nies sto
hastiques. Cette se
tion

est très largement inspirée de l'arti
le [67℄ qui est en 
ours de révision. Ces te
hniques ont déjà

été utilisées en dimension deux pour les 
onditions de Neumann et de transmission dans des

travaux ré
ents ([57℄,[64℄). On se propose de les généraliser à la dimension trois ainsi qu'à des

situations plus 
omplexes. Pour la 
ondition de transmission, le 
al
ul se fait sur un domaine D

divisé en deux sous-domaines D1 et D2 ave
 une frontière 
ommune et pour les 
onditions aux

limites de Robin sur une partie de la frontière. Le ve
teur normal à la frontière est 
olinéaire

au premier axe de 
oordonnées. Plus pré
isement, nous supposons que 
es frontières sont

atteintes par le mouvement au point (0, 0) en dimension 2 et au point (0, 0, 0) en dimension 3.

Dans le 
as de 
onditions aux limites de Robin, l'intérieur du domaine 
orrespond aux points

x véri�ant x1 > 0. Dans le 
as de 
onditions de transmission, le sous domaine D1 
orrespond

aux points x véri�ant x1 > 0.

3.4.1 Condition aux limites de Robin sans fa
teur d'amortissement

Nous 
onsidérons dans un premier temps l'équation de Poisson ave
 des 
onditions aux limites

de Robin dans un domaine D de frontière ∂D
{
−1

2
∆u(x) = f(x) x ∈ D

α(x)u(x) + β(x)∂u(x)
∂n

= g(x) x ∈ ∂D (3.6)

où α and β sont des paramètres positifs pouvant dépendre de x. En fait, 
omme nous 
onsi-

dérons seulement 
e qui se passe en un point �xé de la frontière, nous noterons simplement α



3.4. Di�éren
es �nies sto
hastiques 39

et β 
omme leur valeurs en 
e point.

Les 
onditions de Robin ont été beau
oup moins étudiées que les autres 
onditions d'un

point de vue probabiliste. Elles sont 
ependant traitées dans [30℄ dans le 
as d'une mar
he

sur une grille 
artésienne et aussi dans [74℄ pour les opérateurs de di�usion généraux.

3.4.1.1 Approximation en dimension deux

Etant donné un pas de dis
rétisation h > 0, nous dé�nissons

∆hu(0, 0) =
u(h, 0) + u(−h, 0) + u(0, h) + u(0,−h)− 4u(0, 0)

h2

l' approximation au point (0,0) de ∆u par di�éren
es �nies 
entrées et

∇h

x1u(0, 0) =
4u(h, 0)− 3u(0, 0)− u(2h, 0)

2h

l' approximation de la dérivée normale par rapport à x1 par di�éren
es �nies dé
entrées.

L'approximation par di�éren
es �nies de l'opérateur Lapla
ien de la fon
tion u au point (h, 0)

onduit à

−1
2

u(2h, 0) + u(0, 0) + u(h, h) + u(h,−h)− 4u(h, 0)

h2
≃ f(h, 0) (3.7)

tandis que l'approximation de sa dérivée normale au point (0, 0) à

αu(0, 0) + β(−4u(h, 0)− 3u(0, 0)− u(2h, 0)
2h

) ≃ g(0, 0). (3.8)

Le 
hoix de di�éren
es �nies dé
entrées 
ouplé ave
 l'approximation du Lapla
ien de u au

point (h, 0) nous permet d'obtenir des formules où les points de repla
ement de la mar
he

sont automatiquement à l'intérieur du domaine pour h su�samment petit. Ce n'était pas

for
ément le 
as en utilisant des di�éren
es �nies 
entrées pour les 
onditions de Neumann

(voir [64℄). En multipliant l'équation (3.7) par 2βh2, l'équation (3.8) par 2h et en additionnant

les deux équations obtenues, nous avons

(2αh+ 2β)u(0, 0)− β(u(h, h) + u(h,−h)) ≃ 2βh2f(h, 0) + 2hg(0, 0).

Ainsi, l' approximation de la solution au point (0, 0) est donnée par

u(0, 0) ≃ β (u(h,−h) + u(h, h))

2αh+ 2β
+

h

αh+ β
g(0, 0) +

βh2

αh+ β
f(h, 0). (3.9)

L'erreur de 
ette approximation est un O(h3). Toutes les approximations développées de 
ette

façon dans la suite auront le même ordre d'approximation. Le point 
lé de notre appro
he

est que nous pouvons réé
rire la formule (3.9) 
omme la somme de l'espéran
e d'une variable

aléatoire et d'un terme déterministe (le s
ore lo
al) 
omme

u(0, 0) ≃ E(u(Y )) +
h

αh+ β
g(0, 0) +

βh2

αh+ β
f(h, 0)
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où Y est une variable aléatoire véri�ant

Y =





(h,−h) ave
 une probabilité β
2αh+2β

(h, h) ave
 une probabilité β
2αh+2β

∂ ave
 une probabilité

αh
αh+β

(3.10)

et où l'état ∂ appelé 
imetière véri�e u(∂) = 0.
Du point de vue de la simulation, à 
haque fois que le pro
essus tou
he le bord, la quantité

h

αh+ β
g(0, 0) +

βh2

αh+ β
f(h, 0)

est ajoutée au s
ore, il est tué ave
 probabilité

αh
αh+β

, sinon la mar
he 
ontinue de maniére

équiprobable à l'un des deux points

(h,−h), (h, h).

Les 
onditions aux limites de Robin apparaîssent don
 
omme un mélange entre les 
onditions

aux limites de Diri
hlet où la mar
he s'arrête quand elle tou
he le bord et les 
onditions aux

limites de Neumann où elle est purement re�é
hie. D'un point de vue pratique, il est possible

que les points de repla
ement se situent à l'extérieur du domaine D. Si 
ela arrive, on risque

de perdre le béné�
e de notre approximation d'ordre trois. Pour remédier à 
et in
onvénient,

une stratégie 
onsiste à réduire le pas h itérativement d'un fa
teur deux jusqu'à 
e que le point

de repla
ement soit à l'intérieur du domaine. Bien sûr 
ette stratégie est un peu 
oûteuse et

on peut aussi suggérer de tout simplement arrêter le mouvement 
ar la probabilité de sortir

pendant le repla
ement est faible.

3.4.1.2 Approximation en dimension trois

Pour obtenir une approximation de la solution aux points du bord, nous utilisons les mêmes

te
hniques qu'en dimension deux. La seule di�éren
e est que nous devons maintenant utiliser

deux pas di�érents h et γh (γ sera déteminé ultérieurement) pour 
onstruire nos approxima-

tions. On 
ommen
e par poser

Ax1 =
−u(2h, 0, 0)− u(0, 0, 0) + 2u(h, 0, 0)

2h2
,

Ax2 =
−u(h, γh, 0)− u(h,−γh, 0) + 2u(h, 0, 0)

2γ2h2
,

Ax3 =
−u(h, 0, γh)− u(h, 0,−γh) + 2u(h, 0, 0)

2γ2h2
.

Comme pré
édemment, l'approximation de l'opérateur Lapla
ien au point (h, 0, 0) et de sa

dérivée au point (0, 0, 0) 
onduisent aux équations

Ax1 + Ax2 + Ax3 ≃ f(h, 0, 0) (3.11)
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et

αu+ β
∂u

∂n
≃ αu+ β

3u(0, 0, 0) + u(2h, 0, 0)− 4u(h, 0, 0)

2h
= g(0, 0, 0). (3.12)

En multipliant l'équation (3.11) par 2βh2, l'équation (3.12) par 2h et en sommant les deux

équations obtenues, nous avons

(2β + 2αh)u(0, 0, 0) + (
4β

γ2
− 2β)u(h, 0, 0) + βP h,γu(0, 0, 0) ≃ 2h2βf(h, 0, 0) + 2hg(0, 0, 0)

où

P h,γu(0, 0, 0) =
u(h, 0,−γh) + u(h, 0, γh) + u(h, γh, 0) + u(h,−γh, 0)

2γ2
. (3.13)

En 
hoisissant γ =
√
2 pour éliminer le terme u(h, 0, 0), nous obtenons

u(0, 0, 0) ≃ βP h,
√
2u

αh+ β
+

h

αh+ β
g(0, 0, 0) +

βh2

αh+ β
f(h, 0, 0). (3.14)

Comme en dimension deux, 
ette expression peut se réé
rire

u(0, 0, 0) ≃ E(Z) +
h

αh+ β
g(0, 0, 0) +

βh2

αh+ β
f(h, 0, 0) (3.15)

où la variable aléatoire Z est dé�nie par

Z =





u(h, 0,
√
2h) ave
 une probabilité β

4αh+4β

u(h, 0,−
√
2h) ave
 une probabilité β

4αh+4β

u(h,
√
2h, 0) ave
 une probabilité β

4αh+4β

u(h,−
√
2h, 0) ave
 une probabilité β

4αh+4β

0 ave
 une probabilité αh
αh+β

.

(3.16)

Le mouvement est don
 tué ave
 une probabilité

αh
αh+β

et sinon il est repla
é de manière

équiprobable à l'un des quatre points

{(h, 0,
√
2h), (h, 0,−

√
2h), (h,

√
2h, 0), (h,−

√
2h, 0)}.

3.4.2 Etude de l'algorithme général sans terme sour
e

Dans 
ette se
tion nous voulons étudier le biais de notre algorithme dans le 
as de 
ondi-

tions de Robin sans terme sour
e en dimension deux. On veut 
al
uler la solution en un point

x. L'algorithme fon
tionne de la manière suivante. On simule le mouvement Brownien par

la mar
he sur les sphères jusqu'à atteindre une distan
e ε du bord. Ensuite on projette la

mar
he sur le bord. On ajoute un s
ore et on est soit tué, soit repla
é dans le domaine grâ
e à

la formule (3.9). On 
ontinue à venir retou
her le bord et à ajouter un s
ore jusqu'au moment

où l'on est tué et pla
é dans le 
imetière ∂. On 
ommen
e par dé�nir

Dh = {x ∈ D : d(x, ∂D) ≤ h3}
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la 
ou
he d'absorption de la mar
he sur les sphères dont la taille est liée au pas de di�éren
e

�nie h. On dé�nit le s
ore par

S(x) =

{
h

αh+β
g(x) si x ∈ ∂D,

0 si x /∈ ∂D ou x = ∂.
(3.17)

On dé�nit ensuite une première mar
he sur les sphères partant de x jusqu'à temps d'arrêt

N0 = inf{n ≥ 0, Xn ∈ Dh}

et également le projeté orthogonal sur ∂D par X̄N0 .

On dé�nit ensuite la variable aléatoire

XN0+1 =

{
XN0,h ave
 une probabilité

1
2

XN0,−h ave
 une probabilité
1
2

(3.18)

où XN0,h, XN0,−h représentent les deux points de repla
ement possibles après la proje
tion de

XN0 sur le bord puis on re
ommen
e la mar
he sur les sphères jusqu'au temps N1 = inf{n ≥
N0 + 1, Xn ∈ Dh}. On note X̄N1 la proje
tion de XN1 sur ∂D et on génère

XN1+1 =

{
XN1,h ave
 une probabilité

1
2

XN1,−h ave
 une probabilité
1
2
.

(3.19)

où XN1,h, XN1,−h représentent les deux points de repla
ement possibles après la proje
tion de

XN1 sur le bord. Nous 
onstruisons par ré
urren
e la mar
he sur les sphères partant de XNi+1

jusqu'au temps

Ni+1 = inf{n ≥ Ni + 1, Xn ∈ Dh}.
On note X̄Ni+1

la proje
tion de XNi
sur ∂D et on génère

XNi+1+1 =

{
XNi+1,h ave
 une probabilité

1
2

XNi+1,−h ave
 une probabilité
1
2
.

(3.20)

On se donne (Un)n≥1 des lois uniformes sur [0, 1] indépendantes entre elles et aussi indépen-
dantes de (Xn)n≥1. Les variables aléatoires (Un)n≥1 
orrespondent à la probabilité de meurtre

quand on tou
he le bord. On pose ensuite

T = inf{i ≥ 1 : UNi−1+1 >
β

αh+ β
(X̄Ni−1

)}.

Don
,

T−1∑
i=0

S(X̄Ni
) est un estimateur de u(x0) ave
 un biais que nous allons analyser dans le

théorème suivant

Théorème 5. Soit D un domaine tel que ∀x ∈ ∂D il existe un pas h indépendant des


oordonnées de x tel que le point de repla
ement soit à l'intérieur du domaine. Nous supposons
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que u(x) est une fon
tion Lips
hitzienne et que les 
oe�
ients α(x) et β(x) satisfont les


onditions suivantes

inf
x∈∂D
|α(x)| ≥ α0 > 0

et

sup
x∈∂D
|β(x)| ≤ β0 <∞

alors

T−1∑
i=0

S(X̄Ni
) est un estimateur de u(x0) qui véri�e

|Ex0

( T−1∑

i=0

S(X̄Ni
)
)
− u(x0)| = (1 +

β0
α0h

)O(h3) ≤ O(
β0
α0
h2).

Démonstration. On introduit la �ltration Fn = σ((Xj, Uj)1≤j≤n). On a d'après (3.9)

u(X̄Ni
) = E

(
u(XNi+1)1{UNi+1≤ β

αh+β
(X̄Ni

)}/FNi

)
+ S(X̄Ni

) +O(h3).

Comme d(XNi
, X̄Ni

) ≤ h3 et u Lips
hitzienne, nous avons

u(X̄Ni
) = u(XNi

) +O(h3)

et par la propriété de martingale de l'image par u de la mar
he sur les sphères nous obtenons

u(XNi+1) = E(u(XNi+1
)/FNi+1).

Don


u(XNi
) = E

(
E(u(XNi+1

)/FNi+1)1{UNi+1≤ β
αh+β

(X̄Ni
)}/FNi

)
+ S(X̄Ni

) +O(h3)

= E
(
u(XNi+1

)1{UNi+1≤ β
αh+β

(X̄Ni
)}/FNi

)
+ S(X̄Ni

) +O(h3).

Nous avons la deuxième égalité 
ar 1{UNi+1≤ β
αh+β

(X̄Ni
)} est FNi+1 mesurable et FNi

⊂ FNi+1.

Comme 1{T>i} est FNi
mesurable, on en déduit

u(XNi
)1{T>i} = E

(
u(XNi+1

)1{T>i}1{UNi+1≤ β
αh+β

(X̄Ni
)}/FNi

)
+ (S(X̄Ni

) +O(h3))1{T>i}

= E
(
u(XNi+1

)1{T>i+1}/FNi

)
+ (S(X̄Ni

) +O(h3))1{T>i}.

En prenant l'espéran
e des deux 
�tés de la formule pré
édente, nous obtenons

Ex0

(
u(XNi

)1{T>i} − u(XNi+1
)1{T>i+1}

)
= Ex0(1T>iS(X̄Ni

)) +O(h3)P(T > i).

Ensuite nous sommons sur i ∈ N. Comme

∞∑

i=0

Ex0

(
u(XNi

)1{T>i} − u(XNi+1
)1{T>i+1}

)
= Ex0(u(xN0)) = u(x0),
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nous avons ensuite

P(T > i) = P
(
UN0+1 ≤

β

αh+ β
(X̄N0), ..., UNi−1+1 ≤

β

αh+ β
(X̄Ni−1

)
)

≤ P
(
UN0+1 ≤

β0
α0h+ β0

, ..., UNi−1+1 ≤
β0

α0h+ β0
(X̄Ni−1

)
)

=

(
β0

α0h+ β0

)i

.

Don
 ∞∑

i=1

P(T > i) ≤ α0h+ β0
β0

.

Nous obtenons �nalement

|
∞∑

i=0

Ex0

(
S(X̄Ni

)

)
− u(x0)| ≤ (1 +

β0
α0h

)O(h3) = O(
β0
α0
h2).

Lemme 2. Posons û(x0) =
∞∑
i=0

S(X̄Ni
). Alors

Var(û(x0)) ≤ O

(
1

h2

)
‖S‖2L∞(D̄).

Rappelons que ‖S‖L∞(D̄) = sup
x∈D̄

S(x).

Démonstration. Nous avons

Var(û(x0)) = E(û2(x0))− (E(û(x0)))
2 ≤ E(û(x0)

2) = E

( ∞∑

i=0

S(X̄Ni
)

)2

.

Nous avons ensuite

E

( ∞∑

i=0

S(X̄Ni
)

)2

=

∞∑

k=1

E

(( ∞∑

i=0

S(X̄Ni
)
)2
/T = k

)
P(T = k)

=

∞∑

k=1

E
( k−1∑

i=0

S(X̄Ni
)
)2
P(T = k)

≤‖S‖2L∞(D̄)

∞∑

k=1

k2P(T = k).

Si α(x) et β(x) sont des 
onstantes, nous avons

∞∑

k=1

k2P(T = k) =
∞∑

k=1

k(k − 1)P(T = k) +
∞∑

k=1

kP(T = k)

=
2β(αh+ β)

α2h2
+
αh+ β

αh

=1 +
3β

αh
+

2β2

α2h2
.
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Si α(x) et β(x) ne sont pas 
onstantes, ave
 un 
al
ul similaire nous pouvons montrer que

∞∑
k=1

k2P(T = k) <∞.

Lemme 3. Soit û1(x0), ..., û
M(x0) M-estimateurs indépendants de u(x0) et de même loi que

û(x0). On suppose que α et β sont des 
onstantes positives. Il existe un pas h > 0 et une


onstante C ne dépendant pas de h véri�ant

E

(
1

M

M∑

i=1

ûi(x0)− u(x0)
)2

≤ Ch4 +
C

Mh2

Démonstration. Nous avons

E

(
1

M

M∑

i=1

ûi(x0)− u(x0)
)2

= E

(
1

M

M∑

i=1

ûi(x0)− E
( 1

M

M∑

i=1

ûi(x0)
))2

+

(
E
( 1

M

M∑

i=1

ûi(x0)
)
− u(x0)

)2

= Var

(
(
1

M

M∑

i=1

ûi(x0)

)
+

1

M

M∑

i=1

(
E(ûi(x0)− u(x0))

)2

.

Comme les {ûi(x0)}i sont indépendants et de même distribution,

Var

(
(
1

M

M∑

i=1

ui(x0)

)
=

1

M2

M∑

i=1

Var(û(x0)) =
Var(û(x0))

M
.

D'autre part, nous avons E2(û(x0)− u(x0)) = O(h4). Nous obtenons don


E

(
1

M

M∑

i=1

ûi(x0)− u(x0)
)2

≤ Ch4 +
C

Mh2
.

3.4.3 Conditions de Robin ave
 un fa
teur d'amortissement

Nous 
onsidérons à présent l'équation suivante ave
 un terme amortissement

{
−1

2
∆u(x) + λu(x) = f(x), x ∈ D

αu(x) + β ∂u(x)
∂n

= g(x) x ∈ ∂D (3.21)

où λ est une 
onstante positive. On aurait pu traiter dire
tement 
ette équation plut�t que

de distinguer les 
as ave
 ou sans amortissement. On a préféré les distinguer 
ar l'équation

sans amortissement est plus standard et que les formules ave
 amortissement vont introduire


ertaines 
ontraintes sur le pas de dis
rétisation.
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3.4.3.1 Approximation en dimension deux

Même en dimension deux, nous allons avoir besoin de deux pas de di�éren
es �nies h et γh
pour 
onstruire nos formules d'approximation au bord du domaine. L'approximation du terme

sour
e 
onduit à l'équation

−u(2h, 0)− u(0, 0) + 2u(h, 0)

2h2
+
−u(h, γh)− u(h,−γh) + 2u(h, 0)

2γ2h2
(3.22)

+λu(h, 0) ≃ f(h, 0)

tandis que 
elle de la dérivée normale est toujours donnée par (3.8). En multipliant l'équation

(3.22) par 2βγ2h2, l'équation (3.8) par 2hγ2 et en additionnant les deux équations obtenues,

nous avons

2γ2(αh+ β)u(0, 0)− β(u(h, γh) + u(h,−γh)) + (2β + 2βλγ2h2 − 2γ2β)u(h, 0)

= 2γ2βh2f(h, 0) + 2hγ2g(0, 0).

Comme dans les 
as pré
édents, pour se débarasser du terme u(h, 0), nous 
hoisissons γ =√
1

1−λh2 pour h su�samment petit tel que

1
1−λh2 > 0. Ce
i impose don
 une 
ontrainte sur le


hoix du pas en fon
tion de la valeur de λ. Ce
i 
onduit à l'approximation

u(0, 0) ≃ β (u(h, γh) + u(h,−γh))
2γ2(αh+ β)

+
h

αh+ β
g(0, 0) +

βh2

αh+ β
f(h, 0).

La quantité

h

αh+ β
g(0, 0) +

βh2

αh+ β
f(h, 0)

est ajoutée au s
ore. Le mouvement est tué ave
 une probabilité 1 − β
γ2(αh+β)

, sinon il est

repla
é de manière équipropable a l'un des deux points

(h, γh), (h,−γh).

3.4.3.2 Approximation en dimension trois

Comme en dimension deux, nous utilisons le pas h pour la première 
oordonnée et le pas γh
pour les autres. Grâ
e à un 
al
ul similaire au pré
édent, nous obtenons l'approximation

u(0, 0, 0) ≃ β

αh+ β
P h,γu

h

αh+ β
g(0, 0, 0) +

βh2

αh+ β
f(h, 0, 0) (3.23)

où γ =
√

2
1−λh2 pour h su�samment petit tel que

2
1−λh2 > 0. La quantité

h

αh+ β
g(0, 0, 0) +

βh2

αh+ β
f(h, 0, 0)

est ajoutée au s
ore. Le mouvement est tué ave
 une probabilité 1− β
γ2(αh+β)

sinon il 
ontinue

ave
 la même probabilité à l'un des quatre points

(h, γh, 0), (h,−γh, 0), (h, 0, γh), (h, 0,−γh).
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3.4.4 Conditions de transmission sans terme d'amortissement

3.4.4.1 Approximation en dimension deux

Nous supposons que l'interfa
e entre les sous-domaines est Γ = {(x1, x2)/x1 = 0} et que les

deux sous-domaines sont D1 = {(x1, x2); x1 ≥ 0} et D2 = {(x1, x2), x1 ≤ 0}. Nous rappelons
la méthode développée dans [57℄ pour 
onstruire le repla
ement à l'interfa
e. Cette méthode

repose sur la relation

h2

2
△hu(h, 0) = −h∇h

x1u(0, 0)− u(0, 0) + P hu(0, 0) (3.24)

où

P hu =
u(h, h) + u(h,−h)

2
.

Si u véri�e (3.2), u satisfait la 
ondition de transmission (troisième équation dans (3.3)) dont

l'approximation dis
rète s'é
rit

a1∇h1

x1u(0, 0) = a2∇−h2

x1 u(0, 0) +O(a2h
2
2 + a1h

2
1) (3.25)

où h1 et h2 sont les pas de di�éren
es �nies 
orrespondant à D1 et à D2. Les deux pas peuvent

être 
hoisis de manières di�érentes mais ils sont toujours proportionnels de telle sorte que

toutes les approximations suivantes soient en
ore d'ordre O(h31). Grâ
e aux deux équations

(3.21) et (3.22), nous obtenons l'approximation

u(0, 0) ≃p1P h1u+ p2P
−h2u+ C1f(h1, 0) + C2f(−h2, 0) (3.26)

où

p1 =
a1h2

a1h2 + a2h1
, p2 =

a2h1
a1h2 + a2h1

et

C1 =
h21h2

a1h2 + a2h1
, C2 =

h1h
2
2

a1h2 + a2h1
.

Du point de vue de la simulation, 
e
i signi�e qu'ave
 une probabilité p1 le mouvement est

repla
é dansD1 ave
 la même probabilité au point (h1,−h1) ou au point (h1, h1) et qu'ave
 une
probabilité p2 dans D2 ave
 la même probabilité au point (−h2,−h2) ou au point (−h2, h2).
La quantité

C1f(h1, 0) + C2f(−h2, 0)
est ajoutée au s
ore.

3.4.4.2 Approximation en dimension trois

En dimension trois, nous utilisons les même outils qu'en dimension deux en remplaçant juste

P hu par P h,
√
2u dans la relation (3.26). Nous obtenons

u(0, 0, 0) ≃ p1P
h1,

√
2u+ p2P

−h2,
√
2 + C1f(h1, 0, 0) + C2f(−h2, 0, 0) (3.27)
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où P h,
√
2
est dé�ni dans (3.13). Les probabilités d'aller dans 
haque sous-domaine sont les

mêmes qu'en dimension deux et il y a quatre points de repla
ement dans 
haque sous-domaine

qui sont respe
tivement

{(h1, 0,
√
2h1), (h1, 0,−

√
2h1), (h1,

√
2h1, 0), (h1,−

√
2h1, 0)}

dans D1 et

{(−h2, 0,
√
2h2), (−h2, 0,−

√
2h2), (−h2,

√
2h2, 0), (−h2,−

√
2h2, 0)}

dans D2. La quantité

C1f(h1, 0, 0) + C2f(−h2, 0, 0)
est ajoutée au s
ore.

3.4.4.3 Choix des pas de dis
rétisation

Il y bien entendu une grande liberté de 
hoix pour la relation reliant les parametres h1 et h2.
Nous en dé
rivons seulement deux qui sont les plus naturels. Dans tous les 
as, la quantité

C1f(h1, 0, 0) + C2f(−h2, 0, 0)

est ajoutée au s
ore.

Premier 
hoix : h = a1h2 = a2h1. La parti
ule va de manière équiprobable dans 
ha
un

des deux sous-domaines. Elle va 
ependant plus loin dans le sous-domaine ave
 le 
oe�
ient

de di�usion le plus grand. Cette te
hnique est très pro
he du s
héma 
inétique qui avait été

introduit dans [57℄.

Se
ond 
hoix : h1 = h2 = h. On pose

p1 =
a1

a1 + a2

et

p2 =
a2

a1 + a2
.

Le mouvement va dans D1 ave
 probabilité p1 et dans D2 ave
 probabilité p2. Ces probabil-
tés sont les mêmes que 
elles du repla
ement normal [72℄ mais les positions de repla
ement


hangent.

3.4.5 Conditions de transmission ave
 un terme d'amortissement

Nous 
onsidérons maintenant l'équation

{
−1

2
∇(a(x)∇u(x)) + λ(x)u(x) = f(x), x ∈ D

u(x) = g(x), x ∈ ∂D (3.28)

où {
a(x) = a1, λ(x) = λ1 x ∈ D1

a(x) = a2, λ(x) = λ2 x ∈ D2.
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3.4.5.1 Approximation en dimension deux

Comme pré
édemment nous 
al
ulons une approximation du terme sour
e au point (h1, 0)

a1

(−u(2h1, 0)− u(0, 0) + 2u(h1, 0)

2h21
+
−u(h1, γ1h1)− u(h1,−γ1h1) + 2u(h1, 0)

2γ21h
2
1

)
(3.29)

+ λ1u(h1, 0) ≃ f(h1, 0)

dans le domaine D1 et au point (−h2, 0)

a2

(−u(−2h2, 0)− u(0, 0) + 2u(−h2, 0)
2h22

+
−u(h2, γ1h2)− u(−h2,−γ2h2) + 2u(−h2, 0)

2γ2h2

)

(3.30)

+ λ2u(−h2, 0) ≃ f(−h2, 0)

dans le domaine D2 en utilisant deux pas de di�éren
es �nies h1 et h2 et deux 
onstantes γ1
et γ2 dont les valeurs seront dé�nies juste après. Les propriétés de 
ontinuité de la solution et

du �ux à l'interfa
e 
onduisent à

a1
(4u(h1, 0)− 3u(0, 0)− u(2h1, 0))

2h1
≃ −a2

(4u(−h2, 0)− 3u(0, 0)− u(−2h2, 0))
2h2

. (3.31)

En multipliant l'équation (3.29) par h1, l'équation (3.30) par h2, en sommant les deux équa-

tions obtenues et grâ
e à la relation (3.31), nous obtenons

(
a1
h1

+
a2
h2

)
u(0, 0)− a1

h1
Qh1,γ1u− a2

h2
Q−h2,γ2u+

(
a1
γ21h1

− a1
h1

+ λ1h1

)
u(h1, 0)

+

(
a2
γ22h2

− a2
h2

+ λ2h2

)
u(−h2, 0)

= h1f(h1, 0) + h2f(−h2, 0)

où

Qh,γu =
u(h, γh) + u(h,−γh)

2γ2
.

Pour éliminer les deux termes u(h1, 0) et u(−h2, 0), nous 
hoisissons

γ1 =

√
1

1− λ1h2
1

a1

, γ2 =

√
1

1− λ2h2
2

a2

en supposant que les quantités à l'intérieur des ra
ines sont positives. Ce
i 
onduit à l'ap-

proximation

u(0, 0) ≃p1
(
1− λ1h

2
1

a1

)
u(h1, γh1) + u(h1,−γh1)

2
+ p2

(
1− λ2h

2
2

a2

)
u(h2, γh2) + u(h2,−γh2)

2

+ C1f(h1, 0) + C2f(−h2, 0)
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où p1, p2, C1, C2 sont dé�nis 
omme dans la se
tion pré
édente. Comme dans le 
as de trans-

mission sans terme d'amortissement, le mouvement va dans D1 ave
 une probabilité p1. Il y
est soit repla
é ave
 la même probabilité au point (h1,−γ1h1) ou au point (h1, γ1h1), soit tué

ave
 une probabilité 1− λ1h2
1

a1
. De même, le mouvement va dans D2 ave
 une probabilité p2. Il

y est soit repla
é ave
 la même probabilité au point (−h2,−γ2h2) ou au point (h2, γ2h2), soit

tué ave
 une probabilité 1− λ2h2
2

a2
.

3.4.5.2 Approximation en dimension trois

Grâ
e à des 
al
uls similaires, nous obtenons l'approximation

u(0, 0, 0) ≃ p1

(
1− λ1h

2
1

a1

)
Eh1,γ1u+ p2

(
1− λ2h

2
2

a2

)
E−h2,γ2u+C1f(h1, 0, 0)+C2f(−h2, 0, 0),

où

γ1 =

√
2

1− λ1h2
1

a1

, γ2 =

√
2

1− λ2h2
2

a2

et

Eh,γu =
u(h, γh, 0) + u(h,−γh, 0) + u(h, 0, γh) + u(h, 0,−γh)

4
.

Il est à noter que 
omme pré
édemment notre appro
he impose des 
ontaintes sur les pas h1
et h2. Une appro
he similaire développée dans [11℄ d'après une idée de Ni
olas Champagnat

permet en gardant un peu plus longtemps dans les 
al
uls les valeurs exa
tes des dérivées

normales de s'a�ran
hir de ses 
ontraintes tout en gardant des formules d'approximation

d'ordre 3.

3.5 Résultats numériques

3.5.1 Problème de Robin sans terme d'amortissement

Notre premier 
as-test est l'équation de Lapla
e

{
−1

2
∆u(x) = 0, x ∈ B1

u(x) + β ∂u(x)
∂n

= g(x), x ∈ ∂B1

où B1 est le disque unité et

g(x1, x2) = −βx1ex2(sin x1 + cosx1) + ex2(βx2 + 1)(cosx1 − sin x1).

La solution exa
te de 
ette équation est u(x1, x2) = (cosx1 − sin x1)e
x2
. Nous allons faire une

des
ription détaillée de notre algorithme basé sur la méthode de la mar
he sur les sphères

dé
entrée pour résoudre 
ette équation et nous allons analyser son biais. Nous ferons aussi

une 
omparaison ave
 la version basée sur la méthode de la mar
he sur les sphères standard.
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3.5.1.1 Des
ription de l'algorithme

Nous dé
rivons 
omment nous 
al
ulons la solution u(x1, x2) en utilisant la mar
he sur les

sphères dé
entrée 
ouplée aux te
hniques de di�éren
es �nies sto
hastiques. L'algorithme

5 nous donne l'évolution du s
ore d'une seule mar
he en utilisant un pas h de di�éren
es

�nies. Notre approximation est donnée par la moyenne des s
ores de di�érentes mar
hes

indépendantes.

Data : un point x = (x1, x2) ∈ B1, Paramètres : h, β
Poser Test← 0 et Score← 0;
while Test 6= 1 do

r =
√
x21 + x22, α = arccos(x1

r
)

Générer une variable aléatoire uniforme U sur [0, 1]
θ ← α+ 2 arctan

(
1−r
1+r

tan(πU)
)

(x1, x2)← (cos θ, sin θ)
Score← Score+ h

h+β
g(x1, x2)

Générer une variable aléatoire uniforme U1 sur [0, 1]
if U1 ≤ h

h+β
then

Test← 1
else

Générer une variable aléatoire uniforme U2 sur [0, 1]
ξ1 ← 1− h
if U2 < 0.5 then

ξ2 ← h
else

ξ2 ← −h
end

x1 ← ξ1 cos θ − ξ2 sin θ
x2 ← ξ1 sin θ + ξ2 cos θ

end

end

Algorithme 5 : Conditions de ROBIN ave
 UWOS pour le disque unité

3.5.1.2 Analyse du biais

La mar
he sur les sphères dé
entrée est une méthode exa
te pour simuler le point de sortie

du mouvement Brownien dans un disque. Don
 le biais de notre méthode provient uniquement

de l'approximation par les di�éren
es �nies sto
hastiques quand le mouvement tou
he le bord.

Nous reprenons très rapidement pour 
e 
as parti
ulier l'analyse du biais qui a été faite dans

le théorème 5.

Chaque fois que le mouvement Brownien tou
he le bord, il est tué ave
 une probabilité

h
h+β

et

l'approximation par di�éren
es �nies ajoute un biais qui est un O(h3). Pour 
al
uler le biais
global, nous devons 
onnaître le nombre de fois H où le mouvement Brownien tou
he le bord.
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Comme H suit une loi géométrique de paramètre

h
h+β

, nous avons

E(H) =
∞∑

k=1

k(1− h

h + β
)k−1 h

h+ β
= 1 +

β

h
.

Par 
onséquent, la moyenne du nombre de visites du bord est un O(β
h
) et le biais global est

don
 un O(βh2). Dans la �gure (3.2), nous traçons en é
helle logarithmique l'erreur au point

(0.5, 0.5) 
omme une fon
tion de h pour trois valeurs di�érentes de β. Le nombre de simula-
tions est 
hoisi su�samment grand pour que la varian
e soit négligeable et don
 que l'erreur

soit très pro
he du biais de la méthode. L'ordre de la méthode 
al
ulée par un ajustement par

la méthode des moindres 
arrés linéaires des données aux quatre points de référen
e est res-

pe
tivement (1.9, 2.01, 2.08) pour respe
tivement β = (0.05, 0.1, 0.2). Les pentes obtenues sont
très pro
hes de deux et le biais augmente quand β augmente. Ce
i 
on�rme notre estimation

du biais global de la méthode qui est en O(βh2).
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Figure 3.2 � Comparaisons biais versus pas h

3.5.1.3 Comparaison entre UWOS et WOS

Dans le tableau (3.1), nous 
omparons l'erreur et le temps de CPU de la méthode la mar
he

sur les sphères (notée WOS) et de la mar
he sur les sphères dé
entrée (notée UWOS) pour le
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al
ul de la solution au point (0.5, 0.5) ave
 β = 0.1. Le nombre de simulations est N = 107

et la taille de la 
ou
he d'absorption par la frontière vaut ε = 10−6
. L'erreur statistique

donnée par

σ√
N
vaut environ 0.0004 pour les di�érentes valeurs de h du tableau suivant. Nous

observons que les erreurs des deux méthodes sont pro
hes et que la méthode UWOS est trois

fois plus rapide que la méthode WOS. Nous pouvons en 
on
lure que la méthode WOS est

également utilisable pour notre appro
he mais qu'il vaut mieux utiliser la méthode UWOS

quand 
ela est possible.

h WOS UWOS

Erreur CPU Erreur CPU

0.3 0.0015 35 0.0018 10.3

0.4 0.0026 33 0.0028 9.6

0.5 0.0041 31 0.0045 9

Table 3.1 � Comparaison entre WOS et UWOS

3.5.2 Problème de Robin ave
 un terme de sour
e

3.5.2.1 Cas test sans terme d'amortissement

Nous 
onsidérons maintenant l'équation ave
 un terme sour
e

{
−1

2
∆u(x1, x2) = −6(x21 + x22), (x1, x2) ∈ B1

u(x1, x2) + β ∂u(x1,x2)
∂n

= (1 + 4β)(x41 + x42), (x1, x2) ∈ ∂B1

dont la solution exa
te est u(x1, x2) = x41 + x42. Dans le tableau 3.2, nous 
omparons l'erreur

et le temps CPU en utilisant soit la simulation exa
te de la 
ontribution du terme de sour
e

(2.6.1.1), soit son approximation par la méthode dite à un point aléatoire (2.6.1.2). Les pa-

ramètres sont les mêmes que dans l'exemple pré
édent. L'erreur statistique donnée par

σ√
N

vaut environ 0.0005 pour les di�érentes valeurs de h. Elle est beau
oup plus petite que l'erreur

liée au biais. Nous observons que les deux méthodes donnent une pré
ision similaire et que la

méthode à un point aléatoire a un temps de 
al
ul un peu plus petit. L'ordre de la méthode

obtenu par régression linéaire vaut respe
tivement 2.08 pour la méthode exa
te et 1.99 pour

la méthode à un point aléatoire. Ce
i 
on�rme que notre méthode est en
ore e�
a
e même

en présen
e d'un terme sour
e. De plus, 
e
i montre qu'il n'y a pas d'in
onvénient à utiliser

la méthode à un point aléatoire. Ce
i sera parti
ulièrement utile en dimension trois où la

simulation exa
te n'est plus possible.

h Simulation exa
te Un point aléatoire

Erreur CPU Erreur CPU

0.2 0.017 210 0.016 176

0.3 0.039 184 0.038 163

0.4 0.07 173 0.069 144

0.5 0.15 169 0.15 137

Table 3.2 � Simulation exa
te versus méthode à un point aléatoire
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3.5.2.2 Cas test ave
 un terme d'amortissement

Nous 
onsidérons maintenant l'équation

{
−1

2
∆u+ λu = λ(cosx1 − sin x1)e

x2 , x ∈ B1

u+ β ∂u
∂n

= −βx1ex2(sin x1 + cosx1) + ex2(βx2 + 1)(cosx1 − sin x1), x ∈ ∂B1

dont la solution exa
te est

u(x1, x2) = (cosx1 − sin x1)e
x2

a�n de tester les méthodes développées dans la se
tion (3.3) qui prennent en 
ompte le terme

h KWOS KEuler Euler

Erreur CPU Erreur CPU Erreur CPU

0.2 0.003 288 0.012 637 0.011 725

0.3 0.0074 165 0.013 179 0.024 202

0.4 0.016 104 0.033 76 0.04 85

0.5 0.025 72 0.06 40 0.07 45

0.6 0.035 51 0.09 26 0.1 28

Table 3.3 � Comparaison entre KWOS, Keuler et Euler

d'amortissement. Nous 
al
ulons une solution appro
hée au point (x1, x2) = (−0.7,−0.2) par
trois méthodes di�érentes en utilisant N = 5.106 simulations, ave
 β = 2, λ = 0.1. Les valeurs
de β et λ sont 
hoisies pour que le nombre de visites du bord soit grand et en
ore pro
he d'un

O( 1
h
). Cela signi�e que β doit être assez grand et λ pas trop grand pour que le mouvement

reste en vie assez longtemps. Les trois méthodes testées sont la méthode WOS ave
 taux de

meurtre (KWOS), le s
héma d'Euler standard et le s
héma d'Euler ave
 taux de meurtre

(KEuler). L'erreur globale de la méthode KWOS est un O( 1
h
(ε + h3)) où ε est le paramètre

d'absorption de la mar
he sur les sphères. Si nous 
hoisissons ε = h3, nous obtenons une

erreur globale en O(h2). Pour les deux méthodes liées au s
héma d'Euler, l'erreur globale est

un O( 1
h
(∆s + h3)) où ∆ est le paramètre du s
héma d'Euler. Le paramètre s est in
onnu 
ar

notre méthode 
ombine l'approximation de demi-espa
e et le taux de meurtre. Néanmoins,

nous 
hoisissons ∆ = h3 pour 
omparer ave
 la méthode KWOS et 
ar s est sans doute pro
he
de un quand le taux de meurtre est petit. L'erreur statistique donnée par

σ√
N

vaut environ

0.001 pour les di�érentes valeurs de h. Elle est plus petite que l'erreur liée au biais. Nous

observons que la méthode KWOS est la plus e�
a
e parmi les trois méthodes. Son ordre

d'approximation est 2.3 tandis que les autres ont un ordre d'approximation pro
he de deux.

La méthode KEuler est un peu plus e�
a
e que le s
héma d'Euler standard 
ar son temps

de 
al
ul est plus 
ourt. Nous pouvons ajouter que les méthodes KWOS et KEuler seront

d'autant plus e�
a
es que le paramètre λ est grand par rapport au s
héma d'Euler standard


ar elles seront arrêtées plus rapidement.
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3.5.3 Problème de transmission en dimension trois

Nous 
onsidérons l'équation suivante





−1
2
∇(a(x)∇u(x)) = 0, x ∈ D

u(x1, x2, x3) =

{
exp(x1

a1
) cos(x2 + x3), x ∈ ∂D, x1 ≥ 0

exp(x2

a2
) cos(x2 + x3), x ∈ ∂D, x1 ≤ 0

dans le domaine D = [−1, 1]3. Nous 
al
ulons la solution au point (0.1, 0, 0) ave
 des 
oef-

�
ients de di�usion égaux à a1 = 1, a2 = 0.5. Ce point est 
hoisi très pro
he de l'interfa
e

pour augmenter la moyenne du nombre de visites de 
ette même interfa
e. Ce
i nous permet

de dis
riminer plus e�
a
ement les trois méthodes di�érentes que nous allons 
omparer. La

première est la méthode des di�éren
es �nies sto
hastique ave
 les paramètres 
orrespondant

au deuxième 
hoix dans la se
tion (3.4.4.3). Ave
 une probabilité

1
3
, le mouvement va dans

D2 et ave
 une probabilité

2
3
il va dans D1. Les points de repla
ement sont 
hoisis 
omme

dans la se
tion (3.4.4.2). Pour la deuxième méthode, les probabilités de se rendre dans 
haque

sous-domaine sont les mêmes mais il y a seulement deux points de repla
ement 
hoisis nor-

malement à une distan
e h de part et d'autre de l'interfa
e [72℄. La troisième méthode est

l'approximation 
inétique qui a été introduite dans [56℄. Dans 
ette méthode, le mouvement

va ave
 même probabilité dans D1 et D2 mais il va plus loin à l'intérieur du domaine dans la

zone où le 
oe�
ient de di�usion est le plus grand. Les positions de repla
ement ne sont pas

tirées suivant une loi dis
rète mais suivant une loi 
ontinue.

La solution exa
te de notre équation n'est pas 
onnue. La valeur de référen
e u(0.1, 0, 0) ≃
0.9709 est obtenue en utilisant la première méthode ave
 h = 0.01 et un très grand nombre

de simulations N = 108. Dans la �gure 3.3, nous traçons en é
helle logarithmique l'erreur au

point (0.1, 0, 0) 
omme une fon
tion du temps CPU. Nous observons que la première méthode

(notée Di�2) est plus e�
a
e que la méthode 
inétique (notée Kineti
) et la méthode ave


repla
ement normal (notée Di�1). Nous pouvons également observer que l'ordre de la méthode

est d'environ deux pour Di�2 et pour la méthode 
inétique mais légèrement moins pour Di�1.

3.5.4 Equation de Poisson-Boltzmann ave
 une seule sphère

L'équation de Poisson-Boltzmann [72℄ s'é
rit

−∇(a(x)∇u(x)) + λ2(x)u(x) =

m∑

i=1

qiδxi
(x) x ∈ R3

(3.32)

où {
a(x) = a1, λ(x) = 0 x ∈ Ω

int

a(x) = a2, λ(x) = λ̄ x ∈ Ω
ext

.

Les deux sous-ensembles Ωint et Ωext sont des ouverts de R3
séparés par une interfa
e Γ où

Γ = ∂Ω
int

∩ ∂Ω
ext

.
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Figure 3.3 � Comparaison erreur versus CPU

Le sous-ensemble Ω
int

est borné, on a Ω
int

∩Ω
ext

= ∅ et Ω̄
int

∪ Ω̄
ext

= R3
. On note δx la mesure

de Dira
 au point x, les points xi ∈ Ω
in

et les poids qi ∈ R pour tout i = 1, ..., m. Cette

équation permet de 
al
uler le potentiel éle
trostatique autour d'une molé
ule 
omposée de

m atomes 
entrés aux points xi possédant une 
harge qi. Le sous-domaine Ω
int

est l'intérieur

de la molé
ule qui est 
onstituée d'une union de m sphères 
entrées sur les xi. Ces sphères
représentent les atomes de la molé
ule. Le sous-domaine Ω

ext

représente l'extérieur de la

molé
ule. La solution fondamentale de l'équation −∆u = δ au sens des distributions vaut

1

4π|x| .

Si on pose maintenant

u0(x) =
1

4πa1

m∑

i=1

qi
|x− xi|

,

qui annule le terme à droite dans l'équation (3.30), nous obtenons −a1∆(u − u0) = 0 dans

Ωint. Nous pouvons dé
rire très rapidement la dynamique de la mar
he dans 
e 
as là. Si la

mar
he est dans Ωint, elle est simulée exa
tement grâ
e à la mar
he sur les sphères dé
entrée

jusqu'à 
e qu'elle tou
he l'interfa
e Γ. Si la mar
he est dans Ωext, elle est simulée grâ
e à la

mar
he sur les sphères jusqu'à tou
her l'interfa
e Γ. Dans la j-ième sphère de rayon rj de la
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mar
he sur les sphères, elle peut être tuée ave
 une probabilité p1 := 1 −
√

λ̄2/a2rj

sinh(
√

λ̄2/a2rj)
. Si la

mar
he tou
he l'interfa
e, elle peut être tuée ave
 une faible probabilité p2 :=
(γ1+γ2)h2

a1+a2
où

γ1 =
√
2, γ2 =

2

1− λ̄2h2

a2

sinon elle est repla
ée à l'un des 8 points suivants ave
 
ertaines probabilités. Les points de

repla
ement sont dé�nis par la fon
tion p :

p(0, 0, 0) =





u(h, γ1h, 0) ave
 une probabilité
a1

4(a1+a2)
(1− γ1h2

a1
)

u(h,−γ1h, 0) ave
 une probabilité a1
4(a1+a2)

(1− γ1h2

a1
)

u(h, 0, γ1h) ave
 une probabilité
a1

4(a1+a2)
(1− γ1h2

a1
)

u(h, 0,−γ1h) ave
 une probabilité a1
4(a1+a2)

(1− γ1h2

a1
)

u(h, γ2h, 0) ave
 une probabilité
a2

4(a1+a2)
(1− γ2h2

a2
)

u(h,−γ2h, 0) ave
 une probabilité a2
4(a1+a2)

(1− γ2h2

a2
)

u(h, 0, γ2h) ave
 une probabilité
a2

4(a1+a2)
(1− γ2h2

a2
)

u(h, 0,−γ2h) ave
 une probabilité a2
4(a1+a2)

(1− γ2h2

a2
)

(3.33)

Nous 
onsidérons l'équation (3.32) ave
 m = 1, Ω
int

= B(0, 1). La 
harge en 0 vaut 2,
a1 = 1, a2 = 2 et λ̄ = 2. La solution exa
te donnée dans [12℄ vaut

u(x) =





− 1
4π

(
1

a1|x|− 1
a1

+ 1
a2β

)
, x ∈ Ω

int

\ {0}
exp
(
− λ̄√

a2
(|x|−1)

)

4πa2β
, x ∈ Ω

ext

∪ Γ

où

β = 1 + λ̄/
√
a2.

L'algorithme général est dé
rit dans l'algorithme 6. Nous 
hoisissons 5 valeurs de h dans

l'intervalle [0.4, 0.8]. Le biais est 
al
ulé en fon
tion de h ave
 106 tirages de Monte-Carlo.

La droite d'ajustement par moindres 
arrés servant à 
al
uler l'ordre de la méthode a pour

équation

−2.66 + 1.99 log(h).

L'ordre de la méthode est don
 environ deux. Dans 
e 
as ave
 une seule sphère, nous obtenons

le même ordre que dans [11℄ pour un 
as plus physique ave
 un ratio

a2
a1

très grand.

3.6 Con
lusion

Dans 
e 
hapitre, nous avons proposé un algorithme général basé sur le prin
ipe de double

randomisation pour résoudre des équations sous forme divergen
e ave
 tous types de 
onditions

aux limites et un terme d'amortissement. Dans un premier temps, nous avons introduit des

variantes du s
héma d'Euler et de la mar
he sur les sphères pour des équations de type
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Data : un point x0 ∈ Ω
int

, Paramètres : h, β
Poser k ← 0, test = 1 et score← 0.
while test > 0 do

if xk ∈ Ω
int

then

exit(xk) est simulé par l'algorithm UWOS, score = score− u0(exit(xk))
else

exit(xk) est simulé par l'algorithm WOS ave
 λ = λ̄
2a2

.

Générer une variable aléatoire uniforme U sur [0, 1].
if U < p1 then

test = 0
else

test = 1
end

end

Générer une variable aléatoire uniforme U sur [0, 1].
if U < p2 then

test = 0
else

test = 1, xk+1 = p(xk)
if xk+1 ∈ Ωint then

score = score+ u0(xk+1).
end

end

.

k ← k + 1
end

Algorithme 6 : Equation de Poisson-Boltzmann ave
 une seule sphère

Poisson ave
 un terme d'amortissement. Le s
héma d'Euler tué (KEuler) permet d'interpréter

le terme d'amortissement 
omme une probabilité de s'arrêter à 
haque pas de temps. La

mar
he sur les sphères tuée (KWOS) repose sur le même prin
ipe et une utilisation de la

méthode à un point aléatoire pour gérer le terme sour
e. Ces deux méthodes ont montré

leur e�
a
ité par rapport au s
héma d'Euler standard. Dans un deuxième temps, nous avons

introduit de nouvelles te
hniques de di�éren
es �nies pour traiter les 
onditions aux bords et

aux interfa
es entre di�érents milieux pour un opérateur de di�usion général dans un domaine

hétérogène en dimension deux et trois. Ces te
hniques induisent un biais lo
al d'ordre trois et

un biais global d'ordre deux dans nos algorithmes de Monte-Carlo dans les 
as des 
onditions

de Robin, Neumann et transmission (même dans le 
as plus di�
ile où il y a à la fois la


ondition de transmission et un terme d'amortissement). Nous fournissons également des

résultats théoriques pour l'analyse du biais et de la varian
e de l'algorithme 
omplet dans

le 
as de 
onditions de Robin. Les tests numériques ont 
on�rmé nos estimations des biais

et ont montré l'e�
a
ité de notre nouvelle appro
he par rapport aux méthodes standards.

Nous allons dans les 
hapitres suivant appliquer 
es te
hniques à des problèmes dire
ts et

inverses en tomographie par impédan
e éle
trique pour lesquels tous les types de 
onditions
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aux limites sont présents simultanément. Cela va impliquer un grand nombre de résolutions

ave
 une bonne pré
ision de problèmes dire
ts pour lesquels les méthodes possédant un biais

d'ordre élevé sont 
ru
iales pour réduire les temps de 
al
ul.
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Chapitre 4

Problème dire
t en tomographie par

impédan
e éle
trique

La tomographie par impédan
e éle
trique [17℄ est une te
hnique pour re
onstruire la stru
-

ture à l'intérieur d'un 
ondu
teur éle
trique à partir de mesures du 
ourant sur le bord de 
e


ondu
teur. Elle possède plusieurs appli
ations 
omme par exemple la déte
tion d'une tumeur


an
éreuse dans un sein ([19℄,[41℄,[50℄). Le problème inverse en tomographie par impédan
e

éle
trique a été proposé la première fois par Calderón [15℄. Il 
onsiste en la re
onstru
tion

de la 
ondu
tivité à partir de mesures bruitées prises sur le bord du domaine. Ce problème

inverse est un problème mal-posé au sens où une petite erreur sur les mesures peut pertuber

énormément la solution de 
e problème. Dans 
e travail, nous voulons à la fois déte
ter des

anomalies et re
onstruire la distribution de 
ondu
tivité sous l'hypothèse qu'elle est isotrope

et 
onstante par mor
eaux. Nous allons travailler ave
 un modèle 
ir
ulaire sensé modéliser le

sein qui sera 
onstitué de deux 
ou
hes. La 
ou
he de peau a une 
ondu
tivité éle
trique plus

faible que 
elle à l'intérieur du sein qui est 
onstituée de gras. Ce modèle est plus général que

le modèle habituel ([39℄, [84℄) qui ne prend pas en 
ompte la 
ou
he de peau. La simulation des

mesures se fait par l'intermédiaire de di�érents modèles 
omme le modèle 
ontinu ou en
ore

le modèle des éle
trodes.

Nous allons tout d'abord rappeler l'origine de l'équation sous forme divergen
e en tomo-

graphie par impédan
e éle
trique. Une 
ourte des
ription du modèle du 
ontinu et des trois

modèles des éle
trodes est aussi rappelée. Ensuite, nous fournissons le 
al
ul de la 
onstante

sur l'in
lusion ainsi que des intensités sur 
haque éle
trode. Nous allons analyser le biais théo-

riquement sur un 
as simple où le domaine est un intervalle ave
 une 
ondition de Robin d'un


�té et de Neumann de l'autre. Nous introduisons une te
hnique de rédu
tion de varian
e

fondée sur les idées développées dans [62℄. En�n, nous donnerons les résultats numériques

de l'analyse de l'ordre du biais et 
on�rmerons l'e�
a
ité de la te
hnique de rédu
tion de

varian
e en dimension deux. Nous abordons aussi le modèle des éle
trodes en dimension trois

et testons la te
hnique de rédu
tion de varian
e dans 
e 
as.

61
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4.1 Mise en équation

Dans un 
ondu
teur D, le 
hamp éle
trique et le 
hamp magnétique véri�ent les équations

de Maxwell

rotE = −∂H
∂t

, rotH = σE + ǫ
∂E

∂t
(4.1)

où E et H 
orrespondent respe
tivement au 
hamp éle
trique et au 
hamp magnétique et où

rot désigne l'opérateur rotationnel. Les quantités σ, ǫ et µ sont respe
tivement la 
ondu
tivité

éle
trique, la perméabilité magnétique et la perméabilité éle
trique. Il existe deux appro
hes

di�érentes pour obtenir une équation aux dérivées partielles simple à l'intérieur du 
ondu
teur

[45℄. Dans la première appro
he dé
rite i
i, nous utilisons le modèle quasi-statique dans lequel

les 
hamps magnétiques et les 
hamps éle
triques sont stationnaires à tout instant, 
e qui se

traduit par le fait que les variations de

∂E
∂t

et de

∂H
∂t

sont négligées. Dans 
e 
as, le système de

Maxwell est donné par

rotE = 0, rotH = σE. (4.2)

D'après un résultat 
lassique d'analyse ve
torielle, 
omme rotE = 0, E peut s'é
rire 
omme le

gradient d'un potentiel éle
trique u, 
'est à dire E = ∇u. En remplaçant E par son expression

dans l'équation (4.2) nous obtenons rotH = σ∇u. En prenant la divergen
e des deux 
�tés de


ette équation et en remarquant que div(rotH) = 0 , nous obtenons l'équation de di�usion

∇(σ∇u) = 0. (4.3)

La deuxième appro
he généralise l'équation pré
édente au 
as σ 
omplexe. Dans 
e travail,

nous nous intéressons seulement au 
as quasi-statique où la 
ondu
tivité σ est réelle et positive.
Nous supposons de plus qu'il existe deux 
onstantes C1 et C2 telles que

0 < C1 < σ(x) < C2 < +∞, ∀x ∈ D.

4.2 Le problème de Calderón

Dans le modèle dit du 
ontinu, les 
ondition aux limites sont

σ
∂u

∂n
= j (4.4)

où j représente la densité de l'intensité de sortie sur le bord. Par exemple, dans un milieu

homogène en dimension 2, j peut-être modélisée par sin(kθ) ou cos(kθ) ([18℄,[39℄). Si ∂D
est su�samment régulier, le problème aux limites (4.3) et (4.4) a une solution unique si et

seulement si

< j, 1 >∂D= 0

où < . > désigne le produit s
alaire entre deux fon
tions f et g :

< f, g >∂D=

∫

∂D

f(x)g(x)dx.

D'un point de vue physique, 
ette 
ondition traduit la 
onservation du 
ourant sortant. Etant

donnée l'intensité j, la solution des équations (4.3) et (4.4) est unique à une 
onstante près.
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Si j ∈ H
−1/2
⋄ (∂D) := {j ∈ H1/2(∂D) :< j, 1 >∂D= 0}, il existe une 
lasse de fon
tions

u ∈ H1(D)/R unique qui satisfait la formulation variationnelle

∫

D

σ∇u∇vdσ =< j, v|∂D >∂D .

Nous pouvons dé�nir l'opérateur Diri
hlet-Neumann ou tension-
ourant Λσ 
omme suit

Λσ : H
1/2
⋄ (∂D) → H

−1/2
⋄ (∂D)

u 7→ σ ∂u
∂n
|∂D.

Le problème inverse de 
ondu
tivité dans le modèle 
ontinu s'appelle le problème de Calderón :

Etant donné l'opérateur Λσ, il s'agit de déterminer la distribution de σ dans D à partir de Λσ.

Comme dans tous les problèmes inverses nous devons étudier la stabilité et l'identi�abilité du

problème de Calderón. Nous reprenons l'analyse de la stabilité et l'identi�abilité é
rite dans

la thèse de Martin Simon [88℄. Con
ernant l'identi�abilité du problème, en dimension deux, si

σ ∈ L∞
+ (D) est isotrope, Astala et Paivarinta ont montré dans leur arti
le [3℄ que la solution

est unique.

Théorème 6. Soit D ⊂ R2
un domaine borné, simplement 
onnexe et σi ∈ L∞(D), i = 1, 2.

Nous supposons en
ore qu'il existe une 
onstante c positive telle que c−1 ≤ σi ≤ c, alors si

Λσ1 = Λσ2

on a σ1 = σ2.

Dans le 
as où σ est anisotrope, σ est dé�ni par une matri
e symétrique dé�nie positive.

Astala, Paivarinta et Lassas ont montré dans [4℄ qu'on peut 
onstruire un di�éomorphisme F
tel que ΛF∗σ = Λσ. Çela veut dire qu'il existe une large 
lasse de 
ondu
tivités produisant la

même mesure sur le bord. Par 
onséquent, l'uni
ité du problème inverse au sens usuel n'est

pas assurée. Par 
ontre, l'uni
ité du problème est montrée au sens où si Λσ1 = Λσ2 alors

σ2 = F ∗ σ1. Quand d ≥ 3, sous l'hypothèse d'isotropie de σ et si σ ∈ C1(D), l'uni
ité de

la solution est 
onservée. Dans le 
as où σ est anisotrope, la question de l'uni
ité est pour

l'instant toujours ouverte.

La question de stabilité se pose ainsi : sous l'hypothèse Λσ1 est pro
he de Λσ2 , est-
e que

σ1 est pro
he de σ2 ? Malheureusement la réponse est négative. Même si l'opérateur Diri
hlet-

Neumann est donné sans bruit de mesure, le problème inverse de 
ondu
tivité n'est pas stable

en général. Sous 
ertaines 
onditions de régularité de σ, nous obtenons seulement la stabilité

au sens du module logarithmique [6℄. La 
ontinuité en terme de module logarithmique est très

faible. Un petit é
art sur σ peut entrainer un grand é
art sur Λσ. Si on a seulement l'hypothèse

σ ∈ L∞(D), la stabilité n'est pas assurée. On en donnera un exemple dans la se
tion 5.1. Pour

toutes 
es raisons, le problème inverse de 
ondu
tivité est un problème très mal-posé.

L'avantage de 
e modèle est la possibilité d'e�e
tuer des études théoriques mais en pratique

nous ne pouvons pas mesurer l'intensité en tous les points du bord. Nous nous dirigeons don


vers le modèle des éle
trodes qui est beau
oup plus pro
he des situations pratiques.
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4.3 Le modèle des éle
trodes

Nous supposons qu'il y a N éle
trodes notées {Ei}Ni=1 atta
hées sur le bord d'un 
ondu
teur

en dehors desquelles, l'intensité est nulle. Ces éle
trodes sont modélisées par des surfa
es

disjointes qui sont des 
omposantes 
onnexes régulières du bord. Nous dé�nissons d'abord

le ve
teur 
ourant Jk = (Jk
1 , ..., J

k
N) ∈ RN

dont les 
omposantes véri�ent la 
ondition de


onservation

N∑

i=1

Jk
i = 0.

Nous dé�nissons ensuite le ve
teur tension Uk = (Uk
1 , ..., U

k
N) ∈ RN

dont les 
omposantes

véri�ent également la 
ondition de 
onservation

N∑

i=1

Uk
i = 0.

Pour la résolution du problème inverse, on 
hoisit N − 1 
on�gurations linéairement indépen-

dantes du ve
teur 
ourant et on mesure le ve
teur tension dans 
ha
une de 
es 
on�gurations.

Nous allons présenter trois des prin
ipaux modèles pour estimer les intensités sur les éle
-

trodes : le modèle ave
 espa
ement (gap model), le modèle ave
 dérivation (shunt model) et

le modèle 
omplet (
omplete model). La des
ription détaillée de 
ha
un de 
es modèles peut

se trouver dans [89℄. Les essais expérimentaux qui ont été réalisés dans [18℄ montrent que

les mesures générées par le modèle des éle
trodes 
omplet sont les plus pro
hes des mesures

expérimentales.

4.3.1 Modèle ave
 espa
ement

Le modèle le plus simple parmi les trois modèles des éle
trodes est le modèle ave
 espa-


ement où l'intensité sur 
haque éle
trode est supposée 
onstante et où les éle
trodes sont

supposées avoir une 
ondu
tivité parfaite. L'intensité j dé�nie dans la formule (4.4) devient

don


j =

{
Ji/|Ei|; i = 1, .., N ; x ∈ Ei

0; x ∈ D ∪Ni=1 Ei

(4.5)

où |Ei| désigne le volume de ième éle
trode, Ji, i = 1, ..., N sont 
onstants. La tension est

donnée par la formule

Ui =
1

|Ei|

∫

El

udS

où le potentiel u véri�e {
∇(a∇u) = 0, x ∈ D
a∂u
∂n

= j, x ∈ ∂D.
L'avantage de 
e modèle 
onsiste en la simpli
ité de son étude mathématique mais il n'est

pas pro
he du modèle réel. L'erreur de 
e modèle est de l'ordre de vingt pour 
ent [18℄.
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4.3.2 Modèle ave
 dérivation

Les expérien
es physiques réalisées montrent que l'intensité sur 
haque éle
trode n'est

pas 
onstante et que le métal dont sont 
onstituées les éle
trodes a une 
ondu
tivité élevée.

Ces propriétés sont prises en 
ompte dans le modèle ave
 dérivation où la tension sur 
haque

éle
trode est supposée 
onstante respe
tant l'hypothèse de 
ondu
tivité parfaite du métal.

Nous notons par Il l'intensité traversant éle
trode El et par J = (J1, ..., JN) le ve
teur 
ourant
dé�ni par

Ji =
1

|Ei|

∫

Ei

a
∂u

∂n
dS; i = 1, .., N.

La solution u du modèle ave
 dérivation véri�e





∇(a∇u) = 0, x ∈ D
u = Ui, x ∈ Ei

a∂u
∂n

= 0, x ∈ ∂D \ ∪Ei.

(4.6)

4.3.3 Modèle 
omplet

Le modèle le plus pro
he du modèle réel est le modèle des éle
trodes 
omplet. En réalité,

le métal n'a pas une 
ondu
tivité parfaite. Il a une résistan
e faible 
réée par l'épaisseur des

éle
trodes posées sur la peau. Nous supposons que toutes les éle
trodes ont la même taille et

les mêmes propriétés physiques. Dans 
e modèle la 
ondition u = Ui dans l'équation (4.6) est

rempla
ée par

u+ za
∂u

∂n
= Ui sur Ei

où z s'appelle l'impédan
e de 
onta
t. La solution u véri�e





∇(a∇u) = 0, x ∈ D
u+ za∂u

∂n
= Ui sur Ei

a∂u
∂n

= 0, x ∈ ∂D \ ∪Ei.

(4.7)

Le modèle 
omplet a une erreur de l'ordre de un pour 
ent [18℄. Bien qu'en pratique, on

applique généralement l'intensité et on mesure la tension sur les éle
trodes, nous pouvons

supposer que la tension est imposée sur les éle
trodes et que l'intensité est mesurée. Cette

modélisation sera utilisée dans la suite du manus
rit.

4.4 Modélisation de tumeurs

4.4.1 Cas d'une seule in
lusion

Il est observé dans [47℄ que la 
ondu
tivité éle
trique d'un tissu 
ontenant beau
oup d'eau


omme par exemple les mus
les ou les tumeurs malignes est plus élevée que la 
ondu
tivité d'un

tissu 
ontenant peu d'eau 
omme le gras. Pour 
ette raison, dans 
e premier modèle 
ontenant
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une seule tumeur, nous allons modéliser 
ette anomalie T par une in
lusion sphérique ave


une 
ondu
tivité parfaite. L'équation de di�usion devient

∇(a∇u) = 0 dans D \ T. (4.8)

Dans le modèle des éle
trodes 
omplets, nous avons N éle
trodes {E1, ..., EN} atta
hées sur
le bord du domaine, le potentiel u véri�e la 
ondition de Robin

za
∂u

∂n
+ fu = g sur ∂D (4.9)

où les fon
tions f, g : ∂D → R sont données par

f =
N∑

i=1

χi(x), g =
N∑

i=1

Uiχi(x) (4.10)

où χi(x) est la fon
tion indi
atri
e de l'ensemble Ei et z > 0 est l'impédan
e de 
onta
t. On

a don
 des 
onditions de Robin sur les éle
trodes et des 
onditions de Neumann sur le reste

du bord. Pour simpli�er, nous 
hoisissons la valeur de z 
omme la même 
onstante positive

pour 
haque éle
trode et quelle que soit la position sur 
elle-
i. Finalement, l'hypothèse de


ondu
tivité éle
trique parfaite sur la tumeur 
onduit à la 
ondition de Diri
hlet sur l'in
lusion

u = C sur ∂T (4.11)

où la valeur de la 
onstante C sera déterminée dans la suite. Etant donné un ve
teur tension

U ∈ RN
satisfaisant

N∑

i=1

Ui = 0

le théorème de Lax-Milgram étendu [89℄ montre que les équations (4.8), (4.9) et (4.11) dé�-

nissent un unique 
ouple (u, J) ∈ H1(D)⊕ RN
où le ve
teur intensité

Jl =
1

|El|

∫

El

a
∂u

∂n
dσ, l = 1, ..., N

véri�e la 
ondition de 
onservation de la 
harge

n∑

i=1

Ji = 0.

4.4.2 Modèle simple 
ou
he

Dans le modèle simple 
ou
he, nous allons 
onsidérer seulement le 
as où le domaine est

homogène. La 
ondu
tivité a(x) est dé�nie par

a(x) =

{
1 x ∈ D \ T
∞ x ∈ T. (4.12)

Nous ne travaillerons pas ave
 
e modèle dans le 
adre du problème inverse, mais nous allons

analyser le biais de notre algorithme pour 
e modèle.
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4.4.3 Modèle double 
ou
he

Une 
ara
téristique importante de l'organisme humain est que les 
ondu
tivités des diverses

régions o

upées par les 
omposants de base sont des 
onstantes 
onnues. Par exemple, les


ondu
tivités dans les mus
les, les poumons, les os et le sang sont respe
tivement de 8.0, 1.0,

0.06, 6.7 (S.m−1
). On voit qu'elles peuvent varier de plusieurs ordres de grandeur. De plus 
ela

entraine qu'on 
her
he en général uniquement à déterminer la forme de 
es régions. Pour le

modèle double 
ou
he, il existe une formule analytique pour le potentiel u siD est un re
tangle

[82℄ en dimension deux ou si D est un 
ube [51℄. Dans la modélisation de tumeurs 
an
éreuses

dans le sein, le sein est divisé en deux 
ou
hes prin
ipales : une 
ou
he de gras (
omposante

prin
ipale du sein) et une 
ou
he de peau (voir �gure 4.5). Ce modèle prend en 
ompte la

di�éren
e entre la 
ondu
tivité éle
trique du gras et la 
ondu
tivité éle
trique de la peau. La


ondu
tivité a est dé�nie par une fon
tion 
onstante par mor
eaux a : D = D1 ∪D2 → R où

D1 représente la 
ou
he de gras et D2 représente la 
ou
he de peau. La tumeur est supposée

appartenir toujours uniquement à la 
ou
he de gras D1. On a don


a(x) =





a1 x ∈ D1 \ T
a2 x ∈ D2

∞ x ∈ T.
(4.13)

4.4.4 Le 
al
ul de la 
onstante sur l'in
lusion

Le 
al
ul de l'intensité J sur 
haque éle
trode par la méthode de Monte-Carlo peut s'ef-

fe
tuer ave
 tous les outils dé
rits dans le 
hapitre deux si nous 
onnaissons la valeur de la


onstante C sur l'in
lusion. Dans le modèle des éle
trodes 
omplet dé
rit par les équations

(4.8), (4.9), (4.10) et (4.11), la 
onstante C n'est pas donnée mais nous allons voir que nous

pouvons la 
al
uler grâ
e à la propriété de 
onservation de la 
harge.

On peut é
rire la solution u de notre équation u = u0+Cu1, où u0 et u1 sont solutions de
l'équation (4.8) ave
 respe
tivement les 
onditions aux bords suivantes

u0 = 0 sur ∂T za
∂u0
∂n

+ fu0 = g, sur ∂D

et

u1 = 1 sur ∂T, za
∂u1
∂n

+ fu1 = 0 sur ∂D.

D'après l'équation (4.9), nous avons

Jl =
1

|El|

∫

El

a
∂u

∂n
dσ(x) =

1

|El|

∫

El

Ul − u
z

dσ(x). (4.14)

Comme

N∑
i=1

Ji = 0 nous obtenons don


C =

N∑
i=1

∫
El

Ul−u0

z
dσ(x)

N∑
i=1

∫
El

u1

z
dσ(x)

.
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En parti
ulier, si toutes les éle
trodes {Ei}Ni=1 ont même taille notée |E|, 
omme

N∑
i=1

Ul = 0

nous obtenons �nalement

C =

−
N∑
i=1

∫
Ei
u0dσ(x)

N∑
i=1

∫
Ei
u1dσ(x)

. (4.15)

Nous pouvons utiliser les mêmes traje
toires pour 
al
uler à la fois les deux termes du

quotient pré
édent. Si on note e(i, j) la moyenne du nombre de fois où la mar
he aléatoire

tou
he l'éle
trode j en partant uniformément au hasard de l'éle
trode i et b(i) la moyenne

du nombre de fois où la traje
toire tou
he l'in
lusion en partant de l'éle
trode i, on peut

donner une autre formule pour 
al
uler numériquement

∫
Ei
u0dσ(x) et

∫
Ei
u1dσ(x) de la façon

suivante

−
N∑

i=1

∫

Ei

u0dσ(x) = −
N∑

i=1

|E|
N∑

j=1

e(i, j)Uj
h

h+ za2

où h est le pas de di�éren
e �nie et

N∑

i=1

∫

Ei

u1dσ(x) =

N∑

i=1

|E|b(i)


e qui nous donne l'approximation

C = −

N∑
i=1

N∑
j=1

e(i, j)Uj
h

h+za2

N∑
i=1

b(i)

.

En�n, en remplaçant l'expression de C dans (4.14), nous avons une formule pour l'intensité

Jl =
Ul −

∫
El
u(x)dσ(x)

z
=
Ul

z
−

N∑
i=1

e(l, i)Ui
h

h+za2

z
− Cb(l)

z

=
Ul

z
− 1

z

N∑

i=1

e(l, i)
h

h+ za2
Ui −

1

z
Cb(l).
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Data : un point (x1, x2) ∈ Ei, paramètres : h, z, e(i,j)=0, b(i)=0, test=1
Result : les valeurs e(i, j), b(i)
while test ≥ 0.5 do

if la mar
he ne tou
he au
un bord then

Générer une variable aléatoire θ sur [0, 2π]
if le mouvement est à l'intérieur du domaine then

r = min(r1, r2), où r1 = d((x1, x2),Γ) et r2 = d((x1, x2), ∂T )
else

r = min(r1, r3), où r3 = d((x1, x2), ∂D)
end

(x1, x2)← (r cos θ, r sin θ)
else

if la mar
he tou
he l'une des éle
trodes Ei then

e(i, j)← e(i, j) + 1
Générer une variable aléatoire U1 sur [0, 1]
if U1 ≤ h

h+z
then

test = 1
else

Générer une variable aléatoire U2 sur [0, 1]
ξ1 ← 1− h
if U2 < 0.5 then

ξ2 ← h
else

ξ2 ← −h
end

x1 ← ξ1 cos θ − ξ2 sin θ
x2 ← ξ1 sin θ + ξ2 cos θ

end

end

if la mar
he tou
he ∂D\ ∪i=1,m Ei then

Générer une variable aléatoire U2 sur [0, 1]
ξ1 ← 1− h
if U2 < 0.5 then

ξ2 ← h
else

ξ2 ← −h
end

x1 ← ξ1 cos θ − ξ2 sin θ
x2 ← ξ1 sin θ + ξ2 cos θ

end

if la mar
he tou
he l'interfa
e Γ then

Utiliser le repla
ement dé
rit dans la se
tion 3.4.4.1

end

if la mar
he tou
he l'in
lusion then

test=0, b(i) = b(i) + 1
end

end

end

Algorithme 7 : Résolution générale pour une seule simulation
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L'algorithme pour 
al
uler le nombre de fois où le mouvement Brownien tou
he 
haque éle
-

trode pour une seule simulation en partant de la ième éle
trode est dé
rit dans l'algorithme 7.

Dans 
et algorithme, D est un domaine 
ir
ulaire (voir la �gure 4.5) et Γ désigne l'interfa
e

entre les sous-domaines.

4.4.5 Cas de plusieurs in
lusions

Dans le 
as où il y a plusieurs tumeurs, la 
ondition de 
onservation du 
ourant à elle seule

ne nous permet pas de 
al
uler les di�érentes 
onstantes sur 
haque in
lusion. Nous allons

don
 revenir à un modèle en
ore plus pro
he de la réalité en 
hoisissant la 
ondu
tivité sur


haque in
lusion grande par rapport à 
elle du reste du domaine mais �nie. Don
 dans le 
as

où il y a plusieurs tumeurs, nous allons rempla
er l'équation (4.8) par l'équation

∇(a∇u) = 0 dans D. (4.16)

Si nous supposons qu'il y a m tumeurs notées Ti lo
alisées dans D1, la 
ondu
tivité éle
trique

a est dé�nie 
omme

a(x) =




a1, x ∈ D1 \ ∪mi=1Ti
a2, x ∈ D2

σi, x ∈ Ti
(4.17)

où pour modéliser les propriétés physiques des tumeurs, nous devons 
hoisir σi >> a1. Bien
évidemment, la simulation numérique de 
e modèle sera plus di�
ile et plus 
hère en temps

de 
al
ul 
ar les traje
toires à simuler ne serons plus stoppées sur les di�érentes in
lusions.

4.5 Analyse du biais pour un modèle unidimensionnel

Nous allons analyser pour 
ommen
er le biais de l'algorithme sur un modèle en dimension

un 
omparable dans une 
ertaine mesure au modèle des éle
trodes 
omplet ave
 une seule


ou
he. A�n d'assurer l'existen
e et l'uni
ité de la solution, on va 
onsidérer une équation ave


une 
ondition de Neumann à une extrémité et une 
ondition de Robin à l'autre extrémité. Le

but est de voir l'impa
t des 
onditions de Neumann sur le biais global de l'algorithme et de se

rendre 
ompte si 
omme dans le 
as des 
onditions de Robin traitées se
tion (3.4.2), 
e biais

global est toujours un O(h2). L'équation en dimension un que l'on 
onsidère s'é
rit





u
′′
(x) = 0 x ∈ [0, 1]

∂u
∂n
(0) = 0

u(1) + z ∂u
∂n
(1) = 1.

(4.18)

Nous dé
rivons le 
al
ul appro
hé de u(1). Comme en dimension deux, nous pouvons é
rire

l'approximation par di�éren
es �nies au point 0 qui nous donne

u(0) = u(h) +O(h3).
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Du point de vue de la simulation si la mar
he tou
he 0, elle est repla
ée au point h 
e qui


onduit à un biais en O(h3). De même l'approximation au point 1 nous 
onduit à

u(1) =
z

h + z
u(1− h) + h

h + z
+O(h3).

Si la mar
he tou
he 1, une quantité h
h+z

est ajouté au s
ore. Elle s'arrête ave
 une proba-

bilité

h
h+z

sinon elle est repla
ée au point 1 − h. Le biais est aussi en O(h3). Pour simuler le
mouvement Brownien à l'intérieur d'un domaine nous avons utilisé pré
édemment la mar
he

sur les sphères. En dimension un, la probabilité pour un mouvement Brownien d'atteindre 0

avant 1 en partant de x vaut tout simplement 1− x. On peut don
 
ombiner 
ette propriété

et le repla
ement par di�éren
es �nies en 0 et en 1 en une seule étape pour dé
rire la dyna-

mique de notre mar
he 
omme une 
haîne de Markov {X0, ..., Xn} à trois états 0, 1, 2 où 0, 1

orrespondant aux positions 0 et 1 et l'état 2 
orrespondant au 
imetière dont la 
haine ne

sort plus si elle a été tuée au 
ours de la mar
he. La 
ondition initiale est

P(X0 = 0) = 0,P(X0 = 1) = 1,P(X0 = 2) = 0

et la matri
e de transition P = (pij)i=1,n de 
ette 
haine est donnée par

p11 = P(X2 = 0/X1 = 0) = 1− h
p12 = P(X2 = 1/X1 = 0) = h

p13 = P(X2 = 2/X1 = 0) = 0

p21 = P(X2 = 0/X1 = 1) =
zh

h+ z

p22 = P(X2 = 1/X1 = 1) =
z(1− h)
h+ z

p23 = P(X2 = 2/X1 = 1) =
h

h+ z

p31 = P(X2 = 0/X1 = 2) = 0

p32 = P(X2 = 1/X1 = 2) = 0

p33 = P(X2 = 2/X1 = 2) = 1

soit sous forme matri
ielle

P =



1− h h 0

zh
h+z

z(1−h)
h+z

h
h+z

0 0 1




et la puissan
e nième de 
ette matri
e est notée

P n :=



p
(n)
11 p

(n)
12 p

(n)
13

p
(n)
21 p

(n)
22 p

(n)
23

p
(n)
31 p

(n)
32 p

(n)
33


 .
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Si nous notons par a0 la moyenne du nombre de fois où la 
haine visite l'état 0 et par a1
la moyenne du nombre de fois où la 
haine visite l'état 1, nous pouvons é
rire pour u(1) la
formule suivante

u(1) =
h

h+ z
a1 +O(h3)(a0 + a1).

La question est maintenant d'étudier la dépendan
e en h de a0+a1 pour donner le biais de notre

approximation. On dé�nit la variable aléatoire V =
∞∑
k=0

1Xk∈{0,1} qui véri�e E(V ) = a0 + a1.

Nous avons

E(V ) =

∞∑

k=0

P(Xk = 0) + P(Xk = 1) (4.19)

=

∞∑

k=0

P(X0 = 1)P(Xk = 0/X0 = 1) + P(X0 = 1)P(Xk = 1/X0 = 1)

=
∞∑

k=0

(p
(k)
21 + p

(k)
22 ).

Nous avons utilisé le logi
iel Maple pour 
al
uler la puissan
e nème de la matri
e P. En notant

que

λ1 :=
(1− h)(2z + h)− A

2(z + h)

λ2 :=
(1− h)(2z + h) + A

2(z + h)

où A = h
√
1− 2h+ h2 + 4z2 + 4zh, nous obtenons

p
(n)
21 = −zh

A
λn1 +

zh

A
λn2

p
(n)
22 =

−h2 + h + A

2A
λn1 +

h2 − h+ A

2A
λn2 .
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Nous avons don


∞∑

n=0

(p
(n)
21 + p

(n)
22 ) =

−h2 − 2zh+ h+ A

2A

1

1− λ1
+
h2 + 2zh− h+ A

2A

1

1− λ2

=
−h2 − 2zh+ h+ A

2A
× 2(z + h)

h2 + 2zh + h+ A

+
h2 + 2zh− h+ A

2A
× 2(z + h)

h2 + 2zh + h− A
=
z + h

A
× (−h2 − 2zh + h+ A)(h2 + 2zh + h− A)

(h2 + 2zh + h)2 −A2

+
z + h

A
× (h2 + 2zh− h+ A)(h2 + 2zh + h+ A)

(h2 + 2zh + h)2 − A2

=
z + h

A
× 4Ah(2z + h)

4h2(h+ z)

= 1 + 2
z

h
.

Le biais global est don
 un O(2zh2). On obtient le même ordre que dans le 
as de 
onditions

de Robin multiplié par un fa
teur 2. Pour un domaine en dimension plus élevée, il est plus

di�
ile d'analyser 
e biais 
ar si nous 
onnaissons le biais lo
al sur la partie Robin et sur

la partie Neumann, nous ne 
onnaissons pas la probabilité de tou
her 
haque partie. L'étude

en dimension un nous permet quand même d'espérer un biais d'ordre deux pour 
e type de

problème.

4.6 Rédu
tion de varian
e

Le but de 
ette se
tion est de proposer un outil pour réduire la varian
e de notre méthode

de Monte Carlo a�n d'augmenter la vitesse de 
onvergen
e. Cet outil va 
onsister en l'uti-

lisation de la méthode des variables de 
ontr�le basée sur une approximation de la solution

de l'équation que l'on 
onsidère par 
elle d'une autre équation pro
he de la première. Cette

idée a déjà été utilisée de manière séquentielle en utilisant des approximations sur des bases

polynomiales de la solution d'équations aux dérivées partielles elliptiques ([35℄,[36℄). L'idée

proposée dans [62℄ est un peu di�érente et repose sur le fait que le problème sans tumeur est

pro
he du problème ave
 une ou plusieurs tumeurs. C'est justement 
ette proximité qui fait la

di�
ulté du problème inverse. De plus, 
e
i est d'autant plus vrai que la tumeur est petite et

don
 plus di�
ile à déte
ter. Finalement la te
hnique de rédu
tion de varian
e sera d'autant

plus e�
a
e que le problème inverse est di�
ile 
e qui est une très bonne 
hose. Nous allons

dé
rire tout d'abord 
ette te
hnique dans le 
as d'une seule in
lusion.

Nous supposons que u est solution du problème





−1
2
∇(a(x)∇u(x)) = 0, x ∈ D \ T

∂u(x)
∂n

= 0 x ∈ ∂D \ ∪i=1,mEi

u(x) + za(x)∂u(x)
∂n

= Ui, x ∈ Ei

u(x) = C x ∈ T

(Problème I)
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et v est solution du problème sans in
lusion





−1
2
∇(a(x)∇v(x)) = 0, x ∈ D

∂v(x)
∂n

= 0 x ∈ ∂D \ ∪i=1,mEi

v(x) + za(x)∂v(x)
∂n

= Ui, x ∈ Ei.

(Problème II)

Nous supposons que nous 
onnaissons la solution du problème II (soit analytiquement

soit numériquement) et nous pouvons don
 utiliser la solution v du problème II 
omme une

variable de 
ontr�le. En pratique, nous ne 
onnaissons pas de formule analytique pour v. Nous
allons pré
al
uler une approximation de v en utilisant le logi
iel Freefem++ qui repose sur la

méthode des éléments �nis.

Du point de vue probabiliste, les traje
toires servant à 
al
uler les représentations Feynman-

Ka
 de u et de v 
oïn
ident avant d'arriver à l'endroit de l'in
lusion. Quand elles arrivent à


et endroit, l'une s'arrête et l'autre 
ontinue jusqu'à être tuée par la 
ondition de Robin aux

éle
trodes. De plus si la mar
he part de l'une des éle
trodes, la probabilité pour que la mar
he

tou
he l'in
lusion est très faible surtout si l'in
lusion est au milieu du domaine. Don
 parmi

les traje
toires servant à la résolution des deux problèmes (I) et (II), beau
oup de traje
toires

sont les mêmes. Ce
i donne une justi�
ation probabiliste de la proximité des deux problèmes.

On veut 
al
uler par une méthode de Monte-Carlo

∫

El

u(x)

z
dσ(x).

On peut don
 é
rire

∫

El

u(x)

z
dσ(x) =

∫

El

u(x)− v(x)
z

dσ(x) +

∫

El

v(x)

z
dσ(x).

La quantité ∫

El

v(x)

z
dσ(x)

va être 
al
ulée à l'avan
e en utilisant soit une méthode d'éléments �nis soit une méthode de

Monte-Carlo ave
 beau
oup de tirages. Ce
i peut se justi�er 
ar on va résoudre une seule fois

le problème II et de très nombreuses fois le problème I. Il reste à 
al
uler

∫

El

u(x)− v(x)
z

dσ(x).

Nous posons w = u− v qui est solution de l'équation





−1
2
∇(a(x)∇w(x)) = 0, x ∈ D \ T

∂w(x)
∂n

= 0 x ∈ ∂D \ ∪i=1,mEi

w(x) + za(x)∂w(x)
∂n

= 0, x ∈ Ei

w(x) = C − v(x) x ∈ T.

(Problème III)
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D'un point de vue simulation, les traje
toires du problème III sont les mêmes que 
elles du

problème I. Cependant, le s
ore est seulement modi�é quand la mar
he tou
he l'in
lusion.

Pour tout x0 ∈ D \ T , nous pouvons don
 dé�nir un estimateur de w(x0)

η̂(x0, .) =

{
C − v(xτT ) +O(ε) si la mar
he tou
he l'in
lusion

0 si la mar
he ne tou
he pas l'in
lusion

où xτT est une variable aléatoire qui désigne le point d'atteinte de l'in
lusion par la mar
he

aléatoire en partant de x0. Nous obtenons don
 w(x0(.)) = Ex0(.)(η̂(x0(.))) et

EU(El)(Ex0(.)(η̂(x0(.), .))) =

∫

El

u(x)− v(x)
z

dσ(x)

où U(El) désigne la loi uniforme sur El. Pour mettre en oeuvre 
ette te
hnique, il reste à


al
uler v(xτT ) à 
haque fois où la mar
he tou
he l'in
lusion. Pour 
ela, nous utilisons soit le

maillage éléments �nis 
onstruit pour 
al
uler

∫
El

v(x)
z
dσ(x) soit une méthode de Monte-Carlo

en 
ontinuant la mar
he. Ces deux te
hniques seront dé
rites dans la partie (4.8).

Plus généralement, dans le 
as où il y a plusieurs in
lusions, nous n'avons plus une 
ondition

de Diri
hlet sur 
es in
lusions. Par 
onséquent la mar
he ne s'arrête pas quand elle tou
he une

in
lusion. Nous supposons qu'il y a m in
lusions notées Ti à l'intérieur du domaine. Chaque

in
lusion Ti possède une 
ondu
tivité éle
trique notée σmi. Dans 
e là u est la solution de





−1
2
∇(κ(x)∇u(x)) = 0, x ∈ D

∂u(x)
∂n

= 0 x ∈ ∂D \ ∪i=1,mEi

u(x) + za(x)∂u(x)
∂n

= Ui, x ∈ Ei

(Problème IV)

où

κ(x) =

{
a(x), x ∈ D \ ∪mi=1Ti

σmi, x ∈ Ti.
(4.20)

Nous dé�nissons ensuite u1 la solution de l'équation





−1
2
∇(a(x)∇u1(x)) = 0, x ∈ D \ ∪mi=1Ti

∂u1(x)
∂n

= 0 x ∈ ∂D \ ∪i=1,mEi

u1(x) + za(x)∂u1(x)
∂n

= Ui, x ∈ Ei

u1(x) = u(x) x ∈ ∂Ti :

qui est aussi par 
onstru
tion solution du problème IV. On dé�nit w1 := u1−v qui est solution
de 




−1
2
∇(a(x)∇w1(x)) = 0, x ∈ D \ ∪mi=1Ti

∂w1(x)
∂n

= 0 x ∈ ∂D \ ∪i=1,mEi

w1(x) + za(x)∂w1(x)
∂n

= 0, x ∈ Ei

w1(x) = u1(x)− v(x) x ∈ ∪mi=1∂Ti.

Nous notons par

τT = inf{t : xt ∈ ∪mi=1∂Ti}
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le premier temps de visite d'une des in
lusions en partant d'un point à l'extérieur des in
lu-

sions. Le nouvel estimateur est dé�ni 
ette fois 
i 
omme

η̂(x0) =

{
u(xτT )− v(xτT ) si la mar
he tou
he l'une des in
lusions

0 si la mar
he ne tou
he au
une in
lusion

où v(xτT ) est pré-
al
ulé et u(xτT ) est 
al
ulé selon la formule (3.23). D'un point de vue

simulation, quand la mar
he tou
he la ième in
lusion une quantité −v(xTi
) est ajoutée au

s
ore et ensuite la mar
he est repla
ée à l'un des quatres points dé�nis par la formule (3.24)

autour de xτTi d'après l'approximation (3.24) de u(xTi
) et elle 
ontinue jusqu'à être tuée par

la 
ondition de Robin sur les éle
trodes.

4.7 Validation de l'analyse du biais

Dans 
ette sous-se
tion, nous allons montrer sur 
ertains exemples que l'ordre du biais

de la méthode dans le modèle dé
rit dans la se
tion (4.1) est toujours approximativement 2.

Nous 
hoisissons toujours un grand nombre de simulations de Monte-Carlo pour que l'erreur

statistique soit plus faible que le biais. Plus pré
isement, dans tous les 
as traités, l'erreur

statistique vaut au maximum 0.0005 alors que l'erreur globale vaut au minimum 0.001. Nos
expérien
es numériques ont été réalisés en utilisant un modèle 
ir
ulaire. Ce modèle peut être

utilisé pour 
ertains systèmes de mammographie ([5℄,[20℄,[31℄). Dans nos tests, le domaine D
est le 
er
le unité 
entré sur l'origine. L'in
lusion est aussi un 
er
le 
entré sur l'origine et de

rayon 0.3. Pour des raisons de symétrie la 
onstante sur l'in
lusion vaut 0. Nous avons éga-
lement validé numériquement 
ette propriété en utilisant Freefem++ et aussi notre méthode

de Monte-Carlo. Les valeurs numériques obtenues étaient de l'ordre de 0.0001.

4.7.1 Modèle simple 
ou
he

4.7.1.1 La mesure idéale

Nous traitons tout d'abord le 
as de la mesure dite idéale 
ar dans le 
adre des pro-

blèmes inverses 
ette modélisation suppose 
onnue la mesure en tous les points du bord. Plus

pré
isement, nous 
onsidérons l'équation





−1
2
∆u = 0, x ∈ D \ T

z ∂u
∂n

+ u = cos(4θ), x ∈ ∂D
u(x) = 0 x ∈ T

(4.21)

où les 8 éle
trodes seront rempla
ées par la fon
tion régulière sur le bord cos(4θ) les modélisant.

Les �gures 4.1, 4.2 donnent une 
omparaison entre la solution de l'équation (4.21) et 
elle du

modèle des éle
trodes. On observe que 
es deux solutions sont très pro
hes.
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Figure 4.1 � La mesure idéale Figure 4.2 � La mesure dis
rète

L'avantage du modèle de la mesure idéale est que la fon
tion solution est plus régulière. Nous

allons analyser l'erreur sur la solution au point (0.99361, 0.11286) pour 2 valeurs de z, 0.05 et
0.1. Les valeurs de référen
e sont 
al
ulées par le logi
iel Freefem++ et valent respe
tivement

(0.74951, 0.64235) pour respe
tivement z = (0.1, 0.5). Nous 
hoisissons 5 valeurs du pas h de

di�éren
e �nie équidistantes dans l'intervalle [0.08, 0.24]. La simulation est e�e
tuée ave
 106

tirages Monte-Carlo et le paramètre d'absorption de la mar
he sur les sphères vaut ε = 10−6
.

Sur la �gure 4.3, nous traçons en é
helle logarithmique l'erreur en fon
tion de h pour les

deux valeurs de z 
hoisies. Les lignes rouge et bleue représentent les 
ourbes obtenues par un
ajustement par la méthode des moindres 
arrés. Les 
oe�
ients dire
teurs de la ligne rouge

et bleue sont respe
tivement (2.06, 1.925).
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Figure 4.3 � Biais par rapport au pas h en é
helle logarithmique : 
as mesure idéale



78 Chapitre 4. Problème dire
t en tomographie par impédan
e éle
trique

L'ordre du biais est don
 environ deux et 
e biais augmente en fon
tion de z. Ce
i 
on�rme

les résultats numériques pré
édents et l'estimation du biais dans le théorème 5. On peut même

obtenir un ordre un peu supérieur à deux 
ar la mar
he s'arrête sur la tumeur et nous avons


hoisi le pas ǫ = 10−6
plus petit que h3.

4.7.1.2 La mesure dis
rète

Nous 
onsidérons maintenant la mesure dis
rète où les mesures ne seront prises que sur les

éle
trodes. Ce
i 
onduit à l'équation





−1
2
∆u = 0, x ∈ D \ T

z ∂u
∂n

+ u = (−1)i, x ∈ Ei

u(x) = 0 x ∈ T
où les signes des tensions valent alternativement +1 et −1 et

Ei = {(cos t, sin t) : i
π

4
− 0.1 ≤ t ≤ i

π

4
+ 0.1}.

Comme 
e modèle est très pro
he du pré
édent, on pourrait espérer ré
upérer un biais d'ordre

deux pour notre méthode. Malheureusement dans le 
as de la mesure dis
rète, le gradient ∇u
n'est pas 
ontinu à la jon
tion entre les éle
trodes et la peau. Ce problème est di�
ile à traiter

d'un point de vue numérique. Dans la méthode des éléments �nis, il faut ra�ner le maillage

lo
alement aux endroits où se pose 
e problème.

Nous ren
ontrons le même problème ave
 notre algorithme Monte-Carlo. En e�et, les formules

de di�éren
es �nies que nous avons développées pour les 
onditions de Neumann et Robin ne

sont plus valables (ou du moins plus d'ordre deux) en 
es points de dis
ontinuité de gradient.

Nous allons proposer une te
hnique de ra�nement lo
al du pas dans l'esprit du ra�nement

de maillage. Quand la mar
he se rappro
he des endroits qui posent problème (les extrêmités

des éle
trodes), nous allons utiliser un pas plus petit h2 au lieu de h pour les autres parties

du bord.

Nous allons maintenant 
al
uler numériquement la solution au point (cos(π
4
+0.1), sin(π

4
+

0.1)) pour trois valeurs de z qui sont respe
tivement (0.01, 0.1, 0.2). La valeur de u(cos(π
4
+

0.1), sin(π
4
+ 0.1)) est 
al
ulée par logi
iel Freefem++ ave
 un maillage très ra�né (le pas

d'élément �ni est environ 0.001). Dans le tableau 4.1, nous 
omparons les valeurs de u(cos(π
4
+

0.1), sin(π
4
+ 0.1)) obtenues par Freefem++, par la méthode de Monte Carlo normale (notée

MCN) et par la méthode de Monte Carlo ave
 un pas ra�né (notée MCR).

z Freefem++-
s MCN MCR

ǫ2 = 0.001 ǫ2 = 0.01
0.01 -0.8261 -0.7539 -0.8136 -0.8217

0.1 -0.4891 -0.4654 -0.4885 -0.4895

0.2 -0.3465 -0.3343 -0.3454 -0.3476

Table 4.1 � Comparaison entre MCN et MCR

Le pas h vaut 0.01 et nous notons par ε2 la longueur des zones où nous allons rempla
er le

pas h par le pas h2. Les 
entres de 
es zones sont les extrêmités des éle
trodes. Le nombre de
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tirages de Monte-Carlo est N = 105 et le paramètre de la mar
he sur les sphères est ε = 10−6
.

Nous observons qu'ave
 MCR le résultat est amélioré et la pré
ision de la solution augmente

quand ε2 augmente. Pour donner une idée de temps 
al
ul nous étudions le 
as z = 0.01. Le
temps de 
al
ul de MCN est 3.2(s), le temps de 
al
ul de MCR ave
 ε2 = 0.001 est 4.27(s)
et le temps de 
al
ul en utilisant ε = 0.01 est 18.5(s). De plus si on 
hoisit un pas h = 0.001
pour MCN, le temps 
al
ul est 19(s) pour un résultat qui vaut −0.8128. On remarque don


que MCR ave
 ε2 = 0.001 est 4 fois plus rapide que MCN à pré
ision équivalente. Don
 nous

devons trouver un 
ompromis entre le temps de 
al
ul et la pré
ision du résultat. La �gure 4.4


on�rme l'e�
a
ité de MCR par rapport à MCN. Nous testons deux 
as : z = 0.05 et z = 0.1.
Nous 
al
ulons le biais de la moyenne de la solution sur l'éle
trode 
entrée sur (1, 0). Les
référen
es sont 
al
ulées grâ
e au logi
ien Freefem++ ave
 environ 106 noeuds et la méthode

de quadrature de Gauss pour 
al
uler les intégrales

∫
E8
udσ(x) qui valent (0.7516, 0.6033)

respe
tivement. Nous prenons 5 valeurs de h équidistantes dans l'intervalle [0.04, 0.2]. Les
simulations sont e�e
tuées ave
 107 tirages et ε = 10−6

.
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Figure 4.4 � Biais de MCN par rapport à MCR

L'ordre de la méthode est obtenue par régression linéaire. Les lignes rouge et bleue représentent

l'ordre de la méthode normale qui vaut respe
tivement (1.37, 1.46) pour z = 0.05 et z = 0.1.
Les lignes noire et verte représentent l'ordre de la méthode en usant le pas ra�né dans une

zone ave
 ǫ2 = 0.01 qui vaut respe
tivement (1.71, 1.6) pour z = 0.05 et z = 0.1. On voit bien

que l'ordre augmente quand on utilise la méthode ave
 le pas ra�né mais l'ordre est en
ore

plus petit que deux à 
ause de la dis
ontinuité du gradient aux noeuds.

4.7.2 Modèle double 
ou
he

Nous 
onsidérons que le domaine est divisé en deux 
ou
hes :

D1 = {(x1, x2) : x21 + x22 ≤ 0.81} et D2 = D \D1
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où D1 modélise la 
ou
he de gras et D2 la 
ou
he de peau. Notre modèle s'é
rit





−∇(a(x)∇u(x)) = 0, x ∈ D \ T
z ∂u
∂n

+ u = (−1)i, x ∈ Ei

u(x) = 0 x ∈ T

où

a(x) =

{
1.5, x ∈ D1

1, x ∈ D2.

D2

E2

E1

D1

T

Figure 4.5 � Modèle du 
an
er du sein ave
 8 éle
trodes.

Nous 
al
ulons la moyenne de la solution sur la huitième éle
trode (éle
trode 
entrée sur

(1, 0)) pour deux valeurs de z qui valent z1 = 0.05, z2 = 0.1. Les valeurs de référen
e sont

obtenues en utilisant Freefem++ et la méthode de quadrature de Gauss à 5 points qui valent

(0.7246, 0.5694) respe
tivement. Nous prenons 5 valeurs de h équidistantes dans l'intervalle

[0.02, 1] et lançons 106 simulations ave
 ε = 10−6
. Nous testons l'ordre du biais des deux

méthodes : MCN et MCR. Les ordres de 
onvergen
e de MCN sont 
al
ulés par la méthode

des moindres 
arrés et sont respe
tivement (1.381, 1.703) et leurs droites de moindres 
arrés

(ligne bleue et ligne rouge respe
tivement dans la �gure 4.6) sont

log(Bz1) = −0.107 + 1.381 log(h), log(Bz2) = 0.3366 + 1.703 log(h).

La méthode MCR est utilisée ave
 le pas ra�né dans une zone de longueur ε2 = 0.01. Les
ordres de 
onvergen
e sont respe
tivement (2.05, 1.89). Leurs droites de moindres 
arrés (ligne

verte et ligne noire respe
tivement dans la �gure 4.6) sont

log(Bz1) = 0.509 + 2.05 log(h), log(Bz2) = 0.456 + 1.896 log(h).

Nous observons que 
omme dans le 
as d'une seule in
lusion, l'ordre du biais augmente

quand on utilise MCR. Nous obtenons de plus i
i un ordre du biais global beau
oup plus
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pro
he de deux que dans le 
as ave
 une seule 
ou
he. Cela peut s'expliquer 
ar dans le

biais global la part du biais provenant de l'approximation de la solution sur l'interfa
e est

importante et 
elle-
i est vraiment d'ordre deux. La 
ontribution au biais des zones qui posent

problème est don
 proportionnellement moins importante.
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−3.2

−3

−2.8

−2.6

−2.4

−2.2
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−1.8

−1.6

−1.4

−1.2

log(h)

lo
g(

er
re

ur
)

 

 
MCN: z=0.05
MCR: z=0.05
MCN: z=0.1
MCR: z=0.1

Figure 4.6 � MCN par rapport à MCR : 
as de deux 
ou
hes

4.8 Etude numérique de la méthode de rédu
tion de va-

rian
e

Dans 
ette se
tion, nous allons tester l'e�
a
ité de la te
hnique de rédu
tion de varian
e

dé
rite dans la se
tion (4.4.1). Pour mettre en oeuvre 
ette méthode nous devons 
al
uler la

solution v du problème sans in
lusion à deux types d'endroits di�érents.

Premièrement nous devons 
al
uler la moyenne de v sur 
haque éle
trode. Ce
i peut se

faire grâ
e au logi
iel d'éléments �nis Freefem++ ou par la méthode de Monte-Carlo ave


beau
oup de tirages. Ce 
al
ul peut être 
oûteux mais il ne doit être fait qu'une fois quelque

soit le nombre de tumeurs et leurs positions. On peut don
 le 
onsidérer en partie 
omme

du pre-pro
essing 
ar dans la résolution du problème inverse nous aurons à résoudre un très

grand nombre d'équations ave
 di�érentes positions des tumeurs. Nous allons don
 
onsidérer


omme négligeable le temps mis à 
al
uler la moyenne de v sur les éle
trodes par l'une ou

l'autre des deux méthodes. Deuxièment nous devons 
al
uler la valeur de la solution v aux

points d'atteinte des tumeurs qui ne sont pas dans une zone 
onnue à l'avan
e 
omme la

position des éle
trodes. Ce 
al
ul peut s'e�e
tuer de deux manières di�érentes.

La première méthode se base sur la méthode des éléments �nis. Le logi
iel Freefem++ nous

fournit un �
hier qui 
ontient la valeur de v aux noeuds du maillage. Quand la mar
he tou
he

l'in
lusion au point noté xτT , nous 
her
hons dans le maillage les trois points les plus pro
hes

de xτT et par une interpolation nous trouvons une approximation de la valeur de v(xτT ). Cette
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pro
édure se répète de très nombreuses fois mais une re
her
he exhaustive dans le �
hier est

à éviter. Pour réduire le temps de re
her
he des trois points les plus pro
hes de xτT nous

utilisons une grille 
arrée, uniforme pour 
ouvrir le domaine D. Les points du maillage sont

rangés dans les petits 
arrés formant 
ette grille. Cette étape est aussi 
onsidérée 
omme

du pre-pro
essing. Connaissant les 
oordonnées de xτT nous savons exa
tement quel 
arré


ontient xτT et au lieu de 
al
uler la distan
e de xτT à tous les points du maillage, nous devons

seulement 
al
uler la distan
e de xτT aux points du maillage appartenant à 
e petit 
arré.
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Data : Un point (x01, x
0
2) ∈ Ei Paramètres : h, z,s
ore=0,test=1,U = (Ui)

N
i=1

Result : u(x01, x
0
2)

score = score+ v(x01, x
0
2)

while test ≥ 0.5 do
if La mar
he ne tou
he au
un bord then

Générer une variable aléatoire θ sur [0, 2π]
if le mouvement est à l'intérieur du domaine then

r = min(r1, r2) où r1 = d((x1, x2),Γ) et r2 = d((x1, x2), ∂T )
else

r = min(r1, r3) où r1 = d((x1, x2), ∂D)
end

(x1, x2)← (r cos θ, r sin θ)
else

if La mar
he tou
he l'une des éle
trodes Ei then

Générer une variable aléatoire U1 sur [0, 1]
if U1 ≤ h

h+z
then

Test← 1
else

Générer une variable aléatoire U2 sur [0, 1]
ξ1 ← 1− h
if U2 < 0.5 then

ξ2 ← h
else

ξ2 ← −h
end

x1 ← ξ1 cos θ − ξ2 sin θ
x2 ← ξ1 sin θ + ξ2 cos θ

end

end

if la mar
he tou
he ∂D\ ∪i=1,m Ei then

Générer une variable aléatoire U2 sur [0, 1]
ξ1 ← 1− h
if U2 < 0.5 then

ξ2 ← h
else

ξ2 ← −h
end

x1 ← ξ1 cos θ − ξ2 sin θ
x2 ← ξ1 sin θ + ξ2 cos θ

end

if la mar
he tou
he l'interfa
e Γ then

Utiliser le repla
ement dé
rit dans la se
tion 3.4.4.1

end

if La mar
he tou
he l'in
lusion then

test=0, score = score− v(x1, x2)
end

end

end

Algorithme 8 : L'algorithme de rédu
tion de varian
e pour une seule simulation
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Il est possible que les points les plus pro
hes de xτT se trouvent dans un 
arré ne 
ontenant

pas xτT . Comme le maillage est très �n, 
e
i arrive ave
 une probabilité très faible. De plus les

trois points appartenant au 
arré où est tombé xτT sont aussi su�samment pro
he pour ob-

tenir une bonne interpolation. Cette te
hnique permet don
 de réduire énormément le temps

de 
al
ul en dégradant très peu l'interpolation. I
i nous allons utiliser une grille 40× 40 pour

trier les points du maillage.

L'appro
he Monte-Carlo se base sur la 
ontinuation de la mar
he après avoir tou
hé l'in
lu-

sion. En e�et, nous pouvons 
al
uler v(xτT ) par une méthode de Monte-Carlo, il su�t d'utiliser

les algorithmes pré
édents en enlevant les in
lusions. Quand la mar
he tou
he l'in
lusion, elle


ontinue don
 jusqu'à être tuée à 
ause de la 
ondition de Robin au bord. Comme il n'y a

plus d'in
lusion dans D1, nous pouvons utiliser la mar
he sur les sphères dé
entrée (voir se
-

tion (2.6.2)) qui permet de repla
er dire
tement le mouvement sur l'interfa
e entre D1 et D2.

Ce
i permet aussi une simulation plus rapide. L'algorithme 8 nous donne la des
ription de la

mar
he et de son s
ore quand on utilise la méthode de rédu
tion de varian
e. Pour obtenir un


al
ul plus pré
is de v(xτT ), on peut utiliser plusieurs 
ontinuations de la mar
he pour réduire

la varian
e. Il faut trouver un 
ompromis entre le nombre de mar
hes qu'on utilise et le gain

en terme de rédu
tion de varian
e. Ce
i sera étudié dans la suite.

4.8.1 Cas d'une in
lusion en dimension deux

Dans 
ette se
tion nous allons étudier l'in�uen
e sur la rédu
tion de varian
e du rayon R de

l'in
lusion 
entrée en (0, 0). Nous testons trois méthodes : la méthode Monte-Carlo dire
te, la

méthode de rédu
tion de varian
e se basant sur les éléments �nis (notée RFF) et la méthode

de rédu
tion de varian
e se basant sur la 
ontinuation de la mar
he (notée RUWOS). Nous

faisons varier le rayon R de 0.3 à 0.8. Nous 
al
ulons la moyenne ūref de u sur l'éle
trode

de référen
e 
entrée sur (1, 0). Cette valeur est 
al
ulée grâ
e au logi
iel Freefrem++ et la

méthode de quadrature de Gauss à 5 points. Les paramètres de di�éren
es �nies et de la

mar
he sur les sphères sont les mêmes pour les trois méthodes. Ils valent h = 0.004, ε = h3

et nous prenons 104 simulations de Monte Carlo et 10 simulations pour la méthode ave
 la


ontinuation de la mar
he. Nous dé�nissons C = σ2×CPU le 
ritère pour 
omparer l'e�
a
ité

de 
haque méthode. Plus C est petit, plus la méthode est e�
a
e.

Dire
t RUWOS RFF

R ūref ūDir σ CDir ūRUWOS σ CRUWOS ūRFF σ CRFF

0.3 0.5694 0.568 0.712 3.26 0.5679 0.17 1.24 0.5693 1.2E-3 9E-6

0.4 0.569 0.578 0.661 2.33 0.5698 0.18 1.7 0.569 4E-3 8E-5

0.5 0.568 0.574 0.629 1.807 0.5697 0.2 2.2 0.5678 0.01 5E-4

0.6 0.563 0.567 0.585 1.244 0.5636 0.2 2.8 0.563 0.02 1.8E-4

0.7 0.549 0.552 0.547 0.821 0.548 0.23 3.5 0.549 0.04 5E-3

0.8 0.5129 0.509 0.495 0.409 0.51 0.24 4.12 0.512 0.07 0.01

Table 4.2 � Performan
es des trois algorithmes en fon
tion de R

Nous observons que parmi les trois méthodes, RFF est beau
oup plus e�
a
e que les autres

méthodes quelque soit le rayon de l'in
lusion. Quand R < 0.5, RUWOS est plus e�
a
e que la
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méthode dire
te mais quand R > 0.5 la méthode dire
te est plus e�
a
e que RUWOS. Comme

notre but est de déte
ter des petites tumeurs, l'utilisation de la te
hnique de rédu
tion de

varian
e RUWOS reste intéressante d'autant plus qu'elle peut être adaptée fa
ilement à un

domaine en dimension trois.

On a également étudié dans le tableau 4.3 la performan
e C
(nt)
RUWOS de RUWOS en fon
tion

du nombre nt de 
ontinuations de la mar
he après avoir tou
hé l'in
lusion. On s'aperçoit que

quand l'in
lusion est petite, on a intérêt à augmenter nt. En e�et, dans 
e 
as l'essentiel de

la varian
e se trouve dans le 
al
ul de v(xτT ). Par 
ontre quand nt est grand, la méthode de

rédu
tion de varian
e est moins e�
a
e et on perd du temps à 
al
uler pré
isement v(xτT ).
Ce
i peut se voir dans le tableau 4.3 
ar la méthode utilisant nt = 100 est très e�
a
e pour

R = 0.3 mais beau
oup moins pour R = 0.8. Le 
hoix nt = 10 dans le tableau 4.2 semble

don
 raisonnable. En revan
he, pour déte
ter de petites tumeurs il est plus e�
a
e de 
hoisir

nt beau
oup plus grand.

R CDir C
(1)
RUWOS C

(2)
RUWOS C

(10)
RUWOS C

(100)
RUWOS

0.3 3.2 3.07 2.25 1.22 1.14

0.4 2.33 3.41 2.36 1.7 1.248

0.5 1.807 3.53 2.82 2.2 1.86

0.6 1.244 4.11 2.9 2.8 2.568

0.7 0.821 4.36 3.57 3.5 3.93

0.8 0.409 4.88 4.74 4.12 6.64

Table 4.3 � Performan
e de la 
ontinuation de la mar
he en fon
tion de R

4.8.2 Cas de deux in
lusions en dimension deux

Nous allons tester la te
hnique de rédu
tion de varian
e dans le 
as de deux in
lusions.

Nous supposons que la première in
lusion est 
entrée sur (0.5, 0.3), que son rayon est 0.2 et la
deuxième in
lusion est 
entrée sur (−0.2, 0.5) et que son rayon est 0.3 (voir �gure 4.7). Tous

les autres paramètres sont 
hoisis exa
tement 
omme dans le 
as ave
 une seule in
lusion. Le

ve
teur de tension est (1,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 0). Nous 
hoisissons le pas de di�éren
e �nie h = 0.01
et nous lançons 105 simulations de Monte-Carlo. Nous 
al
ulons la moyenne de la solution sur


haque éle
trode par la méthode Monte-Carlo dire
te et par la méthode utilisant la te
hnique

de rédu
tion de varian
e pour deux in
lusions. Dans 
elle-
i la valeur de v(xτT ) est appro
hée
par la méthode des éléments �nis. Nous devons également 
al
uler u(xτT ) 
ar i
i nous n'avons
plus une 
ondition de Diri
hlet sur les in
lusions. Ce 
al
ul se fait en 
ontinuant la mar
he

ave
 nt = 1. Les valeurs de référen
e sur 
haque éle
trode sont 
al
ulées grâ
e au logi
iel

Freefem++ ave
 un maillage 
onstitué de 189232 triangles (voir �gure 4.8). Nous 
omparons

la moyenne, l'é
art type et le 
ritère des deux méthodes dans le tableau 4.4. Nous observons

que l'é
art type σRV de la méthode de rédu
tion de varian
e est 3 fois plus petit que 
elui de la
méthode dire
te si la mar
he part de l'une des deux éle
trodes 1 et 2. En terme de 
ritère, 
ela

montre que la méthode de rédu
tion de varian
e est 10 fois plus performante pour 
e 
al
ul.

Par 
ontre l'é
art type ne réduit pas si la mar
he part de l'une des six éle
trodes restantes.

Ce
i peut très bien s'expliquer par la faible in�uen
e des in
lusions sur 
es 6 éle
trodes.

Globalement, la te
hnique de rédu
tion de varian
e est en
ore e�
a
e dans 
e 
as.
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D2

E2

E1

D1

T1

T2

Figure 4.7 � Modélisation ave
 deux in
lusions

Figure 4.8 � Le maillage ave
 deux in
lusions

4.8.3 Cas d'une in
lusion en dimension trois

Comme nous l'avions remarqué dans la se
tion pré
édente, la rédu
tion de varian
e ave


la 
ontinuation de la traje
toire est fa
ile à appliquer en dimension trois. Dans 
ette se
tion

nous allons don
 étudier 
ette te
hnique sur un modèle en dimension trois ave
 une géométrie
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Ele
trode Référen
e Dire
t Rédu
tion de varian
e

ūDir σDir C ūRV σRV C
E1 0.929 0.927 0.66 4.47 0.929 0.204 0.429

E2 -0.9263 -0.931 0.664 4.63 -0.9265 0.201 0.43

E3 -7.65E-3 -7E-3 0.183 0.331 -7.1E-3 0.181 0.345

E4 -3E-3 -3E-3 0.137 0.1339 -2.89E-3 0.136 0.133

E5 -1.1E-3 -6.6E-4 0.11 0.077 -6.4E-4 0.11 0.08

E6 9.4E-5 -5E-5 0.115 0.08 -4.8E-4 0.11 0.08

E7 1.8E-3 1.5E-3 0.118 0.092 1.37E-3 0.116 0.089

E8 6.95E-3 7E-3 0.246 0.007 6.9E-3 0.165 0.24

Table 4.4 � Rédu
tion de varian
e pour deux in
lusions

plus réaliste. Le domaine D est une demi-sphère dé�nie par

D = {(x, y, z)/z ≥ 0, x2 + y2 + z2 ≤ 1}

qui est divisée en deux 
ou
hes ave
 une frontière

Γ = {(x, y, z)/z ≥ 0, x2 + y2 + z2 = 0.81}.

La 
ondu
tivité des 
ou
hes intérieure et extérieure sont respe
tivement 1.5 et 1. La tumeur

est modélisée par une sphère 
entrée en (0, 0, 0.5) et de rayon R qui va varier de 0.1 à 0.3.

4.8.3.1 Quanti�
ation sur la demi-sphère

Nous voulons disposer de manière uniforme un ensemble de M éle
trodes sur une demi-

sphère. Les éle
trodes sont modélisées par des 
alottes sphériques de même hauteur H et

de rayon R. Sans perte de généralité, nous identi�ons les éle
trodes à leurs 
entres. Un al-

gorithme dévéloppé dans [7℄ et utilisé par exemple dans [80℄ ou dans [66℄ nous permet de


al
uler numériquement une distribution optimale de 
es points par rapport à 
ertain 
ritère.

Nous pouvons dé
rire 
et algorithme très rapidement 
omme suit : un ensemble de M points

{x1, ..., xM} est distribué uniformément sur le bord de la demi-sphère. Un autre point y0 est
tiré indépendamment suivant la même loi. Nous 
al
ulons la distan
e entre y0 et lesM points

{x1, ..., xM} pour trouver le point le plus pro
he de y0 que nous notons xmin

. Nous déplaçons

un peu x
min

vers y0 par la formule suivante

x
min

= (1− ε)x
min

+ εy0,

où le paramètre ε > 0 est petit. Le point y0 est supprimé et un nouveau point y1 est tiré et la
pro
édure se répète. Le paramètre ε dé
roît à 
haque itération. Nous utilisons i
i une version

de l'algorithme où le paramètre à la ième itération est dé�nie par

ε = ε1 + i(ε2 − ε1)/n,

où n est nombre d'itérations. Nous 
hoisissons ε1 = 10−2, ε2 = 10−4
et n = 5.107. La �gure

4.9 représente le pla
ement des 16 éle
trodes sur la demi-sphère grâ
e à l'algorithme que l'on

vient de dé
rire.
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Figure 4.9 � Positionnement des éle
trodes sur la demi-sphère

4.8.3.2 Résultats numériques

Nous 
onsidérons le modèle de la demi-sphère ave
 16 éle
trodes de hauteur H = 0.95 et

de rayon 1. Nous avons des 
onditions de Robin sur les éle
trodes, des 
onditions de Neumann

sur le reste de la demi-sphère et aussi sur le plan {(x, y, z) : z = 0}, une 
ondition de Diri
hlet


onstante sur l'in
lusion. Huit éle
trodes 
hoisies au hasard ont une tension égale à 1, les
huit autres ont une tension égale à −1. Nous voulons 
al
uler la moyenne de la solution sur

l'éle
trode 
entrée en (−0.145,−0.951, 0.272) qui a une tension égale à −1.

Normale Rédu
tion de Varian
e

R uNE1
σ C uRE1

σ C urefE1

0.1 −0.9051 0.702 0.706 −0.903 0.084 0.012 −0.902
0.2 −0.9052 0.703 0.693 −0.903 0.093 0.0156 −0.9024
0.3 −0.9071 0.709 0.6824 −0.902 0.093 0.0146 −0.9025

Table 4.5 � Rédu
tion de varian
e sur la demi-sphère

Les valeurs référen
es urefE1
et vrefE1

sont obtenues en lançant 106 simulations de Monte Carlo ave


ε = 10−6
et h = 0.004. La valeur vrefE1

= −0.904 est la valeur du modèle sans in
lusion qui sert

pour la te
hnique de rédu
tion de varian
e. Les valeurs ūDir
E1

et ūRE1

orrespondent à la valeur
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moyenne obtenue par la méthode dire
te et par la méthode de rédu
tion de varian
e ave
 105

simulations de Monte-Carlo, 10 simulations pour la méthode ave
 la 
ontinuation de la mar
he

et un pas de di�éren
e �nie h = 0.01. Nous allons tester l'e�
a
ité de la te
hnique de rédu
tion

de varian
e en fon
tion du rayon de l'in
lusion. La 
onstante sur l'in
lusion est 
al
ulée par

la formule dé
rite dans le se
tion 4.4.4. Cette 
onstante vaut (0.184, 0.151, 0.15438) pour

respe
tivement R = (0.1, 0.2, 0.3). Dans le tableau 4.5 nous 
omparons l'é
art type et la

performan
e de 
haque méthode. L'é
art type réduit environ 10 fois en utilisant la te
hnique

de rédu
tion de varian
e et la performan
e est aussi bien meilleure que 
elle de la méthode

dire
te. Comme en dimension deux, plus le rayon est grand, moins la méthode est e�
a
e

mais dans la résolution du problème inverse on se 
on
entre sur des 
as où l'in
lusion est

petite.

4.9 Con
lusion

Dans 
e 
hapitre, nous avons proposé des algorithmes 
onduisant à un estimateur biaisé

pour la solution du problème dire
t en tomographie par impédan
e éle
trique. Une analyse

théorique 
omplète du biais a été e�e
tuée sur un modèle en dimension un ave
 des 
onditions

mixtes Robin et Neumann. Cette analyse a montré que le biais global de l'estimateur est

d'ordre deux en fon
tion du pas de di�éren
e �nie. Le biais a aussi été étudié numériquement

en dimension deux. Nous avons 
onstaté qu'il est en
ore d'ordre deux pour le modèle 
ontinu

et un peu moins que deux pour le modèle des éle
trodes 
omplets à 
ause de la dis
ontinuité

du gradient de la solution aux interse
tions entre les éle
trodes et le reste de la peau. Pour

remédier à 
e problème, nous avons proposé une te
hnique de ra�nement lo
al du pas de

di�éren
e �nie aux endroits où se pose 
e problème. Ce
i nous permet d'augmenter l'ordre

de la méthode. Nous avons ensuite proposé une méthode de rédu
tion de varian
e utilisant la

solution du problème sans tumeur 
omme variable de 
ontr�le. L'appli
ation de la méthode de

Monte-Carlo 
ouplée ave
 la te
hnique de rédu
tion de varian
e donne une méthode e�
a
e,

à la fois pré
ise et rapide. La te
hnique de rédu
tion de varian
e en pré
al
ulant la solution

par Freefem++ nous permet de réduire la varian
e d'un fa
teur 10 quelque soit la taille de

l'in
lusion. Une autre te
hnique se basant sur la 
ontinuation de la mar
he est aussi e�
a
e

si la taille de l'in
lusion est petite. Cette dernière te
hnique a également montré son e�
a
ité

en dimension trois.
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Chapitre 5

Problème inverse en tomographie par

impédan
e éle
trique

5.1 Introdu
tion

Dans le 
hapitre 4, nous avons développé des méthodes de Monte-Carlo e�
a
es pour ré-

soudre des équations aux dérivées partielles impliquant un opérateur sous forme divergen
e

ave
 di�érentes 
onditions aux limites. Dans 
es problèmes, les 
ondu
tivités à l'intérieur du

domaine ainsi que les empla
ements des in
lusions étaient donnés. On va maintenant s'inté-

resser au problème inverse qui 
onsiste à estimer 
es quantités à partir de mesures prises sur

le bord du domaine. Le problème inverse de tomographie par impédan
e éle
trique 
onsiste

à re
onstruire la 
ondu
tivité dans le domaine à partir des mesures du 
ourant sur des éle
-

trodes situées sur le bord du domaine.

Il existe deux types de méthodes pour e�e
tuer 
ette re
onstru
tion : les méthodes itéra-

tives et les méthodes dire
tes [9℄. La méthode de fa
torisation est une méthode typique dans

la 
lasse des méthodes dire
tes. Elle permet de 
ara
tériser dire
tement la 
ondu
tivité grâ
e

à l'opérateur Diri
hlet-Neumann dans le 
as du modèle 
ontinu ou grâ
e à la matri
e de résis-

tivité dans le 
as du modèle des éle
trodes. Elle est adaptée à nombreux 
as : domaine borné

ou non-borné, problème linéaire ou non-linéaire en dimension 2 ou 3 ([14℄,[39℄,[40℄,[44℄). Cette

méthode repose sur l'harmoni
ité de la solution 
e qui ne sera plus le 
as dans le problème

ave
 deux 
ou
hes et elle est de plus très sensible aux bruits de mesure.

Notre appro
he va reposer sur des méthodes itératives. Ces méthodes se dé
omposent en

deux phases, une phase de résolution du problème dire
t et une phase d'optimisation pour

re
onstruire l'in
lusion ou plus généralement la 
ondu
tivité à l'intérieur du domaine. Ces

deux phases sont répétées de nombreuses fois jusqu'à obtenir une 
onvergen
e. Les méthodes

déterministes de type éléments �nis de résolution du problème dire
t permettent d'obtenir une

approximation globale de la 
ondu
tivité en tous points du domaine à l'aide d'un maillage.

Ce maillage et 
ette résolution doivent être refaits après 
haque étape de la phase d'optimisa-

tion. Ce
i peut-être très 
oûteux surtout en dimension trois d'autant plus qu'il faut beau
oup

ra�ner le maillage aux bords des éle
trodes.

Les méthodes de Monte-Carlo de résolution développées aux 
hapitres pré
édents sont

très bien adaptées à 
e type de problème. On ne doit pas 
al
uler la solution partout mais

uniquement la moyenne de 
elle-
i sur les éle
trodes. Ce
i s'obtient aisément grâ
e au prin
ipe

91
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de double randomisation pour un 
oût similaire en dimension deux ou trois. La te
hnique de

rédu
tion de varian
e basée sur l'approximation par éléments �nis du problème sans in
lusion

est e�
a
e et peu 
oûteuse 
ar 
ette résolution n'est faite qu'une fois et non pas à 
haque

étape. Une modélisation paramétrique de la 
ondu
tivité va également permettre de 
onser-

ver toute l'e�
a
ité de 
ette appro
he. Certaines méthodes de re
onstru
tion développées par

exemple dans [88℄ exigent une re
onstru
tion par zone de la 
ondu
tivité. La simulation dans


es zones serait très 
oûteuse 
ar il faudrait utiliser nos te
hniques de repla
ement dans une

multitude de sous-domaines. On va don
 supposer que la 
ondu
tivité est 
onstante dans la

peau et 
onstante dans le gras sauf dans des zones 
ir
ulaires (les tumeurs) où elle est soit

in�nie dans le 
as d'une seule tumeur soit très grande dans le 
as de plusieurs. La résolution

du problème inverse va don
 se ramener à identi�er des paramètres (
entre et rayon des in-


lusions) et éventuellement les 
ondu
tivités dans le gras et la peau.

Pour la résolution du problème inverse, on va également proposer deux méthodes sto
has-

tiques qui sont très bien adaptées à 
ette modélisation sous forme de paramètres. Les deux

algorithmes n'exigent au
un 
al
ul de gradient et reposent simplement sur l'évolution d'une

population dont les 
ara
téristiques vont évoluer au 
ours des itérations.

Après avoir rappelé 
ertaines propriétés du problème inverse, nous dé
rirons 
es deux ap-

pro
hes, l'une basée sur la méthode d'estimation de distribution et l'autre sur un algorithme

mimétique. Nous testerons 
es méthodes pour une seule in
lusion sans bruit puis ave
 di�é-

rents niveaux de bruit et en supposant les 
ondu
tivités dans la peau et dans le gras 
onnues

ou non. On testera également le 
as de deux in
lusions sans bruit et ave
 les 
ondu
tivités

pré
édentes supposées 
onnues.

5.2 Des
ription du problème inverse

L'obje
tif du problème inverse est de déterminer la meilleure 
on�guration qui produit les

mesures bruitées J0 = {J0
kl}k=1,N−1;l=1,N re
ueillies sur N éle
trodes 
orrespondant à N − 1


on�gurations du ve
teur des tensions. Le 
hoix le plus naturel et le plus simple est de trouver

une 
on�guration qui minimise l'erreur quadratique entre 
es mesures et 
elles 
al
ulées à

l'aide du problème dire
t. Si on note Ω ⊂ Rd
l'espa
e des 
on�gurations admissibles et x ∈ Ω

un ve
teur qui 
ontient toutes les in
onnues, on dé�nit la fon
tion

J : Ω → R(N−1)N

x 7→ J(x) = (Jkl)k=1,..,N−1,l=1,..,N

où Jkl est l'intensité sur la lième éle
trode 
orrespondant à la kième 
on�guration parmi les

N − 1. Notre obje
tif est de minimiser la fon
tion

f(x) = ‖J(x)− J0‖L2(Ω) =

N−1∑

k=1

N∑

l=1

(Jkl − J0
kl)

2
(5.1)

dans l'espa
e de re
her
he Ω. La fon
tion f(x) s'appelle la fon
tion obje
tif ou la fon
tion


oût. Dans notre 
as, le ve
teur x va être 
omposé des 
entres et des rayons des in
lusions ainsi

que dans le 
as les plus di�
iles de la 
ondu
tivité dans la peau et le gras. A�n de 
ara
tériser

la di�
ulté de 
e problème, nous allons 
ommen
er par la dé�nition d'un problème mal-posé

ou bien-posé. La dé�nition 
lassique se trouvant dans [38℄ s'énon
e de la façon suivante.
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Dé�nition 4. Un problème est dit bien posé au sens d'Hadamard s'il véri�e les 
onditions

suivantes

≻ La solution existe 
'est à dire étant donné J ∈ RN
véri�ant

N∑
l=1

Jl = 0, il existe une solution

x ∈ Ω.

≻ La solution est unique.

≻ La solution dépend 
ontinûment des données (des observations) 
'est à dire ‖x−x0‖Ω tend

vers 0 quand ‖J − J0‖RN(N−1) tend vers 0.
Un problème ne véri�ant pas les hypothèses pré
édentes est un problème mal posé.

Le problème inverse en tomographie par impédan
e éle
trique est un problème mal posé pour

les deux raisons suivantes :

1. S'il existe une solution du problème inverse, elle n'est quasiment jamais unique 
ar les

mesures sont souvent bruitées. Nous ne pouvons pas garantir que des 
on�gurations di�érentes

ne peuvent pas produire les mêmes observations.

2. Ce problème n'est pas stable. Un bruit de niveau faible ajouté aux mesures peut 
réer un

grand é
art entre la solution de 
e problème et 
elle du problème non pertubé ([2℄,[21℄). Nous

allons illustrer 
e
i sur un problème modèle en dimension un.

5.2.1 Un exemple d'instabilité en dimension un

On 
onsidère l'équation elliptique en dimension un [27℄

−(a(x)u′(x))′ = f x ∈ (−1, 1) u(−1) = u(1) = 0. (5.2)

Dans 
et exemple, on 
hoisit le 
as parti
ulier a(x) = x2 + 1, u(x) = 1−x2

2
, 
e qui 
onduit à

f(x) = 3x2 + 1.
Le problème dire
t 
onsiste à 
al
uler u étant donnés a et f . Pour le problème inverse nous

supposons que f est 
onnue et nous 
her
hons à retrouver a à partir des mesures de u(x) = 1−x2

2

sur tout l'intervalle [−1, 1]. Cette situation est beau
oup plus favorable que dans le 
as réel

où l'on observe uniquement des valeurs aux bords. Nous allons voir que même dans 
e 
as,

nous ren
ontrons des di�
ultés pour retrouver a. En prenant l'intégrale des deux 
�tés de

l'équation dans le problème (5.2) et en divisant par u′ (en supposant que u′(x) ne s'annule

pas) nous obtenons l'expression

a(x) =
C

u′(x)
+

1

u′(x)

∫ x

−1

−f(ξ)dξ = −C + 2

x
+ x2 + 1.

pour x 6= 0 où C est une 
onstante d'intégration qui dépend de a(1). Nous voyons don
 que
sur 
et exemple, nous ne pouvons pas déterminer a à partir uniquement des mesures de u.
Il y a deux sour
es d'instabilité dans 
e problème [27℄ : premièrement, l'appli
ation u 7→ a n'est
pas 
ontinue. Ce
i implique qu'une petite erreur dans la mesure u peut pertuber beau
oup le

résultat a. Deuxièmement, le problème est instable à 
ause de la présen
e du terme u′(x) au
dénominateur dans la formule pré
édente.
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5.3 L'algorithme à estimation de distribution

5.3.1 Prin
ipe général

L'estimation de distribution (EDA) a été introduite la première fois par Mühlenbein et

PaaB(1996) [76℄ dans les algorithmes bio-inspirés (evolutionary 
omputation en anglais). Il

n'y a ni 
roisement ni mutation dans l'EDA. On dé�nit 
omme Pop(k) la population à la kème

génération et par Pop

s(k) l'ensemble des meilleurs 
andidats séle
tionnés à partir de Pop(k)
qui s'appelle l'ensemble des parents. Les informations statistiques sur l'ensemble des parents

Pop

s(k) servent à 
réer une distribution de probabilité a posteriori pour former la nouvelle

génération Pop(k + 1). Dans 
ette nouvelle population, il peut subsister ou non des éléments

de l'an
ienne population Pop(k). L'algorithme à estimation de distribution peut s'utiliser

dans de nombreux problèmes d'optimisation 
omme par exemple la résolution automatique

de Sudokus [68℄. Il est très di�
ile d'analyser le 
omportement de l'EDA pour une population

�nie. Par 
ontre la distribution d'une population in�nie peut s'étudier mathématiquement et

être 
onsidérée 
omme la limite de la distribution d'une grande population. La 
onvergen
e

de l'EDA est démontrée pour une population in�nie dans [94℄. Pour 
ette raison, si on 
hoisit

une grande taille de population, l'algorithme 
onverge vers le bon résultat ave
 une bonne

pré
ision mais ave
 une vitesse de 
onvergen
e lente. Si au 
ontraire, on 
hoisit une taille

de population trop petite, l'algorithme peut 
onverger vers un résultat faux. La question du


hoix optimal de la taille de la population pour un algorithme EDA général est en
ore ouverte.

Nous allons maintenant dé
rire l'algorithme général d'estimation de distribution de la façon

suivante

≻ étape 1 : On initialise la population Pop(0) en tirant M points suivant une loi donnée p0.
On pose k = 0.

≻ étape 2 : On répète les étapes 3 à 5 
i-dessous jusqu'à satisfaire un 
ritère d'arrêt.

≻ étape 3 : On 
hoisit les P ≤ M meilleurs individus dans la population pré
édente pour

former un ensemble des parents Pops(k).
≻ étape 4 : On 
rée une nouvelle loi de tirage pk+1 = p(x/Pops(k)) appelée estimation de

distribution des individus séle
tionnés.

≻ étape 5 : On 
rée une nouvelle population Pop(k + 1) 
omme un é
hantillon de la loi

pk+1(x).

5.3.1.1 Appli
ation à la résolution du problème inverse

On va devoir estimer les di�érents paramètres 
omme le rayon ou le 
entre de la tumeur.

On va ranger tous 
es in
onnues dans un ve
teur γ = (γ1, ..., γd) ∈ Rd
et nous supposons

qu'a priori les di�érentes 
omposantes véri�ent ai ≤ γi ≤ bi. La population initiale Pop(0)
est 
onstituée de M individus {γi = (γ1i , ..., γ

d
i ); i = 1, ...,M} où les {γji }Mi=1 sont tirés

uniformément et indépendamment sur [aj , bj ]. En fait, en pratique, on rejette les ve
teurs γ
qui ne respe
tent pas les 
ontraintes géométriques du domaine. Par exemple, si une partie de la

tumeur est en dehors du domaine, le ve
teur γ est bien évidemment rejeté. On relan
e jusqu'à

temps qu'on ait 
réé une population de taille M admissible. Cette te
hnique sera utilisée à


haque étape de l'algorithme EDA. La taille de la population est toujours M à 
haque étape.

A la kième étape, les di�érentes 
omposantes des 
andidats {γji }Mi=1 sont tirées suivant la
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distribution p(j,k), j = 1, .., d qui nous donne la population

Pop(k) = {γki = (γj,ki )dj=1; i = 1, ...,M, {γj,ki }Mi=1 ∼ pj,k}.

Les P meilleurs 
andidats

Pops(k) = {γk,si = (γj,k,si )dj=1, i = 1, ..., P}


hoisis parmi la population de tailleM sont 
eux dont la valeur de la fon
tion 
oût est la plus

petite. Pour 
haque in
onnue γi, nous 
al
ulons la distribution r(j,k) de 
haque 
omposante

des P meilleurs 
andidats par

r(j,k) =
1

2
√
3σj,k+1

1[mj,k+1−
√
3σj,k+1,mj,k+1+

√
3σj,k+1]

où la moyenne mj,k+1
désigne la moyenne de la loi uniforme de la jième 
omposante à la kième

étape qui vaut

mj,k+1 =
1

P

P∑

j=1

γj,k,si .

On dé�nit de même la varian
e empirique par

σj,k+1 =

√√√√ 1

P − 1

P∑

i=1

(γj,k,si −mj,k+1)2.

La distribution p(j,k+1)
est mise à jour par

p(j,k+1) = αp(j,k) + (1− α)r(j,k) (5.3)

où le paramètre 0 ≤ α ≤ 1 représente la proportion de l'an
ienne population qui est 
onservée.
Le paramètre α in�uen
e la vitesse de 
onvergen
e. Si on 
hoisit une grande valeur de α,
l'algorithme 
onverge lentement mais est plus �able. Si on 
hoisit α petit, l'algorithme 
onverge

plus vite mais est moins �able. En e�et, dans le 
as d'un α trop petit, l'algorithme peut se

bloquer dans un minimum lo
al. On arrête l'algorithme quand les varian
es σi
de toutes les


omposantes sont plus petites qu'un paramètre ε donné.

5.4 L'algorithme mimétique

Comme pour l'algorithme à estimation de distribution, les algorithmes mimétiques tendent

à faire évoluer une population de 
andidats vers la solution d'un problème de minimisation.

Cette évolution se fait à l'aide d'une 
ompétition entre les 
andidats et d'une phase d'explo-

ration pour 
haque individu. A 
haque génération, on 
her
he à améliorer la qualité de la

population par une évolution qui est parfois aussi divisée en trois phases prin
ipales [78℄ :

Séle
tion, Reprodu
tion et Rempla
ement.

L'algorithme que nous allons utiliser i
i appelé CEP (Collaborative Evolution of Population)

[69℄ tend à reproduire le 
omportement 
ollaboratif d'un groupe de personnes à la re
her
he
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de 
hampignons dans une forêt. Au départ, 
haque personne 
her
he de manière individuelle.

Ensuite, deux personnes tirées au sort 
ommuniquent entre elles pour savoir qui est au meilleur

endroit. La personne au meilleur endroit ne bouge pas et l'autre vient la rejoindre pour 
her-


her près de 
et endroit. I
i la phase de séle
tion ou 
ompétition entre les individus se réduit

don
 simplement à un duel [73℄ entre deux individus. L'individu qui perd le duel est 
loné en

l'individu qui gagne le duel. Pour la phase d'exploration, nous utilisons une re
her
he basée

sur la simulation d'un mouvement Brownien à pas dé
roissant. Une version de 
et algorithme

a déjà été utilisé ave
 su

ès dans [91℄ pour un problème d'optimisation non-linéaire lié à des

dé
ompositions tensorielles.

Nous allons maintenant dé
rire 
et algorithme pour la minimisation d'une fon
tion f(x) où

x ∈ Ω ∈ Rd
. Pour simpli�er on suppose que Ω =

d∏
i=1

[ai, bi].

1. Une population initiale

Ω = {x1, ..., xM}
est 
rée en tirant 
haque individu uniformément et de manière indépendante sur Ω

omme dans l'algorithme à estimation de distribution. Un pas de temps initial ∆t est

hoisi.

2. Deux 
andidats xi et xj sont 
hoisis uniformément parmi lesM 
andidats 
e qui revient

à 
hoisir leur indi
es respe
tifs 
omme

i = [U ∗M ] + 1, j = i+ [(M − 1) ∗ U)] (mod M) + 1

où U est la variable aléatoire uniforme sur [0, 1] et où la notation [.℄ désigne la partie

entière d'un nombre.

3. On 
al
ule les valeurs de la fon
tion 
oût f(xi) et f(xj).

4. Si f(xi) < f(xj), xi est in
hangé et la nouvelle valeur de xj est dé�nie par

xj = xi +N (0, (∆t)2Id)

où Id est la matri
e identitique en dimension d.
Si f(xi) > f(xj), xj est in
hangé et la nouvelle valeur de xi est dé�nie par

xi = xj +N (0, (∆t)2Id).

∆t dé
roît en fon
tion des étapes.

5. L'algorithme s'arrête quand ∆t est su�samment petit.

5.5 Résultats numériques

5.5.1 Déte
tion d'une seule in
lusion par l'algorithme à estimation

de distribution

Nous 
onsidérons le modèle à deux 
ou
hes en dimension deux ave
 l'in
lusion 
entrée au

point (0.5, 0.3) et de rayon 0.2. Les 
ondu
tivités éle
triques dans D1 et D2 valent respe
-

tivement 1.5 et 1. La taille des éle
trodes est 0.2 et la distan
e entre ∂D1 et ∂D vaut 0.1.
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Nous supposons que les 
ondu
tivités éle
triques a1 et a2 sont 
onnues. Nous nous intéres-

sons à lo
aliser le 
entre de l'in
lusion et son rayon. Dans le 
as d'une seule in
lusion nous

supposons que l'in
lusion a une 
ondu
tivité éle
trique parfaite (in�nie) et pour 
ette raison

nous supposons que la solution est 
onstante sur le bord de l'in
lusion. Cette propriété a été

validée ave
 le logi
iel Freefem++. Pour une valeur de la 
ondu
tivité à l'intérieur de l'in-


lusion égale à 1000, l'é
art entre di�érents points sur le bord de l'in
lusion était de l'ordre

de 10−4
. Par ailleurs, le 
al
ul de la 
onstante sur l'in
lusion est in
lus dans la résolution du

problème dire
t. Nous utilisons le même algorithme pour 
al
uler la 
onstante sur l'in
lusion

et l'intensité sur 
haque éle
trode. Nous appliquons 7 ve
teurs de tension {U i = (U i
j)j=1,8}i=1,7

linéairement indépendants sur les éle
trodes où





U i
1 = 1

U i
j = −1 si j = i+ 1

U i
j = 0 autrement.

(5.4)

Les mesures de référen
e re
ueillies sur les éle
trodes {J i = (J i
j)j=1,8}i=1,7 
orrespondant

à 
ha
un des ve
teurs de tension U i
imposés sur les éle
trodes sont 
onstruites en utilisant

l'algorithme 8 ave
 n = 106 simulations Monte-Carlo et le pas de di�éren
es �nies h = 0.005.
Pour 
e problème ave
 une seule in
lusion, toutes nos résolutions du problème dire
t sont

faites ave
 la te
hnique de rédu
tion de varian
e basée sur l'approximation par éléments �-

nis. Nous utilisons l'algorithme à estimation de distribution pour le problème inverse. Nous


hoisissons un nombre de tirages initial n = 104 su�samment grand et un pas de di�éren
e

�nie h = 0.01 su�samment petit pour obtenir une pré
ision raisonnable dans la résolution

du problème dire
t. A partir de la troisième itération, le nombre n de simulations Monte-

Carlo est doublé à 
haque étape a�n d'obtenir une très bonne pré
ision dans la résolution du

problème dire
t. Pour l'algorithme d'estimation de distribution, nous prenons 
omme taille

de population M = 100 et le nombre de 
andidats 
onservés vaut P = 10. Dans le tableau

5.1, nous donnons les moyennes empiriques m(x1), m(x2), m(r) et les varian
es empiriques

V ar(x1), V ar(x2), V ar(r) des di�érentes 
omposantes (x1, x2, r) des P meilleurs 
andidats en

fon
tion des itérations. Après seulement 3 itérations, les valeurs moyennes sont déjà pro
hes

de la solution. A la sixième étape, nous obtenons une très bonne pré
ision pour 
es valeurs.

On peut également dé
rire 
omment évoluent les lois des di�érentes in
onnues :

≻ A la première étape, les valeurs de x1, x2 sont 
hoisies uniformément sur l'intervalle [−1, 1]
et le rayon r est 
hoisi uniformément sur l'intervalle [0, 1].
Si un 
andidat ne véri�e pas les 
ontraintes géométriques imposées par notre problème,

on e�e
tue un autre tirage jusqu'à obtenir un 
andidat a

eptable. Ce
i peut également se

produire dans les étapes suivantes mais ave
 une probabilité plus faible.

≻ A la deuxième étape, x1 est tiré uniformément sur l'intervalle [0.0554, 0.6246], x2 est tiré sur
[−0.071, 0.586] et le rayon r est tiré sur l'intervalle [0.078, 0.3467]. La région de re
her
he

a déjà réduit par rapport à la région initiale.

Ces nouvelles lois sont la 
ombinaison entre les lois empiriques 
al
ulées grâ
e aux meilleurs


andidats et l'an
ienne loi ave
 une proportion 9 pour 1. Ce
i 
orrespond à α = 0.1 dans

la formule (5.3).
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≻ A la troisième étape x1 ∼ U [0.268, 0.6415], x2 ∼ U [0.1654, 0.5118] et r ∼ U [0.092, 0.316].

≻ A la quatrième étape x1 ∼ U [0.3661, 0.5959], x2 ∼ U [0.199, 0.434] et r ∼ U [0.143, 0.253].

≻ A la 
inquième étape x1 ∼ U [0.448, 0.5398], x2 ∼ U [0.227, 0.3594] et r ∼ U [0.1662, 0.2392].

≻ A la sixième étape x1 ∼ U [0.475, 0.53], x2 ∼ U [0.262, 0.329] et r ∼ U [0.1848, 0.2194].

Itération m(x1) Var(x1) x2 Var(x2) m(r) Var(r)

1 0.34 0.027 0.2575 0.036 0.2125 0.006

2 0.455 0.0116 0.3386 0.01 0.2042 0.0042

3 0.481 0.0044 0.3166 0.0046 0.198 0.001

4 0.494 0.0007 0.2934 0.00145 0.2027 0.00045

5 0.503 0.00026 0.2957 0.00038 0.2021 0.0001

6 0.504 0.0001 0.3002 0.00015 0.2006 5.39E-5

Table 5.1 � Algorithme à estimation de distribution+rédu
tion de varian
e

Dans la �gure 5.1 nous traçons l'évolution de la population à 
haque étape. Le point rouge

représente la position exa
te de l'in
lusion. Nous voyons que les 100 points se rappro
hent de

plus en plus de la position exa
te. Dans la �gure 5.2, nous traçons la position des 10 meilleurs


andidats ainsi que leurs rayons. Le 
er
le rouge représente l'in
lusion. A la première étape, les

10 meilleurs 
andidats sont un peu partout et leurs rayons varient beau
oup. A la deuxième

itération et à la troisième itération, les 10 
andidats 
ommen
ent à se rappro
her de la posi-

tion exa
te mais leurs rayons varient en
ore beau
oup. Le rayon semble plus di�
ile à estimer

que la position. A la sixième itération, tous les 10 
er
les sont presque identiques et le rayon

est don
 �nalement bien estimé.

Les résultats numériques ont été implémentés en Fortran 90 et parallélisé à l'aide d'une l'in-

terfa
e de programmation Openmp (Open Multi-Pro
essing) et 
ompilé par 
ompilateur PGI

Workstation [1℄. Tous nos tests sont réalisés sur un pro
esseur Intel Core I5, 2 
ore CPUs.

Les temps de 
al
ul sont de l'ordre d'une vingtaine de minutes. La parallélisation a permis de

gagner un fa
teur environ 3.7 sur les temps de 
al
ul.
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Figure 5.1 � Position des 100 
andidats
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Figure 5.2 � Les 10 meilleurs 
er
les

5.5.2 Etude des paramètres de 
onvergen
e de l'EDA

Nous allons étudier l'in�uen
e de la taille de population sur la 
onvergen
e de l'algorithme à

estimation de distribution. Nous utilisons l'algorithme 8 pour le problème dire
t. Nous allons

tester trois 
as ave
 di�érentes tailles de population. Nous 
hoisissons pour les di�érentes

tailles, le ratio entre le nombre de 
andidats séle
tionnés et le nombre de 
andidats total

dans la population toujours égale à

1
10
. Nous observons que la 
onvergen
e de l'algorithme

dépend de la taille de la population. Le 
ritère de 
onvergen
e est en
ore la varian
e de


haque 
omposante. Quand M = 100, P = 10, l'algorithme 
onverge après K = 8 étapes.
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L'erreur absolue est en moyenne environ 0.001 sur 
haque 
omposante. QuandM = 50, P = 5,
l'algorithme 
onverge après 6 étapes et l'erreur absolue vaut en moyenne environ 0.002. Si
M = 20, P = 2, l'algorithme 
onverge après 3 étapes et l'erreur absolue vaut en moyenne

environ 0.03. Le résultat dans le tableau 5.2 montre que plus la population est grande, plus

l'algorithme 
onverge lentement mais il est alors plus �able.

M P K x1 x2 rayon

Ex1 Vx1 Ex2 Vx2 Er Vr
100 10 8 0.5009 E-5 0.30016 E-5 0.2015 5E-6

50 5 6 0.5027 E-5 0.298 5E-5 0.2014 3E-6

20 2 3 0.538 6E-6 0.33 E-5 0.1755 4E-6

Table 5.2 � In�uen
e de la taille de la population sur le résultat

5.5.3 Re
onstru
tion de l'in
lusion ave
 des mesures bruitées

Bien entendu, il est plus fa
ile de lo
aliser l'in
lusion si nous avons des mesures idéales.

Mais dans la réalité, les mesures que nous avons sont souvent bruitées. Les bruits de mesure

peuvent provenir de plusieurs fa
teurs 
omme les variations de l'environnement mais aussi

des erreurs sur la modélisation de la géométrie. Comme les 
ara
téristiques de 
es erreurs de

mesure sont di�
iles à analyser, nous allons simplement les modéliser par des Gaussiennes


entrées. Pour 
haque 
on�guration du ve
teur de tension, on va don
 ajouter des Gaussiennes

indépendantes de varian
e σ2
à 
haque valeur de référen
e de l'intensité sur les éle
trodes. Les

di�érentes Gaussiennes sont également indépendantes de la 
on�guration 
hoisie.

La partie gau
he de la �gure 5.3 représente les 
oordonnées (x1, x2) des 100 
andidats de la
population et la partie droite représente les 10 meilleurs 
andidats à la 6ème étape dans le 
as

d'un bruit négligeable (
orrespondant au 
as dé
rit dans la sous-se
tion (5.5.1)). Les images

5.4 et 5.5 représentent la même 
hose pour respe
tivement σ = 0.1 et σ = 0.2. On observe que

l'algorithme arrive à lo
aliser approximativement la position et le rayon de l'in
lusion même

si le bruit est fort.
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Figure 5.3 � Déte
tion de l'in
lusion : bruit négligeable
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Figure 5.4 � Déte
tion de l'in
lusion : σ = 0.1
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Figure 5.5 � Déte
tion de l'in
lusion : σ = 0.2

Ce résultat est aussi 
on�rmé quantitativement dans le tableau 5.3 dans lequel on 
al
ule les

approximations m(x1), m(x2), m(r). Dans le 
as d'un bruit négligeable, nous obtenons une

erreur moyenne d'environ 0.001. Si σ = 0.1, nous obtenons une erreur moyenne d'environ

0.02 et si σ = 0.2 nous obtenons une erreur moyenne d'environ 0.033. La re
onstru
tion de la

tumeur dans un environnement plus réaliste semble don
 envisageable.

σ m(x1) m(x2) m(r)
0 0.504 0.3002 0.2006

0.1 0.479 0.282 0.215

0.2 0.455 0.267 0.226

Table 5.3 � Sensibilité de la déte
tion par rapport au bruit

5.5.4 Re
onstru
tion additionnelle des 
ondu
tivités

Nous allons maintenant tester un 
as plus di�
ile. Nous supposons que la position de

l'in
lusion, son rayon ainsi que la 
ondu
tivité éle
trique de la 
ou
he de la peau et du gras sont

in
onnus. Ce problème est en
ore plus di�
ile que le problème pré
édent 
ar les 
ondu
tivités

a1 et a2 sont moins sensibles aux variations des mesures que les autres paramètres. De plus,
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les te
hniques de rédu
tion de varian
e utilisant Freefem++ ou la 
ontinuation de la mar
he

ne fon
tionnent plus 
ar pour les utiliser nous devons pré-
al
uler la solution v pour 
haque


on�guration (a1, a2). Pour 
ette raison quand les 
ondu
tivités a1, a2 sont in
onnues, nous

devons utiliser l'algorithme 7 pour 
al
uler la fon
tion 
oût. Nous utilisons l'algorithme à

estimation de distribution pour estimer les in
onnues ave
 les paramètres M = 100, P = 10
et α = 0.1. Le nombre de tirages de Monte-Carlo dans la résolution du problème dire
t vaut

initialement n = 2.105. Les 
ondu
tivités a1 et a2 sont tirées initialement dans l'intervalle

[0, 2], les valeurs de x1, x2 dans [−1, 1] et la valeur de r dans [0, 1]. A partir de la deuxième

itération, le nombre de tirages n est doublé à 
haque étape. Nous voyons dans le tableau 5.4

que nous 
ommençons à appro
her le résultat exa
t à partir de la troisième itération au lieu de

la deuxième quand σ1, σ2 sont �xées. Le temps de 
al
ul est maintenant d'environ 24 heures

K

m(x1)
V ar(x1)

m(x2)
V ar(x2)

m(r)
V ar(r)

m(a1)
V ar(a1)

m(a2)
V ar(a2)

1 0.126 -0.011 0.237 1.296 1.19

0.12 0.079 0.023 0.15 0.086

2 0.112 -0.096 0.148 1.495 1.15

0.108 0.058 0.011 0.024 0.008

3 0.228 0.028 0.132 1.53 1.09

0.04 0.03 0.003 0.016 0.003

4 0.426 0.196 0.135 1.55 1.07

0.005 0.008 0.0024 0.0098 0.002

5 0.451 0.269 0.188 1.5 1.057

0.0032 0.003 0.0004 0.0017 0.0009

6 0.491 0.281 0.198 1.48 1.03

7E-4 E-3 1.5E-4 7E-4 1.5E-4

Table 5.4 � EDA ave
 
ondu
tivités in
onnues

au lieu de 20 minutes dans le 
as des 
ondu
tivités �xées. Le temps de 
al
ul a beau
oup

augmenté 
ar il y a plus de paramètres à estimer mais surtout par
e que nous ne disposons

plus de la te
hnique de rédu
tion de varian
e. Nous traçons la population à 
haque étape pour

visualiser le pro
essus appro
hant l'endroit exa
t (voir la �gure 5.6). L'algorithme 
onverge

après 6 itérations. Dans l'image 5.7, nous traçons les 10 meilleurs 
andidats et leurs rayons à


haque étape. A la sixième étape, les 10 
er
les se trouvent presque au même endroit. Dans le

tableau 5.4, on remarque que les valeurs de m(x1) et m(x2) et m(r) sont moins pré
ises que

dans le 
as où les 
ondu
tivités sont 
onnues. Les valeurs des 
ondu
tivités sont estimées ave


une pré
ision de l'ordre 0.02 qui est 
omparable à 
elle sur les paramètres de l'in
lusion.
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Figure 5.6 � Population ave
 
ondu
tivités in
onnues
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Figure 5.7 � Les meilleurs 
andidats ave
 
ondu
tivités in
onnues

5.5.5 Déte
tion d'une tumeur par la méthode mimétique

Nous allons revenir à la déte
tion d'une seule in
lusion sans bruit 
omme dans la se
tion

(5.5.1) en utilisant 
ette fois-
i l'algorithme mimétique de la se
tion (5.4). Nous 
hoisissons

la taille de la population M = 10 et nombre d'étapes n = 400 pour 
ette méthode. Pour

la résolution du problème dire
t, nous prenons les mêmes intensités de référen
e, les mêmes

paramètres de l'algorithme de Monte-Carlo que 
eux de la se
tion (5.5.1) : le nombre de

simulations de Monte-Carlo initial vaut 104 et il est doublé après 
haque 100 étapes. Nous


hoisissons un pas initial∆t0 = 0.2 et le pas∆t dé
roît en fon
tion du nombre i étapes 
omme :
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∆t = ∆t0 × (0.99)i, ∀i = 1, .., n. Après 400 étapes, ∆t vaut 0.00359. Ce pas est su�samment

petit pour que la population ne bouge quasiment plus après 400 étapes. Le temps de 
al
ul

total est d'environ vingt minutes 
omme pour l'algorithme à estimation de distribution. Dans

la �gure 5.8, nous traçons la population tous les 50 étapes. Après 300 étapes, nous obtenons

un résultat similaire à 
elui obtenu par l'algorithme à estimation de distribution à la sixième

étape (voir la �gure 5.2) pour un temps de 
al
ul d'environ onze minutes (au lieu des vingt

minutes pré
édent). Dans le tableau 5.5, nous donnons la moyenne de 
haque 
omposante

des 
andidats à 
haque itération. On observe qu'à l'étape 400, nous avons une re
onstru
tion

quasiment parfaite de la tumeur. L'algorithme semble au moins aussi e�
a
e que l'algorithme

à estimation de distribution. Il est aussi plus simple à mettre en oeuvre 
ar il ne repose pas

sur une modélisation paramétrique des lois de tirages. Le seul in
onvénient est le réglage de

la dé
roissan
e du pas de temps de manière automatique. C'est pour 
ette raison que nous

avons gardé l'algorithme à estimation de distribution pour les autres tests numériques.
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Figure 5.8 � Population ave
 la méthode mimétique
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n m(x1) m(x2) m(r) ∆t
50 0.486 0.452 0.121 0.121
100 0.509 0.342 0.157 0.073
150 0.556 0.31 0.201 0.044
200 0.492 0.312 0.197 0.027
250 0.495 0.299 0.2013 0.016
300 0.496 0.2996 0.2045 0.0098
350 0.4998 0.308 0.2003 0.0059
400 0.5004 0.2994 0.2035 0.00359

Table 5.5 � La déte
tion d'une seule in
lusion par la méthode mimétique

5.5.6 Déte
tion de deux in
lusions

Nous allons essayer de déte
ter deux in
lusions qui sont 
entrées sur (0.5, 0.3) et (−0.2, 0.5)
et don
 les rayons sont respe
tivement 0.2 et 0.3. Nous supposons que les 
ondu
tivités dans

es deux in
lusions sont 
onnues et valent 20. Les 
ondu
tivités des deux 
ou
hes sont aussi

�xées (elles sont 
hoisies exa
tement 
omme dans les 
as pré
édents). Nous allons 
her
her les

positions et les rayons des deux in
lusions. Les ve
teurs de tension sont 
hoisis 
omme en (5.4)

et les intensités de référen
es sont 
onstruites en utilisant la méthode de Monte-Carlo dire
te

ave
 107 simulations et le pas de di�éren
es �nies h = 0.005. Nous utilisons l'algorithme à

estimation de distribution pour la résolution du problème inverse. Nous 
hoisissons M = 100
et P = 8. A 
haque étape, la résolution du problème dire
t est faite par la méthode de Monte-

Carlo sans rédu
tion de varian
e. Le nombre de simulations de Monte-Carlo initialement 
hoisi

est n = 105. A partir de la troisième étape, 
e nombre n est doublé à 
haque étape. Le pas de

di�éren
es �nies vaut h = 0.01.
Dans la �gure 5.9, nous traçons la population 
omplète à 
haque étape. Le point rouge

représente le 
entre de l'in
lusion 
entrée sur (0.5, 0.3) et le point noir représente le 
entre

de l'in
lusion 
entrée sur (−0.2, 0.5). Pendant les trois premières itérations, les 
andidats

se rappro
hent de la zone où il y les deux in
lusions. A partir de la quatrième étape, les


omposantes des 
andidats se séparent en deux groupes et 
haque groupe va de plus en plus

représenter la position de l'une ou l'autre des deux in
lusions. A la huitième étape, les deux

in
lusions sont bien identi�ées.

Ces résultats sont également 
on�rmés dans la �gure 5.10 où l'on tra
e les deux in
lusions

à partir des 8 meilleurs 
andidats. On remarque en parti
ulier qu'à la huitième itération les

deux in
lusions sont très bien identi�ées.

Nous allons donner maintenant des résultats plus quantitatifs. Dans le tableau 5.6, nous

donnons la moyenne et la varian
e de 
haque 
omposante du ve
teur des in
onnues

(x11, x
1
2, r

1, x21, x
2
2, r

2)

où les 
omposantes (xi1, x
i
2, r

i) 
orrespondent aux 
ara
téristiques de l'une des deux in
lusions.
Ces 
omposantes ne 
ommen
ent à être représentatives des deux in
lusions qu'à partir de la


inquième itération. Après 8 itérations, nous obtenons une erreur moyenne de 0.02 sur 
ha
un
des paramètres. Les deux in
lusions sont bien déte
tées ave
 une pré
ision a

eptable.
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Figure 5.9 � La population à 
haque étape



110 Chapitre 5. Problème inverse en tomographie par impédan
e éle
trique

−1 −0.5 0 0.5 1
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Première itération

−1 −0.5 0 0.5 1
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Deuxième itération

−1 −0.5 0 0.5 1
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Troisième itération

−1 −0.5 0 0.5 1
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Quatrième itération

−1 −0.5 0 0.5 1
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Cinquième itération

−1 −0.5 0 0.5 1
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Sixième itération

−1 −0.5 0 0.5 1
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Septième itération

−1 −0.5 0 0.5 1
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Huitième itération
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K

m(x11)
V ar(x11)

m(x12)
V ar(x12)

m(r1)
V ar(r1)

m(x21)
V ar(x22)

m(x22)
V ar(x22)

m(r2)
V ar(r2)

1 0.2447 0.283 0.234 0.113 0.295 0.31

7.4E-2 2.48E-2 5.4E-3 6.6E-2 2.6E-2 2E-2

2 6E-2 0.302 0.27 0.184 ..274 0.303

2.7E-2 2.1E-2 2.2E-3 3.1E-2 2.3E-2 8E-3

3 3E-2 0.326 0.27 0.236 0.3077 0.2396

2.36E-2 1.43E-2 1.93E-3 1.9E-2 E-2 1.36E-3

4 -0.054 0.396 0.268 0.24 0.328 0.248

1.28E-2 4.6E-3 1.2E-3 2.2E-2 E-2 1.53E-3

5 -0.122 0.266 0.231 0.375 0.266 0.231

4.1E-3 2.6E-3 6.6E-4 3.1E-3 7E-3 1.26E-3

6 -0.184 0.442 0.303 0.429 0.277 0.229

8.4E-4 8.6E-4 7E-4 1.12E-3 3.5E-3 1.34E-3

7 -0.18 0.458 0.29 0.452 0.331 0.205

4.8E-4 4.8E-4 3E-4 4.9E-3 1.2E-3 3.17E-4

8 -0.19 0.478 0.301 0.471 0.324 0.196

2E-4 1.28E-4 1.5E-4 2.1E-4 2.3E-4 1.1E-4

Table 5.6 � EDA pour deux in
lusions

5.6 Con
lusion

Dans 
e 
hapitre, nous avons proposé un 
ouplage entre des méthodes d'optimisation sto-


hastique et la résolution du problème dire
t par une méthode de Monte-Carlo pour la réso-

lution d'un problème inverse en tomographie par impédan
e éle
trique. Les résultats obtenus

dans le 
as d'une seule tumeur, que 
e soit ave
 des mesures bruitées ou non, sont très pro-

metteurs. En parti
ulier, les te
hniques de rédu
tion de varian
e de résolution du problème

dire
t permettent une re
onstru
tion quasi-parfaite de la tumeur ave
 des temps de 
al
ul très

raisonnables. Dans le 
as où les 
ondu
tivités sont in
onnues ou quand il y a deux in
lusions,


es méthodes donnent des résultats moins bons à la fois en terme de pré
ision et de temps


al
ul. En e�et, le problème dire
t se résout plus di�
ilement 
ar les te
hniques de rédu
tion

de varian
e sont moins e�
a
es voire inutilisables et on n'a plus for
ément des 
onditions de

Diri
hlet sur les in
lusions. De même, le problème inverse est plus 
ompliqué à résoudre 
ar il

y a plus de paramètres à estimer. Cependant, au prix d'un 
oût de 
al
ul plus important nous

obtenons quand même une bonne re
onstru
tion de la 
ondu
tivité dans tous les 
as traités.

Evidemment dans 
ette thèse, nous avons travaillé ave
 des modèles simpli�és et nous n'avons

pas de vraies mesures. Cependant à 
ause de leur simpli
ité, les méthodes développées dans


ette se
tion devraient pouvoir s'appliquer à des géométries réelles.
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