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Introduction

Ce document presente une selection des activites de recherche que j'ai menees a I’Institut
National de Recherche en Informatique et Automatique (INRIA) de Lorraine et au Laboratoire
Lorrain de Recherche en Informatique et ses Applications a Nancy depuis mon doctorat en
2003, en collaboration avec Amine Boumaza, Olivier Bu et, Eugene Feinberg, Victor Gabillon,
Bernard Girau, Matthieu Geist, Mohammad Ghavamzadeh, Jorg Ho mann, Je erson Huang,
Alessandro Lazaric, Boris Lesner, Shie Mannor, Julien Perolat, Marek Petrik, Olivier Pietquin,
Bilal Piot, Manel Tagorti, Christophe Thiery et Cesar Torres-Huitzil.

Dans mes recherches, je considere un probleme d’optimisation, le contréle optimal stochas-
tique, que I'on rencontre dans diverses disciplines (et sous diverses appellations!), notamment
en recherche operationnelle, en automatique (on parle alors plutét de \commande optimale™),
en economie (\theorie de la decision sequentielle™), et en apprentissage automatique (\appren-
tissage par renforcement'™). Mes travaux se sont particulierement porte sur la variation a temps
discret de ce probleme?, dans lequel on considere I’evolution de I’etat d’un systeme regie par
une equation du type :

Xt+1 = F(Xt; ag; Wy) t=0;1;::::

Dans cette equation, t designe le temps, X; correspond a I’etat du systeme, a; est une action
choisie (on parlera indi eremment de controle), w; est un alea, et T est une fonction qui ca-
racterise I’evolution de I'etat du systeme. A chaque instant t, le choix de I’action a; dans I'etat
X¢ donne lieu, en plus d’une transition vers I'etat X¢+1, @ une recompense (ou a I’oppose a un
co(t)

r(X¢; ag; Xe+1) 2 R;

qui mesure la qualite instantanee de la transition (X¢; ag; X¢+1). Le probleme du contréle optimal
stochastique consiste a determiner une sequence d’actions (ap; az;:::) (telle que a; ne depend

cumul des co0ts), notamment en gerant optimalement le compromis entre court et long termes.
Formellement, le modele de processus de decision Markovien, que je decris plus precisement
ci-apres, a I’elegance de saisir I’essence de ce probleme tout en donnant lieu a des methodes de
resolution numerique e caces.

Nous considerons que le systeme dynamique vit dans un espace d’etats X ni ou denombrable.

1. Une exception est le travail realise avec Amine Boumaza, sur le lien entre navigation par potentiels har-
moniques et le contréle optimal (Boumaza et Scherrer, 2007), et sur un modele jouet de fourmis (Boumaza et
Scherrer, 2008).



Dans chaque etat x 2 X, I’action est choisie dans un espace d’actions A de taille nie?. L’action
a 2 A dans un etat x caracterise la probabilite de transition vers un nouvel etat X’ :

P(Xt+1 = XOth =X ar = a);

autrement dit la dynamique est Markovienne (elle ne depend pas de ce qui s’est passe avant
I’instant t) et contrélee (elle depend de I’action choisie a). Chaque transition (x; a; x?) donne lieu
a une recompense r(x;a;x"),our: X A X ¥ R est la fonction de recompense instantanee.
Dans ce contexte, nous cherchons une politique deterministe et stationnaire (une fonction
: X ¥ A qui associe une action a chaque etat®) qui maximise I'esperance de la somme
actualisee des recompenses a partir de tout etat X, quantite appelee la valeur de la politique
en l'etat X :
" #

v (X):=E kr(xk;ak;xkﬂ) Xo=X; 8k 0; axk = (Xk); Xk+1 P(jXk;ak)
k=0
ou 2 [0;1] peut &tre a la fois interprete comme un taux d’actualisation ou comme une probabi-
lite de survie a chaque instant. Le modele ci-dessus est appele processus de decision Markovien
(MDP) (Puterman, 1994; Bertsekas et Tsitsiklis, 1996), et le probleme que nous avons decrit
est le contréle optimal stochastique actualise a temps discret et horizon in ni.
La valeur optimale a partir de I'’etat x est naturellement de nie comme suit :

v (X) :=maxv (X):

Pour toute politiqgue , on notera P le noyau de transition Markovien sur X si on choisit en
tout etat x I'action  (x). Etant donne une numerotation des etats, on peut representer ce noyau
comme une matrice stochastique ; pour tous etats x et X, la valeur en la ligne correspondant a
X et la colonne correspondant a x” est :

[P lxxo =P+t = Xljxe = X;a¢ = (X)):

Les fonctions valeur v et v peuvent egalement €tre vues comme des vecteurs de RX. Il est
connu que la fonction valeur v d’une politique est la solution de I’equation de Bellman lineaire
suivante :

v =r+ Pv;

qui est un systeme lineaire ayant autant de lignes et d’inconnues qu’il y a d’etats. De maniere
equivalente, on peut dire de la fonction v qu’elle est le point xe de I'operateur a ne

T :v2®@r+ Pv:

Il est egalement connu que la fonction valeur optimale v satisfait I’equation de Bellman non
lineaire suivante
v =max(r+ P v)=maxT v

2. Les hypotheses de nitude et de denombrabilite, que j’ai generalement faites dans mes travaux, sont essen-
tiellement enoncees pour simpli er I'ecriture ] cela permet de representer un certain nombre d’objets d’interét
sour la forme de vecteurs et de matrices (potentiellement de taille in nie) ] et eviter des subtilites techniques
d’integration. L’extension d’un certain nombre de resultats a des situations plus generales seront souvent triviales
des lors que les operateurs de Bellman qui nous introduisons plus loin sont bien de nis et contractants.

3. Se restreindre aux politiques deterministes et stationnaires n’est pas une limitation, dans le sens ou, pour le
critere d’optimalite que nous allons considerer, on peut montrer qu’il existe au moins une politique deterministe
et stationnaire qui est optimale.
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Figure 0.1 { Modelisation du jeu de Tetris par un MDP.

ou I’operateur max applique a un vecteur I’est composante par composante. En d’autres termes,
v est le point xe de I'operateur non lineaire

T:v® maxT v:

Lorsque < 1, les operateurs T et T sont -contractants pour la norme in nie kukqg =
maxx2x ju(x)j, ce qui assure (par le theoreme de Banach) que les points xes existent et sont
uniques.
Finalement, pour toute fonction v : X ¥ R, on dit d’une politique qgu’elle est gloutonne
par rapport a v si elle satisfait
2 arg m%xT oV

ou de maniere equivalente, T v = Tv. On note G(v) I’ensemble des politiques gloutonnes par
rapport a v. Algorithmiquement, la determination d’une politique gloutonne peut se faire en
un temps quadratique en le nombre d’etats et lineaire en le nombre d’actions. Les notions de
fonction valeur optimale et de politique gloutonne sont fondamentales pour le contréle optimal :
ene et, n’importe quelle politique  qui est gloutonne par rapport a la fonction valeur optimale
v est une politique optimale et sa valeur v est egale a v . Ainsi, le probleme essentiel du
contréle optimal se reduit au calcul du point xe de I’operateur non-lineaire T.

Exemple 0.1. Tetris est un jeu video populaire cree en 1985 par Alexey Pajitnov. Le jeu se
joue sur une grille de taille 10 20. Des pieces de di erentes formes tombent. Le joueur doit
choisir ou poser chaque piece : il peut la deplacer horizontalement ou la faire pivoter jusqu’a
ce qu’elle se pose sur le mur existant. Chaque fois qu’une ligne horizontale est completee, celle-
ci dispara't et les pieces qui la surplombent descendent. Le but est de supprimer le plus grand
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nombre de lignes avant qu’il ne soit plus possible de poser aucune piece sans sortir de la zone
de jeu.

Au lieu de reproduire exactement le jeu original, Bertsekas et 1o e (1996) ont propose de
se concentrer sur le probleme de decision principal : ou et dans quelle orientation poser la
piece courante. La gure 0.1 illustre le modele de ce jeu dans le cadre des MDPs. L’etat corres-
pond a la con guration du mur et a la piece courante a poser. Les actions sont I’ensemble des
translations/rotations qu’on peut appliquer a cette piece (il y en a au plus 10 4 par etat). La
recompense est le nombre de lignes supprimees apres avoir pose la piece. Comme on s’interesse
ici a la maximisation du nombre de lignes, le facteur d’actualisation naturel est* = 1. On
obtient un nouvel etat en adjoignant au mur ainsi obtenu une nouvelle piece tiree uniformement
au hasard parmi les 7 pieces du jeu.

De maniere un peu plus detaillee, chaque transition d’etats du jeu de Tetris est composee
de 2 etapes : une transition deterministe du mur liee a I’endroit ou on decide de poser la piece,
et une transition aleatoire non controflee lorsqu’une nouvelle piece appara“t. On montre alors
gqu’on peut se restreindre au calcul des fonctions valeur sur I’ensemble des murs possibles (et
non des etats), et que I’equation d’optimalite de Bellman a la forme suivante :

1 X
— max r(s;p;a) +v (succ(s;p;a));

8s2S; Vv (s)=-—
IP] op a2A0)

ou S est I’ensemble de tous les murs possibles, P I’ensemble des pieces, A(p) I’ensemble des
translations/rotations possibles pour la piece p, r(s;p;a) et succ(s; p; a) etant respectivement le
nombre de lignes supprimees et le mur obtenu (deterministiqguement) lorsqu’on pose la piece p
sur le mur s dans la con guration a. L’unique fonction qui satisfait cette equation donne, pour
chaque mur possible s, le meilleur score moyen qui peut étre atteint a partir de s. Pour tout
etat (s;p), on en deduit aisement la valeur optimale

maxr(s; p;a) +v (succ(s; p; a));
et une decision optimale  (s;p) :

(s;p) 2 argmaxr(s; p;a) + v (succ(s; p;a)):

Si les trois operateurs T , T et G, que nous venons d’introduire permettent de caracteriser
la solution au probleme du contréle optimal, ils sont aussi d’une grande utilite pour decrire
des schemas algorithmiques. L’algorithme le plus simple conceptuellement est Iterations sur
les Valeurs (VI1), qui approche le point xe de T en calculant, a partir d’une initialisation
quelconque vg, les iteres :

Vi+1 T Vg k=0;1;:::

4. D’un point de vue technique, on recupere les proprietes de contraction pour les operateurs de Bellman via

le fait que quelle soit la strategie employee, la partie termine en un temps ni avec probabilite 1 (Burgiel, 1997).
L’argument principal est su samment simple pour €tre enonce ici : Burgiel (1997) montre qu’une sequence nie
(relativement longue) de pieces fait necessairement perdre le joueur ; comme dans la parabole du singe savant qui
nira par ecrire I’ uvre de Shakespeare, cette sequence de pieces appara'tra avec probabilite 1 en un temps ni.
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La propriete de contraction assure que cet algorithme converge asymptotiquement vers la valeur
optimale v . Un autre algorithme standard, d’une nature sensiblement di erente, est Iterations
sur les Politiques (P1), qui calcule a chaque etape k la valeur de la politique courante , et
en deduit une politique +1 meilleure uniformement, c’est-a-dire telle que v ., v, (avec
inegalite stricte en au moins un etat tant que la politique politique optimale n’est pas atteinte) :

Vi est tel que v =T | vk
k+1 un element de G(vk):

On deduit facilement de la monotonie de la suite (vk)x que dans le cas de MDP dont les
espaces d’etats et d’actions sont nis (le nombre de politiques est donc aussi ni), ce deuxieme
algorithme trouve la politique en un nombre ni d’iterations. Ainsi, cet algorithme est en general
plus econome que VI en nombre d’iterations, mais chaque iteration est un peu plus lourde,
la determination de vk impliquant la resolution d’un systeme lineaire. Ces deux algorithmes
standards, d’approches apparemment assez di erentes (I’un itere sur les valeurs, I'autre sur les
politiques) peuvent etre uni es en considerant I’algorithme Iterations sur les Politiques Modi e
(MPI) introduit par Puterman et Shin (1978) :

k+1 un element de G(vg)
Ve (T )MV (1)

ou m est un parametre entier strictement positif. Lorsque m vaut 1, il est facile de voir (en se
rappelant que 41 2 G(vk) est equivalent a T v = Tvy) que I'on retombe sur I’algorithme
V1. De méme, lorsque m = 1, on retrouve I'algorithme PI dans la mesure ou iterer in niment
avec I'operateur T ,,, contractant revient a estimer son unique point xe. Le parametre m
permet ainsi de passer progressivement d’un algorithme a I'autre ; en pratique, une valeur bien
choisie de m permet de gagner sur tous les fronts (Puterman et Shin, 1978) : on obtient une
convergence plus rapide (comme PI) tout en gardant une complexite par iterations relativement
faible (proche de celle de VI). D’autres uni cations existent dans la litterature. Dans le cadre
de la these de Christophe Thiery, nous nous sommes interesses a I’algorithme -lterations sur
les Politiques (Bertsekas et lo e, 1996; Bertsekas et Tsitsiklis, 1996) dont I'iteration k peut étre
decrite de la maniere suivante :

k+1 un element de G(vg)
X )
Vier (1) (T o) Vi (2
i=0
Cet algorithme, parametre par le reel 2 [0;1], peut €tre vu comme e ectuant une moyenne
geometrique de parametre de toutes les mises a jours possibles de MPI. Lorsque = 0, on
retrouve VI; lorsque = 1, on retombe sur Pl. La somme in nie peut appara‘tre comme un
obstacle a une implementation pratique; ce n’est en fait pas le cas, dans la mesure ou I'on
peut montrer que cette somme peut €tre de maniere equivalente decrite comme le point xe
d’un operateur lineaire similaire a T ., | je renvoie le lecteur au texte de Bertsekas et lo e
(1996) pour plus de details. Finalement, un dernier algorithme qui, lui, ne semble pas facile-
ment implementable, mais a le bon go0t de generaliser I’ensemble des algorithmes mentionnes
jusqu’ici, est Iterations sur les Politiques Optimiste® (Thiery et Scherrer, 2010; Scherrer et
Thiery, 2010) :

k+1 un element de G(vk)

5. Le choix du mot \optimiste" vient de (Bertsekas et Tsitsiklis, 1996), qui parle d’optimisme des lors qu’une
variation de Pl passe a une nouvelle politique avant d’avoir completement ni d’evaluer la politique courante.
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X i+1
Vk+1 i(T ) Vi
i=0

ou les ( j)i o sont une famille de coe cients positifs on nuls et dont la somme est 1.

Une fois e ectue ce petit tour d’horizon des algorithmes de programmation dynamique
pour le contrble optimal, la selection des activites de recherche que j’ai choisi de presenter®
peut etre decrite comme s’interessant a I'analyse de ces algorithmes et d’un certain nombre
de leurs variations. Par exemple, je me suis interesse a la complexite, c’est-a-dire a I’etude du
nombre d’iterations en fonction des parametres du probleme (nombre d’etats, d’actions, facteur
d’actualisation) : au premier chapitre, je decris quelques contributions sur ce theme.

Une autre partie ] plus volumineuse | de mon activite de recherche, decrite dans les chapitres
qui suivent, s’est portee sur la resolution des problemes de grande taille, pour lesquels il n’est
pas envisageable d’implementer les schemas iteratifs ci-dessus. Une option assez naturelle his-
toriguement tres bien documentee par Bertsekas et Tsitsiklis (1996) est alors de considerer des
variations approchees de tous ces algorithmes. Les schemas d’approximation etant nombreux,
I’approche consiste a la fois a faire des etudes generales de I'in uence d’un bruit d’approxima-
tion sur les schemas iteratifs decrits ci-dessus (I'ideal etant de le faire sur le dernier schema qui
generalise les precedents), et aussi a instancier des cas precis d’implementations; dans tous les
cas, il s’agit de bien comprendre ce qui entre en jeu dans les approximations, notamment en
derivant des garanties theoriques de performance. Ceci nous donne souvent des informations
precieuses quant au role des di erents parametres d’approximation, que I’'on peut idealement
con rmer empiriquement. Ainsi, dans les chapitres 2 et 3, je m’interesse au probleme de I’es-
timation approchee de la valeur d’une politique, ce qui peut intervenir naturellement dans un
schema d’iterations sur les Politiques approche. Dans le chapitre qui suit (chapitre 4), je presente
des resultats generaux de sensibilite au bruit du schema algorithmique MPI qui, nous I’avons
vu, generalise les algorithmes standards VI et PIl. J’y decris notamment une implementation
particuliere qui se base sur une serie de problemes de regression et de classi cation, pour lesquels
nous avons derive des resultats analytiques interessants, et qui a donne de tres bons resultats
empiriques sur le jeu de Tetris decrit plus haut. En n, dans les deux chapitres qui suivent, j'ap-
profondis I'analyse sur les garanties de performance du chapitre 4. En e et, dans le chapitre 5, je
montre comment I'utilisation de politiques non-stationnaires permet d’ameliorer la dependance
des garanties vis-a-vis du facteur d’actualisation . Puis, dans I'ultime chapitre 6, j’e ectue une
comparaison d’un ensemble d’algorithmes de type PI, et montre analytiquement que certains
jouissent de garanties avec de meilleures constantes dites de concentrabilite, et des simulations
numeriques montrent qu’ils sont e ectivement preferables en pratique.

Les principales publications concernees par chacun des chapitres, sont listees ci-dessous.

I Chapitre 1:

B. Scherrer. Improved and Generalized Upper Bounds on the Complexity of Policy Ite-
ration. Mathematics of Operations Research, 2016.

I Chapitre 2 :

B. Scherrer. Should one compute the temporal di erence X point or minimize the bell-
man residual ? the uni ed oblique projection view. Dans International Conference on
Machine Learning, 2010.

I Chapitre 3 :

M. Tagorti et B. Scherrer. On the Rate of Convergence and Error Bounds for LSTD( ).
Dans International Conference on Machine Learning, Lille, France, juillet 2015.
M. Geist et B. Scherrer O -policy Learning with Eligibility Traces : A Survey. Dans

6. Plutot que de presenter une liste exhaustive de mes activites, j'ai ainsi choisi de presenter dans ce document
un ensemble de travaux qui ]| j’espere que le lecteur en conviendra || forme un tout coherent.
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Journal of Machine Learning Research, 2014.

Chapitre 4 :

B. Scherrer, M. Ghavamzadeh, V. Gabillon, B. Lesner et M. Geist. Approximate Modi-
ed Policy Iteration and its Application to the Game of Tetris. Journal of Machine
Learning Research, 2015.

Chapitre 5 :

B. Scherrer et B. Lesner. On the use of non-stationary policies for stationary in nite-

horizon Markov decision processes. Dans Neural Information Processing Systems,

South Lake Tahoe, United States, decembre 2012.

B. Lesner et B. Scherrer. Non-Stationary Approximate Modi ed Policy Iteration. Dans
International Conference on Machine Learning, Lille, France, juillet 2015.

Chapitre 6 :

B. Scherrer. Approximate Policy Iteration Schemes : A Comparison. Dans International

Conference on Machine Learning. Pekin, Chine, juin 2014.
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Chapitre 1

Quelques majorants de la complexite
d’lterations sur les Politiques

Nous considerons dans ce chapitre le cas d’'un MDP ni, ayant n etats ] on considerera ici

de R" ] et m actions par etat. Nous allons decrire des majorants du nombre d’iterations de deux
algorithmes de type Iterations sur les Politiques (PI), I'algorithme standard mentionne dans le
chapitre introductif precedent, ainsi qu’une variation qui change la politique seulement en un
seul etat bien choisi (et pour lequel nous serons capables de deriver des resultats speci ques).
Ce travail a ete publie en version courte (Scherrer, 2013a) puis etendue (Scherrer, 2016). Nous
commencons par decrire precisement ces deux algorithmes.

1.1 Algorithmes
Soit une politique. On appelle avantage par rapport a la politique le vecteur :

a =m§)1xTov v =Tv AV

Par de nition des operateurs et de la fonction de valeur v , on peut voir que

a =m%xTov Tv;

c’est-a-dire que les composantes de ce vecteur sont necessairement positives ou nulles; elles
sont toutes nulles si et seulement si la politique est optimale. On appelle ensemble des etats
modi ables (en anglais, switchable) I’ensemble des etats pour lequel I'avantage est strictement
positif :

S =fi; a (i) >0qg:

Supposons maintenant que  n’est pas optimale; cela implique que S est un ensemble non
vide. Pour n’importe quel sous-ensemble Y de S , notons switch( ;Y ) une politique obtenue en
remplacant les actions de par des actions gloutonnes par rapport av dans les etats contenus
dans Y :

un element de argmaxg[Tav J(i) sii22Y

8i switch( ;Y)(M) = 4 siigY:

Comme le montre le resultat suivant standard, n’importe quelle politique obtenue via cet
operateur sera meilleure que la politique
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Lemme 1.1 (voir par exemple Puterman (1994)). Soit une politique non optimale. Si =
switch( ;Y ) pour un sous-ensemble non vide Y de S , alorsv o« v et il existe au moins un
etat i tel que v o(i) > v (i).

Ce lemme constitue le fondement du schema Iterations sur les Politiques (P1), qui genere
une sequence de politiques ( k) comme suit.

k+1  switch( k;Yk) pour un Yy tel que ; CYx S .:
Selon la facon dont on choisit I’ensemble Yy, on obtient di erentes variations de PIl. Nous
considerons les deux variantes suivantes :

I Quand pour tout k, Yy =S , c’est-a-dire qu’on change les actions dans tous les etats ou
I’avantage est strictement positif, I'algorithme est connu sous le nom de Pl de Howard
(Pl-Howard dans la suite); on peut notamment remarquer dans ce cas qu’a chaque
etape, la politique est gloutonne par rapport a la valeur de la politique precedente,
soit formellement 41 2 G(v ). C’est I'algorithme PI tel que nous I'avons decrit dans
I’introduction.

I Quand pour tout k, Yy est un singleton qui contient I’etat ix 2 argmax;a , (i), c’est-a-
dire qu’on change une seule action dans I’etat qui a un avantage maximal par rapport a

k, on appellera cet algorithme PI-Simplexe .

Comme ces algorithmes generent une sequence de politiques dont les valeurs forment une suite
strictement croissante (par le lemme 1.1), toute variation de Pl converge vers la politique et la
valeur optimales en un nombre d’iterations qui est plus petit gue m", le nombre total de poli-
tiques du probleme. En pratique, les algorithmes de type PI convergent en tres peu d’iterations.
Sur des MDP aleatoires, la convergence a lieu en un temps qui est souvent sous-lineaire en n.
Nous allons exhiber des majorants du nombre d’iterations requis par PlI-Howard et PI-Simplexe
qui sont beaucoup plus ns que m".

1.2 Majorants de la complexite pour un xe

Dans cette section, nous commencons par decrire quelques resultats de la litterature | voir
(Ye, 2011) pour un etat de I'art plus eto e || sur le nombre d’iterations requis par Pl-Howard
et PI-Simplexe, ainsi qu’un certain nombre d’ameliorations et d’extensions originales. Nous
renvoyons le lecteur a (Scherrer, 2016) pour les preuves de la plupart resultats enonces.

Une observation importante concernant les deux algorithmes, qui sera centrale dans les
resultats que nous allons decrire, est que la sequence gu’ils generent satisfait une certaine pro-
priete de contraction?. Pour tout vecteur u de R", rappelons que kukqa = maxi i nju(i)j
designe la norme in nie de u. Soit 1 le vecteur dont toutes les composantes sont egales a 1.

Lemme 1.2. La sequence (kv v K1)k o generee par Pl-Howard est contractante de coe -
cient

Lemme 1.3. La sequence (1T(v v ,))k o generee par Pl-Simplexe est contractante de coef-
1

cientl .

1. L’appellation PI-Simplexe est motivee par le fait que la variation de Pl est alors equivalente a I’algorithme
du simplexe (utilisant la regle du pivot le plus grand) applique a une formulation de type programmation lineaire
du probleme (Ye, 2011).

2. Une sequence (Xk)x o de reels positifs est dite contractante de coe cient < 1 si et seulement si pour
tout k 0, Xk+1 Xk .
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Si cette observation est bien connue pour Pl-Howard, elle n’a a notre connaissance jamais ete
mentionnee explicitement dans la litterature pour PI-Simplexe. Ces proprietes de contractions
ont pour immediate consequence le resultat suivant 3.

Corollaire 1.4. Soit Vimax = % un majorant de kv k4 pour toute politique . A n

d’obtenir une politique -optimale, c’est-a-dire une politique  satisfaisant kv =~ v k1 ,

log Vmax

Pl-Howard a besoin d’au plus I iterations, tandis que PI-Simplexe a besoin d’au plus
NVmax
nlos 7 terations.

Comme ces majorants dependent d’un terme de precision , cela implique que PIl-Howard et
PI-Simplexe sont des algorithmes faiblement polynomiaux pour un facteur d’actualisation  xe.
Un resultat particulierement important a recemment ete obtenu par Ye (2011), qui a fourni des
majorants qui ne dependent plus de la precision , ce qui implique que PI-Howard et PI-Simplexe
sont fortement polynomiaux pour un facteur d’actualisation  xe.

I
Theoreme 1.5 (Ye (2011)). PI-Simplexe et PI-Howard terminent apres au plus n(m 1) ™ log

iterations.

La demonstration se base sur le fait que ces algorithmes sont des instances particulieres de
I’algorithme du simplexe applique a une formulation de type programme lineaire du probleme.
En utilisant des arguments plus directs, Hansen et al. (2013) ont recemment ameliore le majorant
d’un facteur O(n) pour PI-Howard.

|
Theoreme 1.6 (Hansen et al. (2013)). PI-Howard termine apres au plus (nm+1) % log ™

iterations.

Nos deux premiers resultats, publies dans (Scherrer, 2016), qui sont des consequences des
proprietes de contractions decrites plus haut (lemmes 1.2 et 1.3) sont enonces dans les theoremes
ci-dessous.

1 m
Theoreme 1.7. Pl-Howard termine apres au plus n(m 1) =log = iterations.

1 m
Theoreme 1.8. PI-Simplexe termine apres au plus n(m 1) {“~log - iterations.

Nous allons detailler la preuve du theoreme 1.7 pour plusieurs raisons : tout d’abord, cela
permet de se rendre compte de I'elegance de I'argumentation proposee par Ye (2011) (notre
resultat est legerement plus n, mais I’essentiel est tres proche de la preuve originelle) ; ensuite,
la preuve du theoreme 1.8 pour PI-Simplexe est similaire; en n, la preuve donnee ci-dessous
est particulierement simple, et elle aurait a mon avis sa place parmi les resultats standards
d’analyse d’lterations sur les Politiques.

3. Pour Pl-Howard, nous avons : kv v , ka Kkv v ok KVmax. Ainsi, une condition su sante pour

1 k H : log Ymax log Ymax .
avoir kv v  ka < est “Vmax < , ce qui est vrai des lors que k T g T Pour PI-Simplexe,
nous avons kv v, ka  1T(v v ,) K1T(v v y) “NVmax, €t on conclue de maniere similaire a
Pl-Howard.
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Preuve du theoreme 1.7. On commence par deriver I'identite suivante : pour toute paire de
politiques et

ve v=(0 Pdlro v fv=Tv Dv=(0 P)'ryg
=1 P Yro+ Pov v)
=1 P HTw v) (1.1)

Alors, pour tout k, on a :

v T,v =( POV v,) fEquation (1.1)g
: fv v OetP , Og

VooV k

Commev T v estpositif, on peut prendre la norme in nie et obtenir :

kv. T, vkai kv v kg
Kkv v ka fLemme 1.2g
= k@@ P v T,v)ke fEquation (1.1)g
k
kv T ,vkq: kP ,) kq = Lg

1 1

Par de nition de la norme in nie, il existe un etat sg tel que v (Sp) [T ,V ](So) = kv
T ,Vv kqa.. On en deduit que pour tout kK,

Vi(so) [T, vIso) kv T,vka
K

kv T ,vka

k
7 (v (o) [T oV 1(s0))

Par consequent, I'action (Sp) doit €tre di erente de (sp) quand l—k < 1, c’est-a-dire des
lors que k satisfait : & 8 >
log 1+ log 12

1 log X

En d’autres termes, si une politique n’est pas optimale, alors I'une de ses actions non-optimales
est eliminee de nitivement apres au plus k iterations. En repetant cette argument pour toutes
les actions non-optimales (qui sont au plus au nombre de n(m 1)), on obtient le resultat. [

Notre resultat pour Pl-Howard est un facteur O(logn) plus n que celui de Hansen et al.
(2013), qui etait a notre connaissance le meilleur resultat publie dans la litterature. Notre
resultat pour PI-Simplexe est tres legerement meilleur (d’un facteur 2) que celui de Ye (2011),
et utilise des arguments plus directs. En utilisant une preuve un peu plus complexe, on peut
ameliorer le resultat pour PI-Simplexe d’un facteur O(logn) :

Theoreme 1.9. PI-Simplexe termine apres au plus n>(m 1) 1+ li log % iterations.

Par rapport a PI-Howard, le nombre d’iterations requis par PI1-Simplexe est ainsi un facteur
O(n) plus grand. Cependant, chaque iteration de PI-Simplexe (qui change seulement une action)
a en general une complexite moindre qu’une iteration de PI-Howard : en e et, la mise a jour peut-
etre realisee en temps O(n?) a I'aide de la formule de Sherman-Morrisson, alors qu’une iteration
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de PI-Howard, qui necessite de calculer la valeur d’une politique qui peut €tre arbitrairement
di erente de la politique precedente, demande en general un temps O(n®). Globalement, on
pourra retenir que les deux algorithmes ont une complexite similaire.

Il est facile de voir que la dependance lineaire en n du majorant pour PI-Howard est optimale.
Nous conjecturons que la dependance lineaire en m pour les deux bornes est egalement optimale.
Il est peut-étre possible d’ameliorer la dependance vis-a-vis du terme % mais la supprimer
est impossible pour PI-Howard et peu vraisemblable pour PI-Simplexe. Fearnley (2010) a decrit
un MDP pour lequel PI-Howard met un temps exponentiel en n pour = 1 et Hollanders et al.
(2012) ont ensuite explique que cette complexite etait la m&me lorsque est dans le voisinage
de 1. Bien que des resultats similaires pour PI-Simplexe ne sont a notre connaissance pas
documentes dans la litterature, Melekopoglou et Condon (1994) ont considere quatre variations
de PI qui changent seulement une action par iteration, et exhibent des MDP sur lesquels ces
algorithmes terminent en un temps exponentiel en n lorsque = 1.

1.3 Majorants de la complexite independants de

Dans la suite, nous decrivons des majorants qui ne dependent pas du facteur d’actualisa-
tion , mais qui seront obtenus sous des hypotheses structurelles du MDP. Sur ce sujet, Post et
Ye (2012) ont recemment derive une borne polynomiale pour les MDP deterministes.

Theoreme 1.10 (Post et Ye (2012)). Si le MDP est deterministe, alors PI-Simplexe termine
apres au plus O(n°m?2log? n) iterations.

Etant donnee une politigue d’un MDP deterministe, les etats appartiennent soit a un cycle,
soit a un chemin induit par . Le ¢ ur de I'analyse repose sur les lemmes que nous enoncons
ci-apres, qui montrent qu’au cours des iterations, des cycles sont crees regulierement et qu’a
chaque fois qu’un nouveau cycle apparat, un progres signi catif vers la solution est e ectue;
en consequence, un progres signi catif a lieu regulierement.

Lemme 1.11 (Post et Ye (2012)). Supposons que le MDP est deterministe. Apres au plus
O(n?mlog n) iterations, soit PI-Simplexe termine soit un nouveau cycle appara’t.

Lemme 1.12 (Post et Ye (2012)). Supposons que le MDP est deterministe. Lorsque PI-Simplexe
passe de  a 'ou ! implique un nouveau cycle, on a

1
1"(v  vo) 1 - 1"(v v

Ces observations su  sent a prouver # que PI-Simplexe termine apres au plus O(n*m? log )

O(n*m?) iterations. Eliminer completement la dependance en le facteur d’actualisation | le
terme en O(log %) I requiert un travail minutieux supplementaire (voir Post et Ye (2012)), et
se traduit par un facteur supplementaire en O(nlog(n)).

D’un point de vue plus technique, la preuve de Post et Ye (2012) se fonde singulierement
sur des proprietes du vecteur x = (Il PT) 11, qui represente une mesure actualisee de la
presence en chacun des etats lorsqu’on considere une trajectoire induite par la politigue a
partir d’un etat initial aleatoire uniforme :

X
8i2X; x (i)=n Plr=ijio U, ar= (i);
t=0

4. Ceci peut etre fait par des arguments similaires a la demonstration du theoreme 1.9 (voir la Section 6 de
Scherrer (2016)).
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ou nous avons note U la distripution uniforme sur X. Pour toute politique et tout etat i, on
a trivialement x (i) 2 1; "~ . La demonstration exploite de plus le fait que x (i) appartient

g l'intervglle [1;n] lorsque i est sur un chemin de , tandis que x (i) appartient a I'intervalle

%;li lorsque i est sur un cycle de . Dans (Scherrer, 2016), nous avons montre qu’il

est possible de generaliser I'approche de Post et Ye (2012) aux MDP stochastiques. Etant
donnee une politique d’'un MDP stochastique, les etats sont soit recurrents, soit transients
(ces deux categories generalisant respectivement celles de cycles et de chemins pour les MDP
deterministes). Ceci nous amene a formuler I’hypothese suivante.

Hypothese 1.13. Soit ¢ 1let , 1 les plus petits coe cients tels que pour toute politique
, pour tout etat i transient pour

T x®®

et pour tout etat i recurrent pour

n . n
- X (|) -
@ )r 1
La constante  (respectivement ) peut €tre vue comme une mesure du temps necessaire
pour quitter les etats transients (respectivement pour revisiter les etats dans les classes recurrentes).
En particulier, quand tend vers 1, on peut voir que ¢ est un majorant de L, le temps aleatoire
necessaire pour quitter les etats transients, car pour toute politique

X
Iign1 x (i) = P(i¢ transient pour jip U; ar= (ip)
"7 transient pour t=0

=E[Ljio U;a= (i)l:

I|£n1 r

S|

De maniere similaire, lorsque tend vers 1, ir est la frequence asymptotique minimale® dans
les etats recurrents etant donne que la cha™me est initialisee uniformement sur X, car pour toute
politiqgue et tout etat recurrent i,

1 L Koo
|I£n1 x (i) = Ilm(l ) PGir=1jip U; at= (iv)
B B t=0

— H 1 N H ] . — H .

= Tll!ml T . PGic=1ijip U; ar= (ip):

Une fois I’hypothese 1.13 formulee, nous pouvons generaliser les lemmes 1.11-1.12 comme suit.

Lemme 1.14. Supposons que le MDP satisfait I’hypothese 1.13. Apres au plus n?md ¢ log(n( ¢+
1))e iterations, soit PI-Simplexe termine soit une nouvelle classe recurrente appara.

Lemme 1.15. Supposons que le MDP satisfait I’hypothese 1.13. Lorsque PI-Simplexe passe de
a "ou Yimplique une nouvelle classe recurrente, on a
1
1"v v 1 = 1T(v v

r

5. Si le MDP est aperiodique et irreductible, de sorte qu’il admet une politique stationnaire pour toute

politique , on peut voir que
1 . .
— = min ():
r ; 1 recurrent pour
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De ces observations generales decoule le resultat suivant.

Theoreme 1.16. Si le MDP satisfait I’hypothese 1.13, alors PI-Simplexe termine apres au plus

n’(m 1)(d rlog(n )e+d (log(n )e) (m 1)dn ¢log(n {)e+dn ¢log(n® Je =0 n®m? ¢,
iterations.

Remarque 1.17. Ce nouveau resultat est une generalisation stricte de celui enonce pour les
MDP deterministes. En e et, dans le cas deterministe, ona { = = n et il est facile de voir que
les lemmes 1.14, 1.15 et le theoreme 1.16 impliquent les lemmes 1.11, 1.12 et le theoreme 1.10.

Une consequence immediate de ce resultat est que PI-Simplexe est fortement polynomial
pour un ensemble de MDP qui est signi cativement plus grand que les MDP deterministes
consideres au theoreme 1.10.

Corollaire 1.18. Pour toute famille de MDP telle que ¢ et , sont polynomiaux en n et m
(uniformement pour tout ), PI-Simplexe termine en un temps polynomial en n et m.

On pourrait se demander si un resultat analogue peut etre derive pour Pl-Howard. Mal-
heureusement, et comme Post et Ye (2012) le mentionnent brievement, la technique de preuve
developpee pour PI-Simplexe ne semble pas s’adapter aisement a Pl-Howard, parce que les
changements de plusieurs actions lors d’une iteration peuvent interferer les uns avec les autres
de sorte a rendre I’'amelioration de la politique tres petite. Nous pouvons detailler un peu plus
precisement ce qui, dans I’'approche decrite plus haut, pose probleme. D’un cote, il est possible
d’ecrire des variations des lemmes 1.11 et 1.14 pour PIl-Howard.

Lemme 1.19. Supposons que le MDP est deterministe. Apres au plus n iterations, soit PI-
Howard termine soit un nouveau cycle appara’t.

Lemme 1.20. Supposons que le MDP satisfait I’hypothese 1.13. Apres au plus nmd ¢logn e
iterations, soit PI-Howard termine soit une nouvelle classe recurrente apparat.

Cependant, de I'autre cote, nous n’avons pas reussi a adapter les lemmes 1.12 ou 1.15. De
fait, il semble peu vraisemblable qu’un resultat similaire a celui enonce dans le lemme 1.12 soit
vrai pour Pl-Howard. Dans un exemple deterministe recemment decrit par Hansen et Zwick
(2010) pour montrer que Pl-Howard pouvait requerir au moins O(n?) iterations, des cycles
apparaissent a chaque iteration mais la sequence des fonctions valeur satisfait® pour toute
iteration k < ”72 + § etetat i,

" #

o K
v v, 1 o v @ v, ®®:

Contrairement au lemme 1.12, on voit ici que lorsque k grandit, la contraction est (exponentiel-
lement rapidement) de moins en moins forte. Par rapport a PI-Simplexe, cela suggere notam-
ment que PI-Howard pourrait (dans le pire cas) sou rir de subtiles pathologies. Plus largement,
determiner le nombre d’iterations necessaire pour Pl-Howard est un probleme qui resiste aux
e orts des chercheurs depuis maintenant presque 30 ans : il a ete originellement enonce par
Schmitz (1985). Dans le cas le plus simple (deterministe), le probleme est aujourd’hui encore

6. Ce MDP a un nombre pair d’etats n = 2p. Dans Hansen et Zwick (2010), le but est de minimiser I’esperance
de la somme actualisee des coOts. La fonction valeur optimale satisfait v (i) = pN pour tout i, avec N = p? +p.
Les politiques generees par PI-Howard ont des fonctions valeur satisfaisant v , (i) 2 [p"™ k 1.pN K] On en deduit

que pour toute iteration k et tout etat i, Vv('()i)vvk:}i()') 1‘1“jjpkk2 =1 % 1 p*@ p? 1 pk
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ouvert : le meilleur minorant connu est la borne en O(n?) de Hansen et Zwick (2010) que nous
venons de mentionner, alors que le meilleur majorant est O(%n) ] valable pour les MDPs en
general ]| prouve par Mansour et Singh (1999).

Comme lot de consolation, nous avons ete a méme d’adapter dans (Scherrer, 2016) I’analyse
decrite plus haut sous une hypothese structurelle supplementaire.

Hypothese 1.21. L’espace d’etats X peut €tre partitionne en deux ensembles T et R tels que
pour toute politique , les etats de T sont transients et ceux de R sont recurrents.

En e et, sous cette hypothese, il est possible de prouver pour Pl-Howard une variation du
lemme 1.15 introduit pour PI-Simplexe.

Lemme 1.22. Supposons que le MDP satisfait les Hypotheses 1.13 et 1.21. Lorsque Pl-Howard
passe de  a 'ou Y implique une nouvelle classe recurrente, on a

1"v  vo) 1 1 1"v v

r

Et on peut en deduire le resultat suivant original (qui s’applique d’ailleurs egalement a
PI-Simplexe).

Theoreme 1.23. Si le MDP satisfait les Hypotheses 1.13 et 1.21, alors Pl-Howard et PI-
Simplexe terminent apres au plus n(m 1) (dn ¢logn ¢ +d (logn re) iterations.

Il est important de noter que I’hypothese 1.21 est plutét restrictive. Elle implique que les
deux algorithmes convergent sur les etats recurrents independemment de ce qui se passe sur les
etats transients, ce qui permet de reduire I’analyse a deux etapes : 1) I’analyse de la convergence
sur les etats recurrents; 2) I’'analyse de la convergence sur les etats transients (sachant que la
convergence a eu lieu sur les etats recurrents). L’etude de la premiere phase (convergence sur
les etats recurrents) est grandement facilitee par le fait que, dans ce cas, une classe recurrente
apparat a chaque iteration (ceci est a contraster avec les lemmes 1.11, 1.14, 1.19 et 1.20 dont
la fonction est de montrer que des cycles ou des classes recurrentes apparaissent en un temps
raisonnable). De plus, I’'analyse de la deuxieme phase (convergence sur les etats transients) est
similaire a celle du cas avec facteur d’actualisation (theoremes 1.7 et 1.9). En d’autres termes,
si ce dernier resultat contribue a nous eclairer sur I’e cacite pratique usuelle de PI-Howard et
P1-Simplexe, une analyse plus generale de PI-Howard est encore a faire. Sur ce point, on notera
pour nir que I'analyse de Akian et Gaubert (2013) permet d’obtenir un resultat similaire au
theoreme 1.23, mais sous une hypothese plus legere (il existe un etat vers lequel on retourne en
temps moyen ni).

1.4 Bilan et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons decrit plusieurs contributions a la comprehension de deux al-
gorithmes de type PI. Lorsque le facteur d’actualisation est Xxe, nos resultats (theoremes 1.7
et 1.9) permettent de supprimer un facteur log n inutile dans les analyses precedentes. Sous des
hypotheses structurelles du MDP, nous avons propose des majorants independants de : etant
donnees une mesure  du temps maximal pour quitter les zones transientes et une mesure
du temps maximal pour revisiter les etats dans les classes recurrentes sous I’ensemble des poli-
tiques, nous avons montre (theoreme 1.16) que PI-Simplexe termine apres au plus O n®m? ¢ , ,
iterations, ce qui generalise un resultat recent de Post et Ye (2012) sur les PDMs deterministes
dans lesquelsona = =n.
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Une question naturelle qui se pose apres cette etude de complexite, est de savoir dans quelle
mesure des resultats similaires pourraient €tre egalement obtenus pour d’autres algorithmes de
programmation dynamique, par exemple dans un schema de type Iterations sur les Politique
Modi e (equation (1) page 9) qui contient PI comme cas particulier, precisement lorsque m = 1.
Malheureusement, comme nous I’avons montre dans (Feinberg et al., 2014), il est assez facile de
voir que la simple garantie de convergence en temps ni dispara“t des qu’on s’eloigne un tant
soit peu de PI; on exhibe en e et une instance de MDP pour laquelle le nombre d’iterations
pour obtenir la politique optimale peut €tre rendu aussi grand que I'on veut pour n’importe
quelle valeur du parametre d’interpolation m < 1.

Comme nous I'avons deja signale, I’analyse de la complexite de la variation la plus standard
de PI, PI-Howard, qui est un probleme ouvert depuis pres de 30 ans, constitue la principale
perspective de ce travail. Dans cette direction, une premiere question sur laquelle j’ai commence
a travailler avec Romain Hollanders, est de voir dans quelle mesure des schemas de type PI qui
changent plusieurs actions a chaque etape (jSkj > 1) peuvent jouir de garanties similaires a
celle derivees pour PI-Simplexe. Plus generalement, la question de la complexite de ces schemas
Pl pourrait (en tant que cas particulier) eclairer la question de la complexite de la program-
mation lineaire, grand classique des grandes questions ouvertes en informatique. Sur ce theme,
une premiere etape envisageable consiste a voir dans quelle mesure une analyse de type com-
plexite lisse (Spielman et Teng, 2004), qui a porte ses fruits pour la programmation lineaire, est
envisageable pour Pl-Howard.
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Chapitre 2

Di erences temporelles ou residu de
Bellman ? L’interpretation
\projection oblique™

Dans ce chapitre et le suivant, nous allons nous focaliser sur le probleme de I’estimation de
la fonction valeur d’une politique xe , c’est-a-dire sur le probleme lineaire

v =T v ;

lorsque la taille de I’espace d’etats n 2 N [ f1.g est trop grande pour qu’on puisse envisager une
resolution exacte. Resoudre ce probleme peut notamment s’inscrire dans un schema approche
de type Iterations sur les Politiques. Pour alleger les notations, nous laisserons ici de cote
I'indice  des objets intervenant dans I'equation de Bellman : r, P, v; notamment, T designera
ici 'operateur de Bellman a ne caracterisant la valeur de cette politique (et non I’operateur
d’optimalite). L’equation lineaire satisfaite par la fonction de valeur, v=Tv =r + Py, peut
etre en theorie resolue analytiqguement :

v=(@0 P)lr=L"1r

avec L =1 P ; en pratique neanmoins, un grand espace d’etats peut rendre cette resolution
hors d’atteinte numerique. Nous allons considerer deux methodes d’approximation lineaire re-
lativement populaires de la fonction valeur : le calcul du point xe des di erences temporelles
(TD) (Sutton, 1988; Tsitsiklis et Van Roy, 1997; Bertsekas et Tsitsiklis, 1996; Sutton et Barto,
1998) que Antos et al. (2008); Farahmand et al. (2008); Sutton et al. (2009) ont presentee comme
la minimisation du residu d’une equation de Bellman projetee, et la minimisation du residu de
I’equation de Bellman (BR) (Schweitzer et Seidmann, 1985; Baird, 1995), sous-entendu ici non
projetee. Dans ce chapitre qui a donne lieu a une publication (Scherrer, 2010), nous presentons
des contributions analytiques et empiriques qui permettent de mieux comprendre les avantages
et les inconvenients de chacune d’elles. Nous montrons notamment qu’elle peuvent étre toutes
deux analysees dans le cadre des projections obliques, ce qui permet | a moindres e orts que
Yu et Bertsekas (2010) qui a precedemment considere cette problematique | de calculer des
garanties sur I’erreur d’approximation.

2.1 Methodes de projections

Nous considerons ici que nous cherchons a approcher la fonction valeur v par une approxi-
mation ¢ qui vit dans un espace plus petit. Un cadre simple et bien compris est celui de la
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parametrisation lineaire :

X
8i; ¢(i) = wj j(i);
j=1
ou d est typiquement beaucoup plus petit que n, les ( j)1 j 4 sont des fonctions de bases
qui idealement rendent compte de la forme generale de v, et les (wj)1 j 4 sont des poids qui
caracterisent la valeur approchee ¢. Pour tout i et j, notons ; le vecteur de R" correspondant
a la jie™e fonction de base et (i) le vecteur de RY donnant les d valeurs des d fonctions de base
en I’etat i. Pour tout vecteur (ou toute matrice) X, notons X' son (sa) transposee. La matrice
de taille n  d suivante (o) (i) 1
I

=(1: m=8
(in)’
permet d’ecrire la parametrisation de maniere condensee :

= w;

ou w = (Wg;:;Wnm)" est le vecteur de poids. Nous noterons desormais Im( ) le sous-espace
de R" engendre par les vecteurs ( j)1 j 4 que nous supposerons deux a deux lineairement
independants.

Une approximateion ¢ de v peut etre obtenue en minimisant ¢ @ k¢ vk pour une certaine
norme k Kk, c’est-a-dire en projetant v sur Im( ) orthogonalement par rapport a un produit
scalaire induisant k k. D’une maniere tres generale, tout matrice semi-de nie positive Q de
taille n  n induit la norme quadratique k kg sur R" de nie par

p___
kvkg = VIQv:

Il est alors connu que la projection orthogonale correspondante, que nous noterons y,, a la
forme analytique suivante :

_ . _ (0 10
kko = kkoy OU kko=( Q) = Q

est Iapplication lineaire de R™ vers RY qui renvoie les coordonnees de la projection d’un point

kko =1 € kko kko = kko-

Dans le cadre considere d’'un MDP avec une politique Xxe, qui modelise donc une cha™e de
Markov dont chaque transition a une recompense, on considere habituellement une norme et
une projection particulieres. Notons = (' ;) une loi sur X qui met une masse non nulle sur tout
etat ( > 0). Soit D la matrice diagonale ayant les elements de sur la diagonale. Considerons
alors la projection orthogonale de R" sur Im () par rapport a la norme quadratique a poids

v

o PO
X P
kvk =% iviz = vID v:
=1
Pour alleger, nous noterons cette projection = ., = avec = x =('D ) 1! 'D.

Idealement, etant donnee cette projection, on souhaiterait calculer I'approximation optimale :

1
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Ceci peut étre fait avec une approche de type Monte-Carlo dans laquelle on simulerait des
trajectoires initialisees selon la distribution | ce qui serait alors tres proche des algorithmes
TD(1) (Sutton et Barto, 1998) et LSTD(1) (Bertsekas et Tsitsiklis, 1996; Boyan, 2002) | mais
une telle approche requiert en general de simuler de longues trajectoires et sou re d’une forte
variance. Les methodes de projection sur lesquelles nous allons nous concentrer, sont des al-
ternatives qui ont seulement besoin d’echantillons de transitions simples (de couples d’etats
(i¢; it+1) et de recompenses ry) realisees par la cha'ne de Markov.

La methode du point xe des di erences temporelles (TD) Le principe de I'approche
TD (Sutton, 1988; Tsitsiklis et Van Roy, 1997; Bertsekas et Tsitsiklis, 1996; Sutton et Barto,
1998) est de chercher un point xe de I'operateur T, c’est-a-dire une valeur %yp dans Im( )
satisfaisant

o= Thp:

Sous I'hypothese que I'inverse de la matrice ci-dessous existe!, on peut montrer? que ¢yp =
WTp avec
wo=(DL)!™Dr

Comme remarque par Antos et al. (2008); Farahmand et al. (2008); Sutton et al. (2009), lorsque
I'inverse existe, ce calcul est equivalent a celui de calculer la valeur ¢ 2 Im( ) qui minimise
(jusqu’a 0) I'erreur TD3

ETD(O‘) = k¢ Tk :

La methode de minimisation du residu de Bellman (BR) Le principe de cette seconde
approche BR (Schweitzer et Seidmann, 1985; Baird, 1995) est de chercher une valeur ¢ 2 Im( )
qui minimise la norme du residu de Bellman, c’est-a-dire la quantite

EBR(O) =k¢ Tok

Comme ¢ est de la forme w, on peut voir que Egr(%) = k w Pw rk =k w rk
avec la notation = L . En utilisant des arguments standards de type moindres carres, on
peut montrer que le minimum est atteint pour $gr = WpR avec

wer=('D )! 'Dr (2.1)
Notons que dans ce cas, I'inverse existe toujours (Schoknecht, 2002).

01
01
rietry. Onaainsi v(1) =r, + 1& etv(2) = 1r—2 Considerons I'approximation a I’aide d’une
unique fonction de base telle que = (1 2), avec une distribution uniforme = (:5 :5)’. Comme

D = % ona = %% , et le poids de la meilleure approximation est par consequent
Wopt = V = %rl + %rz. Cet exemple a ete initialement propose par Tsitsiklis et Van Roy
(1997); Bertsekas et Tsitsiklis (1996) a n de montrer qu’un algorithme de type Iterations sur
les Valeurs avec approximation lineaire et echantillonnage peut diverger si les echantillons ne

Exemple 2.1. Considerons le MDP ayant 2 etats tel que P = . Notons les recompenses

1. Ce n’est pas necessairement le cas, comme nous le verrons dans I’exemple 2.1.

2. Nous ne detaillons pas ici dans la mesure ou la Section 2.3 generalisera cette derivation.

3. Cette remarque est aussi vraie si I’on remplace k k par n’importe quelle norme equivalente k k. Cette
observation, simple, a permis a Sutton et al. (2009) de proposer des algorithmes de type gradient dans le cas
o -policy, c’est-a-dire ou les echantillons ne proviennent pas de la méme politique que celle que I’'on souhaite
evaluer.
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Figure 2.1 { Rapports (en echelle logarithmigue) entre d’une part les projections TD et BR,
et d’autre part la meilleure approximation dans I’exemple 2.1, en fonction du facteur d’ac-
tualisation et du parametre de la recompense (Gauche). Il s’avere que ces surfaces sont
independantes de , donc nous tracons le graphe montrant uniquement la dependance en
(Droite).

sont pas tires selon la loi stationnaire de la politique consideree. Dans ces travaux, les auteurs
considerent le cas r; = r, = 0 si bien gqu’on a divergence quand bien méme la fonction de valeur
v(0) = v(1) = 0 appartient a I’espace Im( ). Dans le cas r1 = r, = 0, les methodes TD et
BR calculent la bonne solution (nous verrons un peu plus loin que c’est une propriete generale
lorsque la fonction de valeur appartient a Im( )). Nous avons donc etendu ce modele en pre-
nant (rq1; r2) & (0;0). Comme la valeur est une fonction lineaire de la recompense, on considere
sans perte de generalite la forme (ry;r2) = (cos ;sin ).

Considerons tout d’abord TD : on a ‘D = %1 , (1 P) =@ 2 1 ), ainsi
(D )= g 3 et 'Dr= % + ry. En consequence, le poids de I'approximation TD est
Wrp = % On remarque ici que la valeur = 5=6 est singuliere. Considerons maintenant

BR:onpeutvoirque ( ‘D ) 1= % et 'D r=L 232 2) Ajngjle poids

de I'approximation BR est War = {5 5 )52

Pour toutes ces approximations, on peut calculer I’erreur quadratique e par rapport a la
vraie valeur v. Pour tout poids W 2 fwopr; Wrp;Werd, e(W) = kv wk? = 2(v(1) w)?+

3(v(2) 2w)%. A'la gure 2.1, nous avons trace les rapports 22‘3’\;3 et 22‘3’;:;; sur une echelle
logarithmique (ils sont pas construction plus grands que 1) par rapport a et . Il s’avere que
ces surfaces sont independantes de ; cette gure montre egalement le graphe en fonction de la
variable seulement. On peut observer que pour n’'importe quel choix de recompense, la methode
BR est plus precise que la methode TD. De plus, quand est dans le voisinage de % le rapport
correspondant a I’erreur TD tends vers I'in ni tandis que celui de BR reste horne. Cet exemple
montre qu’il existe des MDPs ou la projection BR peut &tre arbitrairement meilleure que la
projection TD. Il serait ici premature de conclure que BR est toujours preferable a TD. La
litterature contient plusieurs arguments en faveur de TD, dont celui que nous considerons dans
I’exemple suivant.
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Exemple 2.2. Sutton et al. (2009) ont decrit un MDP a 3 etats ou la methode TD calcule
la meilleure projection %op tandis que ce n'est pas le cas de la methode BR. L’idee derriere ce
MDP peut étre decrit d’une maniere generale*. Supposons que nous avons un MDP ayant k + |
etats, et dont I’equation de Bellman a une structure triangulaire par blocs :

Vi= Pivi+rn
Vo = Povi +Pyvo +1;

ouv; 2 RK et v, 2 R!, la concatenation des vecteurs v; et v, formant la fonction valeur.
Supposons de plus que I’espace d’approximation Im( ) est RK S, ou S, est un sous-espace de
R!. Avec TD, on obtient la fonction de valeur exacte sur les k premieres composantes, tandis que
ce n'est pas le cas pour BR : la satisfaction du premier bloc d’equations ci-dessus est deterioree
de sorte a reduire I’erreur sur le second bloc (qui implique egalement v;). Dans un contexte
d’optimisation du contr6le ou la valeur serait utilisee pour deduire une politique gloutonne, ce
genre d’exemples peut avoir des consequences dramatiques : v1 est relie aux recompenses d’etats
futurs accessibles a partir de ceux correspondants a v,, et les recompenses futures sont I’essentiel
lorsqu’il s’agit de prendre des decisions.

Globalement, les deux approches generent des biais de di erents types, et distribuent les
erreurs di eremment. Pour approfondir leur comparaison, I'essentiel de la suite de ce chapitre
est consacre a des arguments plus analytiques.

2.2 Une relation et des problemes de stabilite

Bien que plusieurs travaux de la litterature aient compare les deux methodes (Schoknecht,
2002; Lagoudakis et Parr, 2003b; Munos, 2003; Yu et Bertsekas, 2010), la simple observation
suivante n’avait a notre connaissance jamais ete soulignee.

Theoreme 2.3. L’erreur BR est une borne superieure de I’erreur TD, et plus precisement :
802 Im( );Egr(®?=Erp(®)?+kT¢  TOk%:

Demonstration. Ceci est simplement une consequence du theoreme de Pythagore, dans la me-
sureou T¢ T¥ est orthogonal a Im( ) et ¢ T¢ appartient a Im( ). O

Ceci implique que si on est capable de rendre I’erreur BR petite, alors I’erreur TD sera egalement
petite. Dans le cas limite ou I’erreur BR est nulle, I'erreur TD le sera egalement.

L’une des motivations historiques pour minimiser I’erreur BR est liee a la garantie de
Williams et Baird (1993) :

8% kv ¢kq %kTO 0kq:

Dans la mesure ou I’on contro6le I'erreur de projection seulement en norme quadratique, c’est la
variation suivante de ce resultat® qui est pertinente :

PeO

8¢, kv ¥k kKT¢ 0k

4. La suite de la description est fortement inspiree d’une communication personnelle avec Janey Yu.
5. La preuve est une consequence de I'inegalite de Jensen et les arguments sont similaires a ceux donnes par
Munos (2003).
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ou C( ) := maxi; p#: est un coe cient de concentrabilite, qui peut €tre vu comme une mesure

de stochasticite de la cha™e de Markov sous-jacente ®. Ce resulte montre qu’il est raisonnable
de minimiser I'erreur BR, dans la mesure ou elle permet de contréler indirectement I’erreur
d’approximation kv ¢grk .

Du cote de TD, il n’existe pas de resultat similaire. Le simple fait que nous ayons construit
I’exemple 2.1 ou la valeur estimee par la projection TD est numeriqguement instable montre
qu’on ne peut pas prouver un tel resultat. Le theoreme 2.3 que nous venons d’enoncer permet
d’en dire un peu plus. En minimisant I’erreur TD, on minimise seulement une partie de I’erreur
BR, tandis qu’on ignore I'autre, kTv Tvk?, qui peut etre interpretee comme une mesure
d’adequation entre la projection et I'operateur de Bellman T. Dans I'exemple 2.1, I'erreur
d’approximation de TD tend vers I'in ni parce que ce terme d’adequation diverge.

Un regard complementaire sur la potentielle instabilite de TD, a ete quali e de probleme
d’incompatibilite de norme (Bertsekas et Tsitsiklis, 1996; Guestrin et al., 2001), et peut &tre
revisite via la notion de coe cient de concentrabilite. Les matrices stochastiques P satisfont
kP k4 = 1, ce qui fait que I'operateur de Bellman T est contractant de coe cient et que son
point Xxe est bien de ni. La projection orthogonale par rapport a la norme k k est telle que
k k =1. Ainsi P et sont de norme 1, mais pour des normes di erentes. Malheureusement,
une borne generale (optimale) pour Iebprojections lineaires est k kq 1+2 1 (Thompson,
1996) et on peut montrer ’ que kP k C( ), ce qui peut en general etre egalement de I'ordre
O( n). En consequence, les normes k Pky et k Pk peuvent toutes deux etre plus grandes
que 1, et le point xe de I'equation de Bellman projetee n’est en general pas bien de ni. Une
exception remarquable a ce genre de probleme, ou P est de norme 1, est lorsqu’on peut prouver
que kPk =1, comme par exemple lorsque est une mesure stationnaire de P (Bertsekas et
Tsitsiklis, 1996; Tsitsiklis et Van Roy, 1997). Dans ce cas, on peut en deduire (Bertsekas et
Tsitsiklis, 1996; Tsitsiklis et Van Roy, 1997) que

Une autre exception notable est lorsque k kmax = 1, comme dans le cas d’approximation lineaire
de type \averager" (Gordon, 1995). Cependant, en general, la stabilite numerigue de I’'approche
TD est di cile a garantir.

2.3 Une vision uni ee via les projections obliques

Dans I'approche TD, on cherche a trouver le point xe de la composition d’une projection
orthogonale et de I'operateur de Bellman T. Nous allons ici supposer que nous utilisons une
projection  non necessairement orthogonale sur Im( ), c’est-a-dire une application lineaire
qui satisfait 2 = est dont le domaine d’arrivee est Im( ). De la maniere la plus generale,
ces operateurs sont appeles des projections obliques et ont la forme analytique suivante :

X = X avec x=(X° ) 1X01

6. Si  est uniforme et n est ni, alors il existe une telle constante C( ) 2 (1;n), ou I’on rappelle que n est
la taille de I'espace d’etats. Dans un tel cas, C( ) est minimal lorsque la cha™e de Markov est telle que tous
les etats suivants sont choisis selon la loi uniforme, et maximal des qu’il existe une transition deterministe qui
va concentrer la masse en un etat. Nous reviendrons sur ces coe cients dans les chapitres suivants, notamment
dans le dernier chapitre de ce manuscrit.

7. Pour tout x, kPxk®  kxk?,  C( )kxk?. L’argument pour la premiere inegalite implique I'inegalite de
Jensen et est de nouveau proche ce ce qui est fait dans (Munos, 2003).
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v

Figure 2.2 { Projection oblique de v sur Im ( ) orthogonalement a Im (X).

Ici, le parametre X caracterise la direction avec laquelle on e ectue la projection. Precisement,
x est la projection sur Im( ) orthogonalement a Im (X) (une illustration est donnee a la
gure 2.2). De méme que dans le cas des projections orthogonales, nous avons les identites
x =1let x x = x.Rappelons que nous avons note L =1 P. Le resultat principal de

notre analyse comparee des approches TD et BR est enonce ci-dessous.

Theoreme 2.4. Notons Xyp =D et Xgr=D L

1. Le point xe de I’approche TD et le projete de residu minimal BR sont, respectivement
pour X = Xtp et X = XpgR, le point xe de I’equation projetee

¥x = xTox:

2. Quand ce point xe existe, la solution de cette equation projetee est la projection de la
(vraie) valeur v sur Im( ) orthogonalement a Im (L'X), c’est-a-dire que

O« = Lox V.
Demonstration. On commence par montrer le deuxieme point. Notant ¢ = wx, I’equation
du point xe est :
wx = x(r+ P wy):

En multipliant par x, on obtient
Wx = x(r+ P wy);

dont on deduit
wx = (I xP )1 xr
En utilisant la de nition de x, on a
wx =1 (X' ) XP ) X" ) Xr
= x"H)a (X)) XP ) "X

=X'a pP)) X'r (2.3)
= (XL ) XLv
= LxV

ou nous avons utilise apres I’equation (2.3) le fait que r = Lv.
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Prouvons maintenant le premier point. Le fait que TD soit un cas particulier avec X = D
est trivial par construction dans la mesure ou x est la projection orthogonale par rapport a
k k.En n,lorsque X =D L , il su tdobserver les equations (2.1) et (2.3) et la de ntion
de =L pour voir que wx = WgR. O

Au dela de I'interpretation geometrique qu’on peut apprecier en tant que telle, une consequence
directe et pragmatique du theoreme 2.4 est qu’on peut facilement deriver des bornes d’erreur
pour les methodes TD, BR, et de maniere generale pour toute autre methode basee sur une
projection sur Im( ) orthogonalement a Im (X) avec X quelconque. Pour toute matrice M,
notons (M) son rayon spectral. On a le resultat suivant.

Theoreme 2.5. Pour n'importe quel choix de X, I’erreur d’approximation satisfait

kv Oxk k |_0xk kv Ooptk (24)

ouA= D ,B=(X'L ) letC=XLD !L'X sont des matrices de taille d d.

Ainsi, pour tout X, I'ampli cation de la plus petite erreur de projection possible kv ¢optk
depend de la norme de la projection oblique associee, qui peut tre estimee comme le rayon
spectral d’un produit de matrices de (petite) taille d d. Voici un corollaire simple de ce
resultat : si la fonction valeur v appartient a I’espace Im () sur lequel on e ectue la projection
(dans ce cas v = ¥opt), alors toutes les methodes de point  xes basees sur des projections obliques
(dont TD et BR) la calculent exactement (%x = v).

Demonstration du theoreme 2.5. Le theoreme 2.4 implique que
v = Lox )V = (I Lox ) (1 D )V

ou nous avons utilise le faitque 1 ox p = p ,vuque px et p sont toutes deux
des projections sur Im (). En prenant la norme, on obtient

kv ¥xk Kkl Lox k kv p Vk
=k |_0xk kv Ooptk

ou nous avons utilise la de nition de Gqp, et le fait que Kl Loxk =k poxk lorsque ox
est une projection non-triviale (Szyld, 2006). On en deduit I’equation (2.4).
A n d’evaluer cette norme en termes de matrices de taille d d, on utilise le lemme suivant.

Lemme 2.6 (Yu et Bertsekas (2010)). Soient Y une matrice de taille n d et Z une matrice
de taille d n. On a la relation suivante :

kyzk* = (Y'D Y)@ZD 'Z% :
Applique a la matrice de projection ox =  Lox, on obtient

k Loxk?® =k Loxk?

= [( 'D )( wxD *( Lx))]
= [ 'D XL ) X'LD WL'X( L"X) 1]
= [ABCB": =

Le theoreme 2.4 que nous venons de decrire est intimement lie a un article de Schoknecht
(2002), dans lequel I'auteur derive la caracterisation suivante des methodes TD et BR.
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Theoreme 2.7 (Schoknecht (2002)). Les solutions calculees par les methodes TD et BR sont
les projections orthogonales de la valeur v respectivement induites par la seminorme® k ko,
avec Qrp =L'D "D L et par la norme k kgg, With Qgr =L'D L.

Cette caracterisation en termes de \projection orthogonale™ par rapport a des (semi-)normes
et notre caracterisation originale en terme de \projection oblique™ sont en fait equivalentes.
D’une part, pour I'approche BR, il est facile de voir que kogr = L'Xer- D’autre part, pour
TD, en ecrivant Y = L"Xtp, on a simplement besoin de remarquer que

L'Xtp = Y
— (YO ) lYO
— (YO ) 1( UY) l( OY)YO
— ( OYYU ) 1 OYYO
kaTD:

L’analyse de Schoknecht (2002) suggere que les approches TD et BR sont optimales pour des
criteres di erents, puisque les deux visent a calculer une approximation ¢ 2 Im () qui minimise
k¢ vk pour une certaine (semi-)norme k k. De maniere complementaire, notre resultat suggere
plutot qu’aucune des deux n’est optimale, dans la mesure ou aucune des deux ne correspond a
la direction de projection X :=L' !D pourlaquelle 0x = pix V= p V=¥

L’etude que nous venons de presenter ici, et notamment les theoremes 2.4 et 2.5, revisitent le
travail de Yu et Bertsekas (2010), dans lequel les auteurs derivent des bornes d’erreur similaire
pour les approches TD et BR. Notre approche ressemble beaucoup a la leur : 1) nous derivons une
relation lineaire entre la fonction de valeur v, son approximation ¢, et la meilleure approximation
Yopt, PUis 2) nous exprimons la norme des matrices impliquees en fonction du rayon spectral de
petites matrices, via d’ailleurs le lemme 2.6 que nous empruntons a Yu et Bertsekas (2010). D’un
point de vue quantitatif, nos bornes sont identiques a celles derivees par Yu et Bertsekas (2010).
Ceci a deux consequences immediates : comme montre par Yu et Bertsekas (2010), 1) notre borne
est optimale dans le sens ou il existe une fonction recompense pour laquelle I'inegalite est en fait
une egalite, et 2) elle est toujours plus ne que la borne donnee a I’equation (2.2) de Bertsekas et
Tsitsiklis (1996); Tsitsiklis et Van Roy (1997). Cependant, notre approche est qualitativement
di erente : en soulignant la relation de type projection oblique entre la fonction de valeur v et
son approximation ¢, nous donnons une intuition geometrique sur les deux methodes, et cela
simpli e grandement les resultats et les demonstrations pour les obtenir, les arguments dans Yu
et Bertsekas (2010) etant en e et beaucoup plus complexes.

En n, il y aune di erence importante entre nos resultats et les deux travaux similaires que
nous venons de mentionner. L’analyse que nous proposons est uni ee pour les deux approches
TD et BR (et elle s’etend méme immediatement a de potentielles nouvelles approches qui
utiliseraient d’autres choix du parametre X), tandis que dans (Schoknecht, 2002) et (Yu et
Bertsekas, 2010), les resultats sont prouves independemment pour chague methode.

2.4 Comparaison empirique

Pour approfondir la comparaison des approches TD et BR, nous avons e ectue quelques
simulations numeriques. Nous considerons des espaces d’etats de dimensions n = 2;3;::; 30.
Pour chaque n, nous considerons des projections sur des espaces de dimensions k = 1;2;::;n.

8. C’est une seminorme car la matrice Qtp est en general seulement semi-de nie positive (etant donne que
% a un rang au plus d, qui est strictement plus petit que n). La projection correspondante est neanmoins bien
de nie (dans le sens \chaque point a exactement un projete™) des lors que Im( ) \ fx; kxko,, = 0g = f0g.
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Figure 2.3 { Proportion de fois ou I’'approche TD est meilleure.

Pour chaque couple (n; k), nous generons aleatoirement 20 projections (les entrees de la matrice

, et de la mesure qui caracterisent cette projection sont des variables aleatoires uniformes
i.i.d. sur [0;1]) et 20 cha™es de Markov : pour chaque etat i, il y a une probabilite p; (choisie
uniformement dans [0; 1]) d’aller dans I’etat i+ 1 et une probabilite 1 p; de rester dans i, I'etat
n etant absorbant. La recompense est un vecteur aleatoire (entrees egalement uniformes i.i.d sur
[0; 1]). Pour les 20 20 combinaisons de projections/cha™es de Markov, nous calculons la vraie
valeur v, la meilleure projection ¥opt selon la norme k k , le point xe ¢rp de I'approche TD, et
le resultat ¥gr de I'approximation BR. Nous en deduisons la meilleure erreur e = kv = opik
et les erreurs d’approximations erp = kv %ypk et egr = kv ¢grk des deux approches.
Nous calculons egalement les bornes theoriques du theoreme 2.5, notees ici brp et bgr. Chacune
des ces experiences est e ectuee pour 4 valeurs du facteur d’actualisation : 0:9, 0:95, 0:99,
et 0:999.

A partir des donnees brutes obtenues par ces experiences, nous avons e ectue, pour chague
couple (n; k), des statistiques que nous decrivons maintenant. Tous les graphes que nous presen-
tons montrent la dimension de I'espace n et celle de la projection k respectivement sur les axes
x ety. A chaque gure, nous presentons les resultats pour les 4 valeurs du facteurs d’actualisa-
tion. La gure 2.3 donne la proportion de problemes ou la methode TD renvoie une meilleure
approximation que la methode BR (E[1le,,<egr]). Cette proportion est systematiquement plus
grande que % ce qui signi e que le point xe TD est generalement meilleur que la solution BR.
La gure 2.4 donne la proportion du nombre de fois ou les bornes du theoreme 2.5 permettent de
predire correctement laquelle des deux methodes est la mieux (E[1l[e;,<egr]=bro<ber]])- Sauf
lorsque I’'espace de projection est de grande dimension (et donc tres proche de I'espace initial),
ces bornes n’ont pas I'air su  samment nes pour predire correctement la meilleure methode. La

gure 2.5 montre E[erp=egRr], I'esperance du rapport entre les deux erreurs d’approximation.
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Figure 2.4 { Proportions du nombre de bonnes predictions de la meilleure methode via le
Theoreme 2.5

On observe gu’en general, cette esperance est plus grande que 1, c’est-a-dire gu’en moyenne I’ap-
proche BR est meilleure que I'approche TD. De prime abord, ceci peut para™tre contradictoire
avec notre interpretation de la gure 2.3; I'explication est la suivante : lorsque la minimisation
BR est meilleure que TD, c’est par une plus grande marge que lorsque c’est le contraire. Nous
pensons que cela correspond aux situations ou TD est instable numeriquement. Pour con rmer
ce point, la gure 2.6 montre, separement pour chaque methode, I’esperance de I'erreur relative
d’approximation par rapport a la meilleure approximation (E[erp=€] et E[[egr=€]). Sur toutes
les surfaces correspondant a TD, on peut voir de nombreux pics (correspondant aux instabilites
numeriques), tandis que les surfaces pour BR sont beaucoup plus lisses.

2.5 Bilan et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons presente les methodes du point xe TD et de la minimisation
BR pour approcher la valeur d’une politique dans un MDP. Nous avons decrit en detail deux
exemples (exemples 2.1 et 2.2) originaux. Dans le premier, I’approche BR est systematiquement
meilleure, tandis que dans le second (qui generalise I'esprit de ’'exemple de Sutton et al. (2009))
le probleme est mieux approche par TD. Le theoreme 2.3 souligne une relation etroite entre les
criteres optimises par les deux methodes : il montre que la minimisation e ectuee par I’'approche
BR implique la minimisation de I’erreur TD ainsi que d’un terme supplementaire d’adequation,
qui appara™t crucial pour la stabilite numerique.

La principale contribution, enoncee au theoreme 2.4, fournit un point de vue original pour
comparer les deux methodes de projections. Ainsi, les deux approches peuvent étre toutes deux
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Figure 2.5 { Esperance de erp=egR.

vues comme des methodes de point xe (ce fait etait a notre connaissance nouveau pour BR).
De plus, les solutions de ces deux methodes sont des projections obliques de la vraie valeur v
(ceci etait egalement a notre connaissance nouveau). Finalement, cette caracterisation permet
de deriver des bornes d’erreurs optimales (theoreme 2.5). Notre analyse est etroitement liee
a celles de Schoknecht (2002) et Yu et Bertsekas (2010) ; en comparaison, notre approche est
uni ee, et permet une derivation beaucoup plus simple des bornes d’erreur.

Concernant la question de choisir en pratique parmi les deux approches, I’analyse suggere
que I'approche BR est la plus raisonnable des deux, car c’est la seule a etre assortie d’une
performance de garantie. Empiriqguement, nous pouvons faire les constats suivants :

1. la methode TD renvoie souvent un meilleur resultat que BR;

2. I'approche TD est numeriquement instable, et renvoie parfois une tres mauvaise approxi-
mation;

3. En moyenne, BR est meilleure que TD.

En d’autres termes, on pourra retenir que I'approche du point xe TD est plus risquee que la
minimisation BR.

Une observation, un peu decevante, est que les bornes du theoreme 2.5, bien qu’optimales
(parmi les bornes independantes de la fonction recompense), n’ont pas I’air tres e caces pour
decider a priori laquelle des deux methodes est la meilleure en pratique (c’est ce qu’on a pu
observer ala gure 2.4). Etendre I’analyse d’une maniere qui permettrait de prendre en compte la
fonction recompense, de méme qu’exploiter la vision originale uni ee des bornes (theoremes 2.4
et 2.5) | par exemple en interpolant entre les deux methodes ] constituent deux perspectives
naturelles.
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L’approche TD que nous avons consideree est un cas particulier d’'une famille de methodes,
TD( ) (Bertsekas et Tsitsiklis, 1996; Tsitsiklis et Van Roy, 1997), avec = 0. Une implemen-
tation particuliere de cette methode parametree par sera d’ailleurs I’'objet du prochain cha-
pitre. Les valeurs de > 0 permettent de controler I’'une des faiblesses de TD : on peut montrer
que les instabilites numeriques disparaissent et que I’'on se rapproche de la meilleure projection
Yopt lorsque  tend vers 1. Etudier ce cadre plus general dans le cadre des projections obliques
et deriver des bornes d’erreurs generales constitue une perspective naturelle.
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Figure 2.6 { Esperance de etp=e (Gauche) et esperance de egr=¢e (Droite).
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Chapitre 3

Vitesse de convergence et borne
d’erreur pour LSTD( )

Comme dans le chapitre precedent, nous allons ici encore nous concentrer sur I’estimation
de la valeur d’une politique xee. Nous allons considerer une generalisation de I'approche du
point xe TD; cela permettra notamment d’illustrer la mise en uvre pratique du calcul du
point xe d’une equation de Bellman projetee. Nous considerons I’algorithme LSTD( ) (Least-
Squares Temporal-Di erence) avec traces d’eligibilite initialement propose par Boyan (2002),
ou est un parametre librement choisi dans [0;1]. Lorsque = 0, le probleme d’estimation
que cet algorithme essaye de resoudre est le probleme TD que nous avons considere dans le
chapitre precedent. Etudier le cas & 0 peut étre interessant car ce parametre intervient dans
la qualite de la borne d’erreur entre la valeur asymptotique calculee par I’algorithme et la valeur
e ectivev. Ene et, comme le montre le theoreme 3.4 (reproduit a la section 3.2) d0 a Tsitsiklis
et Van Roy (1997), en faisant varier de 0 a 1, on passe de la projection oblique decrite au
precedent chapitre a la (meilleure) projection orthogonale. Nedic et Bertsekas (2002) ont prouve
la convergence presque sare de I'algorithme LSTD( ) quand le nombre d’echantillons utilise
tend vers I'in ni. Plus recemment, dans le cas = 0 et pour un nombre ni n d’echantillons,
Lazaric et al. (2012) ont obtenu une borne d’erreur de I'ordre O(pLﬁ) 1 qui est valide avec forte
probabilite. Une analyse similaire dans le cas > 0 n’avait, a notre connaissance, pas encore ete
proposee dans la litterature ; c’est I’objet de la contribution que nous decrivons dans ce chapitre,
travail realise dans le cadre de la these de Manel Tagorti et publie dans (Tagorti et Scherrer,
2015).

3.1 L’algorithme LSTD( )

Nous utilisons un certain nombre de notations communes avec celles du precedent chapitre;;
nous les rappelons ici par souci de clarte. La principale di erence ici sera qu’on utilisera la
notation n pour designer le nombre d’echantillons utilises par I'algorithme. Nous aurons de
plus besoin d’un certain nombre d’hypotheses techniques que nous decrivons maintenant. Nous
rappelons que comme dans le reste du manuscrit concernant les problemes de grande taille, on
considere le cas d’un espace d’etats ni ou denombrable?. On suppose que la cha™e de Markov
(correspondant a la politique qu’on souhaite evaluer) est ergodique 3. Par consequent elle admet

1. La notation f(n) = O(g(n)) signi e f(n) = O(g(n) logk g(n)) pour k 0.

2. On se restreint ici au cas ni/denombrable essentiellement car ceci facilite la presentation de notre analyse.
Une extension au cas continu est a notre avis possible moyennant quelques hypotheses techniques supplementaires.

3. Dans le cas denombrable, une cha'ne de Markov est ergodique si et seulement si elle est irreductible et
aperiodique, c’est-a-dire si et seulement si : 8(x;y) 2 X2; 9no; 8n  no; P"(x;y) > 0:
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une unigue mesure invariante qu’on notera . Pour tout K 2 R, on note B(X; K) I’ensemble des
fonctions mesurables de nies sur X et majorees en valeur absolue par K. On suppose ici que la
fonction recompense r est dans B(X; Rmax) pour Rmax 2 R. On souhaite ici encore approcher
la solution du systeme lineaire v = Tv ou T est I'operateur de Bellman a ne caracterisant la
valeur de la politique. Il est clair que v 2 B(X; Vimax) avec Vmax = '}maX. On souhaite approcher

Vv par une parametrisation lineaire ¢ = , avec la matrice de bases de dimension jXj d et
2 RY. On suppose que, pour tout j 2 f1;:::;dg, la fonction de base j - X I R appartient a
B(X;L), pour un L ni. Pour tout x 2 X, on note (x) = ( 1(X);:::; 4(X))" le vecteur donnant

les d valeurs des fonctions de base en I'etat x. On fera ici encore I’hypothese suivante.

Hypothese 3.1. Les fonctions de base ( j)j2f1;:::dq SONt lineairement independantes.

Comme dans le chapitre precedent, on considere la projection  sur I’espace engendre Im (' )
suivant la norme quadratique k:k

Sﬁ
kvk = (X)v(X)2:
x2X

La matrice de cette projection a la forme analytique suivante :
= (D )!'D; (3.1)

ou D est la matrice diagonale composee des elements ().

Le but de l'algorithme LSTD( ) est de calculer la solution de I'equation v = T v, ou
I’operateur T est de ni comme la moyenne geometrique de parametre  des puissances T' de
I’operateur de Bellman T :

x
8 2(0:;1);8v; Tv=(1 ) ITi+ly: (3.2)
i=0

Cet operateur est identique a celui, presente en introduction, qui intervient dans la description

de I'algorithme -Iterations sur les politiques | equation (2) page 9. Dans le cas =0, on a
T = T. On peut montrer que I'operateur T est contractant de module (17) pour la
norme k k ;ene et, comme T' est a ne, et vu que kPk = 1 etant donne que est la

distribution stationnaire du processus (Tsitsiklis et Van Roy, 1997; Nedic et Bertsekas, 2002),
pour tous vecteurs u et v, on a

kTu Tvk (@ )k I(T*tu Tk
i=0

— (l )kx i( i+1Pi+1U i+lPi+1V)k
i=0

x
a ) Pi*la vk
= a ku vk :

On sait que k k =1 (Tsitsiklis et Van Roy, 1997), et on a par consequent k T k < 1. Par
le theoreme du point xe de Banach, I'’equation v = T v admet une et une seule solution,
qu’on notera vy stp( ), etant donne que c’est la valeur vers laquelle I'algorithme LSTD( )
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converge asymptotiquement (Nedic et Bertsekas, 2002). Puisque vy stp( y appartient au sous-
espace Im( ), il existe 2 RY tel que :

Vistp()= = T

En remplacant et T par leurs expressions respectives | equations (3.1) et (3.2) J on peut
montrer (Nedic et Bertsekas, 2002) que resoudre v = T v revient a resoudre I’equation A =b,
avec pour tout i,

" #
> _
A= "D P) P) ! =Ex . C )V XCX)  Kis))
= 4
. ) (3.3)
> _
et b= ‘D P) 'r=Ex , () K XoreXi) ; (3.4)
k= 4

Pour tout X, (x) est de dimension d, donc la matrice A est une matrice de tailled detbun
vecteur de taille d. Sous I’hypothese 3.1, on peut montrer que la matrice A est inversible (Nedic
et Bertsekas, 2002) et donc vV stp( )= A b est bien de ni.

On va maintenant decrire plus precisement I'algorithme LSTD( ). Etant donnee une tra-
jectoire Xi;:::; X generee par la chae de Markov, les expressions respectives de A et b sous
forme d’esperance ] equations (3.3) et (3.4) | suggerent de construire les estimateurs suivants :

A= N1 . zi( (Xi) (Xi+1))

>
et b= ﬁ » zir(Xy);
XK )
ou zi= ( )* (X (3.5)
k=1

est communement appelee la trace d’eligibilite. L’algorithme LSTD( ) renvoie alors I’estimation
(pour un nombre d’echantillons ni) $.stp(y =  de Vistp(y avec? * = A 1§ . Nedic
et Bertsekas (2002) ont montre, en utilisant une variante de la loi des grands nombres, la
convergence presque sore de A et 1] respectivement vers A et b. Ceci implique la convergence
presque sQre de ¢ stp( ) Vers Vi stp( )- Le resultat principal presente dans ce chapitre et publie
avec Manel Tagorti dans (Tagorti et Scherrer, 2015) est d’approfondir cette analyse : nous allons
deriver une borne sur la vitesse de convergence de % stp( ) VErs Vistp( ), et en deduire une
borne sur I'erreur d’approximation globale k¢ stp( )y vk de I'algorithme.

3.2 Resultat principal

Cette section contient notre resultat principal. Une hypothese cle de notre analyse consiste
a supposer la cha™e de Markov -melangeante °.

4. On verra dans le theoreme 3.3 que A est inversible avec forte probabilite a partir d’un certain nombre
d’echantillons.
5. Une cha™e de Markov stationnaire et ergodique est toujours -melangeante.
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Hypothese 3.2. Le processus (Xn),, ; est -melangeant, c’est-a-dire que son i®™ coe cient

#
i =SupE  sup  P(Bj (X1) P(B)
t 1 B2 (X&)
tend vers 0 quand i tend vers I'in ni, avec xlj = £X);::; X9 pour j | et (X,j) la tribu
engendree par X,‘. De plus, le processus (Xn), ; est exponentiellement -melangeant de pa-
rametres >0,b>0,et >0danslesenssuivant: ; e P .

Intuitivement le coe cient ; mesure le degre de dependance entre les echantillons de la sequence
separes par i pas de temps (plus le coe cient est petit, plus les echantillons sont independants).
On va maintenant enoncer le theoreme principal qui fournit la vitesse de convergence de I’algo-
rithme LSTD( ).

Theoreme 3.3. On fait les hypotheses 3.1 et 3.2 et on suppose que X; . Pourtoutn 1
et 2 (0;1), on de nit les fonctions :
n ). = 8n?
I(n; ) =32 (n; )max b1 1 avec (n; )=2 log — +log(maxf4e?;n g) ;
et I’entier strictement positif :
2 3
logn 1
m, = g g( )%:
log L+
Pour tout , soit ng( ) le plus petit entier tel que pour tout n  np( ),
2dL.2 2 d , 1 2
a pﬁ m,+HI(n 1 )+(n na )+n 7Mn <1 (3.6)
ou est la plus petite valeur propre de la matrice de Gram D . Alors, pour tout , avec
une probabilite superieure ou egale a 1 , pour tout N ng( ), A est inversible et
AVmadl2 9
kvisto() %isto()kK — P——r (Mmy+1)I(n 1; )+h(n; )

n 11 )
avec h(n; )=0 Llogl .

La constante est strictement positive sous I’hypothese 3.1. Pour tout |, il est clair que
I’entier ng( ) existe et est ni puisque le terme a gauche de I’equation (3.6) tend vers 0 quand
n tend vers I'in ni. Comme m, et I(n 1; ) sont O(1), on peut deduire que LSTD( ) estime
Vi sTD( ) avec une vitesse de I'ordre O p% . Comme la fonction A m,, est croissante, notre
borne sur la vitesse de convergence se deteriore lorsque augmente. Cette deterioration est
compensee par le fait que la qualite asymptotique de v stp( y s'ameliore lorsqu’on augmente
le parametre , comme le montre le resultat suivant de la litterature.

Theoreme 3.4 (Tsitsiklis et Van Roy (1997)). L’erreur d’approximation veri e® :

1
k k k k :
V. Vist D() 1 V \'

6. Cette borne peut etre amelioree, comme I’a suggere V. Papavassilou (Tsitsiklis et Van Roy, 1997); en
utilisant le theoreme de Pythagore, on obtient
1
kv v k e kv vk :
LSTD( ) r-'(l )(1 F 2 )

Par souci de simplicite, nous garderons la forme du theoreme 3.4.
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Figure 3.1 { Courbes d’apprentissage pour di erentes valeurs de . On genere 10000
MDPs Garnet aleatoires (Archibald et al., 1995) avec 15 etats, un facteur de branchement
2, des recompenses uniformes et aleatoires avec = 0:99. Pour chaque MDP, on genere une
base aleatoire de dimension 4 (en prenant des matrices aleatoires avec des entrees uniformes et
aleatoires). Pour toutes ces valeurs de 2 10:0;0:3;0:5;0:7;0:9; 1:0g, on montre (a gauche) la
moyenne de I'erreur et (a droite) la deviation standard de cette erreur en fonction du nombre
d’echantillons.

En particulier lorsque =1, 0n a 11 =1 et I’'on en deduit que LSTD(1) estime la projection

orthogonale v de v. En utilisant I'inegalite triangulaire, on deduit des theoremes 3.3 et 3.4 une
borne sur I'erreur globale.

Corollaire 3.5. Sous les hypotheses et les notations du theoreme 3.3, pour tout , avec une
probabilite 1  , pour tout n  ng( ), I’erreur globale de LSTD( ) veri e :

1 WNmadl 2 9
o vk + pvmad
n

a )

kv ¥ stp( )k (m,+1I(n 1; )+h(n; ):

Cette borne requiert un nombre su samment grand (n ng( )) d’echantillons. Pour une valeur

xe de , ce nombre augmente lorsque augmente. Par ailleurs, lorsque tend vers 0, ng( )
tend vers I'in ni. L’existence d’une telle condition n’est pas surprenante dans la mesure ou I’'on
s’interesse a une version non-regularisee de LSTD( ), ce qui fait que la matrice A peut étre
singuliere pour un n ou un trop petit.

Comme il a deja ete mentionne precedemment, la valeur = 1 minimise la borne sur I’erreur
d’approximation kv vy stp( )k (le premier terme a droite dans le corollaire 3.5) alors que
la valeur = 0 minimise la borne sur I'erreur d’estimation kv  stp(y %.stp( )k (le second

terme). Pour tous et n ng( ), il existe une valeur optimale  du parametre qui minimise
I'erreur globale, faisant un compromis entre ces deux erreurs. Lorsque le nombre d’echantillons
n tend vers I'in ni, la valeur optimale  tend vers 1. En general cependant, le choix optimal

depend aussi bien des parametres du processus -melangeant (b, et ) que de la qualite
de I’espace de projection kv vk , qui sont des quantites inconnues en pratique. La gure 3.1
illustre via quelques simulations numeriques I'in uence de et n sur I’erreur d’approximation
globale. Empiriquement, la meilleure valeur de  semble bien étre une fonction monotone du
nombre d’echantillons n, qui tend vers 1 asymptotiquement.
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3.3 Principales idees de la preuve

Dans cette section, j'esquisse les grandes lignes justi ant les resultats de la section precedente.
Les details des arguments sont donnes dans I'article (Tagorti et Scherrer, 2015). Tout d’abord,
nous commencons par deriver (via des arguments d’algebre lineaire) un lemme sur la sensibilite
de la solution v; sTp( y @ une deviation deterministe des estimes A et § par rapport a leurs
limites respectives A et b.

Lemme 3.6. Soient o=A A, ;=0 b, et la plus petite valeur propre de "D . Pour
tout 2 (0;1),

kvistp() Ysto()K ﬁ&k(l + AA 1Y) Tk A bK2;

ou =A 1b. Deplus, si pour 2 reels et C onak ak» <C alors A est inversible

et

kA 1k’

k(1 + AA Y 1k
1 &

Ce lemme suggere de controler les termes k ak, = kKA Ak, etk yko = kb bky. Nous allons
expliquer comment faire cela avec forte probabilite. Comme les deux termes A et B ont la meéme

structure, on considere une matrice qui a la forme generale suivante :

é= Gi avec Gj=zi( (Xi;Xj+1))"

ou z; est la trace de nie a I’equation (3.5) et est une l{pnct@ de X2 dans RK. Soit kxkr la
norme de Frobenius : pour tout M 2 RY K, kMkZ = , 1 j= 1(M.,)2 Le second element

de notre analyse est une inegalite de concentration pour le processus G base sur une trace zj
de nie a partir d’'une chae de Markov -melangeante.

Lemme 3.7. On fait les hypotheses 3.1 et 3.2 et on suppose que X; . On rappelle que =

1,11, q) est telle que pour tout j, j 2 B(X;L); on suppose de plus que pour tout 1 j d,
j2 B(X2 L"). Soient m,, et 1(n; ) comme de nis au theoreme 3.3. Soit J(n; ) = I1(n;4n? ).
Alors, pour tout dans [O; 1], avec probabilite au moins 1 ,

P
1 ™ 1 ™ 2-d kL 9
. . D) + . + .
i=1 i=1 2
LI
avec (n)=2mn$:

La preuve de ce resultat est assez technique. 1l y a deux di cultes concernant les estimes G;
utilises pour calculer G : 1) G; est une fonction (X'*1)-mesurable du vecteur non-stationnaire
(X1;::1; Xj+1) et est par consequent non-stationnaire ; 2) Pour tout i, les G; sont calcules a par-
tir d’une unique trajectoire de la cha™e de Markov et sont statistiquement fortement dependants.
Pour gerer la premiere di culte (la non-stationarite), on considere une trace tronquee avec pro-
fondeur m

X :
7" = QD I 0

k=max(i m+1;1)
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et on approche G par le processus G™ de ni par :

ém — 1 > m. m _ _m . T.
= G"; avec GI" =z"( (Xi; Xi+1)':
i=1

En e et, GM est maintenant une fonction (X™M*1)-mesurable du vecteur stationnaire Z; =
K m+1;Xi m+2 ;100 Xj+1), ce vecteur etant stationnaire dans la mesure ou X; . Pour
gerer le deuxieme di culte (la dependance des echantillons), pour n’importe quelle profondeur
de troncature m de la trace, on utilise I’hypothese de -melange pour transformer les echantillons
Gi" en blocs d’echantillons independants en utilisant la \technique de blocs" de Yu (1994) d’une
maniere similaire a ce qui a ete fait par Lazaric et al. (2012) pour LSTD(0). On conclut alors
en utilisant une inegalite de concentration de la litterature pour un processus base sur des
echantillons i.i.d. En plus des traces tronquees a profondeur m, un ingredient speci que de notre
analyse de LSTD( ) est que nous devons montrer que le processus (Zi)i 1 = (Xi m+1;Xi m+2

-melange du processus originel (Xj); 1; c’est I’objet du lemme ci-dessous.

Lemme 3.8. Si (Xp)n 1 st un processus -melangeant, alors (Zn)n m = (Xn m+1; Xn m+2
;110 Xn+1)n m estun processus -melangeant tel que le i coe cient # satisfait # = X,.
Le lemme 3.7 s’obtient alors en choisissant une profondeur de trace m = m,,, ce qui permet de
faire en sorte que la distance entre G et G™ est bornee par (n) (comme de ni dans le lemme),
et est donc negligeable par rapport a I’analyse de deviation obtenue via la \technique de blocs"
de Yu (1994).

La n de la preuve du theoreme 3.3 se fait en appliquant I'inegalite de concentration du
lemme 3.7 aux quantites d’interét du lemme 3.6, c’est-a-dire a k aks et k a pKo. Le passage
du terme J(n; ) = 1(n;4n? ) du lemme 3.7 a I(n; ) dans le theoreme 3.3 se fait en bornant la
probabilite de la reunion des evenements "k ak, etk a pKo sont su samment petits apres n
echantillons™ sur tous les valeurs de n. On notera en particulier que la condition sur le nombre
minimal d’echantillons ng( ) provient de la deuxieme partie du lemme 3.6.

3.4 Bilan et perspectives

Nous avons etudie la vitesse de convergence de I'algorithme LSTD( ) en termes du nombre
d’echantillons n et du parametre . Le theoreme 3.3 montre, sous une hypothese de -melange,
que la vitesse de convergence est de I'ordre O(p%). Le corollaire 3.5 est, a notre connaissance, le
premier resultat analytique qui rend compte de I'in uence du parametre pour un algorithme
approche de type di erences temporelles par rapport a la qualite du choix de I'espace lineaire
choisi pour approcher la valeur et du nombre d’echantillons. Les etudes precedentes du role du
parametre etaient a notre connaissance empiriques (Sutton et Barto, 1998) ou reduites a une
representation exacte de la fonction valeur (Kearns et Singh, 2000).

La forme de notre resultat au corollaire 3.5 est legerement plus forte que celle de Lazaric
et al. (2012) dans le cas = 0 : pour une propriete P, notre resultat est de la forme

"8 :9np( );8n  ng( ); P est vraie avec probabilite 1 ®

alors que celui de Lazaric et al. (2012) est de la forme
0.

¥8n; 8 ; P est vraie avec probabilite 1
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En particulier, notre formulation a I'avantage d’impliquer le precedent resultat d’analyse de
LSTD( ) derive par Nedic et Bertsekas (2002) : la convergence presque sOre de % stp( ) Vers
VLSTD( )-
Sous des hypotheses similaires, la borne obtenue par Lazaric et al. (2012) dans le cas parti-
culier =0, a la forme suivante :
1
4p§ r-d logd

k k k k + :
YL sTDO) V 1 v v O el

OU ¥_sTp(0) st la troncature (avec seuils T Vmax; Vmax9) de % stp(0)- Avec notre analyse, nous
obtenons pour =0:

1 d
=+ —
k¢ st D(0) vk 1 kv vk @] ﬂ%n

D’un cote, le terme correspondant a I'erreur d’approximation est meilleur d’un facteur 4p§
avec notre analyse : notre borne est en particulier meilleure asymptotiquement. Contrairement
a notre approche, I'analyse de Lazaric et al. (2012) n’implique pas la convergence de % stp(o)
VEI'S Vi sTp(o) ; leur arguments, base sur un modele de regression avec design Markovien, consiste
a directement borner I’erreur globale. D’un autre cote, notre borne depend lineairement de la
dimension d de I’espace sur lequel on projette et de 2 tandis que le resultat obtenu par Lazaric

et al. (2012) a une dependance en O dlogd=(n ) ; notre borne semble donc sous-optimale

par rapportadet . Un element technique, mentionne plus haut, pour expliquer cette di erence,
est que Lazaric et al. (2012) considerent une version tronquee de v, stp(y)- En € et, une lecture
tentive de notre preuve dans (Tagorti et Scherrer, 2015) montre que le terme supplementaire
d=vient d’une borne uniforme en x de Vistp( )(X). Il n’est pas clair qu’on puisse utiliser le
meme genre d’astuce avec notre approche, mais cela constitue une piste a creuser.

Une condition critique dans I'analyse de LSTD(0) par Lazaric et al. (2012) est que le terme
de bruit, dans leur modele de regression avec design Markovien, est une di erence de martingales
par rapport a la Itration associee a la cha'me de Markov. Des que > 0, cette propriete cesse
d’eétre vraie. Nous pensons que la technigue que nous avons utilisee pour prouver I'inegalite de
concentration du lemme 3.7 ] la troncature de la trace a une profondeur m et la consideration
du processus (Zn) = (Xi m+1; Xi m;:::; Xj+1) par blocs de taille m | constitue une piste pour
corriger cette di culte technique. Si cela se con rmait, il faudrait noter cependant qu’une telle
extensior‘bdu travail de I'approche de Lazaric et al. (2012) pour > 0 sou rirait toujours du
facteur 4° 2 dans la borne nale.

Au sujet de la dependence par rapport aux parametres d et , il est interessant de mentionner
que la borne obtenue par Pires et Szepesvari (2012) pour une version regularisee de LSTD(0)
depend lineairement de d et k kz, qui peut tre borne par Vmax=, soit une dependance simi-
laire en d mais meilleure en . Dans Antos et al. (2008), la borne ne depend pas de 1 mais la

vitesse de convergence esten O -4 , ce qui est plus lent que ce que nous obtenons ici. Dans un

cadre de regression avec design dngterministe I la regression pure peut €tre vue comme corres-
pondantaucasou =0 ], les bornes correspondantes ne dependent pas du parametre (Gyor
et al., 2002). La question de savcig si I’'on peut avoir le meilleur des mondes J la meilleure borne
asymptotique sans le facteur 4 2, la meilleure vitesse de convergence en n et la meilleure
dependance en d et 1 J constitue une perspective naturelle et interessante.

Pires et Szepesvari (2012) ont considere des versions penalisees de systemes lineaires es-
times de maniere bruitee, et explique comment appliquer leur approche a LSTD(0). Une telle

penalisation permet de contrbler la norme du parametre estime " dans les situations ou la
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matrice A est presque singuliere. Ceci a I'avantage de supprimer la condition sur le nombre
d’echantillons pour assurer I'inversibilite de A, et permet de deriver des bornes qui sont valides
pour toutes valeurs du seuil de probabilite et du nombre d’echantillons n (tandis que dans
notre approche sans regularisation, le nombre minimum d’echantillons ng( ) tend vers I'in ni
lorsque tend vers 0). La penalisation la plus simple que I'on aurait envie de rajouter a LSTD( )
est celle ou I'on rajoute un terme | a I'estime A (Nedic et Bertsekas, 2002). Cela revient a
resoudre le probleme ci-dessous :

n (0}
" =—argmin kA Dki+ k K3 : (3.7)

Cette forme de regularisation ] erreur et penalisation au carre | n’est pas traitee par Pires et
Szepesvari (2012). 1l n’est cependant pas tres complique de suivre une approche similaire a celle
decrite par Pires et Szepesvari (2012) pour borner le terme de residu kA" bk,. Combine a
notre analyse | nous avons toujours besoin des inegalites de concentration (lemme 3.7) et d’une
partie de notre analyse de sensibilite (lemme 3.6) pour passer du residu a une borne sur la
fonction valeur ], ceci mene au resultat suivant :

Theoreme 3.9. On se place sous les hypotheses et notations du theoreme 3.3 et du lemme 3.7.
Pour tout 2 (0;1) et n, on considere I’estimation ¢ 't = " obtenue en resolvant le

LSTD() —
probleme a I’equation (3.7) avec
| o M
4dr2 9 2dL2 d KLL logn, 1
;= o P— ; e = 4& -
n; a PR (m,+1)JI(n 1 n)+(1 Y 1)+2mn(1 o D O = log
Alors, avec probabilite au moins 1, et pour tout n,
P P- . q
o 4V, dL(3+ dL)
K sto(y Visto()HK r’q‘ax—l(l )pf (My+DI( 1 )+h(n; )

Du cote negatif, cette borne (la constante) est moins bonne que celle que nous avons derivee
dans le cas non regularise. Du cOte positif, elle a 'avantage d’etre valide uniformement pour
tout etn.

Deux perspectives interessantes et assez immediates, partiellement considerees dans le ma-
nuscrit de these de Manel (Tagorti, 2015) sont les suivantes :

1. Etendre notre analyse au cas de politiques periodiques non-stationnaires, dans la mesure
ou nous verrons aux chapitres 5 et 6 que cela permet d’ameliorer la borne de performance
de I'algorithme iterations sur les politiques;

2. Considerer d’autres hypotheses de melange que le -melange (par exemple la notion de
m-melange).

Une question un peu plus ardue serait d’envisager une analyse similaire a celle que nous avons
menee pour une version o -policy de LSTD( ) ] c’est-a-dire lorsqu’on suit la cha‘e de Markov
induite par une politique pour en evaluer une autre. La convergence d’une telle variante a ete
recemment prouvee par Yu (2010), mais il faut noter que le caractere o -policy fait perdre les
proprietes de contraction des operateurs, et I’'analyse s’appuie alors sur la theorie des processus
de Feller (qui vivent dans des espaces topologiques) rendant une etude en nombre d’echantillons

nis vraisemblablement plus complexe.

L’algorithme LSTD( ) n’est pas la seule maniere de calculer une approximation lineaire
de la fonction valeur, voire méme d’estimer le point xe d’une equation de Bellman projetee
v = T v. Dans le precedent chapitre, hous avons evoque I'approche de minimisation du residu
de Bellman (BR). Avec Matthieu Geist, nous avons propose un cadre algorithmique qui permet
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de decrire ] voire dans plusieurs cas de generaliser | de maniere uni ee de nombreux algorithmes
de la litterature. Tous ces algorithmes peuvent €tre vus comme mettant a jour, echantillon
apres echantillon, le parametre caracterisant la position dans I’espace lineaire : apres le i*m®
echantillon, le nouveau parametre ; est calcule de sorte a se rapprocher du minimum de la
fonction

K
17 .0 Ya(sy) g

i
j=1

ou f est une approximation empirique de I'operateur T , et j; est remplace par un element

de Iensemble i, i 1; j; 9. Selon le choix de j; et la de nition precise de 1“- on retombe
sur les algorithmes LSTD( ) (Nedic et Bertsekas, 2002), LSPE( ) (Nedic et Bertsekas 2002),
FPKF (Choi et Van Roy, 2006) et BRM (Engel, 2005; Geist et Pietquin, 2013) si ; est exac-
tement le minimum de la fonction ci-dessus, et sur TD( ) (Sutton et Barto, 1998), TDC( ) /
GQ( ) Sutton et al. (2009), GTD2 (Sutton et al., 2009) et gBRM (Williams et Baird, 1993) si

i est obtenu par un pas de type descente de gradient stochastique. Bien qu’ayant une vision
algorithmique uni ee, nous n’avons pas ete a méme de proposer une analyse uni ee, mais seule-
ment quelques resultats partiels. A I’exception de LSTD( ) et LSPE( ) qui ont ete analyses par
Nedic et Bertsekas (2002), la convergence de la plupart de ces algorithmes dans le cas o -policy
reste a notre connaissance un probleme ouvert, et constitue un sujet naturel pour des travaux
futurs.
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Chapitre 4

Iterations sur les Politiques Modi e
avec approximations

Apres deux chapitres sur I'estimation de la fonction valeur pour une politigue Xxe, nous
allons revenir dans ce chapitre et ceux qui suivent sur des schemas algorithmiques de program-
mation dynamique approchee pour estimer la valeur et la politique optimales dans des problemes
de trop grande taille pour qu’on puisse envisager une resolution exacte. J’'ai commence a tra-
vailler sur ce sujet en considerant une version approchee de I'algorithme -Iterations sur les
Politiques (mentionne dans I'introduction page 9) dans (Scherrer, 2007, 2013b) ainsi que dans
le cadre de la these de Christophe Thiery (Thiery et Scherrer, 2010). Nous avons logiqguement
considere ensuite la version la plus generale, Iterations sur les Politiques Optimiste (egalement
mentionnee dans I'introduction, page 9) dans (Scherrer et Thiery, 2010). J’ai choisi ici de decrire
les travaux concernant des implementations approchees d’lterations sur les Politiques Modi e
(MPI, pour Modi ed Policy Iteration) que nous avons proposees dans (Scherrer et al., 2012,
2015) | avec Mohammad Ghavamzadeh, Victor Gabillon, Boris Lesner et Matthieu Geist | pour
trois raisons : le schema algorithmique est plus simple conceptuellement que celui de -Iterations
sur les Politiques, plus interessant dans le sens ou il generalise un grande nombre d’instances
algorithmiques de la litterature, et il a mene a une implementation qui a donne de tres bons
resultats empiriques, que nous evoquerons a la n de ce chapitre.

Comme nous I'avons deja evoque dans I'introduction de ce manuscrit, MPI, intialement
propose par Puterman et Shin (1978), est une procedure iterative pour calculer la valeur et
la politique optimale d’un MDP. Partant d’une valeur vg arbitraire, on genere la sequence de
paires politiques-valeurs

k+1  unelement de Gvy (etape gloutonne) (4.1)
Vierr (T )"V (etape d’evaluation) (4.2)

ou l'on rappelle que Gvi est I’'ensemble des politiques gloutonnes par rapport a v, T , est
I’operateur de Bellman associe a la politique , etoum 1 est un parametre entier libre. MPI
generalise les deux algorithmes les plus connus de la programmation dynamique : Iterations
sur les Valeurs (V1) et Iteration sur les Politiques (PI) pour les valeurs m = 1 et m = 1 res-
pectivement. Lorsqu’on I'implemente de maniere exacte, les iterations de MPI sont plus legeres
que celles de Pl (d’une maniere similaire a V1) et I'algorithme herite en partie de la conver-
gence rapide (en termes de nombre d’iterations) de Pl (Puterman, 1994). Pour des problemes
de grande taille, des versions approchees de VI (AVI pour Approximate VI) et Pl (API pour
Approximate PIl) ont ete I'objet d’une riche litterature (voir par exemple Bertsekas et Tsitsiklis
1996; Szepesvari 2010). D’un c6te, AVI genere une nouvelle fonction valeur en approchant I'ap-
plication de I'operateur T d’optimalite de Bellman sur la valeur courante (Singh et Yee, 1994,
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Gordon, 1995; Bertsekas et Tsitsiklis, 1996; Munos, 2007; Ernst et al., 2005; Antos et al., 2007;
Munos et Szepesvari, 2008). D’un autre cote, API estime generalement de maniere approchee la
valeur de la politique courante ] par exemple en utilisant les methodes que nous avons decrites
dans les deux precedents chapitres ] et genere une nouvelle politique gloutonne par rapport a
cette approximation (Bertsekas et Tsitsiklis, 1996; Munos, 2003; Lagoudakis et Parr, 2003b;
Lazaric et al., 2012) ; des approches alternatives (Lagoudakis et Parr, 2003a; Fern et al., 2006;
Lazaric et al., 2010) essaient de directement produire une politique gloutonne par rapport a la
valeur de la precedente. Le but de ce chapitre central (et aussi un peu plus long que les autres)
est de montrer que, comme dans le cas exact, des versions approchees de MPI (AMPI, pour
Approximate MPI) constituent une alternative interessante a AVI et API.

4.1 Une famille d’algorithmes

Dans cette section, nous decrivons trois implementations approchees du schema algorith-
mique MPI. Ces implementations reposent sur un espace de fonctions F pour representer les
fonctions valeurs, et pour le troisieme, sur un espace de politigues  pour representer les po-
litiques gloutonnes. Comme il s’agit d’algorithmes qui approchent le schema iteratif de MPI,
nous nous concentrons dans ce qui suit sur la description de I'iteration k de ces implementations.

AMPI-V La premiere implementation qui est aussi probablement la plus naturelle, designee

AMPI-V, est decrite a la gure 4.1. Dans AMPI-V, nous supposons que les fonctions valeurs

(vi)k 1 sont representees dans un espace fonctionnel F - RX. En n’importe quel etat x, I’action
k+1(X) qui est gloutonne par rapport a vi peut etre estimee de la maniere suivante :

1 X,
k+1(X) 2 argmax — POy (%); (4.3)
a2A M i=1
avec POve () =rP + v (xP);

ou pour touta2 Aetl j M, rgj) et xg) sont realisations de la recompense et de I'etat
suivant lorsque I’action a est choisie en I'etat x. 1 Ainsi, approcher I'action gloutonne en un etat
X requiert MjAj echantillons de transitions.

L’ algorithme fonctionne de la maniere suivante. Etant donnee une loi  sur X, on construit
un ensemble d’etats Dy = fxMglL , x® "d On note b la distribution empirique correspon-
dante. A partir de chaque etat x(! 2 Dy, on genere une trajectoire de longueur m,

x@: a0 p @ qg® O

ou aﬁi) est I’action k+1(x§i)) estimee selon I'equation (4.3), et rt(i) et x§21 sont des realisations

de recompenses et d’etats suivants induites par ces actions. Pour chaque x(, on calcule alors
la quantite :

. m<l 0 .
1 (xV) = e+ v (xP); (4.4)
t=0

qui est un estimateur non biaise de (T ,,,)™vk (xM). Finalement, la nouvelle valeur vy
est calculee comme le meilleur regresseur dans F de I’'ensemble des estimateurs (ic+1(x(")),

1. Quand M tend vers I'in ni, cette estimation de I’action tend e ectivement vers une action gloutonne.
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entrees : un espace de fonctions F R, une loi  sur X
initialisation : soit vp 2 F arbitraire
pour k =0;1;:::
generation des trajectoires et calcul des estimes :
echantillonner I’ensemble des etats Dy = fxWglL; x® ™
pour tous x 2 Dy
generer une t,:_gjectoire (utilisant I’equation (4.3) pour chaque action)
bk+1(x(i)) — :nzol trgl) + ka(Xg‘q))
n pour
calcul de la nouvelle valeur :

Vk+1 2 argmin I*_Jl'f(b; V) (regression) (voir I'equation (4.5))
V2F
n pour

Figure 4.1 { Pseudo-code de I'algorithme AMPI-V.
c’est-a-dire que c’est une fonction v 2 F qui minimise I’erreur empirique

N . .
BEo) = 5 Bea®) v % (45)
i=1
dans le but de minimiser I’erreur

F . — m 2
Le(ov)= (T .. v

La politique +; etant approximativement gloutonne par rapport a vi, I'algorithme essaye
ainsi de suivre au plus pres ce que ferait I'algorithme MPI s’il etait implemente de maniere
exacte; en particulier, si  chargeait tous les etats, N = M = 1 et F contenait la totalite des
fonctions valeurs possibles, les iterations d’AMPI-V seraient identiques a celles de MPI. Chaque
iteration d’AMPI-V requiert N trajectoires de taille m, et dans chaque trajectoire, chacune
des jAj actions requiert M echantillons pour calculer I’equation (4.3). Au total, une iteration
requiert d’echantillonner Nm(M jAj + 1) transitions du MDP. Dans le cas particulier m =1, on
retombe sur I'algorithme de la litterature tted-value iteration (Munos et Szepesvari, 2008).

AMPI-Q L’evaluation d’une action gloutonne etant assez coOteuse dans AMPI-V, I'algo-
rithme que nous allons decrire a present, AMPI-Q, utilise une astuce usuelle de la litterature
\apprentissage par renforcement”, I’emploi d’une fonction valeur etats-actions?q: X A I R.
La gure 4.2 contient le pseudo-code de cet algorithme. L’operateur de Bellman lineaire associe
a une politique est alors de ni par :

8x;a; [T ql(x;a) =E r(x;a)+ qx; (<)jx P(jxa);
et I'operateur glouton est tel que

260 O 8x; (X) 2 argmaxq(x; a):
a2A

2. Comme explique par Bertsekas et Tsitsiklis (1996), on peut voir cette astuce comme transformant le
MDP originel contenant I’ensemble des etats X en un nouveau MDP equivalent dans lequel I'espace d’etats
est X [(X A). Ainsi, dans un etat x de ce nouveau MDP, I'action a implique une transition deterministe vers
I’etat (x;a); puis, a partir de I'etat (x;a), on e ectue une transition non controlee vers un nouvel etat x’ dont la
loi est celle induite par I'action a dans I’etat x dans le MDP originel. Decouper les transitions en 2 etapes || une
transition deterministe non-contrflee, puis une transition stochastique non controlee ] facilite un certain nombre
de calculs, notamment celui des actions gloutonnes qui deviennent la maximisation d’une fonction qui ne contient
pas de terme \esperance".
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Dans AMPI-Q, les fonctions valeurs etats-actions sont representees dans un espace de fonctions
F RX A et laction y+1(X), qui est gloutonne par rapport a la valeur gy en l'etat x est
simplement calculee comme suit :

k+1(X) 2 argmax qx(x;a): (4.6)
a2A

L’etape d’evaluation est similaire a celle d’AMPI-V, a la di erence que maintenant nous tra-
vaillons a partir de paires etats-actions. Etant donnee une loi sur S A, on construit un
ensemble de paires etats-actions Dy = F(xM;aM)glL ; (xM;a®) "d On note ici encore b la
distribution empirique correspondante. Pour chaque (x;a®) 2 Dy, on genere une trajectoire
de taille m,

x®; a®; ¢ 5. a0y @50

ou la premiere action est a(”, et les actions suivantes agi) pour 1 t m sont les actions
k+1(x§')) gloutonnes par rapport a gk calculees par I'equation (4.6), et rt(') et xELZl sont des
realisations de recompenses et d’etats suivants induites par ces actions. Pour chaque (x®;a®) 2

Dy, on calcule alors la quantite :

e+ 1 (xV;a®) = ¢+ Mo (x®;a®);
t=0

qui est un estimateur non biaise de (T ,,,)™qx (x®;a®). Finalement, la nouvelle valeur gy-1

est calculee comme le meilleur regresseur dans F des estimateurs (fp1(x; a®)), c’est-a-dire
que c’est la fonction g 2 F qui minimise I’erreur empirique

B = ea®a®)  gx®;a® % 47
i=1

dans le but de minimiser I’erreur
LE(:Q = (T, )Mk g ,

La politique (+1 est ici exactement gloutonne par rapport a gx, ainsi AMPI-Q essaye de
suivre au plus pres ce que ferait I'algorithme MPI de ni sur des fonctions valeurs etats-actions.
Si chargeait tous les etats, N = 1 et F contenait toutes les fonctions valeurs etats-actions
possibles, on genererait les méme iteres que la version exacte de MPI. Chaque iteration d’AMPI-
Q requiert Nm echantillons de transition, ce qui est plus econome qu’AMPI-V. Cependant,
AMPI-Q utilise un espace F de fonctions valeur etats-actions, ce qui est plus complexe que
I’espace requis par AMPI-V. Dans le cas particulier m = 1, on retombe sur I’algorithme de la
litterature tted-Q iteration (Ernst et al., 2005; Antos et al., 2007).
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entrees : un espace de fonctions F RX A, uneloi sur X A
initialisation : soit qp 2 F arbitraire
pour k =0;1;:::
generation des trajectoires et calcul des estimes :
echantillonner I’ensemble des paires etats-actions Dy = F(x®;a®glL,; (x®;a®)
pour tous (x®;a®) 2 D,
generer une traje?._r)oire (utilisant I'’equation (4.6) pour chaque action)
m<+1(x(i); a(i)) = in=01 tri(:i) + mqk(Xg); ag)),
n pour
calcul de la nouvelle valeur :
Ok+1 2 argmin Ipl'f(b; Q) (regression) (voir I'equation (4.7))
Q2F

iid

n pour

Figure 4.2 { Pseudo-code de I'algorithme AMPI-Q.

CBMPI1 La troisieme et derniere implementation que nous presentons utilise une representa-
tion explicite pour les politiques ( k), en plus de la represenation pour les fonction valeur (vi), et
est designee par CBMPI (pour Classi cation Based MPI). L’idee est similaire aux algorithmes
de type API bases sur des classi eurs (Lagoudakis et Parr, 2003a; Fern et al., 2006; Lazaric
et al., 2010) dans lesquels la politique gloutonne est choisie dans I’espace des politiques  via
un probleme de classi cation plutoét que via I'action gloutonne d’une fonction valeur obtenue
par regression (comme dans AMPI-V et AMPI-Q). A n de decrire CBMPI, nous recrivons le
schema algorithmique MPI (equations (4.1) et (4.2)) sous la forme suivante equivalente :

Vie = (T )Mvk 1 (etape d’evaluation) (4.8)
k1 =G (T )™k 1 (etape gloutonne) (4.9)

Il est interessant de remarquer qu’avec cette reformulation, v et 41 sont toutes deux des
fonctions de (T ,)Mvk 1. L’implementation CBMPI est une version approchee de cette reformu-
lation. Comme decrit a la gure 4.3, CBMPI commence avec une politique ; 2 et une valeur
Vo 2 F arbitraires. A I'iteration k, on a a disposition une politique , et une valeur vi 1. Une
nouvelle valeur vy est calculee comme une bonne approximation dans F de (T ,)™vk 1. Ceci
est fait en construisant un probleme de regression dont (T ,)™vk 1 est la cible. On construit
un ensemble d’etats Dy en echantillonnant N etats i.i.d. a partir d’une distribution sur X :
Dy = fxOgN.; x® " 0On note b la loi empirique correspondante. Pour chaque x® 2 Dy,
on genere une trajectoire de taille m :

x@:al: r @ q® O D

ou pour tout t, agi) = k(xgi)), et rfi) et le sont des realisations de recompenses et de transi-

tions induites par ce choix d’action. A partir de cette trajectoire, on calcule la quantite similaire
a I’equation (4.4))

. <t @ )
b (xV) = )+ My (x0); (4.10)
t=0
qui est une estimateur non biaise de (T ,)™vk 1 (X(V). On utilise alors ces estimateur pour

construire un ensemble d’apprentissage  x®M; 1 (x) :\lzl, qui est utilise par regresser la nou-
velle fonction vi. De maniere similaire a I’'algorithme AMPI-V, on calcule la fonction v 2 F qui
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entrees : un espace de fonctions F R, un espace de polique AX une loi  sur X
initialisation : soit {2 etvg 2 F arbitraires
pour k =1;2;:::
generation des trajectoires et calcul des estimes :
echantillonner I’ensemble des etats Dy = fxWglL; x® ™
pour tous x 2 Dy
generer une trajectoire et estimer . (x®) (utilisant I’equation (4.10))
n pour
echantillonner I’ensemble des etats D), = fxWgl’;; x® "
pour tous x® 2 D! eta2 A
pourj=1aM )
generer une trajectoire et estimer R}(xV; a) (utilisant I’equation (4.15))
n pour )
B (xV;a) = & P,—“’Ll RI(x®; a)
n pour
calcul de la nouvelle valeur :

VK 2 argmin @,'f(b;v) (regression) (voir I'equation (4.11))
Vv2F
calcul de la nouvelle politique :

k+1 2 argmin IPk (b; ) (classi cation) (voir I'equation (4.16))
2

n pour

Figure 4.3 { Pseudo-code de I’algorithme CBMPI.
minimise I’erreur empirigue

X
@E(b;v)z% B(x®)  vx®) 2 (4.11)
i=1

dans le but de minimiser I’erreur

Fr . — m 2
LeCiv)= (T)"Vk 1 v

L’etape gloutonne a I'iteration k vise a calculer 41 comme la meilleure approximation dans I’es-
pace deG (T .)™vk 1 . Comme nous allons le voir, ceci peut se faire en resolvant un probleme
de classi cation. A partir de la de nition d’une politique gloutonne,si 2 G (T ,)™vk 1 , alors
pour tout etat x 2 X,

T (T 0™ 1 (0 = max Ta(T )™ 1 60: (4.12)

En de nissant qc(x;a) = Ta(T )™vk 1 (X), on peut recrire I’equation (4.12) de la maniere
suivante :

0k S5 (X) =rg2a&<qk(><:a):

Il est alors naturel de considerer I’erreur suivante :
X
Lo (3 )= ) () maxae(a) G x () = maxa(ia) a ;O ¢ (413)

Pour alleger, on utilisera dans la suite la notation L, au lieu L ., . Pour approcher la
solution du probleme de minimisation de cette erreur, on construit I’ensemble d’etats D[’k =
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xOgh’ ; x® "d pour chaque etat x® 2 D! et chague action a 2 A, on genere M trajectoires
independantes de longueur m + 1,3

xO; a; D5 @), QD). @), (). ) '_V'l;
J:
ou pour toutt 1, ag;j) = k(xg;j)), et rt(i;j) et xﬂijl) sont des realisations de recompense et
etat suivant induits par ce choix d’action. A partir de ces trajectoires, on calcule la quantite :

). 1 X .
b (x'";a) = M Rk(X ;a) (4.14)
j=1
avec
RI(xW;a) = D 4y 8D (4.15)
t=0

Ainsi, il est ici encore facile de voir que & (x(";a) est un estimateur non-biaise de g (x; a).
Finalement, la nouvelle politique k41 est le classi eur qui minimise I’erreur empirique

M h ) ) L
B (b )=y maxtx®a) tx® <) (4.16)

dans le but de minimiser I'erreur L, ( ; ) de nie a I'equation (4.13). Il s’agit ici d’un probleme
de classi cation multi-classes a co(t sensitif : multi-classes car en general on peut avoir plus de
2 actions, et coOt sensitif car chaque terme apparaissant dans la somme a minimiser ci-dessus
peut se recrire comme un produit de deux termes

Tza,i‘q’«(x(i)?a) e xO; (xXD) =1 (0)argmax, ) Tza/i(q"(x(i);a) e xO: (<)

le premier valant 1 si  ne choisit pas une des meilleures actions en x (et 0 sinon), et le second
ponderant ces erreurs.

Comme pour les algorithmes precedents, si on utilisait une distribution  qui charge tous
les etats, si N = N’ = M = 1 et si les espaces F et  contenaient respectivement toutes les
fonctions valeur et toutes les politiques possibles, on genererait la méme sequence que le schema
decrit par les equations (4.8) et (4.9), qui est equivalent a MPI sans approximation. Chaque
iteration de CBMPI requiert Nm+MjAjN’(m+ 1) echantillons de transitions. Lorsqu’on prend
m = 1, on retombe sur I'algorithme de la litterature DPI (Direct Policy Iteration) (Lazaric
et al., 2010).

4.2 Propagation des erreurs

Pour proposer une analyse qui s’applique aux trois implementations que nous venons d’in-
troduire, nous allons considerer un algorithme abstrait, AMPI, qui rend compte des erreurs a
chaque etape.

3. En pratique, on peut implementer CBMPI d’une maniere plus econome en reutilisant les trajectoires
generees lors de I'etape gloutonne dans I’etape d’estimation. Nous ne considerons pas ce cas pour garder I'analyse
aussi simple que possible.
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Analyse generale

AMPI commence avec une valeur vg arbitraire, et a chaque iteration k 1, il calcule une

politique gloutonne par rapport a vi 1 avec une possible erreur !, :

0. 0.
8 % TOVkl Tka1+ ks

ce que nous notons
K= @?(vk ¥ (4.17)

AMPI genere ensuite une nouvelle fonction valeur vy avec une erreur potentielle  :
ik =(T )Mk 1+ K (4.18)

Avant de montrer comment ces deux erreurs sont propagees au cours des iterations, montrons
que ce schema algorithmique abstrait permet e ectivement d’etudier chacune des implementa-
tions que nous avons introduites a la section 4.1.

I AMPI-V : Le terme  est I'erreur lorsqu’on regresse la fonction valeur vi. Comme
c’est habituellement le cas dans la litterature sur la regression, cette erreur peut etre
decomposee en deux parties : I'erreur d’approximation liee au choix de I’espace de fonc-
tions F et I’erreur d’estimation dQe au fait qu’on utilise un nombre ni N de trajectoires.
Le terme ! est I'erreur liee au fait d’utiliser un nombre ni d’echantillons M pour estimer
les actions gloutonnes.

I AMPI-Q : Comme pour AMPI-V, le terme  correspond a I’erreur de regression. Dans
ce cas cependant, I'utilisation de fonctions valeur etats-actions fait qu’il n’y a pas d’erreur
sur I'etape gloutonne, c’est-a-dire que | = 0.

I CBMPI : Lasituation est legerement plus compliquee dans ce dernier cas car le schema
correspondant a CBMPI :

Vk = (T k)mvk 1+ k
k1 =0 (T )MV 1]

ne s’identi e pas directement aux equations (4.17) et (4.18). Cependant, en introduisant
la variable auxiliaire wix = (T ,)™vk 1, on voit que vi = wy + , et on peut alors voir
gue

k1 = O [wid: (4.19)

Par ailleurs, en utilisant le fait que vk 1 =Wk 1+ k 1, 0na
Wk =(T )™k 1=(T "Wk 1+ k D=(T )™Wik 1+(P )"k 11 (4.20)

A present, les equations (4.19) et (4.20) correspondent aux equations (4.17) et (4.18) si
I’on remplace v par wy et g par ( P )™ « 1.

Dans la litterature, les analyses permettant de faire une etude de sensibilite au bruit pour
les cas particulier de VI et Pl sont assez di erentes. L’analyse pour VI est generalement basee
sur les proprietes de contraction de I’operateur d’optimalite de Bellman T. Or, on peut montrer
que I'operateur par lequel Pl met a jour la valeur d’une iteration a la suivante n’est pas une
contraction. Plus generalement, on peut m&me montrer que ce constat est vrai aussi pour MPI
des lors qu’il di ere de VI (des que m > 1).

Theoreme 4.1. Si m > 1, il n’exsite aucune norme pour laquelle I'operateur par lequel MPI
met a jour la valeur est contractant.
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Demonstration. On considere le MDP avec deux etats, fx;; X2g, deux actions fchange; resteg,
les recompenses r(x;) = 0; r(xz) =1, et les transitions deterministes

Pchange(X2JX1) = Pchange(X1jX2) = Preste(X1jX1) = Preste(X2jX2) = 1:

Considerons deux fonctions valeur v = ( ;0) et v! = (0; ) avec > 0. Leurs politiques gloutonnes

sont respectivement = (reste;change) et ’ = (change; reste), et les itgres suivant v et V!
m _m 4+ m
egalent respectivement (T )™v = 14 m et(T )™= o L m - Ainsi, (T 0)My!
1 1
(T)Y™ = 1 m | tandis que V! v = . Comme peut etre arbitrairement petit, la

1
norme de (T o)™/ (T )™v peut étre arbitrairement plus grande que la norme de v v’ des

que m > 1. O

En general, I'analyse de PI repose sur le fait que la sequence de fonctions valeur qu’il genere
est croissante. Ici encore, on peut voir que des que m est ni, les fonctions valeurs generees
par MPI peuvent decrotre (il su t de considerer une grande valeur initiale). Autrement dit,
on deduit de cette observation et du theoreme 4.1 que pour les valeurs non-triviales de m
(1 <m < 1), MPI n’est ni contractant ni croissant, et I’on a besoin d’introduire une technique
de preuve originale pour etudier la propagation des erreurs®. J’ai initialement developpe cette
analyse dans le cas similaire de -Iterations sur les politiques (Scherrer, 2007, 2013b) ] qui est
tres proche de MPI. Dans ce qui suit, je ne decris que les grandes etapes de I’'analyse ; les details
des preuves sont dans (Scherrer et al., 2015). L’idee fondamentale est de decomposer I’analyse
en considerant les trois quantites suivantes :

1. ladistance entre la fonction valeur optimale et la valeur avant approximation a I’iteration k :
de=v (T J)"Vk 1=V ()

2. le decalage (shift en anglais) entre la valeur avant approximation et la (vraie) valeur de
la politique a I'iteration k :

sk=(T )"k 1 Vv, =Wk k) V.
3. le residu de Bellman de la valeur a I'iteration k :
bk =vik T .,V
Nous cherchons un majorant de la perte (loss en anglais)

Ik =v V, =V Vv, =d+sg

liee au fait d’utiliser la politiqgue  produite par I’algorithme au lieu de la politique optimale
Pour ce faire, nous allons majorer di et sk, ce qui requiert de majorer egalement by. Precisement,
le ¢ ur de I'analyse consiste a prouver les inequations vectorielles suivantes pour nos trois
quantites d’interét.

Lemme 4.2. Soient xx =(1 P ) x+ {,,etyk= P+ ... Alors, pour toutk 1,
on a les inegalites vectorielles suivantes :

bk (P )Mbk 1+ X;

4. La di culte ici n’est pas tant de deriver une borne d’erreur, mais d’en deriver une qui soit su samment
ne pour qu’on retrouve les resultats connus dans les cas standards AVI et API.
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ml i
d¢ P d¢ 1+yk 1+ (P Mbk 1
j=1

sk=(P )™ P) b 1

Comme les matrices stochastiques apparaissant ci-dessus sont constituees de termes positifs,
les bornes du lemme 4.2 indiquent que la perte I peut &tre controlee via et ). Ene et, si
est un vecteur qui majore uniformement en k les valeurs absolues composante par composante
jkietjlj, onaxc=0() yk = O(), la premiere inegalite implique que by ~ O( ), et par
consequent les deux autres inegalites nous donnent dx ~ O( ) et sk  O( ). Autrement dit, la
perte Iy = dyx + si satisfait Iy, O().

La borne que nous allons decrire pour Iy est le resultat d’expansions et de combinaisons
precises des trois inegalites du lemme 4.2. Nous introduisons une notation qui simpli e gran-
dement I’enonce ainsi que les preuves par rapport aux travaux de Munos (2003, 2007) sur API
et AVI, et a mes premiers resultats obtenus sur -Iterations sur les Politiques (Scherrer, 2007,
2013b).

De nition 4.3. Pour tout entier n positif, on de nit P, comme le plus petit ensemble de
matrices tel que

2. pour tout 2 [0;1] et (P1;P2)2Pn Pn, P1+(1 )P2 2 Pp.

De plus, on utilisera la notation (legerement abusive) " pour designer n’'importe quel element
de Pj. Ainsi, lorsque nous ecrivons pour une certaine matrice P que

P= , i+ , 0 k= [ ig4 ik
cela signi e : \il existe Py 2 Pj, P> 2 Pj, P3 2 Py, et P4 2 Py+j tels que
P= 1P1+ 2PP3= 1P+ P4

Avec cette nouvelle notation, on peut montrer que le lemme suivant est une consequence du
lemme 4.2.

Lemme 4.4. Apres K iterations, les pertes d’AMPI-V et AMPI-Q satisfont I’equation vectorielle

Ik 2 Tk i+ 1j % ii +h(k);
i=1 j=i i=0 j=i

tandis que la perte de CBMPI satisfait I’equation vectorielle

k 2 Y i+ 1j % il +h(k);

i=1 j=i+m i=0 j=i
P . P .
ouh(k)=2" ;L Jjdojouh(k)=2" ;5. Ijhoj.

Remarque 4.5. Les bornes analogues derivees pour AVI (Munos, 2007, Lemme 4.1) et APl (Mu-
nos, 2003, Corollaire 10) ne prennent pas en compte I’erreur dans I’etape gloutonne (autrement
dit on a ) =0) et ont la forme suivante :

K
limsupwqlk 2 limsupyy 4 SR L
i=1 j=i
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Ceci indique que non seulement la premiere borne du lemme 4.4 uni e les analyses d’AVI et
API, mais en plus elle les generalise au cas ou il y a potentiellement une erreur dans I’etape
gloutonne et pour un nombre ni d’iterations k. De plus, il est remarquable que nos bornes ne
dependent pas du parametre m.°

Une consequence immediate et importante des bornes du lemme 4.4 est qu’on peut deduire
une garantie sur la performance des algorithmes. Nous considerons AMPI-Q et AMPI-V (I'ar-
gument etant similaire pour CBMPI). De nissons = sup; 1k jka et b= supj 1k%kl,
c’est-a-dire des bornes uniformes sur les erreurs. En prenant la norme in nie (utilisant notam-
ment le fait que pour tout i, k 'kq = ) et la limite superieure quand k tend vers Iin ni, on
obtient :

limsupklka 2.

Wea @
Ce resultat est une generalisation des bornes connues pour AVI (m = 1 et = 0) et API
(m = 1) decrites par Bertsekas et Tsitsiklis (1996). On a I'interpretation suivante : si on
contréle la norme in nie des erreurs pour toutes les iterations, alors on contréle la perte de
la politique retournee asymptotiquement par I’algorithme par rapport a la politique optimale.
Symetriquement, on peut voir que les amplitudes des erreurs ne doivent pas €tre trop grandes
pour que cette garantie soit informative : comme la perte est necessairement majoree par
2Vmax = Z?M (c’est la di erence de 2 valeurs qui sont necessairement dans [ Vmax; Vmax)).
cette garantie n’apporte plus rien des lorsque 2+ °>2(1  )*Vmax =2(1  )Rmax-

Supposons qu’il soit possible de resoudre des problemes de regression et de classi cation de
sorte a contréler I’erreur en norme in nie. Alors, le resultat ci-dessus signi e qu’on peut faire une
reduction du probleme de contrfle optimal vers une sequence de tels problemes de regression et
de classi cation. En particulier, si une percee signi cative etait faite dans la litterature de ces
problemes (plus standards), le domaine du contréle optimal en bene cierait automatiquement.
Comme la plupart des approches de regression et classi cation (notamment celles que nous
avons decrites dans les trois implementations speci ques de la sectiorborecedente) contrélent
une norme “, a poids | qui nous rappelons est de nie par kuk,, = « Qjux)jP 1=p l.la
portee d’un resultat comme celui enonce a I'equation (4.21) est limitee. Le reste de la section
est consacree a la derivation de bornes en fonction de normes *, des erreurs.

Munos (2003, 2007); Munos et Szepesvari (2008) et Farahmand et al. (2010) ont montre
comment deriver ces bornes plus realistes. L’approche consiste a introduire des coe cients
dits de concentrabilite parce qu’ils mesurent comment une distribution sur les etats peut se
concentrer lorsque la dynamique du MDP evolue. Etant donnes deux lois et , des entiers i
et , on s’interesse a la quantite suivante :

(4.21)

(Ppl I:>1)0

¢ ()= max —— :
----- j .
ou g;::1; j est n’importe quel ensemble de politiques du MDP, (P ;P ; , P )0 est la
distribution obtenue si partant de , on e ectue j pas en suivant successivement les politiques
1, 2 j» et — designe le quotient composante par composante des vecteurs et .% Dans

5. L’independance par rapport a m est liee au niveau d’abstraction de la de nition 4.3. La dependance visa-vis
de m reapparatrait si I'on explicitait ce qui est cache dans la notation J. Mais cela aurait aussi pour e et de
compliquer signi cativement I’analyse, comme on peut le voir dans les resultats decrits dans (Scherrer, 2007,
2013b) pour -lterations sur les politiques.

6. Lorsqu’on s’interesse a des espaces d’etats plus generaux (non necessairement denombrables) et que et

sont des mesures generales, on se base alors sur la derivee de Radon-Nikodym g—, avec la convention que le
coe cient cq(j) estin ni des lors qu’une des mesures du denominateur n’est pas absolument continue par rapport
a . Les resultats que nous presentons ci-apres s’etendent sans di culte.
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la mesure ou ces coe cients appara‘tront dans les bornes que nous allons bientdt decrire, ces
dernieres ne seront informatives que si ces coe cients sont nis. Nous renvoyons le lecteur
aux articles (Munos, 2007; Munos et Szepesvari, 2008; Farahmand et al., 2010) pour plus de
details concernant ces coe cients; en particulier, on pourra trouver une illustration simple ou
ces coe cients sont relativement petits dans (Munos, 2007, sections 5.5 et 7). Munis de ces
coe cients, nous pouvons maintenant enoncer un lemme technique qui permet de convertir des
inegalites vectorielles du type de celles du lemme 4.4 en bornes en norme “p, et qui generalise
legerement I'analyse de Farahmand et al. (2010).

partition de I, et T et (gi)i21 des fonctions satisfaisant
- - x X 1- - X X x 1- -
ifi Yigii = Tigij:
i21 j2J; I=1i21, j2J;

Alors, pour tout entier p, pour tous entiers et 'tels L+ =1,7 et toutes distributions et
, 0N a

X 1= X X .
kfko: C (1) " supkgikp o. I
I=1 i2h i21, j2J3;
avec le coe cient de concentratibilite suivant
P P e i)
cy=—§ i -7
i21,  j2J3i

Appliquer ce lemme aux inegalites vectorielles du lemme 4.4 nous mene au resultat suivant.

Theoreme 4.7. Pour tous entiers , I, k et d, de nissons le coe cient de concentrabilite
suivant :
- 1 )2 > G .
chkd = =~ e (+d):
i=l j=i

Soient et des distributions sur les etats. Soient p, et ° des entiers tels que * + 4 = 1.
Soienten n =sup; j 1k jkp o et "=sup; j «kkp o . Apres k iterations, les pertes
de AMPI-V et AMPI-Q satisfont

2( k) Cl;k;o % (1 k) CO;k;O %
Kk @ ) ey e

tandis que la perte de CBMPI satisfait

2 m( k 1) C2;k;m P

Il a7 gy e @)

kel
~
H
VoY
~
(@)
o
~
o
©

avec )
1
g(k) = 12— Clk*L0 P min kdokp o ; kbokp o

7. Dans la mesure ou nous supposons et entiers, ona ( ; °) 2 f(1; 1);(2;2);(d;1)g.
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Demonstration. Le resultat est obtenu pour AMPI-V et AMPI-Q en appliquant au lemme 4.4
le lemme 4.6 avec 1 = Flq; 1, I3gavec 1, =F1;:::;k  1g, I, =7Fk;:::;2k 1g, et 13 = f2kg,
et ou pour touti 2 1,

8
< fiji+1, ¢ if 1 i k 1;
Ji=_*Fi ki k+1, g if k i 2k 1
" Tkg if i=2k:
8 : .
< 2 i if 1 i k 1;
T 2dp (or 2bo) if i=2k;
.- . . . Pk 1P1 F Ik L.
On utilise en particulier le faitque ~ j_;" ;=; ! = ;7—z. La preuve est similaire pour CBMPI.
U

Si on fait tendre le nombre d’iterations k vers I'in ni, on obtient la borne suivante pour
AMPI-V et AMPI-Q :
1
CO;l;O [

1
2 C1,1,o P4

li kli kp-
e K a

Comparee a la borne en norme in nie de I’equation (4.21), on voit ici que le prix a payer pour
avoir une borne en norme “, est le couple de coe cients CH% et %1, De plus, il est facile de
voir que cette derniere borne est plus generale : quand on fait tendre p vers I'in ni, on retrouve
I’equation (4.21).

Remarque 4.8. Via le choix du couple de parametres et ‘telsque 1 + % =1, ilya
un compromis entre I’amplitude des coe cients de concentrabilite (plus est grand et plus ces
coe cients sont grands) et la di culte de contrfler les erreurs (plus  est grand et plus le
controle de I’erreur, en norme “, o, est un probleme di cile). Sur ce point, notre analyse uni e
celles de Munos (2007); Munos et Szepesvari (2008) ( = 1 et ’=1) et de Farahmand et al.
(2010) ( = '=2).

Remarque 4.9. Il est interessant de remarguer que notre analyse ne depend pas directement
du parametre m pour AMPI-V et AMPI-Q (bien qu’elle en depende indirectement a travers ).
Pour CBMPI, m permet de directement controler I’in uence de I’erreur d’approximation de la
fonction valeur, I'annulant en particulier lorsque m tend vers I’in ni (cf. le premier terme de
I’equation (4.22)). Si on suppose un budget xe en nombre d’echantillons, augmenter m reduit
le nombre de trajectoires utilisees par le classi eur et a ecte en general sa qualite. Ainsi, m
permet de faire un compromis entre I’erreur d’estimation de I’etape de classi cation et I’erreur
globale de regression de la fonction valeur.

On notera nalement ici que Canbolat et Rothblum (2012) ont independemment developpe
une analyse de sensibilite au bruit du schema algorithmique MPI. Cependant, Canbolat et Ro-
thblum (2012) considerent uniquement le cas de I’erreur contrélee en norme in nie, et I’'analyse
proposee concerne seulement la distance v vy, tandis que nous bornons ici la pertev v . Si
on peut deduire une borne sur la perte a partir de celle sur la distance (par exemple en utilisant
le theoreme 1 de Canbolat et Rothblum 2012), la borne alors obtenue est neanmoins moins ne
que la notre. En particulier, cela ne permet pas de retrouver exactement les resultats standards
pour AVI et API, comme c’etait le cas avec notre analyse (equation (4.21)).
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Application a I’'analyse d’une implementation particuliere de CBMPI

Muni du resultat general donne par le theoreme 4.7, on peut considerer des instances parti-
culieres des trois algorithmes (bases sur des regresseurs ou classi eurs particuliers) et deriver une
analyse statistique plus precise en derivant des bornes sur les erreurs et . En guise d’illus-
tration, nous allons deriver cette analyse plus precise dans le cas d’une instance particuliere
de CBMPI, qui contient les deux forme d’approximation. On supposera ici qu’on implemente
CBMPI en representant la fonction valeur a chaque etape k dans un espace lineaire. Dans ce
cadre, on peut deriver la borne suivante sur I’erreur de mise a jour de la valeur.

Lemme 4.10 (Erreur de I’etape d’evaluation de CBMPI). Soient f jgj’zl des vecteurs
lineairement independants sur X tels que k jkq L et soit F I’espace lineaire engendre par ces
vecteurs, i.e. F=FF ()= () : 2RYj. Soit tel que f est la meilleure approximation
de (T )™Mvk 1 dans F, i.e. f =argmingop k(T )™vk 1 Fkp. . Etant donnes I’echantilllon

x®: o (xM) :\lzl, ou pour tout i, i (x(") est un estimateur non-biaise de [(T )™k 1](x™)
calcule via I’equation (4.10). Alors, la troncature vi dans [ Vmax; Vmax] du minimum empirique
dev @ Il_OE(b;v) (equation (4.11)) satisfait avec probabilite au moins 1,

k kko: =kvie (T )Mk 1ko 4;nzi'r:1k(T DMV 1 Tk +er(N; ) +ex(N; );

r

2 27(12e2N )2(d+1)
ou  er(N; )=32Vmax 5 log (12e7N) ;

" P l"2 9
es(N; ) =24 Vmax +k koL d NIog—:

Ce type de resultats est typique de ce qu’on peut trouver dans la litterature concernant
la regression lineaire, dans lequel on voit que I’erreur dans le calcul v depend a la fois d’une
mesure d’erreur liee au choix de I'espace F et du nombre d’echantillons N avec une decroissance
en O(plﬁ).

Nous considerons a present I’analyse de I’erreur lors de I’etape gloutonne. Pour simpli er ici,
nous supposerons que I’espace d’actions ne contient que deux actions, ce qui permet d’analyser
la performance du classi eur via la dimension de Vapnik{Chervonenkis®.

Lemme 4.11 (Erreur de I'etape gloutonne de CBMPI). On suppose que I’espace des
politiques utilisees par le classi eur a une VC-dimension (Vapnik, 1995) nie h. Etant donne
I’echantillon  x®; g (x®; a) i:ol’ ou pour tout etat x et chacune des deux actions a, f 1(x®; a)
est calcule a partir de M trajectoires selon I’equation (4.14)), la politique  obtenue en mini-
misant le risque empirique de I'equation (4.16) satisfait avec probablite au moins 1

k ki, =L 1( 5 ®) igf Ly 1( 5 )+2el(N% ) +eb(N;M; ) ;

-
2 N 32
ou  e}(N" )=16Vmax — hlog A log = ;
- N h
2 eMN? 32
e3(N%; M; ) = 8Vimax MN? hlog h +log —

8. L’extension au cas de plus de deux actions peut se faire en suivant la demarche decrite par Lazaric et al.
(2012). La di erence principale par rapport au cas deux action est que la VC-dimension de I’espace des politiques
est remplacee par la dimension de Natarajan.
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Ici encore, la forme de ce resultat est conforme aux resultats standards d’analyse de la
litterature apprentissage statistique. En utilisant le fait que k kki. k kko. , les deux lemmes
que nous venons de decrire montrent que I'on controle les erreurs et ° du theoreme 4.7 en
norme 1 ; en prenant p = 1, "=1et =1, on en deduitla garantie suivante.

Theoreme 4.12. Soit

0 — : . — H m
d —92251;:0)2 |gf Log( ;) et dm _QZIS:L;IpZ 1!9[1‘: k(T )Mg fka

ou F et sont respectivement I’espace fonctionnel (lineaire) et I’espace de classi eurs utilises
par CBMPI. Avec les hypotheses et notations du theoreme 4.7 et des lemmes 4.10 et 4.11, apres

k iterations, avec probabilite 1 , la perte esperee E [l] = klxks; de CBMPI satisfait :
2 ™( k 1)C%Z_k;m - .
klkkl; (1 )2 dm + el(N1 ﬂ) + eZ(N! ﬁ)
@ eE o 0 /N0 - .
+ﬁ d "'el(N,ﬁ)erz(N,M,ﬁ) +g(k):

Remarque 4.13. La borne ci-dessus permet de donner une version quantitative de la remarque
qualitative 4.9. Si on suppose un budget (en nombre d’echantillons de transitions) par iteration
xe B = Nm + N’'MjAj(m + 1) equilibre entre le classi eur et le regresseur, alors la borne

ci-dessus a la forme suivante :
r r !

+d' + J—Aém Pa+ DM)

w| 3|

On voit ici clairement le role joue par le parametre m : une grande valeur de m reduit I'in uence
des erreurs (d’approximation et d’estimation) dues au regresseur ] le premier terme | mais aug-
mente en méme temps I’erreur d’estimation du classi eur ] le troisieme et dernier terme |,
I’erreur liee au choix d’espace de politigue restant incompressible.

4.3 Resultats empiriques

Pour nir, nous presentons quelques resultats empiriques qui montrent I'interét du schema
algorithmique considere dans ce chapitre. Des trois variations algorithmiques AMPI-V, AMPI-
Q et CBMPI, la derniere est celle qui s’est averee la plus interessante en pratique ; nous nous
concentrerons de nouveau sur elle. Nous en pro terons notamment pour illustrer I'in uence du
parametre m. Pour des resultats empiriques plus varies et detailles, et notamment des illustra-
tions des algorithmes AMPI-V et AMPI-Q, nous renvoyons le lecteur a I'article (Scherrer et al.,
2015).

Nous considerons le jeu de Tetris decrit en introduction (Exemple 0.1 page 7) et allons
comparer trois algorithmes : CBMPI, DPI (Lazaric et al., 2010) | qui est equivalent a CBMPI
lorsque m tend vers I'in ni, et dont I'implementation pratique (Lagoudakis et Parr, 2003a; Fern
et al., 2006) equivaut a CBMPI avec une fonction valeur nulle ] et la methode d’entropie croisee
(Rubinstein et Kroese, 2004) (CE, pour Cross Entropy en anglais), methode d’optimisation
\bote noire" similaire au recuit simile qui est une reference pour le domaine de Tetris (Szita et
Lgrincz, 2006; Thiery et Scherrer, 2009b).

A nde speci er les divers algorithmes, nous allons nous appuyer sur des espaces de fonctions
lineaires pour de nir un espace de fonctions valeurs F et un espace de politiques . De maniere
similaire a ce que nous avons fait dans les deux chapitres precedents, nous considerons pour les
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fonctions valeurs I’espace F de fonctions de I’ensemble des triplets (mur; piece;action) S P A
dans R parametrees par un vecteur 2 RY:

: X
8(sip;a); f(s;p;a)= (s;p;a) = i i(sipsa);
j=1

ou les j sont des fonctions de base qui ont pour vocation a resumer I'information correspondant
a la situation et la decision immediate a tout instant d’une partie de Tetris. En pratique, nous
choisissons un sous-ensemble des fonctions de bases parmi les 14 fonctions suivantes :
(i) Les fonctions 1;:::; 5 pour coder la hauteur maximale : Ces 5 fonctions, qui
dependent uniquement du mur courant s, proposees dans (Scherrer et al., 2015), per-
mettent de decrire de maniere extensive la hauteur moyenne du mur.

de 6 fonctions proposees par Dellacherie (Fahey, 2003) qui a longtemps ete la reference des
bots jouant a Tetris (Thiery et Scherrer, 2009a), et de 3 ajoutees par Thiery et Scherrer
(2009b). Contrairement aux precedentes, ces fonctions dependent de I’action e ectuee et
du mur obtenu apres cette action : la hauteur d’arrivee de la piece, le nombre de briques
supprimees, le nombre de transitions horizontales \briqgue $ non-brique", le nombre de
transitions verticales \briqgue $ non-brique", le nombre de trous, deux mesures de la
profondeurs des trous® et une mesure de la capacite de la surface superieure du mur a
absorber les pieces sans creer de trous.

Ainsi, si on utilise I’ensemble des fonctions sur dessus, la valeur en un couple etat-action (s; p; a)

est approchee par

X 3
ds:ipra)= j(9+  j (sipia):

=1 j=6
L’espace des politiques  utilise par CBMPI est de ni implicitement par le méme ensemble
de fonctions de bases pour former une fonction \score™ pour les actions, I'action choisie par la
politique etant celle qui a le plus grand score. Par exemple, si nous utilisons toutes les fonctions
de base, nous considerons I’ensemble des politiques qui en I’etat (s; p) renvoient une action telle
que

X . 3 .
S;p) 2 arg max i (succ(s;p;a)) + i (s;p;a
(s;p) 9 max j (succ(s;p;a)) 3 i (sipia)
=1 Jj=6
ou les parametres ( JQ) sont potentiellement di erents des ( j) utilise pour la fonction valeur.
Une di erence subtile pour la de nition de la fonction de score pour les politiques est que

courant du mur, sont evaluees non en I'etat courant mais en I'etat successeur succ(s;p;s), ce
qui permet d’avoir une dependance en fonction de I'action a.

Dans les experiences sur le domaine de Tetris, nous considerons deux variantes du jeu : le
jeu normal qui se joue sur une zone de jeu de taille 20 10, et une variante reduite de taille
10 10 (de hauteur deux fois moindre). Les politiques generees par les di erents algorithmes
sont evaluees par leur score (le nombre de lignes supprimees dans une partie commencant sur
un mur vide) moyenne sur 200 parties pour la petite variante du jeu (10 10) et sur 20 parties
pour le jeu normal (20 10). Tous les algorithmes consideres etant iteratifs, on presente des
courbes \d’apprentissage” qui donnent I'evolution des performances au cours des iterations :
on y presente la moyenne et un intervalle de con ance correspondant a 3 fois la deviation
standard. On peut directement controler le nombre B d’echantillons utilises par CBMPI et DPI

9. Voir (Thiery et Scherrer, 2009a) pour plus de details.
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en choisissant le nombre de trajectoires NM et leur longueur m;onaene et B = (m+1)NMjAj
echantillons1°. Par contre, avec une approche d’optimisation \bo"te noire™, ou I’evaluation d’un
contréleur se fait en jouant une ou plusieurs parties, le nombre total d’echantillons n’est pas
controle mais mesure a posteriori.

Nous avons e ectue des experiences sur la petite variante du jeu, ce qui nous permet de
comprendre le rOle des parametres principaux et des fonctions pour la representation parametree.
Nous avons ensuite utilise les meilleurs parametres dans la variante plus grande (normale) du
jeu.
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Figure 4.4 { Courbes d’apprentissage pour CE, DPI et CBMPI pour le jeu de taille 10 10.

Tetris, taille reduite (10 10) La gure 4.4 montre les courbes d’apprentissage pour les
di erents algorithmes sur la version reduite du jeu. Nous avons parametre les politiques des
trois algorithmes a I'aide des fonctions D-T. Pour CBMPI, quelques experimentations nous

10. En pratique ici, hous avons reutilise les echantillons de I’etape gloutonne pour I’etape d’evaluation.
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ont amenes a choisir I'integralite des fonctions 1;:::; 14 pour representer la fonction va-
leur. L’algorithme CE atteint le score moyen de 3;000 apres 10 iterations utilisant un budget
moyen de B = 65;000;000. Dans ces experiences, nous avons xe a B = 8;000;000 le nombre
d’echantillons par iteration utilises par CBMPI et DPI. Nous avons fait varier la longueur m des
trajectoires dans f1;2;5;10;20g, xe le nombre de repetitions par action M = 1 (qui s’est avere
la meilleure valeur), et deduit le nombre total N de trajectoires en consequence. DPI atteint
3400 lignes en moyenne pour les valeurs m = 5 et m = 10. Pour DPI, des trajectoires trop
courtes (m = 1) donnent de mauvaises estimations de tp, tandis que de trop longues trajectoires
(m = 20) plombent I’erreur d’estimation. L’algorithme CBMPI est celui qui donne les meilleures
resultats, en atteignant un score moyen de 4;200 pour m = 5 (soit N = (ggogoogz 42:000).
Contrairement a DPI, CBMPI obtient une performance raisonnable avec de courtes trajec-
toires; ceci suggere que la fonction valeur est relativement bien representee, et donc construit
de meilleurs estimations de &.

Rollout size m of CBMPI Rollout size m of DPI
- =5 =—=10 c=: 5 e=-10

20

Averaged lines removed ( 10°)
10

0
L

1 2 3 4 5 6 7 8
Iterations

Figure 4.5 { Courbes d’apprentissage pour CBMPI, DPI et CE pour le jeu 10 20.

Tetris, taille normale (10 20) La gure 4.5 montre la performance des algorithmes
decrits plus haut dans le jeu de taille normale. Ici, nous avons xe pour DPI et CBMPI un
budget par iteration de B = 32;000;000. DPI atteint son meilleur score, 12;000; 000, apres 3
iterations pour la valeur m = 5. CBMPI atteint le score 20; 000; 000 apres 8 iterations pour la va-
leur m = 10. CE atteint une performance egale a celle de CBMPI, un score moyen de 20; 000; 000
apres 8 iterations; cependant, le nombre total d’echantillons utilises par cette derniere methode
est comparativement 6 fois plus eleve : apres 8 iterations (nombre d’iterations pour que les deux
methodes atteignent leur meilleur score) CBMPI utilise seulement 256;000;000 echantillons
tandis que CE en utilise 1; 700; 000; 000.

4.4 Bilan et perspectives

Nous avons considere une famille de schemas algorithmiques, MPI, pour approcher la solu-
tion de MDP de grande taille. Nous avons decrits trois implementations originales, AMPI-V,
AMPI-Q et CBMPI, qui generalisent un certain nombre d’algorithmes de la litterature : tted-
value iteration, tted-Q iteration, et classi cation-based policy iteration. Nous avons decrit nos
principaux resultats d’analyse de propagation d’erreur, resultats qui ont le bon goQt d’'uni er
ceux connus pour API et AVI. Nous avons detaille cette analyse d’erreur pour I'algorithme
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CBMPI et obtenu une garantie de performance qui depend de la qualite des espaces choi-
sis pour representer les politiques et les valeurs, ainsi que le nombre d’echantillons utilises.
Cette analyse eclaire notamment le réle du parametre principal m du schema algorithmique : a
nombre d’echantillons constant, ce dernier permet de faire un compromis entre la qualite de la
representation de la valeur et I'erreur d’estimation de la politique gloutonne. Des simulations
numeriques sur le jeu de Tetris ont permis de con rmer cette interpretation qualitative. En
particulier, I'algorithme CBMPI s’est montre plus e cace (en terme du nombre d’echantillons)
pour construire des contréleurs de qualite pour ce jeu qu’une approche d’optimisation \bote
noire™ qui etait alors la reference.

A I’exception d’AMPI-Q (qui n’est pas I’'algorithme qui a montre les meilleures performances
empiriques), les schemas numeriques que nous avons presentes concernent le cas ou le nombre
d’actions est ni et petit. Developper et analyser des schemas pour des grands espace d’actions
(par exemple continus sous une hypothese de regularite) constitue une perspective interessante.
Nous avons fait la remarque que nos resultats uni es ne dependent pas du parametre principal m.
Neanmoins, les etapes qui amenent a ce resultat dependent de m, et nous pensons gqu’il doit tre
possible de mener une preuve plus simple ou m n’appara't pas. Nous n’avons pas ete en mesure
de le faire et cela constitue une piste naturelle de recherche. Le sous-probleme de classi cation
utilise par CBMPI est une instance de classi cation multi-classe a co0t sensitif. Si le cas de deux
classes est bien compris dans la litterature, le cas \k classes” n’admet a notre connaissance pas
de solution standard. Approfondir ce probleme est une direction envisageable. En n, on trouve
dans la litterature d’autres schemas iteratifs pour resoudre les problemes de contr6le optimal,
notamment ceux decrits par Yu et Bertsekas (2013) et Rogers (2007). Appliquer le méme genre
d’analyse de sensibilite fait partie des pistes pour des travaux futurs.
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Chapitre 5

Sur l'utilisation de politiques
non-stationnaires

Nous avons decrit dans le precedent chapitre une famille de schemas algorithmiques ap-
proches qui tentent, a chaque iteration, de suivre ce que feraient des algorithmes exacts de
programmation dynamique. Dans le cas des deux algorithmes les plus standards, rappelons que
cela revient a considerer des schemas qui construisent des sequences de fonctions valeurs vy ou
politiqgues x comme suit

Iterations sur les valeurs approche (AVI) : Vi+1 Tvk + k+1 (5.1
Vk Vit k

Iterations sur les politiques approche (API) : - un element de Gv,

(5.2)

ou vp et ¢ sont arbitraires, et ou I’'on rappelle que T est I'operateur d’optimalite de Bellman,
v . est la valeur de la politique , et Gvy est I’'ensemble des politiques gloutonnes par rapport
a Vk. A chaque iteration k, le terme  rend compte d’une approximation de I'operateur de
Bellman (pour AVI) ou de I'evaluation de v , (pour API). L’etude precise de ces erreurs pour
des implementations particulieres de ces approximations a ete (notamment) aborde dans les deux
chapitres precedents. Dans ce chapitre, nous ferons pour simpli er I’hypothese que pour tout
k, les termes d’erreurs  sont controles en norme in nie : kK k4 avec 0. Des resultats
d’analyse de sensibilite aux erreurs que nous avons generalises dans le precedent chapitre, sont
historiguement dos a Singh et Yee (1994); Gordon (1995); Bertsekas et Tsitsiklis (1996) pour
AVI et Bertsekas et Tsitsiklis (1996) pour API :

Theoreme 5.1. Pour API (respectivement AVI), la perte liee au fait de suivre la politique
(respectivement une politique  de Gvk 1) au lieu de la politique optimale  satisfait :

. 2

Illr(n!sip kv v kg a2
Dans ce chapitre, nous allons nous interesser particulierement a la dependance de ces ga-
ranties en fonction du facteur d’actualisation . Les resultats presentes ici ont ete obtenus avec
Boris Lesner et ont donne lieu aux deux publications suivantes : (Scherrer et Lesner, 2012) et
(Lesner et Scherrer, 2015). Le coe cient ﬁz peut etre tres grand, et ce d’autant plus que
est en pratique souvent proche de 1. Ainsi, la garantie ci-dessous est generalement percue
comme etant pessimiste en pratique. De maniere interessante, cette constante (127)2 appara’t
dans de nombreux travaux de la litterature sur AVI (Singh et Yee, 1994; Gordon, 1995; Tsitsiklis
et Roy, 1996; Guestrin et al., 2001, 2003; Pineau et al., 2003; Even-dar, 2005; Ernst et al., 2005;
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Munos, 2007; Munos et Szepesvari, 2008; Petrik et Scherrer, 2008; Farahmand et al., 2010) et
API (Kakade et Langford, 2002; Munos, 2003; Lagoudakis et Parr, 2003b; Antos et al., 2008;
Farahmand et al., 2008; Maillard et al., 2010; Busoniu et al., 2011; Lazaric et al., 2012; Gabillon
et al., 2011; Bertsekas, 2011; Farahmand et al., 2010; Azar et al., 2011), ainsi que dans des
travaux auxquels j'ai contribue sur les generalisations -Pl et AMPI mentionnees au chapitre
precedent (Scherrer, 2013b; Thiery et Scherrer, 2010; Scherrer et Thiery, 2010; Scherrer et al.,
2015), suggerant qu’elle a peu de chance d’étre amelioree. En e et, la borne ci-dessus (et la
constante (127)2) est optimale pour API (Bertsekas et Tsitsiklis, 1996, Exemple 6.4), et nous
avons montre avec Boris Lesner qu’elle I’est egalement pour AVI (section 5.1) et pour AMPI
(section 5.3), resultats qui n’etaient a notre connaissance pas connus dans la litterature.

Bien que la theorie du controle optimal a horizon in ni assure qu’il existe une politique
optimale qui est stationnaire, I'idee centrale des contributions presentees ici est de montrer
gu’il peut etre preferable de chercher a construire une politique non-stationnaire dans la me-
sure ou elles jouissent d’une meilleure garantie \pire cas™. De plus, nous allons montrer que
ces politiques non-stationnaires peuvent etre obtenues via des modi cations mineures des algo-
rithmes standards. Nous montrons comment deduire une politique non-stationnaire a partir de
I’execution d’une instance d’AVI. Nous decrivons ensuite deux variations d’API1 qui permettent
de calculer des politiques non-stationnaires. Nous nirons par presenter un schema qui per-
met d’interpoler entre ces variations non-stationnaires d’AVI et d’API d’une maniere similaire
a AMPI. Pour I’ensemble de ces algorithmes approches avec une erreur par iteration bornee

par , nous fournissons des garanties de performance qui peuvent €tre reduites jusqu’a 12— ,
c’est-a-dire d’un facteur multiplicatif 1# meilleur que la garantie du theoreme 5.1, ce qui est
signi catif dans les situations typiques ou est proche de 1. Ainsi, une consequence quelque peu
inattendue de ces resultats est que le probleme de \calculer des politiques approximativement
optimales non-stationnaires™ est sensiblement plus simple que celui de \calculer des politiques
approximativement optimales stationnaires.”"” En n, nous montrons que les garanties ameliorees
obtenues pour ces algorithmes non-stationnaires sont optimales dans le sens ou elles ne peuvent
pas en general €tre ameliorees. Avant de decrire ces contributions, nous allons commencer par
introduire quelques notations utiles pour les politiques non-stationnaires.

Etant donnee une sequence 1; 2;:::; k de k politiques stationnaires (cette sequence sera
claire dans les contextes que nous aborderons plus loin), et pour tout entier 1 “ Kk, nous
noterons .- la politique periodique non-stationnaire qui choisit la premiere action selon , la
deuxieme selon i 1, ..., la “®™eselon | <41 et qui boucle inde niment sur cette sequence de
taille “. Formellement, on ecrira :

ki“*— k k1 k “+1 k k1 k “+1

Il 'est immediat de generaliser la notion de fonction valeur a ce type de politiques, notee v ..,
et de voir gu’elle est I'unique point xe de I’operateur compose suivant :

8v; Tiv=T, T,, T, .V

“+1

En n, il sera utile d’introduire le noyau actualise suivant :

k;‘:(Pk)(Pkl) (Pk‘+1):

Generalisant le cas stationnaire, on pourra facilement observer le fait que I'operateur Ty.- est
a ne et que pour toute paire de fonctions v et V!, on a les identites suivantes :

TV Tk;.vO = k(v VO) (5.3)
et T (V+ V) =Teev+ oV (5.4)
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Figure 5.1 { Le MDP deterministe pour lequel la borne du theoreme 5.1 est optimale pour
AVI et API.

5.1 Optimalite de la constante
naires

(12—)2 pour les politiques station-

La garantie du theoreme 5.1 est optimale pour API dans le sens ou il existe une instance de
MDP (Bertsekas et Tsitsiklis, 1996, Exemple 6.4) et une sequence d’erreurs ( )k 1 satisfaisant
k kka tels que la borne est satisfaite avec egalite. A notre connaissance, une observa-
tion similaire n’etait pas repertoriee dans la litterature pour AVI. Comme nous allons le voir,
I’exemple utilise pour montrer I'optimalite de la borne pour APl permet de montrer que la
borne est egalement optimale pour AVI. Ce MDP deterministe, tire de (Bertsekas et Tsitsiklis,
1996, Exemple 6.4), est represente a la gure 5.1 et decrit ci-apres.

Exemple 5.2. On considere un MDP avec un nombre in ni d’etats 1;2;:::. L’etat 1 est ab-
sorbant et a une recompense nulle. Pour tout etat i > 1, il y a deux actions possibles : soit on
bouge vers I'etat i 1 avec une recompense nulle, soit on reste dans I’etat i avec une recompense

ri= 2 1
Pour simpli er legerement ce qui suit, on considerera qu’en I’etat 1 absorbant, seule I’action
\reste" est disponible (on a bien r; = 0). Comme les recompenses non nulles sont strictement
negatives, il est clair que I’'unique politique optimale consiste a toujours choisir I’action \ bouge"
qui permet de passer de I'etat i a I'etat i 1 jusqu’a I’etat absorbant 1, et ainsi que la valeur
optimale v vaut 0 en tout etat.

On considere ici qu’on initialise AVI avec vg =v = 0. En n, nous allons supposer que la
sequence d’erreurs ( k) est de nie, pour tout k > 0, par :

8 .

< sii=Kk;
k()= _ sii=k+1;

= 0 sinon.

Avec l'instance que nous venons de decrire, nous allons montrer que pour toute iteration Kk,
parmi les politiques gloutonnes Gvy par rapport a la valeur vy, il en existe une, k+1, qui choisit
I’action "bouge' dans tous les etats sauf I’etat k + 1, ou elle choisit \rester". Ainsi, en cet etat
k + 1, on a une boucle impliquant une recompense negative, et la valeur de cette politique en
cet etat satisfait :

t lk+1 k+1
v k+1(k + 1) = Ne+1 = =

1 @ ¥

Autrement dit, comme v = 0, on voit qu’on atteint la borne du theoreme 5.1 a la limite ou k
tend vers I'in ni.
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Pour montrer qu’on peut e ectivement obtenir cette sequence de politiques, nous allons
prouver par recurrence sur k que, pour tout k 1,

8
k1 sii<Kk;
o Ig=2 sii=k;
vie(@) = = (=2 ) sii=k+1;
-0 sinon.

Comme vp =v =0, une politique gloutonne est clairement de \bouger" en chaque etat i 2,
et I'on obtient vi =vg + 1 = 1, ce qui prouve que la relation ci-dessus est vraie pour k = 1.
Supposons a present qu’elle est vraie a I’etape k et montrons qu’elle est egalement vraie a I’etape
k+ 1.

Notons qE la valeur si la premiere action e ectuee est \bouge" et si on obtient ensuite la
valeur donnee par vi. Pour touti > 1, on a qE(i) =0+ w(i 1), etainsi

( K1y = Kk sii=2;::0k
b/ _ (ri=2 ) = rg+1=2 sii=k+1
WD=2 "2 ) = ream2 sii=k+2
-0 sinon.

Notons maintenant g la valeur si la premiere action e ectuee est \reste" et si on obtient
ensuite la valeur donnee par vi. Pour tout i >0, on a g (i) = ri + vi(i), et ainsi

8ri+ ( %)y =r K sii=1::k 1
§ rg + (I’k:2 ) =TIk + Ng+1=2 sii=Kk
(i) = _ reer  ree1=2 = Irg+1=2 sii=k+1
w2+ 0 = Ik+2 sii=k+2
-0 sinon.

Tout d’abord, comme r; = 0 et x+1(1) = 0, la valeur en I'etat 1 satisfait, comme desire,
pour tout kK,

Ve (D) = gh(D) + () = <
Ensuite, come rj < 0 pour touti > 1,0na qlk(’(i) > (i) pour tous ces etats sauf i = k+ 1 pour
lequel on a
Rk +1) = qf(k + 1) = ree1=2:

En utilisant nalement le fait que
Vi = Max(aR; Gf) + k1

on deduit que la valeur v+ a la forme voulue, ce qui clét la demonstration par recurrence.

Finalement, comme pour tout i > 1, on a qE(i) i (i) avec egalite si et seulement si
i = k+ 1, on deduit qu’il existe une politique 41 gloutonne par rapport a vk qui choisit
I’action optimale (\bouge') en chaque etat excepte k + 1 ou elle choisit I’action \reste". Ceci
conclut la preuve.

5.2 Algorithmes pour calculer des politiques non-stationnaires

Comme I'exemple 5.2 de la section precedente montre que la borne du Theoreme 5.1 est
optimale, le seul espoir pour obtenir une meilleure garantie implique de changer les algorithmes.
Dans cette section, nous decrivons des modi cations mineures d’AVI et d’API qui permettent
de construire une politigue non-stationnaire pour lesquelles on a une garantie e ectivement
amelioree.
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NSVI : deduction d’une politique non-stationnaire a partir de I’execution d’AVI.
Bien que le schema algorithmique AVI ] decrit a I'equation (5.1) ] est generalement vu comme

generant une sequence de fonctions vo; vi;:::;Vk 1, on peut aussi le considerer comme generant
implicitement une sequence de politiques® 1; ;:::; k telles que pour i =0;:::;k 1,
i+1 2 GVi:

Tandis que I'algorithme standard AVI renvoie uniquement la politique g, la variation NSVI
proposee ici consiste simplement a changer ce qui est retourne par AVI : on renvoie la politique
periodique non-stationnaire .- qui boucle sur les “ dernieres politiques generees par AVI. Le
resultat qui suit montre que c’est e ectivement une bonne idee.

Theoreme 5.3. Apres k iterations de NSVI, pour tout entier 1 k, la perte liee au fait
de suivre la politiqgue non-stationnaire .- au lieu de la politique optimale  satisfait :

2 K
e Kq T 1 + “kv  vokq

Lorsque * = 1 et k tend vers I'in ni, on retrouve exactement le resultat du theoreme 5.1. Quand

> 1, cette garantie est un facteur 11 : multiplicatif meilleur que la borne du theoreme 5.1.

kv v

Le choix de “ qui optimise la borne, © = k, consiste a boucler sur I'integralite des politiques
induites depuis le debut de I'algorithme, et mene a la garantie suivante :
k 2 k
kv vk, 2 1 A kv vokg;

qui tend vers > lorsque k tend vers I'in ni.

Une etape importante pour la preuve de ce resultat reside dans le lemme suivant, qui implique
notamment que pour une valeur de “ su samment grande, vk = Tvi 1+ g est une assez bonne
approximation (a un facteur additif — pres) de la valeur v , .. de la politique non-stationnaire

k:+, tandis qu’en general c’est une approximation plus grossiere de la valeur v , de la derniere
politique stationnaire .

Lemme 5.4. Apres k iterations de NSVI, pour tout entier 1 “ Kk,

KTvik 1V ,.ka = kv < v, .ka+ 1
Preuve du lemme 5.4. La valeur de .- satisfait :
Ve =T T 1 TV, (5.5)

En utilisant la relation de recurrence v+ =T
sequence de valeur generees par AVI satisfait :

Vk + k+1 et I'identite (5.4), on deduit que la

k+1

<t
Tka 1=Tka1 Tk‘+1Vk <+ ki kK i (5.6)
i=1
En soustrayant les equations (5.6) et (5.5), I'identite (5.3) nous permet de voir que
<t
Tk 1 Ve =T VW1 V.= ke« V, )+ Ki K i
i=1

et le resultat suit en prenant la norme in nie et en exploitant le fait que k y.jkq = . O

1. Une sequence de fonctions valeur peut induire plusieurs sequences de politiques gloutonnes dans la mesure
ou chacune de ces valeurs peut avoir plusieurs politique gloutonnes. Les resultats que nous decrivons ci-apres
sont valables pour n’importe quel choix parmi ces possibilites.
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Nous pouvons maintenant prouver la garantie de performance.

Preuve du theoreme 5.3. En utilisant le fait que T est une contraction de coe cient en norme
in nie, on obtient :

kv wky =kv  Tve 1+ (kg
KTv ~ Tvk 1kq +
kv v 1kq +

On en deduit, par recurrence sur k, que pour tout k 1,

1 k
kv wka  Kkv  vokq + . (5.7)
On conclut en utilisant le lemme 5.4 et (deux fois) I’equation (5.7) :
kv v ,.ka
KTv ~ Tvk 1ka +kTvg 1 Vv .ka
kv Vk 1kq + ‘ka <V k;‘kl + 1
k 1 )
Y vok1+17 + " kv + Vkyi+kv v, ki +
k . . 1 k ¢
Kkv  vokq + . + K kv vok1+17 +kv v ,.kp + 1
. 2 k
= kv v ,.ki+2*v vokq + %
2 ‘ + Kkv  voka O
1 1 oL -

Nous allons maintenant presenter des resultats similaires pour deux algorithmes de type API
pour calculer des politiques non-stationnaires. Contrairement a AV1 ou seul ce qui est retourne
in ne par l'algorithme a ete modi e, les changements que nous allons operer sur le schema
standard API sont legerement plus compliques.

NSPI(N) : une variation d’API pour calculer une politique non-stationnaire avec
periode croissante. En s’inspirant des observations faites dans le paragraphe precedent
au sujet d’AVI, nous considerons tout d’abord une variation d’API, NSPI(N), qui, a chaque
iteration, approche non pas la valeur de la derniere politique stationnaire  mais celle de la
politique periodique non-stationnaire . qui boucle sur I’ensemble des politiques 1;:::; k
generees depuis le debut de I'algorithme :

Vk Vo + K
k+1 un element de Gvi
ou la politique initiale 1.1 est choisie arbitrairement, et ou I'on rappelle que v ., est le point
xe de I'operateur T ., . Ainsi, iteration apres iteration, la politique non-stationnaire .k est

constitue d’un nombre de plus en plus grand de politiques stationnaires et sa periode est crois-
sante. Cet algorithme jouit de la garantie suivante.
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Theoreme 5.5. Apres k iterations de NSPI(N), la perte liee au fait de suivre la politique
non-stationnaire .k au lieu de la politique optimale  satisfait :

2( ) k1 K

kv v k1 1

Lorsque k tend vers I'in ni, cette borne tend vers 12— , Ce qui est un facteur multiplicatif
2~ meilleure que la borne standard d’AP1 donnee au theoreme 5.1.

Preuve du theoreme 5.5. En utilisant le fait que Te+1k+1V e =T (i TikV e = T warV e €L
que T ..,vk T vk (puisque k+1 2 Gvg), 0na:

v v k+1;k+1

=T v Tk+1;k+1v K+1:k+1

=T v T v Kk +T v Kk Tk+1:k+1v K:k +Tk+l;k+1v Kk Tk+1:k+1v K+1:k+1

= P (V v k;k) +T v Kk T ke1V ek T k+1;k+1(v ke Y k+1;k+1)

=P v VvV I)+T vk T %+ Py P )kt itV e Vo)

P (V \" k;k) + (P K+1 P ) k + k+1;k+1(v k;k v k+1;k+1):

En prenant la norme in nie, et en utilisant le fait que kv K1 Vmax, KV ;. K1 Vmax et
que K k+1k+1k1 = ¥*1, on obtient :

kv v ki kv v, ki+2 +2 Ky

k+1;k+1
En n, une recurrence sur k nous permet de conclure que

k
0D 4 okyy oy vk 2k 1) KVpax: O

kv v k1 1

Bien qu’il ait une garantie asymptotique amelioree, I’algorithme que nous venons de decrire
a plusieurs inconvenients :

1. la borne de garantie apres un nombre ni d’iterations contient un terme inelegant de la
forme 2(k 1) “Vmax:

2. méme lorsqu’il n’y a pas d’erreur (quand = 0) on ne peut pas garantir, comme pour
Iterations sur les politiques, qu’il genere une sequence de politiques de valeurs croissantes
et qu’il converge en un temps ni (on peut d’ailleurs facilement voir que ce n’est pas le
cas!);

3. en pratique, la memoire requise crot avec le nombre d’iterations
L’algorithme que nous allons presenter ci-apres permet de pallier ces problemes.

NSPI(*) : une variation d’API pour calculer une politique non-stationnaire avec
periode xe. Nous considerons a present une variation d’API, NSPI(“), parametree par un
entier © 1, qui itere de la maniere suivante :

Vi Voo +

k+1 un element de Gvg

ou la politique non-stationnaire initiale (.- est construite a partir d’un ensemble arbitraire
de “ politiques stationnaires  <y1; <42;:::; 1, o. Contrairement a I'algorithme presente



dans le paragraphe precedent, la politique non-stationnaire implique seulement les “ dernieres
politiques stationnaires construites par I'algorithme. On pourra remarquer de plus que nous
venons de decrire une stricte generalisation du schema standard API, sur lequel on retombe en
prenant * = 1. Cet algorithme jouit de la garantie suivante.

Theoreme 5.6. Pour tout “, apres k iterations de NSPI(“), la perte liee au fait de suivre la
politique non-stationnaire .- au lieu de la politique optimale  satisfait :

2( k+1)

@ Haa

Lorsque © = 1 et k tend vers I'in ni, on retrouve exactement la borne du theoreme 5.1.
Quand “ > 1 et k tend vers I'in ni, cette borne co ncide avec celle que nous avons decrite plus
haut pour AVI (Theoreme 5.3) : elle est un facteur multiplicatif 11— meilleur que la borne
standard d’API donnee au theoreme 5.1.

Un argument central pour prouver ce resultat, decrit dans le lemme suivant, montre que de
maniere a similaire a I’algorithme standard API, I'algorithme que nous venons de decire exhibe
une propriete de monotonie (approchee).

kv v,..ki Kkv v .kq+

Lemme 5.7. A chague iteration, la valeur v ... de la politique non-stationnaire

k+1;* = k+1 k -+: k+2 ¢ k+l k -:: Kk +2:::
ne peut pas €tre beaucoup moindre que la valeur v 0. de la politiqgue non-stationnaire

ke — k “+41 Kk .-+ k+2 ° k ‘+1 k -+ k ‘“+2---:

dans le sens precis suivant :

'I._a politique °k di ere dg k+1:¢ par le fait que tous les “ pas, elle choi§it la politique
\vieille de “ pas”  -+1 au lieu de \la plus recente” +1. De plus, {)( est liee a .- de la
maniere suivante : Ok choisit sa premiere action selon <41 puis execute - ; dit autrement,

comme .- boucle inde niment sur x g 1::: k ‘1, Ok = K <+1 k* peut tre vue comme
une \rotation” de 1 pas sur la droite de ... Quand il n’y a pas d’erreur ( = 0), le lemme ci-
dessus implique que pour tout k et “, 4« k, autrement dit qu’on peut extraire une sequence

de politiques non-stationnaires dont la valeur est croissante ; comme dans le cas standard, ceci
impligue la convergence en temps ni de I'algorithme des lors que le nombre d’etats et d’actions
est ni. En n, on notera que lorsque “ = 1, le lemme se reduit a un resultat connu sur API (voir
par exemple (Bertsekas et Tsitsiklis, 1996, Lemme 6.1)).

Preuve du lemme 5.7. Comme °k choisit la premiere action selon <41 puis execute <, on
avy, = T 1V .- Maintenant, puisque k+1 2Gvg,onaT vk T, .. Vvget

Vi Vi = T oV Vo

=T k -+1Vk P kw1 ko Vo

T ka1 VK P K 41 k V Ke1:t
= T k+lV k;*© + (P k+1 P k ‘+1) k v k+1;°
=T k+1Tk§‘V k;* T|(+1;‘V K+1;* + (P Kk+1 P k ‘+1) k

= Tk+1;‘T K 41V K Tk+1;‘v K+1:¢ + (P k+1 P k ‘+1) k
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k+1;‘(T K ‘+1V K;* v k+1;‘) + (P Kk+1 P K ‘+1) k

= k+1;‘(V °k \ k+1;‘)+ (P K+1 P Kk ‘+1) ks

dont on deduit

Vi, Vi (0 k) TP Py
Le lemme resulte alors du fait que k k1 et que k(I yep;) ko = 1. O

Muni du lemme, nous pouvons passer a la preuve de la garantie.

Preuve du theoreme 5.6. En utilisant le fait que 1) Tk+g; w1V o =T | TV (o =T 4V
etque2) T .,,vk T Vi (puisque k+1 2 Gvg), on a pour tout k 1,
VooV
=T VvV Tk+1;V oy
=T v TV .+T v . TkeaV oot TeraV oo TeanV oo
=P v Vv )FT v . T Vo + k(T Ve Vi)
P v v .I)+T w T, ., w%+ P, P e+ k(T Ve Vi)
P Vv.)+ P P e+ k(T Ve Vi) (5.8)

Considerons la politique E< de nie au lemme 5.7. Remarquant, comme au debut de la preuve
dulemme 5.7 que T, ..,V .=V b I’equation (6.7) peut &tre recrite comme suit :

v Vo P (V v k;‘) + (P K+1 P ) k+ k+1;‘(V f( v k+1;‘):
En utilisant le faitquev v ,..,v v . etlelemme 5.7, on obtient
(2
kv v .k kv v, .kyg+2 + ( .)
2
= kv v, .ki+ 1

Finalement, on en deduit par une recurrence sur k que pour tout k 1,

k+1
kl + 2( ).

R R T S

kv v,..ki Kkv v

NSMPI(m; ‘) : une variation d’AMPI pour construire des politiques non-station-
naires avec periode xe. Dans le chapitre precedent, nous avons decrit en details une famille
d’algorithmes, AMPI, qui permet d’interpoler entre les deux approches standard AVI et API.
Nous venons de decrire des versions non-stationnaires d’algorithmes de type AVI et API, et une
question naturelle est de savoir s’il est possible de les interpoler de facon analogue. C’est ce que
nous decrivons maintenant. Etant donnes deux parametres entiersm Oet ©* 1, une fonction
valeur vg et un ensemble de © 1 politiques stationnaires ¢; 1; <+2, onconsidere I'algorithme
NSMPI(m; ) qui genere une sequence de couples de fonction valeurs et de politiques comme
suit :

k+1 un element de Gvy

Vk+1 (T k+l;‘)mT k+1Vk + K
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L’etape gloutonne (de mise a jour de la politique) est identique a celle que nous avons decrite
dans I'ensemble des algorithmes de ce manuscrit. L’etape d’evaluation (de mise a jour de la
fonction valeur) implique I'operateur de Bellman non-stationnaire T ... (compose avec lui-
meéme m fois) introduit au debut de ce chapitre et I'operateur de Bellman standard T . De
maniere similaire aux algorithmes que nous avons decrits dans les paragraphes precedents, apres
k iterations, I’algorithme retourne la politique non-stationnaire .- qui boucle sur les * dernieres
politiques generees.

Pour les valeurs m = 0 and m = 1, il est facile de voir qu’on retombe respectivement
sur NSVI et NSPI(“). Lorsque “ = 1, on retombe sur AMPI que nous avons decrit au chapitre
precedent (et on retrouve respectivement les versions standards d’AVI et d’API pour m = 0
et m = ). Autrement dit, ce dernier schema algorithmique a le bon goQt de generaliser la
plupart des algorithmes de programmation dynamique que nous avons decrits jusqu’ici.

A ce stade, la question naturelle suivante est de savoir si cette generalisation herite des
garanties de performances enoncees plus haut. Comme le montre le theoreme suivant, la reponse
est a rmative.

Theoreme 5.8. Pour tout couple de parametres m Oet* 1, apres k iterations de
NSMPI(m; ©), la perte liee au fait de suivre la politique non-stationnaire .- au lieu de la
politique optimale  satisfait :

2( 9 2 :
K ~ T kv vokq:

to@a Ha ) 1

Ce theoreme generalise (asymptotiquement) les resultats des theoremes 5.3 et 5.6 (les garan-
ties sont tres proches dans les cas limitesm = 0 et m = 1), ainsi que le resultat en norme in nie
d’AMPI presente dans le chapitre precedent, a I’equation (4.21) page 57. Comme nous lI’avions
deja observe pour AMPI (“ = 1), il est remarquable que le resultat ci-dessus (* quelconque) ne
depende pas du parametre d’interpolation m.

La preuve est une generalisation de celle esquissee au chapitre precedent. De maniere ana-
logue a ce que nous avions fait, on de nit pour tout k les quantite suivantes :

1. ladistance entre la fonction valeur optimale et la valeur avant approximation a I’iteration k :
de=v (T )"k 1=V (W ®);

2. le decalage (shift en anglais) entre la valeur avant approximation et la (vraie) valeur de
la politique a I'iteration K :

Sk=(Mk K V.
3. le residu de Bellman de la valeur a I'iteration k :
bk =T i Vk Tkt T g Vi
Notre objectif est d’obtenir un majorant de la perte (loss en anglais) :
Ik=v V.=V Vv, =dg+sg
Le ¢ ur de la preuve, detaillee dans (Lesner et Scherrer, 2015), consiste a deriver les relations

de recurrence suivantes, qui generalisent celles du lemme (4.2) page 55 au cas “ > 1.
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Lemme 5.9. Pour tout k 1, on a les inegalites vectorielles suivantes :
bk ke1(C k)b 1+ k) k)

m<1 )
d¢= P d¢ 1 P 1+ ( k)'be 15
i=0

K .
sk = ( k;‘)m ( k;‘)ka 1:
j=0

L’exploitation de ces inegalites pour obtenir le resultat du theoreme est alors analogue (bien
que legerement plus compliquee) a ce qui est fait pour AMPI.

5.3 Optimalite de la constante
stationnaires ‘-periodiques

W pour les politiques non-

Le theoreme 5.8 est le resultat le plus general concernant les garanties de performance si
on utilise un algorithme de programmation dynamique pour calculer une politique stationnaire
(* = 1) ou non (* > 1), avec un degre d’interpolation quelconque entre AVI (m = 0) et API
(m = 1). La (derniere) question naturelle, a laquelle nous avons repondu a rmativement avec
Boris Lesner, est celle de I'optimalite de cette borne.

Theoreme 5.10. Il existe une instance de MDP, une fonction valeur initiale vg, un ensemble

initial de politiques o; 1;:::; <+2 €t une sequence de termes d’erreur ( )k 1 satisfaisant
k kka , tels que pour tout nombre d’iterations k, la borne du theoreme 5.8 est satisfaite avec
egalite.

Ce theoreme etend les resultats decrits dans la premiere section de ce chapitre, qui rappelons-
le portaient sur API (m =1, “ =1) et AVI (m =0, “* = 1). A notre connaissance, ce resultat
etait nouveau méme dans le cas d’AMPI (* = 1 et m arbitraire).

0 2 2( + 9

Figure 5.2 { Le MDP deterministe pour lequel la borne du theoreme 5.8 est optimale pour
tout m et “.

La preuve de ce resultat repose sur la famille (indexee par “) de MDPs deterministes illustres
ala gure 5.2 et decrits ci-apres, et qui generalise au cas * > 1 I'instance decrite a la gure 5.1
page 69.

Exemple 5.11. On considere un MDP avec un nombre in ni d’etats 1;2;:::. L’etat 1 est
absorbant et a une recompense nulle. Pour tout etat i > 1, il y a deux actions possibles : gauche
( ) et droite (¥); la fonction recompense et les transitions sont caracterisees comme suit :
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PGi+1 )=1 PGi+* 1i;¥1)=1;

ainsi que r(1) = 0 et P(1j1) = 1 pour I’etat 1. Par souci de clarte, on utilisera la notation r;
pour la recompense non nulle r(i; ¥) obtenue quand on choisit I’action ¥ en I'etat i.

Comme les recompenses non nulles sont strictement negatives, il est clair que I'unique po-
litiqgue optimale consiste a toujours choisir I’action  qui permet de passer de I’etat i a I'etat
i 1 jusqu’a I'etat absorbant 1, et ainsi que la valeur optimale v vaut 0 en tout etat.

On considere ici qu’on initialise NSMPI(m; ‘) avec vo = v = 0. Nous supposons que
la sequence d’erreurs ( k) est la méme que celle decrite dans le precedent exemple. Nous la
reprecisons par souci de clarte : pour tout k > 0,

8 .

< sii=k;
k() = _ sii=k+1;

= 0 sinon.

Nous ne donnerons cette fois-ci pas de preuve detaillee car elle est fastidieuse. Nous renvoyons
le lecteur a (Lesner et Scherrer, 2015) pour plus de details. En bref, pour toute valeur des
parametres m et , pour tout iteration k et tout etat i, hous avons derive une expression exacte
de la valeur vy (i). Ceci permet de prouver que la sequence des politiques 1; 2;:::; k generees
par I’algorithme jusqu’a I'iteration k est telle que pour tout i  k, la politique ; choisit I'action
optimale dans tous les etats sauf I'etat i, dans lequel elle choisit ¥. Ainsi, I’execution de
la politique non-stationnaire .- a partir de I'etat k induit la dynamique suivante : a cause
de  on choisit I'action ¥, ce qui amene le systeme en I'etat k + “ 1 avec une recompense
¢ 1 fois consecutives
avec une recompense 0. Ainsi, apres “ pas, le systeme se retrouve de nouveau dans I'etat k, et
par la periodicite de la politique, on rechoisit I'action ¥ et © 1 fois I’action  inde niment.
Le systeme est donc bloque dans une boucle de periode “, dans laquelle une recompense ri est
recue toutes les “ pas. Par consequent, la valeur de cette politique non-stationnaire en I'etat k
est :

Mk 2( )

Vo (k) = e = ;= —_
e 1 a Ha o

On a alors la relation suivante

2(. 9
@ Haa

qui correspond exactement a la borne du theoreme 5.8 (dans la mesure ou vo =v = 0).

kv v k;.kl VoK)=

5.4 Bilan et perspectives

Nous avons rappele au debut de ce chapitre les garanties de performance standard lorsqu’on
calcule une politique stationnaire a I’aide d’une version approchee d’AVI et d’API (theoreme 5.1).
Apres avoir argumente que cette borne etait optimale, nous avons decrit quatre algorithmes |
un de type AVI, deux de type API, et un dernier de type AMPI (qui interpole entre AVI
et API) | qui construisent des politiques non-stationnaires aves des garanties de performance
ameliorees (I’amelioration pouvant atteindre un facteur multiplicatif %). Les meilleures per-
formances asymptotiques sont obtenues lorsque ces algorithmes considerent des politiques non-
stationnaires dont la periode s’approche de I'in ni, ce qui peut constituer une limitation car la
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memoire requise est alors in nie. Cependant, pour trois des quatre algorithmes, un parametre
(“) permet de faire un compromis J usuel en informatique ] entre la qualite d’approximation

ﬁ etlla q%antite de memoire O(“) requise. En pratique, il est facile de voir qu’il su t

de choisir © = % , c’est-a-dire une memoire lineaire en I’horizon e ectif du probleme (et donc
. . . . 2 2 3:164
aussi en sa di culte) pour obtenir une garantie de performance de T e OHa ) i

Comme il est connu que parmi les politiques optimales, il en existe au moins une qui est
stationnaire, les resultats que nous avons presentes dans ce chapitre consistant a considerer des
politigues non-stationnaires peuvent a premiere vue paratre surprenants. Il existe, cependant,
un schema d’approximation relativement simple pour les problemes a horizon in ni actualises |
qui n’a a notre connaissance pas ete documente dans la litterature || ou I’apparition de politiques
non-stationnaires peut sembler beaucoup plus naturelle, et donner un eclairage sur nos contri-
butions. Etant donne un probleme a horizon in ni, considerons I'approximation qui consiste a
tout d’abord le transformer en un probleme a horizon ni en \stoppant™ le systeme apres un
instant T (de maniere equivalente, cela revient a supposer que les recompenses sont nulles apres
T). Contrairement au probleme originel (a horizon in ni), cette approximation a horizon ni
n’est plus un probleme stationnaire, et sa solution doit €tre cherchee dans I’espace des politiques
non-stationnaires a horizon T, et est naturellement calculee de maniere retrograde par program-
mation dynamique (approchee). On peut alors montrer (Kakade, 2002, en adaptant I’analyse

de sensibilite pour les problemes a horizon ni du theoreme 2.5.1) qu’un schema AVI avec une

.
erreur a chaque etape jouira d’'une performance de garantie de 2 iT:01 t = % . Sion

ajoute I'erreur due au fait de tronquer I’horizon apres I'instant T ( T%), on obtient une

erreur globaleen O 1 desque T est de I'ordre O 2 . Bien que ce schema d’approxima-

tion puisse requerir en general une memoire importante (notamment quand est proche de 1),
il jouit de garanties aussi bonnes que les meilleures que nous avons decrites dans ce chapitre.
Vis-a-vis de ce schema, les algorithmes que nous avons detailles ont pour interét principal de
permettre un contréle explicite de la memoire.

Une autre interpretation, un tout petit peu plus ne, est la suivante. On peut se rendre
compte que NSVI, NSPI(“) et leur generalisation NSMPI(m; ) sont des algorithmes naturels
pour resoudre des MDPs “-periodiques. Nos resultats montrent que la sensibilite au bruit est
d’autant plus faible que la periode “ est grande. Ainsi, quand nous proposons d’appliquer ces
algorithmes a un probleme stationnaire, il s’agit de considerer ce probleme comme un probleme
“‘-periodique (ceci se fait sans aucune approximation), et de lui appliquer une methode adaptee.

Parmi toutes les contributions exposees dans ce manuscrit, celles dans ce chapitre sont celles
qui sont probablement les plus abouties : non seulement avons-nous generalise les garanties de
la sensibilite aux erreurs au schema algorithmique tres general NSMPI(*; m), mais des instances
de MDPs nous ont permis de montrer que ces garanties ne peuvent pas €tre ameliorees dans
le cas general. Autrement dit, nous avons in ne une caracterisation ne et complete de la
sensibilite au bruit de cette grande famille d’algorithmes de programmation dynamique.

Plusieurs perspectives naturelles sont neanmoins a considerer. Tout d’abord, I’analyse decrite
dans ce chapitre s’est limitee a I’lhypothese simpli catrice d’'un contr6le de I’erreur en norme
in nie. Adapter notre analyse a I’hypothese plus raisonnable d’une erreur contrélee par exemple
en norme “, a poids est immediat via le lemme technique 4.6 page 4.6. Dans le prochain cha-
pitre, nous developperons un peu plus precisement I'analyse de I'algorithme NSMPI(“; m) sous
I’hypothese d’un controle de I'erreur en norme |, a poids.

D’un point de vue un peu plus concret, une piste interessante serait d’instancier des implemen-
tations precises de NSMPI(“; m) pour etudier I'interét pratique de I'utilisation de politiques

. 1

2. Avec ce choix de “, on a ogi="

inci 2 2 .
etainsi .=~ =7 3:164.
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non-stationnaires. Si un certain nombre d’experiences \jouet" dans (Lesner et Scherrer, 2015;
Tagorti, 2015) et dans le chapitre suivant montrent une amelioration empirique consequente,
une etude un peu plus approfondie sur des problemes de plus grande taille reste a faire.
Finalement, comme perspective un peu plus ouverte (et donc aussi interessante), le present
chapitre aura montre comment la formulation du probleme a horizon ni pouvait venir au
secours de celle a horizon in ni. Dans I'optique d’approfondir les proprietes particulieres et
respectives de ces deux formulations, une question qui me semble interessante est de voir dans
quelle mesure un certain nombre de resultats obtenus a horizon in ni pourraient suggerer de
nouvelles idees pour les problemes a horizon ni. Par exemple, lorsque I’horizon est grand (mais
ni), vouloir garder le contr6le de la taille memoire du contréleur peut €tre utile en pratique;
comprendre les enjeux precis d’approcher une politique de long horizon par une politique sta-
tionnaire (ou periodique) est une direction qui me semble interessante.
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Chapitre 6

Sur gquelgues schemas
d’approximation de type lterations
sur les Politiques

Dans le chapitre 4 nous avons derive des garanties d’erreur detaillees pour des algorithmes de
programmation dynamique approchee. D’une maniere generale, pour un algorithme commettant
une erreur controlee en norme “, a poids, nous avons montre que nous pouvons obtenir des

garanties de la forme : ) G

v k= a p" o( ™;

ou C est une constante dite de concentrabilite qui depend d’un certain nombre de proprietes de
melange du MDP. Dans le chapitre 5, nous avons montre comment ameliorer la dependance de
cette borne en fonction du facteur d’actualisation en utlisant des politiques non-stationnaires.
Dans ce chapitre, nous poursuivons ce \travail sur la constante %z dans des garanties comme
celles ci-dessus, en decrivant une etude comparative d’un certain nombre de schemas algorith-
miques, et en portant cette fois-ci une attention particuliere a ce qui est cache dans la constante
de concentrabilite C. Plus precisement, nous considerons plusieurs schemas approximatifs de
type PI. Ces schemas peuvent etre vus comme implementant une approximation de I’operateur
gourmand, G, qui prend en parametres une distribution et une fonctionv : S ¥ R, et ren-
voie une politiqgue qui est ( ; )-approximativement gourmande par rapport a v dans le sens

suivant :

kv

(Tv Tv)= (maoth v T V) : (6.1)

ou pour tout X, xestegalaEs [X(s)]. En pratique, cette approximation peut €tre e ectuee via
une regression “, de la fonction de valeur etats/actions Q ] une regression directe est suggeree
pour Conservative Policy Iteration (CPI) dans (Kakade et Langford, 2002; Kakade, 2003), une
approche LSTD(0) de type point xe projete est utilisee pour Least Squares Policy Iteration
(LSPI) (Lagoudakis et Parr, 2003b) J ou via un probleme de classi cation (a co0t sensitif)
(Lagoudakis et Parr, 2003a; Lazaric et al., 2010) ] c’est notamment le cas pour I’algorithme DPI
(CBMPI avec m = 1) decrit au chapitre 4. Avec cet operateur, nous allons decrire plusieurs
schemas de type PI dans la section 6.1. Ensuite, la section 6.2 presente une analyse detaillee
et comparee de leur garanties de performance, de leur complexite en temps et en memoire.
La section 6.3 presente ensuite des simulations numeriques qui illustrent leur comportement
et con rme notre analyse. Ce travail a donne lieu a un article (Scherrer, 2014), dans lequel
le lecteur interesse pourra trouver des complements (preuves et simulations numeriques non
reproduites ici).
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6.1 Algorithmes

Iterations sur les politiques approche (API). Nous commencons par decrire le schema
le plus standard, API (Bertsekas et Tsitsiklis, 1996). A chaque iteration k, I'algorithme passe a
la politique qui est approximativement gourmande par rapport a la valeur v , de la politique
courante  pour une distribution donnee :

k+1 G k+1( Vv k): (62)

S’il n’y a pas d’erreur ( ¢ = 0) etsi met un poids positif en chaque etat, il est facile de voir que
cet algorithme genere la méme sequence de politiques que la version exacte de PI, car d’apres
I’equation (6.1), les politiques sont exactement gourmandes.

Iterations sur les politiques conservatif (CPI/CPI( )/API( )). Nous passons main-
tenant a la description d’iterations sur les politiques conservatif (CPI) propose par Kakade
et Langford (2002). A l'iteration k, CPI, decrit par I'equation (6.3), utilise la distribution
d. =@ ) P.) 11 la mesure d’occupation cumulee actualisee induite par | en
partant de | pour appeler I'operateur gourmand approche, et un pas d’apprentissage « pour
generer un melange stochastique de toutes les politiques qui ont ete retournees par I’operateur
gourmand approche, ce qui explique I’adjectif \conservatif" :

k+1 (@ k+1) k+ k+16 ., 5V ) (6.3)

Le pas d’apprentissage k+1 peut @tre choisi de sorte que chaque iteration induise une amelio-
ration de I'esperance de la valeur de la politique sachant que le processus est initialise selon
(Kakade et Langford, 2002). L’article original decrit egalement un critere d’arrét. Si I'utilisation
d’'un pas d’apprentissage adaptatif et de cette condition d’arrét est interessante pour deriver
une analyse elegante de performance (voir (Kakade et Langford, 2002) et la prochaine section),
elle est en general tres conservatrice. En pratique, le pas d’apprentissage  doit €tre choisi par
un mecanisme de recherche lineaire, ou xe a une petite valeur . Nous ferons reference a ce
dernier cas de CPI en ecrivant CPI( ).

Il est naturel de considerer egalement I’algorithme API( ) (evoque par Lagoudakis et Parr
(2003a)), qui est une variation d’API qui est conservative comme CPI( ) dans le sens ou elle
melange la nouvelle politique avec les precedentes avec les poids et 1 , mais qui utilise
directement la distribution pour I'appel a I'operateur approximativement gourmand :

k+1 (1 ) kT G k+1( Vv k) (64)

Parce qu’il utilise au lieu de d . , API( ) est plus simple a implementer que CPI1( )1.

\Policy Search by Dynamic Programming' pour des problemes a horizon in ni
(PSDP1). Nous allons a present decrire un algorithme d’un type similaire a API ] dans le
sens ou a chaque etape, il passe a une nouvelle politique deterministe | mais qui est conservatif
comme CPI ] dans le sens ou les politiques considerees evoluent de plus en plus doucement. Cet
algorithme est une variation naturelle de I'algorithme \Policy Search by Dynamic Programming"

1. En pratique, controler I’etape approximativement gourmande par rapport a d ,; requiert de generer des
echantillons selon cette distribution. Comme explique par Kakade et Langford (2002), un echantillon pour cette
distribution peut etre obtenu en simulant une trajectoire partant d’une distribution et suivant la politique ,
et en s’arrétant a chaque etape avec une probabilite 1 . En particulier, la generation d’un echantillon pour
d ,; requiert en moyenne % echantillons du MDP sous-jacent. De ce point de vue, API( ) est beaucoup plus
leger.
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(PSDP) de Bagnell et al. (2003) ] originellement propose dans le cadre des problemes a horizion

ni | au cas de I’horion in ni; nous y ferons donc reference via I'appellation PSDP4 . A notre
connaissance cependant, cette variation (pour un probleme a horizon in ni) n’avait jamais ete
decrite dans la litterature.

L’algorithme est fonde sur I'utilisation de politiques non-stationnaires a horizon ni. Etant
donnee une sequence de politiques deterministes stationnaires ( i) que l'algorithme va pro-
gressivement generer, nous noterons x =  k 1::: 1 la politique non-stationnaire a ho-
rizon k qui e ectue la premiere action selon |, la deuxieme selon | 1, etc. Sa valeur est
v,=T,T,,:::T ;r. Nous noterons ? la politique non-stationnaire \vide". Remarquons que
Vo = r et que n’importe quelle politique a horizon in ni qui commence par k= k k 1::: 1,
ce que nous noterons (abusivement) \ | :::" a une valeur v Vv KVmax. EN partant de

o = 72, l'algorithme construit |mpI|C|tement une sequence de pollthues non-stationnaires ( k)
en concatenant de maniere iterative les politiques retournees par I’operateur approximativement
gourmand :

k+#1 G, (v ) (6.5)

Tandis que I'algorithme originel PSDP de Bagnell et al. (2003) considere un horizon ni T et
e ectue T iterations, I'algorithme que nous considerons ici a un nombre inde ni d’iterations.
L’algorithme peut €tre arréte a n’importe quelle iteration k. L’analyse que nous allons bientot
decrire suggere de retourner n’importe quelle politique qui commence par la politique non-
stationnaire . VU que  est une politique a horizon ni qui est approximativement optimale
(pour I’horizon ni), et que nous considerons le cas d’un probleme a horizon in ni, il est naturel
de considerer en pratiqgue comme resultat la politique qui boucle inde niment sur , ce que
nous noterons ( k)1 (dans le chapitre precedent, nous notions cet objet k).

D’un point de vue pratique, PSDP4 et CPI requierent de stocker toutes les politiques
(deterministes stationnaires) generees depuis le debut. La complexite en memoire est donc
proportionnelle au nombre d’iterations, ce qui peut s’averer problematique. Le but du prochain
paragraphe, qui presente le dernier algorithme etudie dans cet article, est de proposer une
solution a ce probleme potentiel de memoire.

Iterations sur les politiques non-stationnaires (NSPI(*)). Nous avons originellement
concu le schema algorithmique de I'equation (6.5) (PSDP4) comme une simpli cation de
NSPI(N) presente au precedent chapitre et introduit dans Scherrer et Lesner (2012)2. Par
rapport a I'’equation (6.5), la seule di erence de NSPI(N) reside dans le fait que I'etape ap-
proximativement gourmande est faite par rapport a la valeur v¢ ,ya de la politique qui repete
inde niment | (formellement I'algorithme fait «+1 G ,,,( ;v( y2)) au lieu de la valeur v
des k premiers pas. Suivant I'intuition que lorsque k est grand, ces deux valeurs doivent &tre
proches, nous avons considere I'algorithme PSDP 4 car il est plus simple.

NSPI(N) sou re du méme probleme potentiel de memoire que CPI et PSDP4 . De maniere
interessante, le chapitre qui precede (initialement, Scherrer et Lesner (2012)) decrit un autre
algorithme, NSPI(*), qui prend en entree un parametre qui contréle directement le nombre de
politiques stockees en memaoire.

De maniere similaire a PSDP 4, NSPI(*) est fonde sur Iutilisation de politiques non-station-
naires. Il prend en entree un parametre “. Il requiert un ensemble de “ politiques deterministes

stationnaires - 1; < 2;:: oo et genere iterativement de nouvelles politiques 1, 2;..:. Pour
toutk 0, nous noterons | la politique non-stationnaire a horizon ni “ qui execute dans I’ordre
inverse les “ dernieres politiques, ce que nous ecrirons formellement : k = Kk Kk 1.7 Kk ‘+1.

2. Nous avons pris conscience ulterieurement qu’il s’agissait d’une variation naturelle de PSDP. Pour \rendre
a Cesar ce qui est a Cesar", nous avons garde PSDP comme reference principale et donne le nom PSDP 4 .
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De plus, nous noterons ( |‘()1 la politique a horizon ni, non-stationnaire avec periode “, qui
boucle inde niment sur |, (dans le chapitre precedent, nous avons utilise la notation piy.-).
Partant de 0 = o 1.:. < 1, I’algorithme itere de la facon suivante :

k+1 G, ( V( l‘()l): (6.6)

Chaque iteration requiert de calculer une politique 41 qui est approximativement gourmande
par rapport a la valeur Vi de ( l;)l, qui est le point xe de I'operateur compose 3 :

8v;, Txev=T T, 0T .,V

“+1

Lorsqu’on passe de I'iteration k a I'iteration k + 1, le processus consiste a ajouter la politique

k+1 au debut de la politique « k 1::: k <+2 @ horizon * 1, formant ainsi une nouvelle
politique ., a horizon “. Ce faisant, I’algorithme oublie la politique la plus ancienne <41
de et garde une memoire constante de taille ‘. A n’importe quelle iteration, I'algorithme peut
etre stoppe, et on retourne la politique .- = ( ,‘()1 a horizon in ni qui repete inde niment k
Comme nous I’'avons deja mentionne au chapitre precedent, il est facile de voir que NSPI(*) est
identique a API lorsque “ = 1. De maniere plus interessante, si on ajoute des actions speciales
\stop" en chaque etat qui mene dans un etat terminal avec une recompense strictement plus
petite que Rmax, et si on initialise avec une sequence in nie de politique qui ne prennent que
cette action \stop", alors NSPI(*) avec * = 1 est equivalent a PSDP4 .

6.2 Analyse

Pour tous les algorithmes consideres, nous allons decrire des bornes sur la perte

Es [v (5 v(®I= (v V)

liee au fait d’executer la politique (potentiellement stochastique ou non-stationnaire) renvoyee

par les algorithmes au lieu de la politique optimale  a partir d’une distribution , en fonction

d’une borne uniforme sur les erreurs ( k). A n de deriver ces garanties, nous aurons besoin

d’introduire plusieurs constantes de concentrabilite, qui mesurent I’adequation de la distribution
avec laquelle on mesure la perte, et la distribution utilisee par les algorithmes.

De nition 6.1. Soient c(1);c(2);::: les plus petits coe cients dans [1; 1) [ f1.g tels que pour
tout i et tout ensemble de politiques deterministes stationnaires 1; 2;:::; i, P P ,:::P
c(i) . Pour tout “;k, Nous de nissons les constantes suivantes de [1; 1) [ f1g :

X
ct=@a ) e(i + Kk);

i=0
c@=1 Ha ) i+ je + k)
i=0 j=0
De maniere similaire, soient ¢ (1);c (2);::: les plus petits coe cients dans [1; 1) [ f1g tels

que pour tout i, (P ) ¢ (i) . Nous de nissons la constante de [1; 1) [ f1g :

X
cO=@a ) e (i):
i=0

3. En pratique, implementer cet algorithme peut trivialement €tre fait via la classi cation a coQt sensitif d’une
maniere similaire a celle suggeree dans Lazaric et al. (2010). Cela peut egalement étre fait via une extension
immediate de LSTD au cas non-stationnaire.
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Finalement, soit C le plus petite constante de [1; 1) [ f1.g telle que
d ., =@ )Ya P)H' C

Avec ces notations, notre premiere contribution consiste a fournir une comparaison appro-
fondie de tous les algorithmes. Ceci est fait Table 6.1. Pour chaque algorithme, nous decrivons
une ou plusieurs bornes de performance, le nombre d’iterations et la memoire requis corres-
pondants. Pour garder une presentation claire, nous montrons seulement la dependance de ces
guantites en fonction des coe cients de concentration, du facteur d’actualisation , de la qualite

de I'operateur gourmand approche, et ] le cas echeant | du parametre principal ( , “) des algo-
rithmes. Pour API( ), CPI( ), CPIl et PSDP 4, la memoire requise egale le nombre d’iterations.
La derniere colonne contient des references pour les bornes existantes dans la litterature. Toutes
les bornes (sauf deux) sont des contributions originales.

Preuves des bornes de performance de la Table 6.1.

PSDP; :

Pour tout k, nous avons

T

\% v,=TvV Tv, ,+T v,

k
P (v vV, ,)tex

1

ou nous avons de nieg = max o T ov
par induction :

k1 T .V, ,. CommeP estpositive, nous deduisons

N i k
v Vo (P )Iek i+ “Vmax:
i=0

En multipliant des deux cOtes par , utilisant la de nition des coe cients ¢ et le fait que
j¢& j ., hous obtenons :

> . ‘
(V \ k) ( P )Iek i+ "Vmax (6-7)
i=0
> .
'c (') k i+ " Vmax
i=0
e (i) + KVmax:
i=0
La borne en fonction de C™® est obtenue en utilisant le fait que v ...V, KVmax €t en
2Vmax
prenant k 'Ogli . Repartant de I’equation (6.7) et utilisant la de nition de C (en
particulier le fait que pour touti, (P ) id . £ )etlefaitque €  j, nous
obtenons :
(V v k) ( P )iek i+ kaax
i=0
C X
17 it kaax

i=1
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et la deuxieme borne est obtenue en utilisant le fait que v ... v KV maxs = i ket
2Vmax

en considerant le nombre d’iterations k = Iogl

API/NSPI(Y) :

API est identique a NSPI(1), et ses bornes sont des cas particuliers des deux premieres bornes
de NSPI(“), donc nous considerons seulement NSPI(“). En suivant la technique de preuve du
theoreme 5.6 page 74, notant - =( P )( P, ,) (P, .. )etess =max T ov .

T 1V - ON peut montrer que :
> i 1 K
v Vo (P k i) e i+ Vmax:
i=0
En multipliant les deux cotes par (et observant que ex  0) et le fait que e; i , Nous
obtenons
> i 1 K
(v Vi) (P k i) €k i+ Vmax (6.8)
=00 1
@ ™ C(i +j‘) k iA+ kaax (6-9)
i=0 j=0
el +§°) + KVimax; (6.10)
i=0 j=0
2Vmax
ce qui prouve la premiere borne en prenant k Iogl . Repartant de I'’equation (6.9) et

faisant I’hypothese (pour simpli er I'ecriture) que = 0 pour tout kK 0, nous obtenons

IResexx
(v V) Vimax 4 oth+ (1+§)) & n -
I=0 h=0j=0
ISesex
"eth+j)  max
I=0 h=0 j=I k (I+D)*+1 p k |
k
Iese %
h+ ch+j9) max b
I=0 h=0j=0 k (1+1D)+1 p k |
© Lakge
X D=4
=@ h+i*c(h + j9)A max L
h=0 j=0 . 1=0 I (+D)+1 p k1
Xk 1
'e(i) P ; (6.11)
i=0
2Vmax
ce qui prouve la deuxieme borne en prenantk = %, . Finalement, repartant de I'equation (6.8),

et utilisant le fait que (I ki) T=1+ il k i) I, on peut voir que

e . > _
v v,  MVma (P Ve i+ (P k(M ki) e i
i=0 i=0
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Figure 6.1 { Hierarchie des constantes de concentrabilite

Le premier terme de la partie droite de I'inegalite peut étre borne exactement comme dans le
cas de PSDP4 . Pour le deuxieme terme, nous avons

_ . x
(P wir(M ki) ek e +j) ki
i=0 i=0 j=1
= e+ G+ DY)
i=0 j=0
et on suit la méme demarche que precedemment (de I’equation (6.9) aux equations (6.10)
et (6.11)) pour conclure.

CPI, CPI( ), API( ) :

Les pas conservatifs peuvent €tre analyses via une generalisation fastidieuse de I’analyse d’API

par Munos (2003). Nous renvoyons le lecteur a (Scherrer, 2014, Appendice C) pour les details.
O

Notre deuxieme contribution, qui complete notre liste comparative de bornes, est que nous
pouvons montrer qu’il existe une hierarchie parmi les constantes qui apparaissent dans les bornes
de la Table 6.1. Dans le graphe dirige de la gure 6.1, une constante B est une descendante
de A si et seulement si Pimplication fB < 1 ) A < 1g est vraie*. L’equivalence \si et
seulement si'* est ici importante : elle signi e que si A est un parent de B, et B n’est pas un
parent de A, alors il existe un MDP pour lequel A est nie tandis que B est in nie; en d’autres
termes, une garantie exprimee en fonction de la constante A peut étre arbitrairement meilleure
gu’une garantie exprimee en fonction de B. Ainsi, la meilleure constante de concentrabilite est
C , tandis que les pires sont CL10 et C(Z*9, Pour nir de completer notre etude, ajoutons
que pour tout MDP et toute distribution , il est possible de trouver une distribution pour
I’algorithme (on rappelle que les coe cients de concentration dependent de et ) tel que C
est ni, alors que ce n’est pas le cas pour c® (et par voie de consequence pour toutes les
autres constantes). Autrement dit, seuls les algorithmes possedant une borne d’erreur exprimee
en fonction de la constante C  peuvent €tre assures (si le parametre est bien choisi!) d’avoir
une garantie de performance informative.

Preuves des relations d’ordre entre les constantes de concentrabilite (Figure 6.1).
@ .
C 1cCcY:

4. Les eches en ligne pointillee sont utilisees pour souligner le fait que la comparaison des coe cients est
restreinte au cas ou le parametre “ est ni.
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(i) Nous avons C cW puisque :

d, =@ HYa PHY'=@a ) ") @ ) 'c (@ =c®
i=0 i=0
et le fait que C est la plus petite constante veri ant cette inegalite. (ii) Nous pouvons avoir
C <1 etc® =1 en considerant un MDP sur N ou induit une transition deterministe

de I'etat i vers I'etat i + 1.

c®W ¥ cao

(i) Nous avons C®P  C@O parce que pour tout i, ¢ (i)  c(i). (ii) Il est facile d’obtenir
c® < 1 et C®O = 1 en utilisant deux politiques distinctes.

c@o ¢ c@%0) gt c@) ¥ Cc@&59) -
(i) CED L.C@5Y est vrai car

can X Xk 1
L= (i + ) e+ +D)= 7 c@;
i=0 i=0 j=0 ( X )
(i) On peut avoir CE) < 1 et C@5) = 1 lorsque c(i) = (), car le terme generique

de C est (%) (la serie converge) tandis que celui de C2") est  (§) (la serie diverge). Le
raisonnement est similaire pour I'autre relation.

c@®) 1 c@o gt c@4) ¥ c@50) -

Nous faisons ici I’hypothese que © < 1. (i) Nous avons C(:)  Lc@0) et c@5) L C@50),
(i) 1l su t d’avoir ¢(j) = A pour un j < * pour avoir CZ"9 = 1 tandis que C>") < 1, ou
pour avoir C:9 = 1 tandis que C%) < 1.

c@L0) g5 c(250) -
(i) Nous avons clairement C@=0 L c@LO)_ (ji) C"9 peut étre reecrit comme suit :

X i
c@0 =01 Ha 1+ o le(i):
i=0
Alors, en utilisant le faitque 1+ ! max 1;! , nous avons

1 ceo max 1 (i)

1 ‘ .
i=0
> X
e+ ¢ 'c(i)
i=0 i=m
> © Xi+1,
c(i) + 1 : c(i)
i=0 i=m 1
— X iC(i)+ ‘ C(Z;l;O) ic(i)
[3 +1
i=0 i=0
- ceuy, 1 ie(i):
o+ ‘1l '
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Figure 6.2 { Statistiques pour toutes les instances. Les MDPs (Mj)1 i 30 sont i.i.d.
et ont la méme distribution que M;. Conditionnellement a un MDP M; et un algorithme,
les mesures d’erreur pour toutes les iterations k sont i.i.d. et ont la méme distribution que
L..x. La ligne centrale des courbes d’apprentissage donne un estime empirique de la moyenne
globale(E[L1.k])k. Les trois regions grisees (du plus fonce au plus clair) sont respectivement des
estimes de la variabilite (sur les MDPs) (E[Std[L;.kjM1]])x de I’erreur moyenne, la moyenne
(sur les MDPs) (E[Std[L1.kjM1]])k de la deviation standard de I’erreur, et la variabilite (sur les
MDPs) (Std[Std[L1.xjM1]])k de la deviation standard de I’erreur. Pour facilier les comparaisons,
toutes les courbes sont a ches avec les méme axes X et y

Ainsi, quand “ est ni, C@"0 <1 ) cEL) <1,
O

L’algorithme standard API jouit de garanties exprimees en fonction de C@%0 et Cc(10)
seulement. Comme CPI a une borne de performance en fonction de C , il a une garantie de
performance qui peut etre arbitrairement meilleure que celle d’API, tandis que le contraire n’est
pas vrai. Ceci, cependant, se fait au prix d’une augmentation exponentielle de la complexite
en temps, car CPI requiert un nombre d’iteration de I'ordre de O(<), tandis que la garantie
d’API est obtenue apres seulement O logl iterations. Quand I'analyse de CPI est relaxee
de sorte a exprimer la borne de performance en fonction de la (moins bonne) constante C1:9)
(utilisee aussi pour API), nous pouvons legerement ameliorer la vitesse JO % |, bien qu’elle
soit toujours exponentiellement moins bonne que celle d’API. Ce resultat est prouve a I'aide
d’une technique qui a aussi ete utilisee pour CPI( ) et API( ). Nous conjecturons que la borne
pour CPI( ) peut €tre amelioree, et notamment qu’elle doit etre aussi bonne que celle de CPI
des lors que le coe cient d’apprentissage est su samment petit.

PSDP; jouit de deux garanties, et a une vitesse de convergence rapide comme celle d’API.
Une borne a une meilleure dependance par rapport a % mais est exprimee en fonction de la

constante moins bonne C™®. La seconde garantie est presque aussi bonne que celle de CPI dans
la mesure ou elle contient seulement un terme log X en plus, mais a la propriete sympathique
d’etre garantie rapidement par rapport a : en un temps O(log %) au lieu de O(%), c’est-a-dire
exponentiellement plus vite. Ainsi, PSDP4 est un algorithme qui est en theorie meilleur que
CPI (aussi bon mais plus rapide) et API (aussi rapide mais meilleur).
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Maintenant, d’un point de vue pratique, PSDP et CPI doivent stocker toutes les politiques
generees depuis le debut. La memoire requise par ces algorithmes est ainsi proportionnelle au
nombre d’iterations. Méme si PSDP 4 a besoin d’'un nombre d’iterations bien moindre que CPI,
le besoin de memoire correspondant peut €tre problematique lorsque est petit ou est proche
de 1. Nous avons explique que NSPI(“) peut tre vu comme generalisant APl et PSDP 4 . Comme
(i) les deux ont une bonne complexite en temps, (ii) API a la meilleure complexite en memoire,
et (iii) PSDP1 a la meilleure garantie de performance, NSPI(*) est un bon candidat pour faire
un compromis entre la garantie et la memoire. Si, dans la Table 6.1, les deux premieres bornes
pour cet algorithme etendent celle d’API, les deux suivantes sont composees de deux termes :
les termes de gauche sont identiques a ceux obtenus pour PSDP4, tandis que les termes de
droite, nouveaux, sont contréles par °, qui peut etre rendu arbitrairement petit en augmentant
le parametre de memoire “. Notre analyse con rme ainsi I'intuition que NSPI(*) permet de faire
un compromis performance/memoire entre APl (plus petite memoire) et PSDP4 (meilleure
performance). En d’autres termes, des lors que la memoire devient une contrainte, NSPI(*)
constitue I'alternative naturelle a PSDP4 .

6.3 Simulations numeriques

Dans cette section, nous presentons des simulations numeriques pour illustrer le compor-
tement empirique des di erents algorithmes consideres dans le chapitre. Nous considerons le
schema standard API comme reference. CPI, tel qu’il est decrit dans Kakade et Langford (2002),
est tres lent (sur une experience impliquant un probleme avec 100 etats, il a progresse tres len-
tement et a mis plusieurs millions d’iterations pour s’arréter) et nous ne I’avons pas evalue dans
sa forme originelle. A la place, nous avons considere deux variations : CPI+ qui est identique
a CPI sauf gu’il choisit un pas d’apprentissage  a chaque iteration en faisant une recherche
lineaire dans la direction de la politique fournie par I’'operateur gourmand approche ®, et CPI( )
avec = 0:1, qui e ectue des pas \relativement petits mais pas trop'" a chaque iteration. A n
d’evaluer I'utilite pour CPI d’utiliser la distribution d . lors du choix de la politique approxi-
mativement gourmande, nous avons considere egalement API( ) avec = 0:1, la variation
conservative d’API decrite a I’equation (6.4) qui fait des petits pas, et qui di ere seulement
de CPI( ) par le fait que I'operateur approximativement gourmand utilise la distribution au
lieu de d . . En plus de ces algorithmes, nous considerons PSDP 4 et NSPI(“) avec les valeurs
* 2 15;10; 30g.

A n de mesurer precisement leur qualite, nous considerons des MDPs de taille nie pour
lesquels la fonction de la valeur optimale peut étre calculee exactement. Plus precisement, nous
considerons des problemes \Garnet" introduits par Archibald et al. (1995), qui sont une classe
de MDPs nis construits aleatoirement. Ils ne correspondent a aucune application particuliere,
mais sont representatifs de MDPs que I’on peut rencontrer en pratique. En bref, nous considerons
des problemes Garnet avec jSj 2 f50; 100; 200g, jAj 2 f2;5; 10g, et un facteur de branchement
dans f1; 2;10g. L’operateur gourmand approche utilise par tous les algorithmes est implemente
comme I'operateur gourmand exact applique a une projection bruitee de la vraie fonction de
valeur sur un espace lineaire de dimension % Cette projection est une projection orthogonale
par rapport a la norme quadratique ponderee par ou d . (pour CPI+ et CPI( )) ou est
uniforme.

Pour chacune des 3% = 27 instances des parametres de problemes Garnet, nous generons 30
MDPs Garnet i.i.d. (Mj)1 i 30. Pour chaque MDP M;j, nous executons API, API(0.1), CPI+,

5. Nous avons implemente un mecanisme simpliste de recherche lineaire, qui considere I'ensemble des pas
d’apprentissage 2' ou est le pas minimal determine par CPI pour garantir une amelioration (cf. Kakade et
Langford (2002)).
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CPI1(0.1), NSPI(*) pour “ 2 £5;10;30g et PSDP4 30 fois. Pour chaque execution, nous calcu-
lons, a chaque iteration k 2 (1;100) la performance, c’est-a-dire la perte Ljx = (v v.,)
par rapport a la politique optimale. La gure 6.2 montre des statistiques sur ces variables
aleatoires. Pour chaque algorithme, nous tracons des courbes d’apprentissage avec des inter-
valles de con ance qui rendent compte de la variabilite de la performance a travers les di erentes
executions et les di erents problemes tires aleatoirement. Dans la partie \Complements' de I'ar-
ticle (Scherrer, 2014), nous presentons des statistiques qui sont conditionnees aux valeurs de
Ns, Na et b, ce qui eclaire sur I'in uence de ces parametres.

A partir de ces experiences et des statistiques, nous pouvons faire une serie d’observations.
L’algorithme standard API est bien plus variable que les autres et tend a fournir les pires per-
formances en moyenne. CPI1+ et CPI( ) ont une performance asymptotique moyenne similaire.
Si CPI( ) montre un peu moins de variabilite, il est beaucoup plus lent que CPI+ qui converge
toujours en un petit nombre d’iterations (la plupart du temps en moins de 10 iterations, et tou-
jours en moins de 20). API( ) || la variation conservative na ve d’API qui est aussi plus simple
que CPI( ) ] est empiriqguement proche de CPI( ), bien gu’etant en moyenne legerement moins
bon. CPI+, CPI( ) et PSDP4 ont une performance moyenne similaire, mais la variabilite de
PSDP4 est signi cativement moindre. PSDP4 appara't ainsi comme donnant les meilleurs
resultats empiriques. NSPI(“) constitue e ectivement un pont entre APl et PSDP4 . En aug-
mentant “, le comportement de NSPI(*) se rapproche progressivement de celui de PSDP4 .
Avec “ = 30, NSPI(“) est globalement meilleur que API( ), CPI+, et CPI( ), et est proche de
PSDP 4 . Des experimentations complementaires ont montre que I’ensemble de ces observations
est stable par rapport aux parametres ns et na. De maniere interessante, les di erences entre
les algorithmes tendent a se dissiper lorsque la dynamique du probleme est de plus en plus
stochastique (lorsque le facteur de branchement augmente). Ceci est conforme a notre analyse
basee sur les constantes de concentrabilite : celles-ci sont toutes nies lorsque la dynamique est
fortement \melangeante”, et leur di erences relatives sont les plus grandes pour des dynamiques
deterministes.

6.4 Bilan et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons considere plusieurs variations de Pl pour les problemes a
horizon in ni : API, CPI, NSPI(*), API( ) et PSDP4. Nous avons en particulier explique le
fait que I’algorithme original que nous avons introduit avec Boris Lesner et decrit au chapitre
precedent, NSPI(“), generalise API (obtenu lorsque * = 1) et PSDP4 (lorsque * = 1). La
table 6.1 synthetise les garanties de performance de ces algorithmes. La plupart des bornes qui
y sont decrites sont a notre connaissance nouvelles.

L'un des premiers messages important de notre travail est que ce qui est habituellement
cache dans les constantes de concentrabilite compte. Les constantes impliquees dans les bornes
d’API, CPI, PSDP4 et pour les principaux termes (a gauche) de NSPI(“) peuvent &tre ordonnes
de la pire a la meilleure comme suit : C@10: c@0:c®.c . Une hierarchie detaillee de toutes
ces constantes est fournie a la gure 6.1. A notre connaissance, c’est la premiere fois qu’une
comparaison detaillee et complete des bornes de performance d’algorithmes de programmation
dynamique est e ectuee, et notre hierarchie des constantes a des implications qui vont au-dela
des schemas de type iteration sur les politiques que nous avons consideres ici. En fait, plusieurs
autres algorithms de programmation dynamique, notamment AVI (Munos, 2007), PI (Scherrer,
2013b), et AMPI (decrit au chapitre 4 et dans Scherrer et al. (2015)), ont des garanties qui sont
exprimees en fonction de la pire constante C19  ce qui suggere qu’ils ne devraient pas étre
competitifs avec ceux que nous avons decrits ici.

D’un point de vue purement technique, plusieurs de nos bornes sont derivees par paires ; ceci
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est d0 au fait que nous utilisons une nouvelle technique de preuve. Celle-ci a permis de deriver
une nouvelle borne de performance pour API, qui est meilleure que I'existant car elle implique la
constance C9 au lieu de CL9, Cela nous a egalement permis de deriver de nouvelles bornes
pour CPI (et sa variation algorithmique CPI( )) qui est moins bonne en termes de garantie mais
meilleure du point de vue de la complexite en temps (O(2) au lieu de O(%)). Nous pensons que
cette nouvelle technique pourrait étre utile dans de futures etudes sur la resolution approchee
de MDPs.

Resumons les principaux enseignement de notre etude. 1) Les garanties pour CPI peuvent
etre arbitrairement meilleures que celles d’API/API( ), parce qu’elle sont exprimees en fonction
de la meilleure constante de concentrabilite C , mais ceci se fait au prix d’une augmentation
relative ] exponentielle en 1 | du nombre d’iterations. 2) PSDP4 combine les avantages d’AP!I
et CPI : sa garantie de performance est similaire a celle de CPI, mais elle est obtenue en un
nombre d’iterations identique a celui d’API. 3) Contrairement a APl qui requiert une memoire
constante, la memoire requise par CPIl et PSDP4 est proportionnelle au nombre d’iterations,
ce qui peut etre problematique lorsque le facteur d’actualisation est proche de 1, ou lorsque
I’erreur d’approximation est proche de 0; nous avons montre que I'algorithme NSPI(“) permet
de faire un compromis entre la qualite de performance de PSDP4 et la memoire d’API.

La limite principale de notre analyse reside en I’hypothese, consideree tout au long de ce
chapitre, que tous les algorithmes disposent d’un operateur approximativement gourmand de
qualite . Ceci n’est en general par realiste, car on ne peut pas controler directement le niveau
de qualite . De plus, la comparaison de tous les algorithmes par rapport a cette quantite est
limitee, car les problemes d’optimisation sous-jacents sont de complexites variees : par exemple,
les methodes comme CPI cherchent dans un espace de politiques stochastiques, tandis qu’API
se deplace dans un espace de politiques deterministes. Approfondir notre etude en explicitant ce
qui est cache dans ce terme | comme nous I’avons fait dans le chapitre 4 pour AMPI | constitue
une perspective naturelle.

Dernier point, et non le moindre, du c6te pratique, nous avons e ectue des simulations
numeriques qui con rment notre analyse que des algorithmes avec de meilleures constantes de
concentrabilite doivent €tre preferes. Sur plus de 800 MDPs Garnet avec diverses caracteristiques,
CPI( ), CPI+ (CPI avec une recherche lineaire simpliste), PSDP4 et NSPI(“) ont des per-
formances qui surpassent signi cativement celles du schema standard API. CPI+, CPI( ) et
PSDP4 ont des performances moyennes similaires, mais PSDP 4 est bien moins variable, ce
qui fait de lui globalement le meilleur algorithme. Finalement, NSPI(*) permet de faire un pont
entre APl et PSDP 1, et permet d’atteindre des performances similaires a celle de PSDP 4 tout
en contrélant la memoire. Considerer d’autres instances de ces schemas algorithmiques, analyser
leurs performances et les tester empiriqguement sur des problemes de plus grande taille constitue
I’'une des perspectives les plus naturelles de ce travail.
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