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INTRODUCTION.

Ce travail a pour origine certaines questions concernant 

les anneaux de Patou. Rappelons, en gros, la définition des 

anneaux de Fatou introduite par.BENZAGHOU s

On dit qu'un anneau intègre A de corps des fractions K 

est de Fatou lorsque la condition suivante est réalisée s si une 

fraction rationnelle en X ,à coefficients dans K , P ( x ) /Q ( x )  , 

(vérifiant certaines conditions de normalisation à préciser) 

possède un développement en série en X à coefficients dans A , 

alors les polynômes P et Q sont à coefficients dans A .

On emploie cette terminologie car FATOU a montré que 7Z. 

jouissait d'une telle propriété.

BENZAGHOU C33 a montré qu'un anneau intègre qui est 

intersection d'anneaux de valuation de hauteur 1 est de Fatou 

et qu'un anneau de Fatou est complètement intégralement clos.

Il a ensuite posé un certain nombre de questions :

1#) La notion d'anneau de Fatou passe-t-elle à l'ann&au 

des polynômes ?

2*) La notion d'anneau de Fatou pa3 se-t-elle aux localisés ?

3 ®) La classe des anneaux de Fatou est-elle confondue avec 

la classe des anneaux intègres qui sont intersection d'anneaux de 

valuation da hauteur 1 ?

4a) La classe des anneaux de Fatou est-elle confondue avec 

la classe des anneaux complètement intégralement clos ?



- IV -

Supposons que A soit un anneau intègre de corps des 

fractions K et essayons de répondre à la première question. 

Considérons une fraction rationnelle en T , P(x)(t )/Q(x )(t ) , 

à coefficients dans le corps des fractions K(x) de AfxJ , 

"normalisée1* et dont le développement en série en T est à 

coefficients dans AQxl . En fait, l’anneau K[x} étant lui-même 

de Fatou, P et Q sont à coefficients dans Kjx]. Une façon 

naturelle de procéder est de substituer à X un élément a de A ; 

nous obtenons alors une fraction rationnelle en T , P~(t )/Qq(t ) ,
a  fil

à coefficients dans K et dont le développement en série en T 

est à coefficients dans A . On vérifie que cette fraction

P (T)/Cï (T) est "normalisée" pour presque tout élément a de A.
o. o.

Supposons maintenant que A soit un anneau de Fatou. Alors,

pour presque tout élément a de A , les coefficients de P (t )
cl

et de Q (t) appartiennent à A et donc les coefficients de P
fil

et de Q sont des éléments de K[xJ dont la valeur pour X=a 

est dans A } on verra qu’en fait ils sont à valeurs dans A sur 

A tout entier. Si l'on pouvait en déduire qu’ils sont des éléments 

de A[xJ » on aurait terminé la démonstration. Mais ce n'est pas 

le cas, par exemple, pour A = X  : le polynôme ^ X(x~1) à 

coefficients dans Q  prend des valeurs entières pour tout entier, 

alors qu’il n’est pas à coefficients entiers.

Aussi, avons-nous été amenés à étudier :

- les anneaux A tels que tout polynôme à coefficients dans 

K et à valeurs dans A pour tout élément de A soit en fait à
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L'anneau ALX3 gub est donc apparu dans l'ébauche de 

démonstration précédente» qui prouverait d'ailleurs que, si A 

est un anneau de Fatou, l'anneau A[x3sub aussi. Cet anneau 

ACx3sub devient alors un intermédiaire agréable pour répondre à 

la question 1 . En effet, soit A' la fermeture intégrale de A 

dans une clôture algébrique de K ; en supposant A de Fatou, 

on montre que A* est de Fatou et par suite A* Cx]sub est de

Fatou ; on montre aussi que A* est substitutiel 

( A ’CxJsub 35 A ’W  donc A ' W  est de Fatou et finalement 

A[x3 =  A'£x 3 0 k [x 3 est de Fatou, (c'est le principe de 

démonstration utilisé, de façon implicite, par CAHEN- [73
Ajoutons que ce même anneau A[xj su^ nous a fourni des 

contre-exemples permettant de répondre par la négative aux 

questions 2 et 3 (cf. [tO). Mais,finalement, nous avons 

répondu par l'affirmative à la question 4 : tout anneau complè­

tement intégralement clos est de Fatou (cf. f133)• (Ce qui répond 

du même coup aux questions 1, 2 et 3 ! ).

coefficients dans A (on les appellera "anneaux substitutiels" ) 

et de façon plus générale ;

- le sous-anneau de K M  formé des polynômes qui sont à 

valeurs dams A pour tout élément de A (on le notera A ^ s u b  

et on l'appellera "anneau des polynômes à valeurs entières sur A M 

par analogie avec le cas étudié par POLYA [373 et OSTROWSKI [3^3 

où A est l'anneau des entiers d'un corps de nombres).
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Pour aborder l’étude de l'anneau A[xl » nous nous*• •* sub

sommes placés dans une situation plus générale (ce qui simplifie 

parfois les démonstrations). En effet, remarquons que le 

A-module quotient A[Xjgulj/ACx3 est isomorphe à 1* ensemble des 

polynômes en X à coefficients dans le A-module K/A qui sont 

nuls en tout élément de A et dire que l'anneau A est 

substitutiel revient à dire que le polynôme nul est le seul 

polynôme à coefficients dans le A-module K/A qui soit nul en 

tout élément de A . Aussi :

Etant donné un anneau quelconque A , nous introduisons 

dans la catégorie Mod(A) des A-modules un foncteur noté X^, 

qui à tout A-module M associe le A-module X^ÎM) des 

polynômes en X à coefficients dans M nuls en tout élément 

de A . Nous considérons tout particulièrement les A-modules M 

tels que X^ÎM) = o : ils constituent la classe libr“e d'une 

théorie de torsion sur Mod(A) et nous les appellerons 

w A-modules seins torsion polynomiale w .Lorsque l'anneau est 

noethérien, les modules sans torsion polynomiale sont caractérisés 

par leurs idéaux premiers associés (qui doivent avoir un corps 

résiduel infini). Ceci fait l'objet du chapitre I.

Au chapitre II, nous étudions ce qui se passe lorsqu'on 

étend ou lorsqu'on restreint les scalaires. Les modules sans 

torsion polynomiale qui le restent par extension des scalaires 

ainsi que leurs sous-modules sont caractérisés par les idéaux 

premiers de leur support (qui doivent avoir un corps résiduel 

infini). Le résultat le plus important pour la suite concerne
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noethérien, il y a égalité, pa façon plus générale, si u : A — B 

est un homomorphisme d'anneaux où B est noethérien, pour que 

tout polynôme à coefficients dans un B-module quelconque nul 

sur u (a ) soit nul sur B il faut et il suffit que, pour tout

idéal maximal m de B , ou bien A/u"”* (m) soit infini, ou

•"•1 -1bien l’image de u” (m) dans Bm engendre mBm et A/u“ (m)

admette B/m pour corps des fractions.

Puis nous passons à 1*étude de l'anneau A W „ u b  des 

polynômes à valeurs entières sur A (supposé maintenant intègre 

de corps des fractions K ). Dans le chapitre III nous utilisons 

tout d'abord les résultats généraux obtenus dans le cadre des 

modules. Nous nous intéressons ensuite aux anneaux substitutiels 

( A P 0 sub = AOiJ ) ^es caractérisons le plus souvent par leurs 

idéaux premiers de hauteur 1 (qui doivent avoir un corps résiduel 

infini). Enfin nous considérons la situation suivante s 

A[x}sub = (P(X)6 K[X] | P(Aq) CL A^ où Aq est un sous-anneau 

de A (nous dirons que Aq est substituable à A ).

Au chapitre IV, nous étudions la structure de AfxJ ^ 

en tant que A-module. En dehors du cas trivial où A.[x3su^ 

est égal à A[x3 (étudié précédemment), c’est un A-module libre 

lorsque l’anneau A est local d’idéal maximal principal (en 

particulier de valuation discrète) ou lorsque A est factoriel 

et nous en décrivons une base.

la localisation par une partie multiplicative S de A :

S ^ X ^ M ) est inclus dans «coo et, lorsque A esta (m )
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Au chapitre V, nous déterminons les idéaux premiers de 

l'anneau A Cx3sub en fonction de ceux de A . Dans le cas où. A 

est un anneau de valuation discrète de corps résiduel fini, nous 

savons entièrement décrire le spectre de A(%i sub ’ en Particulier 

les idéaux premiers de A Cx3sub au-dessus de l'idéal maximal de

A sont en bijection avec les éléments du complété de A (on en

Nous introduisons ensuite au chapitre VI une-notion 

d'élément quasi-entier qui généralise la notion classique pour 

les éléments du corps des fractions d'un anneau intègre. L'étude 

de cette notion redonne en particulier les propriétés classiques 

des anneaux complètement intégralement clos. D'autre part, nous

avons dit au début que l'anneau AM 3Ub fournissait des

contre-exemples pour les anneaux de Fatou, mais que les anneaux 

de Fatou n'étaient pas autre chose que les anneaux complètement

intégralement clos j par suite l'anneau A M s u b fournit des

contre-exemples pour les anneaux complètement intégralement clos 

(ils sont non classiques, mais aussi beaucoup plus maniables que 

les contre-exemples connus jusqu’à présent). Ainsi :

- 1 » anneau AM 3ub peut être complètement intégralement

clos et posséder des localisés qui ne le sont pas (et l'on sait 

bien les décrire).

déduit les localisés de AM.,ub et les anneaux de valuation

contenant AM SUb , ce qui nous permettra d'obtenir par la suite

certains contre-exemples). Cette détermination est étendue au cas 

où A est local d'idéal maximal principal, ou bien noethérien 

intégralement clos ou encore noethérien de dimension 1 .
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Enfin, au chapitre VII, nous étudions les représentations 

des fractions rationnelles en X et leur développement en série 

en X . En utilisant la notion généralisée d'élément quasi-entier, 

nous montrons que : si P(x) et Q(x) sont deux polynômes de 

K txJ étrangers entre eux, si q ( o ) = 1  et si les coefficients du 

développement en série en X de P(x)/Q(x) appartiennent à A , 

alors les coefficients de P(x) et de Q(x) sont quasi-entiers 

sur A (A étant un anneau intègre quelconque de corps des 

fractions K ). Ceci prouve en particulier qu'un anneau complètement 

intégralement clos est de Fatou. FLIESS C*8j ayant généralisé 

la notion d'anneau de Fatou par la notion d'extension de fatou, 

nous caractérisons ensuite de telles extensions lorsque les anneaux 

considérés sont intègres. (Ces résultats semblent utilisés dans 

l'étude des systèmes linéaires dynamiques sur les anneaux intègres, 

cf. ROUCHALEAU et WYMAN [383).

Le point de départ de cette étude est un travail e f f e c t u e  

avec Paul-Jean CAHEN sur les "coefficients et valeurs d'un 

polynôme" C9J. De son côté, Paul-Jean CAHEN a développé la 

question des polynômes à valeurs entières mais dans des directions 

différentes : ainsi, il a particulièrement étudié les théories d e  

torsion et généralisé à ces théories bien des résultats o b t e n u s  

primitivement dans le cas de la torsion polynomiale 5 il a d o n n é

- l'anneau A Cx^sub Peut être complètement intégralement 

clos (et en outre de Prüfer et de dimension finie) sans être 

intersection d'anneaux de valuation de hauteur 1 .
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CHAPITRE I - LA TORSION POLYNOMIALE

Soient A un anneau et M un A-module. Notons X une 

indéterminée. Considérons le A-module M ^ A  [x3 • On a les 

isomorphismes suivants :

M®.A[x;i il M ® a( ® a  ) -  ® ( y ( M ® AA ) ^  © , M  où A v ** W A'nelN n ’ n¤lN v A n' ne(H n

An = A et Mn = M. Les éléments de M<0^À[x3 peuvent être

écrits formellement : m +m^X+...+ra,X̂  où les élémentso 1 d

mQ,m.j ,. .. ,md appartiennent à M et on peut considérer MgJ^AfxJ 

comme le A-module (ou même le a Cx J -module) des polynômes à une 

indéterminée à coefficients dans M que l'on notera MCxJ 

(l'addition de deux polynômes et la multiplication par un 

scalaire se faisant formellement).

En outre, étant donné un élément a de A, on peut définir

clpour tout élément P(x) = m +m. X+. . .+m .X de Mtxl sa valeuro i a

P(a) en a en posant :

p(a) = m +m.a+.. .+m . o 1 d

Il est immédiat que cette application de M[Xj dans M qui à P(x) 

associe P(a) est un homomorphisme de A-modules.
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t. LA FILTRATION POLYNOMIALE

Soit A un anneau filtré par une filtration décroissante 

(An)ngĵ j telle que Aq = A et que les An soient des idéaux 

de A .

L ’anneau a £x 3 est de façon évidente muni de la filtration

décroissante (Anfx3 )n ¤ |N •

Etant donné un A-module M filtré par une filtration

décroissante (M ) _,vi (les M sont des A-modules),n ne: ir» n '

le A[XJ -module MpCj est muni de la filtration évidente

(^nCxl )n et on vérifie que celle-ci est bien compatible avec

la filtration (AnCx3 )n e |fc| de Atx 3 •

Nous allons maintenant définir une autre filtration qui 

va faire intervenir la structure de module de polynômes et que 

l'on pourra appeler "filtration polynomiale" de M[x3 : pour 

tout n £  W  , posons :

1 .1  . X ^(M ) = { q ( x )  ¤  MCX3 | Q (A ) CT Mn ]  .

En particulier pour le A-module A cela donne : 

X^(A) = {q (x ) <= A[X) l Q(A)C An } .

On vérifie que :

<(A).x£,(M)c x£+n,(M) car An .Mn , d  Mn+n, .

Notons xa (a ) l’anneau Afx} muni de la filtrati on (x£(A)) 

et XA(M ) le XA(A)-module M (xJ muni de la filtration (xA (m))

A tout homomorphisme de A-raodules filtrés (compatible avec 

les filtrations) u : M — j» N associons 1*homomorphisme XA (u) :
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x^ m )— > xa (n ) obtenu à partir de u par tensorisation sur A avec 

l'identité de AfxJ . Il est immédiat que X^u) est compatible 

avec les filtrations de X^M) et XA(N) f si Q(x)e Mfe] et 

Q(A)cKn , alors XA(u) (q )ê  N[xJ et (XA (u)(Q))(A) = u(Q(A))C u(Mn) 

C N fl ) et que c'est un homomorphisme de XA (A )-modules filtrés.

Nous venons donc de définir un foncteur covariant X^ de 

la catégorie des A-modules filtrés dans la catégox-ie des

Dire que Mq = M signifie que la filtration (Mn) est 

exhaustive. Dans ce cas X^(m ) = ^Q(x)eMfx] |q (a )c m } = Mfx] 

et la filtration (x V m )) est exhaustive.

Posons = nclHMn ’ ^ re que M ©-o= (°) signifie que la

filtration (M ) est séparée. Posons de même :

x i.(  M) = C lx * (M )  ; il est immédiat que :
XI Csipl XX

1 .2. X ^  (h) = { q (x ) e  MfxllQÎAjdMc^J et donc la formule (1 .1 ) 

est valable pour tout nef^lu^l , Mais la filtration (Mn) peut 

être séparée sans que la filtration (x^(m)) le soit«

A tout homomorphisme de A-modules filtrés u : M-— ©  N f 

associons lfhomomorphisme X^(u) : X ^ ( M ) —  Xt. (N) obtenu 

par restriction de X^u) à XA (M )• Nous avons ainsi défini un 

foncteur covariant X^  de la catégorie des A-modules filtrés dans 

la catégorie des A-modules.

x V )  -modules filtrés.
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O n peut chercher à comparer la filtration évidente (Mn (xJ)

et la filtration polynomiale (xA (m)) de M[x) . Il est clair

que MnCxl est inclus dans X^(m ) et dire qu’il y a égalité entre

1*1 [xj et X^ÎH) revient à dire que X^ÎM/M ) = X^ÎM/M ) = 0 n* * n n' ' n oo' • n

où le A-module M/Mn est muni de la filtration quotient (qui 

est séparée et même discrète).

Ainsi la comparaison entre les deux filtrations introduites 

se ramène à la connaissance du foncteur X ^  sur la catégorie des 

A-modules filtrés séparés. Cette hypothèse de séparation permet 

même d’oublier les filtrations pour ne considérer que le foncteur 

qui à tout module M associe le module £q(x)«£ M[X] |Q(A) = 0} ; 

nous noterons encore X^L ce foncteur.

C ’est ce foncteur que nous allons considérer dans la suite. 

Nous étudierons particulièrement le cas des modules M tels que 

X'̂ >0 (m) = 0  et ceux-ci seront bien caractérisés lorsque A sera 

un anneau noethérien.
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2. LE FONCTEUR x4o (DES POLYNOMES NULS SUR A )

2.1. Rappelons qu'étant donné un anneau A on note X^,

le foncteur covariant de la catégorie des A-modules dans elle-raême 

qui à tin A-module M fait correspondre le A-module des polynômes 

à coefficients dans M nuls sur A, c’est-à-dire X ^ ( m ) = 

(Q(x)eMfx] ¡Q(a) = o] et qui à un homomorphisme de À-modules u :

M — » N fait correspondre 1*homomorphisme :

u @ 1 a Cx 3

2.2. Le foncteur X^, est exact à gauche.

En effet, soit o — y M ’ — M ,-V  p. M" une suite 

exacte de A-modules. Par tensorisation avec le module libre A[xl, 

on obtient la suite :

o  „M* fri} U ® 1AÇxJJii MPCÎ V<8>1aCxĴ  M»ifx] qui est

exacte. Ceci prouve que (v )

O-h. xM m ’)¤?f»

r^.(u) : x^ M - ^ x ^ n ) obtenu parrestriction de î

Ira xto( u) .Soit QêX^ÎM) tel que x t j v K Q )  = o donc tel que 

(v®lA[xi ) (Q) = ° . Il existe RCM'Cxl tel que ( u A ̂  ̂ ) ( R ) = Q. 

On a alors : u(r(a) ) = ( u ©  1A ) (R) (A ) = Q(a) = o puisque 

QeX^,(M). Comme u est injectif, r(a) = o et donc R appartient 

à (M’ ) et X ^  (u) (r) = Q .Enfin, u étant injectif, sa

restriction X^(u) l’est aussi. On a donc la suite exacte :

xto(v)‘Xto(u)
A . .

= o. Montrons que Ker X' (v ) est inclus dans

M[X) * M ®aA[x)--  N(X] = N <x)a A [Xi .

.Enfin,

l’est aussi«, On a donc la suite exacte :

U ® 1ACX]
étant injectif, sa

Xc^(u)
.— -------- -I» x a (m " ) .eso

et donc que les restrictions
*ìo'

et X^(v) vérifientu)

<v ® 1AtxJM u ® 1A D U ) = (v ,u )® ’a DcJ = °

i ..... . ............................. ffiprXa<3*0;m )

à (M* ) et Xa (u )(r ) = Q

restriction xL(u)
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Notons aussi les formules :

2 3 XA ( M ) = C m )ooUcI i; i £ r « l ij

XA (T_ i M. ) = X T x JL(M, )oo'x¤ I x i£ I O® i'

pour toute famille (M.). de A-modules.i Xfc X

2 -k - x«<iEî V
pour toute famille filtrante Í M . de sous-A-modules 

d’un A-module.

2.5. X^(M) => M . X^(A/ ann M)

pour tout A-module M , où ann M désigne l'annulateur 

de M et où le produit est effectué dans M<g)^(A/annM) [x3 ~  M{x] .

2.6. Proposition. Si u : M — *N est une extension essentielle 

de A-modules, alors ^ ^ ( u  ) : X^( M ) — ^ X ^ ( N )  est une extension 

essentielle de A-modules.

En effet, u® 1a(x3 ’’ M tx3— > N[x} est une extension 

essentielle de A-modules (BOURBAKI, £,4 J , XI, § 2, exercice 15)» 

Soit Q¤= NfXJ - {o} tel que Q(a) = o . Il existe a¤lA tel que 

aQ appartienne à m£x) et, comme Q(a) = o  , aQ, appartient

à X^(M) .

2.7* Proposition^ Lorsque A est un anneau noethérien, le foncteur 

AX commute aux limites inductivos filtrantes.

- yA (’M ) le i *oo\n±tss
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canoniques de dans M* Notons que le système

et soit N. le sous-A-module de M. engendré par les valeurs 
J J

de Q. sur A . L'anneau A étant supposé noethérien et N. étant 
J J

contenu dans le A-module de type fini engendré par les coefficients

de Q . , le A-module N. est de type fini. Comme en outre Q(a) .= o, 
J J

il existe i tel que Q^(a )' = o, donc pour tout j^k,

Q.(a) = o et par suite Q appartient à lim (M.).
J   ^  i

Notons enfin la remarque suivante qui nous sera utile 

dans la suite :

2.8* Remarque » Lorsque A est un anneau de cardinal infini, pour 

tout A-module M, X^ÎM) est formé des polynômes à coefficients 

dans M nuls sur presque tout A (c’est-à-dire pour tout élément 

de A sauf peut-être un nombre fini).

Démonstration. Soit M la limite inductive d'un système inductif

filtrant de A-modules (M.,u. . ) 
i i j et soient u^ les homomorphismes

est un système inductif filtrant et que lim X ' (M.)«_£*** v X est inclus

dans MpCj • Soit Q un élément de lim x £o (M± ) et soit Q±e  Xe>Q(Mi)

tel que xt0(ui)(Qi) = Q ; comme Q^(a ) = o, il est immédiat que

Q(A) = ui(Qi(A)) = o et que Q appartient à X^,(M ). Ainsi,

lim ̂ (M.) est inclus dans 4 j m> et ceci sans hypothèse

no et lié ri enne.

Inversement, soit Q¤X^(M)CM[X) et soit Q ^ M ^ X j

tel que <Ui ® 1A K J )(Qi>"4P our tout Q . = u. .(Q.) 
J  i j v i '

(X^ (m .),X (u..))
C?ov x PO v x J

3 f soit
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Démonstration. XI s'agit de montrer qu'un polynôme nul sur presque 

tout A est en fait nul sur tout A. On raisonne par récurrence sur 

le degré du polynôme. C'est évident pou.r le degré o, supposons le 

vérifié jusqu'au degré n. Soit Q(x) un polynôme à coefficients 

dans M, de degré n + 1 et nul en tout élément de A sauf peut-être 

en ceux d'une partie finie T de A. Etant donné un élément a de A,

notons R (x) » Q(x) - Q(x-a). Le polynôme R (x) est de degréa» a

inférieur ou égal à n et nul en tout élément de A sauf peut-être 

en ceux de T et en ceux de T + a = ^ b£A [ b = t + a où t^Tj. 

D ’après l'hypothèse de récurrence, R&(x) est nul sur tout A.

Soit maintenant un élément c quelconque dans T et choisissons un 

élément a de A tel que c - a n ’appartienne pas à T. On a :

Q(c) = Ra(c) + Q(c - a) = o.

Nous allons maintenant étudier plus particulièrement les

cas où 4o (m) = o et où
0O

(A) = o.
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3. MODULES SANS TORSION POLYNOMIALE

Nous introduisons ici une terminologie que sera justifiée 

au dernier paragraphe de ce chapitre.

3.1. Définition - Un A-module M est dit sans torsion polynomiale 

si le A-module X^ÎM) est'nul c'est-à-dire si le polynôme 0 est 

le seul polynôme à coefficients dans M nul en tout élément de A.

Un anneau A sera dit sans torsion polynomiale s'il est un 

A-module sans torsion polynomiale.

Dans la suite nous écrirons souvent en abrégé "s.t.p." au 

lieu de "sans torsion polynomiale".

3.2. Exemples -

a) Pour qu'un anneau intègre soit s.t.p. il faut et il 

suffit qu'il soit de cardinal infini.

b) Soient A un anneau et M un A-module. Le A m  -module

n i
M[XJ est s.t.p. .En effet, soit P(t ) = P±(x)T un élément

de M{xJ£t3 et soit m£ M  tel que m>Sup(degré de P.).
—  im

Si P(A£x3) = 0 , en particulier P(x ) = P^(x)x = o et donc
i=o

P^(x) = 0  pour tout i .

c) Soient A un anneau et M un A-module. Le A[x}-module
n

M[DO| est s. t. p. .En effet, soit Q(t )  E l  S (x )t 1 un
i=o

élément de M [[xj) ¡[t3 - £0! et soit m tel que m Sup(ordre 

de S^). Alors Q(xm) est non nul.
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Donnons quelques conséquences immédiates du paragraphe 

précédent :

3.3. Un module libre sur .un anneau s.t.p. est lui-même s.t.p. 

et, de façon plus générale, une somme directe ou un produit direct 

de A-modules s.t.p. est un A-module s.t.p. (formule 2 .3 ).

3.4. Une réunion filtrante de A-modules s.t.p. e3t un A-module 

s.t.p. (formule 2.4).

3.5« Une extension essentielle d’un A-module s.t.p. est un 

A-module s.t.p. (proposition 2.6).

3 .6 . Proposition - Soient A un anneau et M un A-module. Les 

assertions suivantes sont équivalentes î

(i) Le A-module M est sans torsion polynomiale.

(ii) Pour tout entier n, le polynôme 0 est le seul

(iii) Le polynôme 0 est le seul polynôme de m £x} nul en 

tout élément de A sauf peut-être en un nombre fini.

L’équivalence de (i) et (ii) se vérifie par récurrence 

sur l’entier n et l’équivalence de (i) et (iii) résulte 

directement de la remarque 2.8.

Voyons maintenant un théorème indiquant la structure des 

modules sans torsion polynomiale :

polynôme de Mfxi nul sur An.I •  •  • Xr?
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3.7. Théorème - Soient A un anneau et M un A-module. Les assertions 

suivantes sont équivalentes :

(i) Le A-module M est sans torsion polynomiale.

(ii) Pour tout élément non nul x de M, l’anneau A/ann x 

est sans torsion polynomiale.

(iii) Pour tout élément non nul x de M, il existe un

idéal I de A contenant ann x et tel que l'anneau A/l soit
X x

sans torsion polynomiale.

Démonstration

(i ) > (ii) î En effets A/ann x est isomorphe â Ax en

tant que A-raodule et il est clair que :

Un sous-module d’un A-module sans torsion polynomiale est 

un A-module sans torsion polynomiale.

(ii)— ^(iii) : XI suffit de prendre pour I l’idéal ann x

(iii)— >(i) s Soit P = P 0 + P ^ X + . . .  + PnXn un polynôme

à coefficients dans M, non nul et de degré n. Par hypothèse, il

existe un idéal I contenant ann(pn) tel que l’anneau A/l soit

s.t.p. .Ainsi, le polynôme D (x) = ]  \ (X^-X1) n ’étant
o s? i <  j

pas nul dans (a / i )[x J , il existe un élément a de A tel que

D (a) = | T (a^-a^) ne soit pas dans I et a fortiori tel
o$,i < j ç n

que p_.D (a) ne soit pas nul dans M. Or, D (a) n’est autre que
Il XI XL

le déterminant du système :

P o  +  P 1 + . . .  +  P n  =  p ( 1  ) , 

P 0  +  P ì a  +  . . .  +  P n a n  =  P ( a )  ,

P o  + p t & n +  • • •  +  P n a I Ì  «  P ( a n ) .
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Les formules de Cramer montrent que p .D (a) est unen n x

combinaison linéaire des valeurs P(1 ) ,P(a) ,, ., ,p(an ) ; l’une 

d ’elles n ’est donc pas nulle.

Pour qu’un A-module M soit s.t.p. il faut et il suffit 

donc que tout sous-module monogène de M soit un À-module s.t.p. .

C ’est l’assertion (ii) du théorème puisque dire que 

A/ann x est un anneau s.t.p. équivaut à dire que Ax est

un A-module s.t.p.

Mais le théorème 3*7 est surtout intéressant par ses 

corollaires lorsque l’anneau A est noethérien.
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4. LE CAS NOETHERIEN

4.1. Proposition. Soient A un anneau noethérien et M un A-module.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Le A-module M est sans torsion polynomiale.

(ii) Pour tout idéal premier associé à M (*), le corps 

résiduel correspondant est infini.

Pour montrer cette proposition,.il suffit de rapprocher le 

théorème 3*7 de l'exemple 3.2.a et de remarquer que tout annulateur 

d'un élément de M est contenu dans un idéal premier associé.

4.2. Remarque. Lorsque l'anneau A n'est pas noethérien, les 

conditions :

- pour tout idéal premier1 associé à M , le corps résiduel 

correspondant est infini,

- pour tout élément non nul s de M , l'anneau A/ann x est 

de cardinal infini,

sont nécessaires pour que M soit un A-module s.t.p., mais elles 

ne sont pas suffisantes. C'est ce que montre l'exemple suivant.

(*) Etant donné un A-module M, on appelle idéal premier associé 

à M tout idéal premier de A qui est l'annula te ui- d'un élément de M. 

Leur ensemble est noté A ss^(m ) ou A s s (k ) (b OURBAKI, [si- rv).
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4.4. Remarque. Par contre, les conditions :

- pour tout idéal premier faiblement associé à M (*), le 

corps résiduel correspondant est infini,

- pour tout élément non nul x de M, il existe un idéal premier 

de A contenant ann x et de corps résiduel infini,

sont suffisantes pour que M soit un A-module s.t.p. mais ne sont 

plus nécessaires lorsque A n ’est pas un anneau noethérien. C ’est 

ce que nous montre l’exemple suivant.

4.5. Exemple. Soit A l’anneau d ’une valuation de hauteur 1, non 

discrète, de corps résiduel fini et d ’idéal maximal m. Soit a un 

élément de A de valuation strictement positive. L'anneau A/aA

(*) Etant donné un A-module M, on appelle idéal premier faiblement 

associé à M tout idéal premier de A minimal parmi les idéaux 

premiers contenant l'annulateur d'un élément de M. Leur ensemble 

est noté Assf(M) (B0URI3AKI, P3. IV, § 1, exercice 1r/)* Lorsque

A est noethérien, Ass^(m) coïncide avec Ass(m).

4*3* Exemple«, Soit A l fanneau des fonctions f localement constantes

de (Q dans ç-L'anneau A n'est pas s.t.p. car le polynôme

X*-X de A[X} est partout nul sur A. Soient f¤A-(o|, q ¤ Q

a ann fc[g£A \ g(ü) = {o}j et, comme l'anneau A/ £ g g; A | g(lT ) = {o}1 

est isomorphe à l'anneau des fonctions localement constantes 

de U dans Üï̂ qui est un ensemble infini, l'anneau A/ann f est 

de cardinal infini.

tel que f(q/ F ° et U un voisinage de q tel que f(u) = (4 . On
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a un seul idéal premier m/aA dont le corps résiduel est fini, 

alors que A/aA est un anneau s.t.p. (cela résultera de la pro­

position III.3.1 et du lemme III.2.5)*

4.6. Corollaire. Soient A un anneau noethérien et M un A-module

sans torsion polynomiale. Pour toute partie multiplicative 
_1 _ f

S de A, le S A-module S M est sans torsion polynomiale.

Soit l’ensemble des idéaux premiers de A ne rencontrant 

pas S. L’application p 1— t» S ^p est une bijection de Ass^(M)n Çf? 

sur Assg-t ̂ S -11 M) (bOUREAKI, [5J > TV). Comme il y a une injection
«-“I —*1 —‘I

de A/p dans S~ (A/p) = S~ A/s” p, lorsque le cardinal de A/p 

est infini, celui de S A/S p l’est aussi. La proposition 4.1 

permet de conclure.

4.7« Corollaire. Un module M plat sur un anneau A noethérien et 

sans torsion polynomiale est lui-même sans torsion polynomiale.

Cela provient de ce que les idéaux premiers associés à M 

sont aussi des idéaux premiers associés à A (LAZARD,.£30]).

Puisque nous en sommes aux anneaux noethériens rappelons la 

proposition 2.7* :

4.8. Lorsque A est un anneau noethérien, une limite inductive 

filtrante de A-modules sans torsion polynomiale est un A-module 

sans torsion polynomiale.
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4 .9«  Remarque. Le résultat 4 .8  permet de retrouver le corollaire 

4 .7  en utilisant 1*exemple 3*3 car tout module plat est limite 

inductive filtrante de modules libres (LAZARD,C30l ).

4.10. Remarque. Lorsque l'on supprime l'hypothèse noethérienne, 

les assertions 4 .6 ,  4 .7  et 4 .8  ne sont plus valables. Voici un 

contre-exemple :

4.11. Exemple. Soit A l'anneau des fonctions localement constantes 

f de (Cî dans une clôture algébrique de Ç  telles que f(o) 

appartienne à ll̂ . Soient f6A-{o| et x ^ Q  tel que f(x) / o.

On a ann f CL [g<~ A |g(x) = = p . On peut toujours supposer que x 

est différent de o, puisque f est localement constante. Donc

ann f C  p avec x / o , A/p est de cardinal infini, la conditionX X

(iii) du théorème 3*7 est réalisée et l'anneau A est s.t.p.

D'autre part, A est isomorphe à fh, donc n'est pas un A-module 
Po 2

s,t.p.
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5- LE CAS INTEGRE

Ce sont des anneaux intègres que nous considérerons au 

chapitre III, lorsque nous étudierons les polynômes à valeurs 

entières.

5.1. Proposition. Un module M sans torsion sur un anneau intègre 

infini A est un A-module sans torsion polynomiale.

En effet, pour tout élément non nul x de M, A/ann x est 

égal à A, qui est un anneau s.t.p. (exemple 3 .2 .a), et donc M 

est un A-module s.t.p. (théorème 3.7)*

5.2. Corollaire. Soient A un anneau intègre infini, M un A-module 

et t (m ) son sous-module de torsion. On a la formule :

X^(M) = xtjTÎM)) .
Démonstration. On a la suite exacte : o  ̂t (m ) _M ___ ^M/T(M) „¿»o .

Le foncteur X^, étant exact à gauche (assertion 2.2), on en 

déduit la suite :

0 ~^X^(T(M)) — * x £ „ ( m ) x t j M / T ( M ) )  qui est exacte. 

Le module M/t(h) étant sans torsion, x^,(m/t(m)) = 0  ; d ’où

1 ’égalité.

5 .3 . Corollaire. Soit A un anneau intègre. Pour qu'un A-module non 

nul M soit sans torsion polynomiale, il faut et il suffit que :
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(i) L'anneau A soit de cardinal infini.

(ii) Le sous-module de torsion T(m ) de M soit un A-module 

sans torsion polynomiale.

Démonstration. La condition suffisante résulte du corollaire 5,2.

La condition (ii) est nécessaire car T(m) est un sous-module de M. 

Enfin, la condition (i) est nécessaire car de façon plus générale : 

Pour qu'un A-module non nul M soit sans torsion polynomiale, 

il faut que A/ann M soit lui-même sans torsion polynomiale 

(formule 2 .5 )*

5.4. Remarque. Pour qu'un 2T-module soit sans torsion polynomiale, 

il faut et il suffit qu'il soit sans torsion.

La condition suffisante résulte de la proposition 5.1» Inver­

sement, si le -module M n’est pas sans torsion, il existe 

m £ H  —{ô j et n (E. iM- (ô  tels que n. m = o et le polynôme P(x) = 

m (x-1 ) (X-2 ). . . (X-n) montre que M n'est pas un Z'-module s. t.p.

On retrouve ainsi en particulier un résultat de ACZELfî) :

Un anneau sans torsion sur 7L est un anneau s. t.p. et de 

façon plus générale :

Un A-module qui est un ¿T-module sans torsion est un A-module

s.t.p;

On peut généraliser cette idée de modules sans torsion sur 

un anneau intègre en parlant do modules non singuliers sur un anneau 

quelconque (GOLDIE ÎZ?J\ ) . Rappelons qu'un A-module M est dit non
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singulier lorsque l'annulateur de tout élément non nul de M n’est 

pas essentiel dans A. (Un module non singulier sur un anneau 

intègre est sans torsion). Ainsi :

5*5* Proposition. Un module M non singulier sur un anneau A sans 

torsion polynomiale est un A-module sans torsion polynomiale.

Démonstration. Le A-module M étant non singulier, pour tout élément 

non nul x de M il existe un élément non nul a de A tel que ann a = 

ann ax (GAUTHERON f20] ). Puisque A est un anneau s.t.p. , A/ann a 

est un anneau s.t.p. (théorème 3*7)• Ainsi, on a trouvé un idéal

I « ann a contenant ann x et tel que A/l soit un anneau
X X

(*) A tout sous-module N de M on peut associer le sous-module 

N ’ = ^xgM j (N:x) est essentiel dans A^. En itérant deux fois cette 

opération on obtient une fermeture : N” = N"'. Le module t (m ) 

n’est autre que 0". (Lorsque A est intègre T(m ) est le sous-module 

de torsion de M).

s.t.p. ; c'est la caractérisation (iii) du théorème 3*7

Dans le cas intègre, on peut associer à tout module M un 

plus petit sous-module T(m ) tel que M/T(M) soit sans torsion.

De même, dans le cas général, on peut associer à tout module M un 

plus petit sous-module T(m ) tel que M/T(M) soit non singulier (*

qui montre

que M est un A-module sans torsion polynomiale.
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5.6. Corollaire  Soient A un anneau sans torsion polynomiale,

M un A-module et T(m ) son plus petit sous-module tel que M/t (h ) 

soit non singulier. On a la formule :

^ o o Í M )  = X ^ ( t ( m ) ) .

La démonstration du corollaire 5*6 est identique à celle 

du corollaire 5»2. De façon analogue au corollaire 5.3» on a aussi :

5.7* Corollaire. Soient A un anneau et M un A-module. Pour que M 

soit un A-module sans torsion polynomiale il faut et il suffit que :

(i) L’anneau A/ann M soit sans torsion polynomiale.

(ii) Le sous-module T (M) soit un A-module sans torsion 

polynomiale.
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6. ANNEAUX SANS TORSION POLYNOMIALE

Les résultats concernant les modules sans torsion polynomiale 

peuvent être retranscrits dans le cas des anneaux. On a de plus :

6.1. Proposition. Soit A un anneau dont le nilradical r est de type 

fini. Si A est un anneau sans torsion polynomiale, il en est de même 

de son quotient A/r.

Soient Q(x)¤ü (A/r) fx} tel que Q(A/r) = o et P(x)êA fx) 

relevant Q(x). On a P(a ) CI r et, r étant de type fini, il existe

un entier n tel que r11 = o, donc tel que Pn(A) = o. L'anneau A

étant s.t.p., Pn(x) = o, d ’où Qn (x) = o. Mais A/r étant réduit,

(A/r) £x3 est aussi réduit et par suite Q.(x) = o.

6.2. Remarque. Pour qu’un anneau noethérien soit sans torsion 

polynomiale, il faut que, pour tout idéal premier minimal, le corps 

résiduel correspondant soit infini. Car tout idéal premier minimal 

est un idéal premier associé (proposition 4.1). Cette condition 

n ’est pas suffisante :

L ’anneau noethérien A = ¡F2 £x,y1 = í, [ x , Y 3 /(x2 ,XY) 

n ’est pas un anneau s.t.p. (le polynôme t(t-1)x est partout nul), 

alors que (x) est le seul idéal premier minimal et que A/(x) 

isomorphe à IF, [y1 est infini.

6.3. Remarque. Pour qu'un anneau réduit soit sans torsion polynomiale 

il suffit que, pour tout idéal premier minimal, le corps résiduel 

correspondant soit infini. Car tout idéal premier faiblement associe 

à A est minimal (remarque k»k).
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7. LA TORSION POLYNOMIALE

Dans ce paragraphe nous allons justifier la terminologie de 

"modules sans torsion polynomiale" en montrant qu’ils constituent 

la classe libre d’une théorie de torsion que nous pouvons appeler 

torsion polynomiale.

7.1. Rappel. On appelle théorie de torsion dans la catégorie des 

A-modules (DICKSON [141 et JANS [26} ) , un couple < ¤ . / >  de deux 

classes de A-modules qui satisfait aux conditions suivantes :

(i) Î C \ f  = {0} .

(ii) Si o — M —   P est une suite exacte et si F 

appartient à alors M appartient à ,

(iii) Si T — M — > o est une suite exacte et si T 

appartient à ^  , alors M appartient à ^ .

(iv) Pour tout A-module M, il existe un sous-module

^  (M) tel que $ m )  appartienne à ^  et que H/<̂ (m) appartienne 

à f .

7.2. Lorsque (f , lf ) est une théorie de torsion, &  est 

stable par inclusion, extension et somme directe, tf est stable par 

quotient, extension et somme directe et ^et <f sont deux classes 

complètes pour la relation d* orthogonalité Iiom(T,F) = 0  (où Tg- t?

et F£ <f) .
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7.3« Une théorie de torsion ( £, <f ) est dite héréditaire

lorsque les conditions équivalentes suivantes sont vérifiées :

(i) La classe C  est stable par inclusion.

(ii) La classe f  est stable par passage aux enveloppes 

injectives.

7.4. Proposition. Soient A un anneau, <f la classe des A-modules sans 

torsion polynomiale et ^ la classe des A-modules dont tous les 

quotients non nuls n*appartiennent pas à / . Le couple ( f . / )  

constitue une théorie de torsion héréditaire que l’on appellera 

torsion polynomiale.

X^(H) = X^(¤(K)).

P appartient à T±rxj , P appartient à H J x ] = T[X3 et donc M/T 

appartient à . D ’autre part, soit N un sous-module de T ; on a

la suite exacte : o —*.T/N — >M/N — »-M/T -- o et comme / e s t

stable par extension, si T/N appartient à &  , M/N appartient 

à & , N contient T, T/N = o  et donc T appartient à tT. Enfin, la 

théorie de torsion est héréditaire en vertu de l'assertion 3,5 .

7 .5 . Corollaire. Soient A un anneau, M un A-module et C(m) le 

sous-module de torsion d e  M correspondant à  la théorie d e  torsion 

polynomiale. O n a  l a  f o r m u l e  :

Démonstration. Les conditions (i), (i.i) et (iii) sont des conséquence 

directes des définitions. En ce qui concerne la condition (iv),

prenons pour %{u) l'intersection T des sous-modules Ti de M

tels que M/T^ appartienne à <f. Soit P(x)c:M(x3 tel que p (a )

soit inclus dans T, alors, pour tout i, p (a ) est inclus dans
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Le point de vue de la torsion a été étudié particulièrement 

par CAHEN f8}; il a montré qu’un théorème de structure du type du 

théorème 3 .7 est en fait valable pour toute théorie de torsion et 

il retrouve ainsi le résultat suivant :

7.6. Proposition. Il y a une correspondance biunivoque entre les 

théories de torsion héréditaires dans la catégorie des modules sur 

un anneau noethérien A et les parties du spectre de A stables par 

spécialisation :

( ¤,<f ) |---> {p£Spec(A) | A/p¤^}.

En effet, rappelons que s 

7.7« Il y a une correspondance biunivoque entre les théories de 

torsion héréditaires dans la catégorie Mod(A) des A-modules et 

les sous-catégories localisantes de Mod(A) :

i  I----- {ac A I A/aC^i ( GABRIEL
7.9» Sur un anneau noethérien A, tout ensemble d’idéaux topolo- 

gisants et idempotents peut être considéré comme l'ensemble des 

idéaux qui contiennent un produit de la forme P0*P^• •  • *pr 

où les p^ décrivent une partie de Spec(A). Cette partie JC. peut 

être remplacée par la plus petite partie stable par spécialisation 

la contenant (GABRIEL Î19J).

DSU).

$  )t--- > %  (JANS C26]).

7*8. Il y a une correspondance biunivoque entre les sous-catégorie 

localisantes de Mod(A) et les ensembles d fidéaux topologisants et 

idempotents :

De même que pour les résultats 5.2 et 5 .6 cela provient 

de l’exactitude à gauche du foncteur X̂ L, •
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Dans le cas particulier de la torsion polynomiale, cela

donne :

7.10. Proposition. Soit A tin anneau noethérien et soit JC l'ensemble 

des idéaux premiers de A dont le corps résiduel est fini. Pour 

qu’un A-module M soit sans torsion polynomiale il faut et il 

suffit que A s s ( m ) O ^ C  - 0  (proposition 4,1 ) et pour qu’un 

A-module H appartienne à la classe de torsion polynomiale il 

faut et il suffit que Ass(m)C %- (CAHEN).
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CHAPITRE II - MODULES SANS TORSION POLYNOMIALE ET CHANGEMENTS

D * ANNEAUX

Nous allons nous intéresser dans ce chapitre aux modules

sans torsion polynomiale vis-à-vis de l'extension et de la

restriction des scalaires.

On peut chercher à caractériser les A-modules M tels que,

pour tout homomorphisme d'anneaux u •: A — » B, le B-module M@^B

obtenu par extension des scalaires soit seins torsion polynomiale.

En fait, nous arriverons à bien caractériser une propriété plus

forte (les sous-modules eux—aussi restent sans torsion polynomiale

par extension des scalaires).

On peut aussi chercher à caractériser les B-modules M tels

que, pour tout homomorphisme d'anneaux u : A — »-B, le A-module

M_ -, obtenu par restriction des scalaires soit sans torsion [u}
polynomiale. La réponse est immédiate : ce sont les modules sans 

torsion sur 2Ü (cf. la remarque 1.5.4).

Nous nous poserons plutôt la question suivante : quels sont 

les homomorphismes d'anneaux u : A — > B  tels que, pour tout 

B-module M , dire que M est un B-module sans torsion polyno­

miale soit équivalent à dire que M est un A-module sans torsion 

polynomiale ?
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1. MODULES UNIVERSELLEMENT SANS TORSION POLYNOMIALE

Sans aucune condition sur l’anneau :

1.1. Théorème. Soient A un anneau et M ion A-module. Les assertions 

suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout sous-A-module N de M et tout homomorphisme 

d ’anneaux A   B, le B-module N@^B est sans torsion polynomiale.

(ii) Pour tout sous-A-module N’ de M, le A-module M/N est 

sans torsion polynomiale.

(iii) Pour tout polynôme P de Mfx]» le A-module engendré

par les coefficients de P est égal au A-module engendré par les
î

valeurs de P sur A.

(iv) Pour tout idéal premier (respectivement maximal) du 

support de M, le corps résiduel correspondant est de cardinal infini.

Démonstration.

^  (ü) (i)-—  (iv)^T i
(iii)

(i)-- > (iv) : Soit m un idéal maximal de A appartenant au

support de M et soit x un élément de M dont l’image canonique x 

dans Mm n ’est pas nulle. Le (A/m)-module Ax ©^A/m isomorphe 

à A^x/mA^x n’est pas nul (lemme de Nakayama). Pour qu'il soit 

s.t.p. il faut que A/m soit infini (corollaire 1.5*3).

(iv)-— s*(i) s Soient N un sous-module de M et A--p.B un

homomorphisme d’anneaux. Soient q un élément de SupPg(N®^B) et p 

son image réciproque dans A. Comme on a les inclusions :
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Suppa (n®aB) C  Suppa (n) a  Suppa (m) , 

p appartient au support de M . D'après (iv) , A/p est infini et 

B/q aussi p puisque A/p s'y injecte. Donc N est un B-module 

s.t.p. (théorème 1 .3 .7 ).

(iv) --«  (ii) : Soit N un sous-module de M. Comme Supp(M/N)

est inclus dans Supp(M), l’hypothèse (iv) implique bien que M/N 

est un A-module s.t.p. (théorème 1.3.7)»

(ii) — ».(iii) : Pour le voir il suffit de passer au quotient 

par le A-module engendré par les valeurs de P sur A.

(iii) —  > (iv) : Supposons qu'il existe un idéal maximal m 

appartenant au support de M et de corps résiduel fini. Choisissons 

dans M un élément x dont l'image canonique x dans n'est pas 

nulle et choisissons dans A un système de représentants (a.) .
X 1 i.̂> n

de A modulo m. Considérons le polynôme de Mfx] ' P(x) = 
n

x T T  (x -a .) .  Les coefficients de P engendrent le A-module Ax, 
i=1 1

tandis que les valeurs prises par P sur A sont contenues dans le 

A-module mx. L'hypothèse (iii) implique Ax = mx ; en localisant

en m on obtient A x = mA x , m m ’ donc d'après Nakayama, <vx est nul,

ce qui est contraire au choix de x.

1.2. Définition. Un A-module M qui vérifie les conditions équiva­

lentes du théorème 1.1 est dit universellement sans torsion 

polynomiale.

Dans la suite nous écrirons souvent en abrégé "u.s.t.p.** 

au lieu de '’universellement sans torsion polynomiale".



- 29 -

1.4. Exemple. Considérons le 2T-module il. n ’est pas u.s.t.p.

car tous les idéaux maximaux de sont de corps résiduel fini.

Soit maintenant u s 2L -  — > A un homomorphisme d’anneaux ; il

s’agit de montrer que (D ®  A est un A-module s.t.p. : c’est
TL

un (El-espace vectoriel donc un ¡^-module sans torsion -nul ou non- 

(remarque 1.5.4).

Notons aussi dans cet exemple que le sous- 2Z -module Z  de Si 

n ’est pas s.t.p. par toute extension d ’anneaux, car un anneau 

fini A n ’est pas un A-module s.t.p. .

1.5. Remarque. L ’assertion (ii) du théorème 1.1 signifie que, quelle 

que soit la filtration dont on munit le module M, les deux filtra­

tions correspondantes de MÇXl introduites au début du chapitre I 

(filtration évidente et filtration polynomiale) sont identiques.

Par analogie avec la proposition 3*6, on a deux nouvelles 

assertions équivalentes à celles du théorème 1.1.

1.6. Proposition. Soient A un anneau et M un A-module. Les assertions 

suivantes sont équivalentes :

1.3. Remarque. Dans l’énoncé du théorème 1.1 on ne peut se contenter 

d’écrire en (i) :

Pour tout homomorphisme d ’anneaux A — >-B, le B-module M ®aB

est sans torsion polynomiale.

L ’exemple suivant est celui d’un module qui vérifie cette 

propriété et qui pourtant n’est pas un module u.s.t.p. .
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(i) Le A-module M est universellement sans torsion poly­

nomiale.

(ii) Pour tout entier n et pour tout polynôme P(X1 ,.. ,pCn) 

de ,... »X^ , le A-module engendré par les coefficients de P 

est égal au A-module engendré par les valeurs prises par P sur An.

(iii) Pour toute partie finie T de A et pour tout polynôme P 

de M[X] , le A-module engendré par1 les coefficients de P est égal 

au A-module engendré par les valeurs prises par P sur A en dehors 

de T .

Démonstration. L'équivalence de (i) et (iii) résulte directement

de la remarque 1.2.8 en notant que, si M n'est pas nul, l'anneau A

doit être de cardinal infini. Il est clair que (ii) implique (i).

Dn montre par récurrence sur l'entier n que (i) implique (ii) et

pour cela on utilise le fait que, si le A-module M est u.s.t.p. ,

alors le A-module M[X^,...,X 1 = M ® .Afx^,..,X T est u.s.t.p.1 * n - A i  n

(proposition 2.5 ci-dessous) :

Soit P(X^ , . .. ,Xn+1 ) = ̂  Pi(X-| f * * • ,xn) Xn+1 aPPartenant

à M[ÎX̂  ,. . . »X̂ ] rxn+ }̂ ; il existe des éléments a et b^ dans A 

tels que î

P±(X1 ,. . . ,Xn ) » a P(x.j ,. .. ,Xn ,b^) ; les coefficients
J

des polynômes ^(X-j»•.•»Xn) sont combinaisons linéaires des 

valeurs prises par P_̂ (x̂  ,. .. ,Xn) sur An d'après l'hypothèse de 

récurrence, donc combinaisons linéaires des valeurs prises par 

P(x^,...,Xn+^) sur An+  ̂ d'après l'égalité précédente.
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Des considérations de support permettent d ’obtenir les 

corollaires suivants du théorème 1.1 :

2.1. Proposition. Pour qu’un A-module M soit universellement sans

torsion polynomiale il faut et il suffit que, pour tout idéal

maximal m de A, le A -module M soit universellement sansm m

torsion polynomiale.

2.2. Proposition. Pour qu’un A-module M soit universellement sans 

torsion polynomiale il faut et il suffit que, pour un sous-A-module 

quelconque M ’ de M, les A-modules M ’ et M/M’ soient universel­

lement sans torsion polynomiale.

2. PROPRIETES DES MODULES UNIVERSELLEMENT SANS TORSION POLYNOMIALE

En effet, Supp(M) = Supp(M’)U  Supp(M/M») (BOURBAKI, { ^ } tTTL\

En effet, Supp(M)

universellement sans torsion polynomiale est un A-module universel­

lement sans torsion polynomiale.

2.3. Proposition. Pour qu'un A-module M soit universellement sans 

torsion polynomiale il faut et il suffit que, pour une famille

quelconque (M±) de sous-A-modules dont la réunion est M,

soit universellement sans torsion polynomiale.

L«£I
chaque A-module Mi

=
i S I

Supp(Mi) (bourbaki, £5], iv).

2.4. Corollaire. Une limite inductive M = lim M. --ì de A-modules M.
i
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En effet, M est un quotient de la somme directe des M_̂  .

2.5. Proposition. Soient M et N deux A-modules. Si M ou N est un 

A-module universellement sans torsion polynomiale, alors N
A

aussi.

En effet, Supp(M®.N) CZ- Supp(M) /"l Supp(N).

2.6. Proposition. Soient A — >*B un homomorphisme d 1 anneaux et 

M un A-module universellement sans torsion polynomiale, alors

M e s t  un B-module universellement sans torsion polynomiale.

Il suffit de considérer l’assertion (i) du théorème 1.1.

2.7* Proposition. Etant donné un A-module M, il existe un plus 

grand sous-A-module N de M qui soit un A-module universellement 

sans torsion polynomiale. Et tout homomorphisme d ’un A-module 

universellement sans torsion polynomiale dans M se factorise par 

l’injection canonique de N dans M.

En effet, N est la réunion des sous-A-modules de M qui 

sont des A-modules u.s.t.p. (proposition 2 .3)0 Comme l'image 

d ’un A-module u.s.t.p. (dans M) est un A-module u.s.t.p. 

(proposition 2.2), elle est contenue dans N.

2.8. Remarque. Un produit de A-modules u.s.t.p. n ’est pas 

toujours un A-module u.s.t.p. . Pour le montrer reprenons 

l’exemple 1.4.11 :
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Pour x/o , A/px est isomorphe à (F̂  et est un A-module

u.s.t.p. .Soit B = /I A/p .Puisque P CLP » l'idéal pX/éO x x^o x*“ o o

est dans le support du A-module B 5 or A/po est isomorphe à fF̂  , 

donc est fini et B n’est pas un A-module u.s.t.p. .

2.9. Exemples.

a) Un anneau A intégralement clos de corps des fractions 

algébriquement clos est un A-module universellement sans torsion 

polynomiale.

b) Un A-module semi-simple qui est sans torsion polynomiale 

est un A-module universellement sans torsion polynomiale. En effet, 

il est somme de ses sous-modules simples qui sont s.t.p. et donc

u.s.t.p. car le résultat est immédiat pour les modules simples.
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Nous venons de voir que pour les modules universellement sans 

torsion polynomiale il y a passage aux localisés (proposition 2.1) ; 

par contre, pour les modules sans toi'sion polynomiale, cela n’est 

pas vrai en général (remarque 1.4.10), sauf lorsque l’anneau est 

noethérien (corollaire 1.4.6). Pour étudier ce problème de la 

localisation nous allons travailler sur les polynômes.

3.1. Théorème. Soient A un anneau, M un A-module et S une partie 

multiplicative de A. Si P est un polynôme appartenant à MfX} nul 

sur A, alors son image canonique, notée S~ P, dans (s~ M)[x] est

3. LA LOCALISATION

nulle sur s”^A.

On peut supposer que l ’anneau A est noethérien : en effet,

A est réunion de ses sous-2T-algèbres de type fini A_̂  qui sont 

des anneaux noethériens. Posons = S/^A^. Alors, P(a ) = o

-»“f —'f
implique p(A^) = o, et, si on sait en déduire que ST P(sT A^) = o,

“1 * 1  *1 “t 
on aura bien S~ P(S~ A) = o puisque S" A = U  A . .

Cas où S est le complémentaire d’un idéal maximal m de A :

on a l’isomorphisme canonique A/m11 Am/mnAm , donc l’image

canonique de S~"̂ P dans M /m^i est nulle sur A /mnA ; parm' m nr m
*! xi-suite, S" P(Affl) est inclus dans râ m * Peut toujours supposer

que M est de type fini en le remplaçant par le sous-module engendré

par les coefficients de P et l’anneau A étant supposé noethérien,

le théorème de Krull montre alors que S ^P(A ) = o .' m

Démonstration.
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Cas où S est le complémentaire d'un idéal premier p dont 

le corps résiduel est infini. Les idéaux premiers de A associés 

à M sont inclus dans p et ils sont tous de corps résiduel infini-
P

le A-module M est donc un A-module sans torsion polynomiale 
P J

(proposition 1.4.1) et S”^P est identiquement nul, a fortiori

S*"1? (A ) = o .
' P

On a traité les cas où S est le complémentaire d’un idéal 

premier p, car si le corps résiduel de p est fini, alors p est 

maximal. Le cas d ’une partie multiplicative quelconque se déduit 

du corollaire un peu plus général suivant s

3.2. Corollaire. Soient u : A — >B un épimorphisme plat d’anneaux 

et M un B-module. Si P est un polynôme appartenant à Mfxj nul sur 

A, alors il est nul sur B.

Démonstration. Soient q un idéal premier de B et p l’image réci­

proque de q par u. D ’après LAZARD [30} , de u on déduit un

isomorphisme entre A et B . Si on note P l’image de P
P P q

dans M fx], P(a) = o implique P (A ) = o, (d’après ce qui 
q q p

précède) ; donc P (B ) = o et a fortiori P (b) = o . Ceci r / t q P q

ayant lieu pour tout idéal premier q de B, l’injection canonique

M —  "] p M montre que P(b ) = o .
Q Q

3 # 3 . Corollaire, Soient A un anneau, M un A-module et S une partie 

multiplicative de A. Pour tout polynôme P appartenant à M m  , 

les S-1A-modules S~1 (p(a)) et (s-1P(S-1A)) sont égaux.
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3.4. Corollaire. Soient A un anneau, M un A-module et S une partie 

multiplicative de A. Dans le s”^A-module (s""*m )£x } , on a 

l'inclusion :

s" 1 (x^(m)) C I xs£>wa (s"1m) .

Ce n'est que la traduction du théorème 1.1.

3.5» Remarque. Lorsque M est un S-^A-module, dans MfxJ, on a 

l'égalité :

xto(M) = X ^ V )  .
En particulier, il revient au même de dire qu'un S A-module 

est sans torsion polynomiale en tant que S~1A-module ou bien en 

tant que A-module.

3 .6 . Proposition. Soient A un anneau noethérien, M un A-module et

S une partie multiplicative de A. Dans le S*"̂  A-module (s”1m)£x3 , 

on a l'égalité :

s“1 (x^(m)) = xso o a (s"1m) .

Démonstration. Le corollaire 3.4 fournit une première inclusion.
-1

Inversement soit P un élément de X ^ A (s-1m). Soient Q(x)<£_ M[x} 

et s¤S tels que Q/s = P. Le A-module N engendré par les valeurs 

de Q sur A étant contenu dans le A-module de type fini engendré 

par les coefficients de Q est de type fini ; il vérifie en outre 

N/s = o ; par suite il existe téS tel que tN = o. Ainsi le 

polynôme R = tQ M Cx 1 vérifie R/st =5 P et R(A) = o .
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Rappelons que l'égalité de la proposition 3 .6 n’est pas 

vraie en général. Par contre, sans hypothèse noethérienne, on a 

le résultat de globalisation suivant î

3.7. Proposition. Soient A un anneau et M un A-module : X^(m) 

s’injecte dans le produit \ p J X^p(Mp) où p décrit l’ensemble des 

idéaux maximaux de A ou bien l’ensemble des idéaux premiers 

faiblement associés à M .

En particulier, si, pour tout idéal maximal p de A 

(respectivement tout idéal premier p de A faiblement associé 

à M), Mp est un A^-module sans torsion polynomiale, alors M 

est un A-module sans torsion polynomiale.

En effet, des deux injections classiques :

M — T M et M---->1 “T  M
pCMax(A) P pgAss ( m) P

(BOURBAKI,£5] * IV) on déduit deux injections

TTMPW
n

et le théorème 3*1 montre que 1*image de x«*>> est

contenue dans n  4P<V •
J r

M[x]-*rr Mprx] .

Par restriction, on obtient deux injections de X^(M) dans
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4. LA RESTRICTION DES SCALAIRES REDUCTION DU PROBLEME

Soit u : A -->B un homomorphisme d'anneaux et soit M un

B-module. Il est clair que tout polynôme à coefficients dans M nul 

sur B est nul sur A, c'est-à-dire u (a ). Ceci peut se traduire par 

l'inclusion s

X^(M) CI X'^ÎMj.^) où l'on ne considère que les structures 

de groupe sous-jacentes. Nous allons chercher ici à caractériser les 

homomorphismes d'anneaux u : A — B tel que l'on ait l'égalité : 

X ^ ( m ) = X d©(^Cu 3̂  pour tout B-module M. Le paragraphe 

précédent nous fournit déjà certains résultats.

4.1. Définition. Un homomorphisme d'anneaux u : A — »»B est dit de 

substitution lorsque tout polynôme à coefficients dans un B-module 

quelconque nul sur u (a ) est nul sur B.

Notons que, si u : A — > B  est un homomorphisme de substi­

tution, pour qu'un B-module soit sans torsion polynomiale il faut 

et il suffit qu'il le soit en tant que A-module.

Il est clair que :

4.2. Tout homomorphisme surjectif est de substitution.

4.3* Soient u : A — t» B et v : B — > C deux homomorphismes 

d'anneaux. Si u et v sont de substitution, alors v.u aussi.

Si v.u est de substitution, alors v aussi.
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4.4. Soient u : A -- B un homomorphisme d'anneaux et j :

u(A)--B l'injection déduite de u. Pour que u soit de substitution

il faut et il suffit que j soit de substitution.

4.5. Soient u : A — j*B, a un idéal de A, b un idéal de B contenan 

u(a) et ü 1'homomorphisme de A/a dans B/b déduit de u. Si u 

est de substitution, alors ü aussi.

Cela résulte du diagramme commiftatif ci-contre : A --—— * B

et des assertions 4.2 et 4.3« A/a--- >B/b
ü

D'autre part, d'après la remarque 3*5 •

4.6. Proposition. Tout homomorphisme de localisation est de 

substitution.

On en déduit :

4.7« Soient u : A --*B, m un idéal premier de B, p = u~^(m) et

u 1'homomorphisme de A dans B déduit de u. Si u est de m P m

substitution, alors u aussi.’ m

Cela résulte du diagramme commutatif ci-contre : A — -- V B

et des assertions 4.3 et 4.6. A ---BP u m m

4.8. Proposition. Avec les notations de 4.7» pour que u soit de

substitution il faut et il suffit que u soit de substitution
l&l

pour tout idéal maximal m de B .
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Démonstration» La condition nécessaire résulte de l’assertion 4.7*

Inversement, soient M un B-module, Q (x) un polynôme à coefficients

dans M nul sur u (a ) et N le B-module engendré par les valeurs de

Q sur B. D'après la proposition 4.6, A — >Ap est de substitution

et, par hypothèse, A — >B est de substitution, donc N = o :p m m

ceci ayant lieu pour tout idéal maximal m de B, on a bien N = o .

On sait aussi d’après le théorème 1.1 que, si A est un anneau 

local de corps résiduel infini, tout A-module M est universellement 

sans torsion polynomiale et donc tout polynôme appartenant à M[x} 

qui est nul sur A est lui-même nul. Par suite :

4.9. Proposition. Tout homomorphisme de source un anneau local de 

corps résiduel infini est de substitution.

Les propositions 4.8 et 4.9 nous amènent donc à étudier le 

cas d ’un homomorphisme u : A — *  B d ’anneaux locaux où A est de 

corps résiduel fini. Commençons par deux cas particuliers :

4.10. Soit u : k —   K un homomorphisme non nul de corps. Pour que 

u soit de substitution il faut et il suffit que k soit infini ou bien 

que u soit un isomorphisme.

4.11. Soit u : k — > B une injection d ’un corps fini k dans un 

anneau local B. Si u est de substitution, alors u est un isomorphisme
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Démonstration, Soit m l’idéal maximal de B. On a m o k  = o et,

d ’après les assertions 4.5 et 4.10, k est isomorphe à B/m.

Soient k^ les éléments de k ; le polynôme P(x) = 1 ̂  | (x-k^)

étant nul sur k est nul sur B par hypothèse. Soit b un élément

quelconque de B et soit k. l’unique élément de k tel que b-k.
J J

appartienne à m ; pour i/j , b-k^ est inversible dans B et 

donc b = kj .

Ces préliminaires étant faits, nous allons, dans le 

paragraphe suivant, étudier le cas local en toute généralité et, 

moyennant une hypothèse noethérienne, nous obtiendrons des 

caractérisations des homomorphismes de substitution.
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5. LA RESTRICTION DES SCALAIRES : CONCLUSION

5.1. Proposition. Soit u : À — »•> B un homomorphisme local d ’un 

anneau local A d*idéal maximal p et de corps résiduel fini dans un 

anneau local B d'idéal maximal m. Pour que 1'homomorphisme u soit 

de substitution il faut que les quotients A/p et B/u(p)B soient 

isomorphes. Lorsque l’anneau B est noethérien cette condition est 

suffisante.

Dire que A/p et B/u(p)B sont isomorphes équivaut à dire 

que l’image de p dans B engendre l’idéal maximal m et que A/p et 

B/m sont isomorphes.

Démons tration.

Notons ü : A/p —   B/u(p)B l’homomorphisme déduit de u par 

passage aux quotients. Si u est de substitution,alors l’assertion 

4.5 montre que ü aussi. L*homomorphisme ü étant injectif est 

alors un isomorphisme d’après l’assertion 4.11.

Supposons maintenant que B est noethérien et montrons la 

réciproque. Des formules B - u(A) + m et u(p)B = m, on déduit 

par récurrence que :

_ _ „ n / n\ n+15.1.A. m = u(p ) + m

5.1 «b. B = u (a ) + m11 , pour tout entien n.
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Par suite, 1*homomorphisme de A/pn dans B/m11 déduit 

de u est surjectif. Soient M un B-module, Q(x) un polynôme à 

coefficients dans M et N le .sous-B-module de type fini de M 

engendré par les coefficients de Q (x). D'après la surjection 

précédente si q(u(a)) = o, alors Q(b) est contenu dans mnN 

pour tout entier n. Comme B est noethérien et N de type fini, 

l'intersection des mnN est réduite à (o) et donc Q(b) = o .

Indiquons deux corollaires de cette proposition :

5.2. Corollaire. Un épimorphisme d'anneaux de source ou de but 

un anneau noethérien est un homomorphisme de substitution.

Démonstration, La proposition 4.8 nous ramène au cas d'un épimor*- 

phisme local u d'un anneau local A d'idéal maximal p dans un anneau 

local B. Un épimorphisme local de source un anneau noethérien ayant 

pour but un anneau noethérien (FERRAND, C* 7~\ )* on peut aussi suppose: 

que l'anneau B est noethérien. L'homomorphisme û s A/p — •» B/u(p)B 

déduit de u est un épimorphisme de source un corps, c'est donc un 

isomorphisme et l’on a la caractérisation de la proposition 5.1.

5.3» Corollaire. Salent A un anneau noethérien local d'idéal maximal
A

p et A le complété de A pour la topologie p-adique. L'injection de
A

A dans A est un homomorphisme de substitution.

A

En effet, l'injection de A dans A vérifie la caractérisation 

de la proposition 5*1. Ce corollaire nous suggère lorsque B est 

noethérien une autre caractérisation.
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Nous allons utiliser le résultat suivant qui est probablement

connu :

5.4. Proposition. Soit u : A --i*B un homomorphisme local d'un

anneau local A d'idéal maximal p dans un anneau local B d'idéal
A A A

maximal m. Notons u : A — *.B 1*homomorphisme déduit de u par 

complétion pour les topologies p-adique et m-adique. Pour que
A

A/p soit isomorphe à B/u(p)B il faut que u soit surjectif.

Lorsque l'anneau B est noethérien cette condition est suffisante.

Démons tration.

Montrons que la condition est nécessaire. Notons Gr(A) ,
A A A A

GR(a ) , Gr(B) et Gr(B) les gradués associés à A , A , B et B 

pour les filtrations p-adiques et ra-adiques, gr(u) : Gr(A)— Gr(B)
A A A

et gr(u) : Gr(A) —*  Gr(B) les homomorphismes gradués associés à
A

u et u . La formule 5.1.a montre que, pour tout entier n, 1'homo­

morphisme de pn/pn+* dans mn/mn+  ̂ déduit de u est surjectif ; 

ce qui signifie que gr(u) est surjectif. Des isomorphismes
A A A

Gr(A) — > Gr(A) et Gr(B)-- *-Gr (b) , on déduit que gr(ù) est
A A

s u r j e c t i f .  Conm ie À e s t  c o m p l e t  e t  q u e  B e s t  s é p a r é ,  1 * h o m o m o r p h i s m e  

u est lui aussi surjectif (BOURBAKI,{5}, III,. §2).

A

Inversement, supposons que B soit noethérien et que u soit
A A A A

surjectif. Notons p et m les idéaux maximaux de A et de B .
A A A A

On a les isomorphismes : A/p A/p , B/m B/m et
A A A A A A A A

A/p B/m (u surjectif et u(p)c m) ; d'où un isomorphisme 

entre A/p et B/m. Montrons maintenant que l'idéal I de B
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A -

engendré par u(p) est égal à m. Du fait que u est surjectif,
A A A A A A A A A A A

nous avons u(p)B = m et donc IB = u(p)B = u(p)B = m = mB .
A

Le B-module B é ta n t fidèlem ent p la t  (BOURBAKI,C5l, I I I ,  § 3 ),
A A

l’égalité entre IB et mB implique l’égalité entre I et m.

Des propositions 4 .8 , 4.9» 5*1 e t 5»4, nous déduisons :

5.5* Conclusion. Soit u : A — ^B un'homomorphisme d'anneaux et 

supposons que B soit noethérien. Les assertions suivantes sont 

équivalentes :

(i) L'homomorphisme u est de substitution (dest-à-dire 

tout polynôme à coefficients dans un B-module quelconque nul sur 

u (a ) est nul sur B).

(ii) Pour tout idéal maximal m de B, ou bien k / \ x ~ (m) est 

infini ou bien l’image de u~^(m) dans Bm engendre mBm et 

A/u”^(m) admet B/m pour corps des fractions.

(iii) Pour tout idéal maximal m de B, ou bien A/u” (m) est 

infini ou bien 1*homomorphisme déduit de u par localisation puis par 

com plétion par rapport à u~ (m) e t à m e s t  s u r j e c t i f .
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CHAPITRE XXX - ANNEAUX DE POLYNOMES A VALEURS ENTIERES -

Etant donné un corps de nombres K d ’anneau d ’entiers A, 

POLYA T371 et OSTROWSKI D4J ont appelé «polynômes à valeurs 

entières" et étudié les polynômes à coefficients dans K qui en 

tout élément de A sont à valeurs dans A .

Ici, nous généralisons la définition et le problème en 

considérant un anneau intègre quelconque A de corps des fractions 

K. Dans ce premier chapitre sur l’anneau des polynômes à valeurs 

entières nous allons nous inspirer pour notre étude des résultats 

précédents concernant les polynômes à coefficients dans un module.
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1.1. Etant donné un anneau'intègre A, on appelle polynôme à 

valeurs entières sur A tout polynôme à coefficients dans le corps 

des fractions K de A qui est à valeurs dans A pour tout élément de 

A.

Ces polynômes forment un anneau compris entre A[Xl et K[Xl

1. PREMIERS RESULTATS

Arx3sub = <Q(x)<£ KCX] | q (a )c a J

Etant donné une famille quelconque (x.). ^ d’indéterminées,
' x I

on notera de même :

A [ ( x i ) l SUb = { q (x ) ¤ k [ ( x ± )3 I q ( a i ) c : a }

Dans la suite de ce paragraphe A désigne un anneau intègre 

de corps des fractions K .

que l’on note A M s u b .Autrement dit :

Notons que dans le A-module (K/A)fx3 —  K^x^/Afx! le 

quotient AM subA W  est autre que le A-module X^^K/a ) 

des polynômes à coefficients dans K/A nuls sur A. Cette remarque 

nous permet d'obtenir un certain nombre de propriétés de cet anneau

A M s u b résultant directement des deux chapitres précédents.
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1.2. Proposition. Soit S une partie multiplicative de A. Pour tout 

polynôme Q(x) à coefficients dans K, si Q(A) est inclus dans A, 

alors Q(s~^A) est inclus 4ans S~^A. Autrement dit, on a 

l’inclusion :

s 'V e x îs u , , )  C  (s -1A)Cx]sub .

C'est l’inclusion du théorème II.3.1. En effet :

S“1 (ACx]sub) / (s "1A)Lx 3 = S"1 (ACxJsub/ACxJ) = S"1 (X^iK/A)) 

est inclus dans X ^  A (k /S*~1A) h (s”lA’̂ x^Sub ^ (s ~1a )Ex 1 •

1.3* Corollaire. Pour toute famille (Si) de parties multiplica­

tives de A telle que A = S ^ A  , on a l'égalité :

AMsub = Q <SIlA)WSub •

1.4. Proposition. Lorsque A est un anneau noethérien, pour toute 

partie multiplicative S de A, on a l’égalité :

S'VMsub) * (S -V )[x]sub .

C ’est l’égalité de la proposition I.3 .6 .

1.5. Proposition. Soit p un idéal premier de A de corps résiduel

infini. Pour tout polynôme Q(x) à coefficients dans K, si Q(a)

est inclus dans A, alors Q(x) est à coefficients dans A .
P

Autrement dit, on a :

AM su b  c  Ap W  •
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En effet, d'après la proposition 1.2 , Q(x) appartient à

A [X] , .Or, d'après le théorème II.1.1 : tout A -module, et en p k * sub P

particulier le A -module K/A , est universellement sans torsion
P P a

polynomiale, donc Ap[X] gub / ApCx] = X^(K/A ) = o et Q(x) 

est à coefficients dans A
P

1.6. Remarque. Si A est de cardinal infini, un polynôme Q à 

coefficients dans K, qui est à valeurs dans A pour presque tout 

élément de A, est en fait à valeurs dans A pour tout élément de A 

(cf. remarque 1.2.8).

Si A est un anneau intègre de cardinal fini, c'est un corps 

et l'on a les égalités : A£x] = ^•[Xjc;Uk = K^X] .On peut donc 

supposer dans la suite que A est de cardinal infini. Dans ces 

conditions, pour tout anneau intègre B contenant A, un. polynôme 

Q(x)e B[X] tel que Q(a ) soit inclus dans A est à coefficients 

dans K .

Nous allons nous intéresser maintenant à un cas que nous 

avons rencontré dans la proposition 1.5, celui où A ["x3sutj est 

égal à A[x] (anneaux substitutiels). Puis nous considérerons le
•f ^

phénomène suivant : si Q(a) est inclus dans S- A, alors Q(s~ A) 

est inclus dans S A et nous nous demanderons dans quelle mesure 

on peut remplacer S~1A par un anneau B (anneaux substituables).
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2. ANNEAUX SUBSTITUTIELS

2.1. Définition. Un anneau intègre À de corps des fractions K 

est dit substitutiel si :

(i) L’anneau A est de cardinal infini.

(ii) L'anneau A ^ Sub des polynômes à valeurs entières 

sur A est égal à A[X] .

La condition (ii) signifie que X^ÎK/A) = o autrement dit 

que le A-module K/A est sans torsion polynomiale. Quand à la 

condition (i), elle dorme un meilleur sens à la définition, en 

effet :

Si A est un anneau substitutiel, alors, pour tout anneau 

intègre B contenant A, tout polynôme Q(x)£ Bfx]J , qui vérifie 

Q(A)C A , a ses coefficients dans A .

2.2. Exemple. Un anneau intègre qui est un A-module universellement 

sans torsion polynomiale est substitutiel. En particulier, un anneau 

local de corps résiduel infini est substitutiel. En effet, d’après 

le théorème XI.1.1, le A-module K/A est sans torsion polynomiale.

2.3* Proposition. Soit (s^) une famille de parties multiplicatives 

de A telle que A = O  S71A .Si chacun des S.^A est substi-
1 X X

tutiel, alors A est substitutiel.

Cela résulte de la proposition 1.3 .La proposition 1.4

donne :
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2.4. Proposition. Les localisés d’un anneau noethérien substitutiel 

sont substitutiels.

Précédemment nous avons fait intervenir des idéaux premiers 

associés ou faiblement associés (pour les modules sans torsion 

polynomiale) et des idéaux maximaux (pour les modules universel­

lement sans torsion polynomiale) ; la propriété demandée était 

que les corps résiduels correspondants soient infinis. Dans ce 

qui suit, nous allons avoir à considérer les idéaux premiers de 

hauteur 1.

2.5« Lemme. Pour qu’un anneau intègre A soit substitutiel il faut 

et il suffit que, pour tout idéal principal propre aA , le quotient 

correspondant A/aA soit un anneau sans torsion polynomiale.

Démonstration. Si A n’est pas substitutiel, il existe un polynôme 

P (x ) de A fx 3sub n ’appartenant pas à A [x î .  Soit a un élément de A, 

qui est non nul et non inversible, tel que Q,(x) = ap(x) appartienne 

à A{X3 • Alors Q(x) n’appartient pas à aAfxl tandis que Q(a) 

est inclus dans aA : l’anneau A/aA n ’est pas sans torsion 

polynomiale. La réciproque est analogue.

2.5.bis. Lemme. Soient A un anneau intègre et p un idéal premier

de A de corps résiduel infini. Pour que A soit substitutiel il faut 

et il suffit que pour tout élément a de A-p, l’anneau A/aA soit 

sans torsion polynomiale.
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les deux quotients extrêmes sont s.t.p. , le quotient A/aA est 

aussi s.t.p. (par l’exactitude à gauche du foncteur X^,).

2.7* Proposition. Pour qu’un anneau factoriel soit substitutiel il 

faut et il suffit que, pour tout élément irréductible p de A, le 

quotient A/pA soit de cardinal infini (c'est-à-dire que, pour 

tout idéal premier de hauteur 1, le corps résiduel correspondant 

soit infini).

L'idéal pA étant premier, dire que l'anneau A/pA est 

s.t.p. équivaut à dire qu’il est de cardinal infini (exemple 1.3.2).

XI suffit de noter dans la démonstration précédente que,

2.6. Corollaire. Si tout élément non nul et non inversible d'un 

anneau intègre A est produit fini d'éléments irréductibles, alors 

pour que A soit substitutiel il faut et il suffit que, pour tout 

élément irréductible p de A, l'anneau A/pA soit sans torsion 

polynomiale.

Démonstration. Tout élément a de A étant décomposable en un produit 

Pl»..Pn de n éléments irréductibles de A, on va montrer par récur­

rence sur l'entier n que l'anneau A/aA est s.t.p. ; par hypothèse 

c'est vrai pour 1 ; supposons le pour n-1. Comme on a la suite 

exacte ;

o— > pnA/aA — >.A/aA — ^A/p^A -- o où p^A/aA est

si P(x) appartient à a (x] , alors p(x) appartient à \K I
(proposition 1*5) et donc lfélément a peut être choisi dans À-p  

isomorphe à A/p1-” pn-1A et que par hypothese de recurrence

sub
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2.8. Corollaire. Les localisés d’ un anneau factoriel substitutiel 

sont substitutiels.

Car un élément irréductible d'un localisé S*"̂ A de A provient 

d ’un élément irréductible p de A et A/pA s’injecte dans 

S"1 (A/pA) = S“1A/S_1PA .

2.9. Proposition. Pour qu'un anneau noethérien soit substitutiel

il faut que, pour tout idéal premier de hauteur 1, le corps résiduel 

correspondant soit infini.

Démonstration. Soit p un idéal premier de hauteur 1 et soit a un 

élément de p- (o\ .L'idéal principal aA étant propre, pour que A 

soit substitutiel il faut que l'anneau A/aA soit sans torsion 

polynomiale (corollaire 2.6). L'anneau A/aA étant noethérien, 

il faut pour cela que A/p soit infini (remarque 1.6.2).

2.10. Proposition. Pour qu’un anneau de Krull soit substitutiel 

il suffit que, pour tout idéal premier de hauteur 1, le corps 

résiduel correspondant soit infini.

En effet, un anneau de Krull A est intersection de ses 

localisés en les idéaux premiers de hauteur 1. Si ceux-ci sont 

de corps résiduels infinis, ils sont substitutiels (exemple 2.2) 

et leur intersection A aussi (proposition 2.3)»
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2.11. Proposition. Pour qu’un anneau noethérien intégralement clos 

soit substitutiel il faut et il suffit que, pour tout idéal premier 

de hauteur 1, le corps résiduel correspondant soit infini.

Cela résulte de ce qu’un anneau noethérien intégralement 

clos est un anneau de Krull et des propositions 2.9 et 2.10.
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3.1. Proposition. Pour qu'un anneau de valuation soit substitutiel 

il faut et il suffit que son corps résiduel soit infini ou bien 

que son idéal maximal ne soit pas principal.

Démonstration.

Soit A un anneau de valuation dont l’idéal maximal est

principal et le corps résiduel fini. Soient Tf une uniformisante

de A et (a¿) 1111 système de représentants dans A du corps

résiduel. Le polynôme P(x) = (l/tt )•  ̂¿ (x“ai) n ’appartient

pas à A [x l  tandis que p(a) est inclus dans A : l’anneau A n’est

pas substitutiel.

Si A est lin anneau local de corps résiduel infini, il est

substitutiel (exemple 2.2).

Soit donc A l’anneau d'une valuation v dont l’idéal maximal

n ’est pas principal ; il s’agit de montrer que A est substitutiel.

Soit (xn) 11116 suite d ’éléments de A telle que la suite v(xn)

tende vers o et que v(x )> o , soit P(x) = 2Z p.x1 un élément\ n ' v ' x x

de AQcJgyjj et soit j le plus petit indice i tel que v (p¿) soit 

minimal. Pour n assez grand, on a :

3* EXEMPLES D'ANNEAUX SUBSTITUTIELS

v(PjX¿) = v(p(xn ))^ o ; d ’où v(p^.)^, -jv(xn ) et à la 

limite v(p.)^ o , c ’est-à-dire P(x) appartient à A£x3 .
J

Nous avons vu que lorsqu’un anneau noethérien ou un anneau 

factoriel est substitutiel, ses localisés le sont aussi (proposition 

2.4 et corollaire 2.8). Nous allons voir un exemple d’anneau 

substitutiel qui possède des localisés qui ne le sont pas.
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3.2. Contre-exemple. Etant donné un corps L muni de n valuations

discrètes, il est possible de construire une extension L' de L

de degré 3 telle que chaque valuation de L possède deux extensions

et deux seulement à L' , l’une immédiate (e=1,f=l), l’autre

ramifiée (e=2,f=l) (cf. KRULL [29]).

A partir de Q  muni de la valuation 2-adique, construisons

successivement de cette façon des corps Kn .Soient K la réunion

des corps Kn , V l'ensemble des valuations v de K prolongeant

la valuation 2-adique de Q  ; pour tout v ¤ V  , Av et mv

l'anneau et l'idéal maximal de la valuation v et A l'intersection

des anneaux A .v

Etant donné v £ V  , la restriction de v à un corps (qui

est discrète) admet à la fois des prolongements à K discrets et des

prolongements à K non discrets. Ainsi A est à la fois intersection

des A où v est discrète et intersection des A où v n'est pas v v

discrète.

Pour tout v¤V, posons pv = mv r\A ; on a l'égalité A^ = Av

(BOURBAKX £5}). Si v est discrète A n'est pas substitutiel,

tandis que si v est non discrète A est substitutiel (on applique
**v

la proposition 3*2 en notant que le corps résiduel de tous les

anneaux Av est fini puisque isomorphe à ). En outre, l’anneau

A est substitutiel, car il est intersection des A oîi v est
Pv

non discrète (proposition 2 .3 ).

Ainsi, on a un exemple d'anneau substitutiel tel que 

"beaucoup" de ses localisés soient substitutiels et en même temps 

tel que "beaucoup" de ses localisés ne soient pas substitutiels 

( "beaucoup" signifiant assez pour que l'anneau soit égal à leur 

intersection).
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3.3* Exemple. Si A est un anneau intègre de cardinal infini, 

alors AfxJ est un anneau substitutiel.

On peut le vérifier par le calcul en considérant des 

polynômes. Nous allons nous amuser à le montrer en nous servant 

des résultats des chapitres précédents. Montrer que A m  est 

substitutiel, c’est montrer que k(x)/A[xJ est un Afx^-niodule 

sans torsion polynomiale (K désignant le corps des fractions de A). 

Comme KpCj/Afx] est un sous-module de k(x)/a[X1 » ü  suffit de 

montrer que les deux A [xj -modules KpC}/Afx"l et Ii(x)/Kpc3 

sont sans torsion polynomiale. Pour le premier, c’est l'exemple 

X.3.2.b . Pour le second, cela revient à dire que le K[xJ-module 

K(x)/K[x] est sans torsion polynomiale, car k£x] est un localisé 

de A [X] ( remarque XI.3»5)» Or, cette dernière assertion signifie 

que l'anneau K[ÏX} est substitutiel et c’est exact puisque K[x] 

contient vin corps infini.

Notons qu’une démonstration analogue montrerait que A [ M J  

est aussi un anneau substitutiel, lorsque A est un anneau intègre 

de cardinal infini.

Par contre, si A est de cardinal fini, A m et A tWJ ne

sont pas substitutiels (considérer le polynôme ( l / x )  ] [ (T-a) ).
a¤=A
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4.1. Proposition. Soit A un anneau intègre de corps des fractions K 

et soit B un anneau compris entre A et K et plat sur A. Pour tout 

polynôme Q (x) à cefficients dans K, si Q(a) est inclus dans B, 

alors Q(B) est inclus dans B. Autrement dit, on a l’égalité :

B0 a sut) = [q (x )g k £x3 |q (a )c b } .

En effet, l'injection de A dans B est un épimorphisme plat 

(LAZARD Î303). D'après le corollaire 11.3*2, un polynôme à coeffi­

cients dans K/B nul sur A est nul sur B.

C'est cette égalité que nous allons essayer de généraliser 

en posant la définition suivante.

DANS CE PARAGRAPHE ET LE SUIVANT B DESIGNERA UN ANNEAU 

INTEGRE DE CORPS DES FRACTIONS L ET A UN SOUS-ANNEAU DE B 

DE CORPS DES FRACTIONS K .

4.2. Définitions. L'anneau A est dit substituable à l'anneau B 

lorsque tout polynôme Q (x) à coefficients dans L qui est à 

valeurs dans B sur A est encore à valeurs dans B sur B ; autrement 

dit lorsque l'anneau B Exlgu|j - {q(x)s lJxJ | q(b)cb] 

est égal à l'anneau {q( X)SLÎXJ j Q(A)CBj . L'anneau A est dit 

substituable lorsqu'il est substituable à tout anneau compris entre 

A et K .

4. ANNEAUX SUBSTITUABLES : REDUCTION DU PROBLEME
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4.3» Remarque. Si l’injection de A dans B est un homomorphisme de 

substitution, alors a fortiori A est substituable à B (il suffit 

d'appliquer la définition II.4.1 au B-module L/b ). En particulier, 

A est substituable à ses localisés.

Il est immédiat que :

4.4. Si A est substituable à B, alors tout anneau compris entre 

A et B est substituable à B et, pour tout corps M compris entre K 

et L, A est substituable à B H M  .

4.5. Proposition. Si B est la fermeture intégrale de A dans L, 

pour que A soit substituable à B il faut et il suffit que A soit 

substituable à sa clôture intégrale B o K  et que B/"*»K soit 

substituable à B .

Démonstration. La condition nécessaire résulte de l'assertion

précédente. Montrons la réciproque : soit Q(x )¤L£x J tel que

Q(a ) soit inclus dans B et soit Qn + P + ... + P.Q + P = o' 11—t 1 o

l’équation caractéristique de Q(x) sur K M  .Les P^ sont des 

fonctions symétriques des conjugués de Q ; par suite, pour tout 

élément a de A, les P^(a) sont des fonctions symétriques des 

conjugués de Q(a) et donc P^(a) appartient à B A K  .Avec les 

hypothèses, P±( A ) C B r 4K implique P^B/Mi) CZ B O K  et P.(b)CB ; 

donc Q(b) est entier sur B c’est-à-dire appartient à B, pour 

tout élément b de B .
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4.8. Proposition. Si, pour tout idéal maximal p de A , A est
P

substituable à B , alors A est substituable à B.
P

Si, pour tout idéal maximal m de B, A . est substituable ’ m ^ A

à B , alors A est substituable à B . m

Montrons par exemple la première assertion. Soit Q(x)éLL£x3

tel que Q(a ) soit inclus dans B .Alors Q(A ) est inclus dans
P

Bp d ’après la remarque 4.3 et Par suite Q(b) est inclus dans

n B = Bgrâce àl*hypothèse.
P

4.9* Proposition. Supposons que A soit noethérien. Si A est subs­

tituable à B, alors, pour tout idéal premier p de A, A^ est

substituable à B , et, pour tout idéal premier m de B, A _ .p m A A

est substituable à Bm

4.6. Si A est substituable à une famille d ’anneaux B^ , alors 

A est substituable à l’intersection des B^ .En particulier :

Pour que A soit substituable à tout anneau intégralement 

clos compris entre A et L il faut et il suffit que A soit subs­

tituable à tout anneau de valuation de L .

L'anneau A est substituable à toute intersection de ses 

localisés.

4.7. Si A est substituable à une famille d'anneaux B. dont
i

l'intersection est A, alors l'anneau -^OOg^ est égal à l'inter-

section des anneaux Bi W s u b .(On retrouve en particulier le

corollaire 1.3)*
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Montrons par exemple la première assertion. Soit Q(x)¤; L[xJ 

tel que Q(ad) soit inclus dans B .Le A-module engendré par les
P Jr

valeurs de Q (x) sur A est de type fini car il est contenu dans le

A-module engendré par les coefficients de Q (x) et il existe

sÊA-p tel que s .Q(a ) soit inclus dans B. Par suite, avec

1 'hypothèse, s .Q(b ) est inclus dans B } d'où Q(B) est inclus

dans B et finalement QÎB ) est inclus dans B .
P ' P P

L’hypothèse noethérienne est inutile pour le passage aux 

localisés des anneaux substituables, car il est immédiat que si 

A est substituable alors tout anneau compris entre A et K est 

substituable. D'où :

4.10. Proposition. Pour que A soit substituable il faut et il 

suffit que ses localisés en les idéaux maximaux soient substituables

4.11. Exemple. Un anneau de Prllfer est substituable.

On est en effet ramené par la proposition 4.10 au cas d'un 

anneau de valuation qui est substituable, car substituable à ses 

localisés.

4.12. Exemple. Soit p un idéal premier de A .Si A est substituable

à tout anneau compris entre A et Ap , alors A/p est substituable

En particulier, tout quotient intègre d'un anneau substituable est

substituable. (Cela se vérifie en notant que, le corps des fractions

de A/p étant A /pA , ses éléments se relèvent dans A ).
' P P P
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4.13* Proposition. Si A est un anneau local de corps résiduel 

infini, alors A est substituable à tout anneau le contenant ; 

en particulier, A est substituable.

Cela résulte de la proposition XX.4.9 •

Les propositions 4.8, 4.9» 4.10 et 4.13 ramènent notre 

étude au cas où A est local de corps résiduel fini et B est 

local dominant A .
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Dans tout ce paragraphe et jusqu'à la conclusion, A est un 

anneau intègre, de corps des fractions K, local, d ’idéal maximal p , 

de corps résiduel fini et B est un anneau contenant A, intègre, de 

corps des fractions L, local, d’idéal maximal m, dominant A 

(c’est-à-dire m/'vA = p).

Des propositions II.5.t et 11.5.4, nous déduisons :

5.1. Proposition. Si B est un anneau noethérien et si les conditions 

équivalentes suivantes :

(i) pB = m et A/p 01 B/m .
A A

(ii) A Û! B (complétés pour les topologies p-adique et 

m-adique) sont réalisées, alors A est substituable à B .

Le corollaire 11.5*3 devient :

5.2. Corollaire. Si A est un anneau noethérien, alors A est subs­

tituable à son complété pour la topologie p-adique (lorsque celui-ci 

est un anneau intègre).

La condition 5*1*1 reste suffisante lorsque l’hypothèse 

noethérienne sur B est remplacée par wm est principal". Ainsi :

5*3. Proposition. Si m est principal engendré par un élément de p 

et si A/p est isomorphe à B/m, alors A est substituable à B.

5. ANNEAUX SUBSTITUABLES : CONCLUSION
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Pour cela énonçons une proposition qui résultera directement 

des assertions IV.1.8 et IV.2.2 qui seront prouvées plus loin :

5.4. Proposition. Supposons l’idéal m engendré par un élément "TT 

et le quotient B/m de cardinal fini q .Soit ' (bQtb^,...,b 

un système de représentants de B modulo m et, pour r g  (M , 

posons :

b = b + b II + . . . + b u où r, - ..r-r,» est l’écriture de v r* v*§ r ,  k  i uo « k
l’entier r en base q .Alors, pour qu’un polynôme Q(x) à 

coefficients dans L appartienne à B D O sut, ^  faut et il suffit 

que Q(br) appartienne à B , pour r g   ̂o,t ,* . . ,deg qJ .

Avec les hypothèses de la proposition 5*3» on peut prendre 

pour r un élément de p et pour (bQ,b^,...,b^ ^) des éléments 

de A .Ainsi tous les b^ appartiennent à A et l ’anneau A est 

bien substituable à B .

Voici une réciproque à la proposition 5*3 :

5.5» Proposition. S ’il existe un idéal principal «/B de B 

compris entre pB et m et si A est substituable à B , 

alors m = «¿B et A/p est isomorphe à B/m .

q-i
Démonstration. Soit R(x) = r r  (x-a ) où (a ,a , ...,a

i=o 1 °
est un système de représentants dans A du quotient A/p. On a :

R(A)c pC«(B , donc  j r(a) CL B et , A étant substituable
H

à B , -  R(B) d  B .
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Pour tout élément b de B , R(b) appartient à donc à m

Soit j tel que b-a. appartienne à m ; pour i/j , b-a.
J x

n ’appartient pas à m et est donc inversible dans B . Par suite, 

(R(b) ) = (b-a^ ) C V B  , d’où : B = A + ^  B .

Én outre, pour tout élément b de m , (R(b)) = (b) C  B , 

donc m = «i B .

5.6. Corollaire. Si l’idéal pB de B est principal et si A est 

substituable à B , alors pB = m et A/p est isomorphe à B/m .

La proposition 5 .3 et le corollaire 5*6 montrent que :

5.7* Proposition. Si pB est principal engendré par un élément de 

A , alors pour que A soit substituable à B il faut et il suffit 

que pB = m et que A/p soit isomorphe à B/m .

5 .8 . Proposition. Si B est un anneau de valuation, pour que A 

soit substituable à B il faut et il suffit que l’une des deux 

conditions suivantes soit réalisée :

(i) pB = m et A/p est isomorphe à B/m .

(ii) pB = m et m n ’est pas principal .

Démonstration. Notons v la valuation dont B est l’anneau.

Supposons que A soit substituable à B . L’anneau B 

étant un anneau de valuation, si m contient strictement pB , 

pour tout «¿¤Em-pB, on a mrse/B :> pB ; la proposition 5*5 implique 

alors m = «/B ; par suite, pB = ( b ¤ B  | v(b) > v(^f )j- ;
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l’idéal m étant principal, l’idéal pB l’est aussi ; le corollaire 

5.6 implique alors pB = m (ce qui devient obligatoire).

D'autre part, si m est principal, la proposition 5*5

montre que A/p est isomorphe à B/m .

Inversement, si m est principal et si la condition (i) est

réalisée, l’anneau B étant de valuation, l’idéal m = pB est

engendré par un élément de p ; la proposition 5*3 montre qu'alors

A est substituable à B .

Si la condition (ii) est réalisée, il existe une suite (xn)

d’éléments de A telle que v(xn) tende vers o et que v(xn)

soit strictement positif pour tout n . Soit P(x) = P-X un
i

polynôme à coefficients dans L tel que P(a ) soit inclus dans

B et soit j le plus petit indice i tel que v(p^) soit minimal.

Pour n assez grand, on a s v(Pjx^) = v(P(xn)) ^  o ; d f où

v(p ) -jv(x ) et à la limite v(p.) ^  o , c’est-à-dire P(x)
J ^ J

appartient à Bfx] et par suite Q(b ) est inclus dans B .

5.9. Remarques.

Si A est substituable à B , si p est de type fini et 

si B est un anneau de valuation, alors m est principal (car 

de type fini).

Si A et B sont deux anneaux de valuation vérifiant la 

condition 5 .8 .i, on dit que la valuation de L dont B est 

l’anneau est une extension immédiate de la valuation de K dont A 

est l’anneau ; dans ce cas, on a B HIC = A .
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5.10. Proposition. Si A est noethérien et si B est un anneau 

de valuation de hauteur 1, alors pour que A soit substituable 

à B il faut et il suffit que B A K  = A et que la valuation dont 

B est l'anneau soit une extension immédiate de sa restriction 

à K (dont A est l'anneau).

Démonstration. La condition suffisante résulte directement de la 

proposition 5.8 . Inversement supposons que A soit substituable à 

B . L'anneau B est alors un anneau de valuation discrète de 

hauteur 1 (remarque 5.9)» PB est égal à m et A/p est isomorphe 

à B/m (proposition 5*8). L'anneau B étant noethérien, ceci
A A

implique que les complétés A et B de A et B pour les 

topologies p-adique et m-adique respectivement sont isomorphes 

(proposition 11.5.4). L'anneau B étant un anneau de valuation
A A

discrète, B est intègre et donc A aussi. Les anneaux A et B
A A

étant des anneaux de Zariski, on a B O L  = B et Ar\K = A 

(cf. [5j , III, § 3) et par suite B n K  = A .

5*11. Proposition. Si l fanneau A est noethérien et substituable, 

alors A est un anneau de valuation discrète.

L'anneau A étant noethérien, il existe un anneau de 

valuation discrète du corps K dominant 1*anneau local A 

(cf. [23J >0, § 6). L'anneau A devant lui être substituable 

lui est égal d'après la proposition 5.10 .
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5*12. CONCLUSION. Soit A un anneau intègre noethérien de corps 

des fractions K .Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Lfarmeau A est substituable (à tout anneau B 

compris entre A et K, c1est-à-dire, pour tout polynôme 

Q (x )¤K fx ] , si Q(A) est inclus dans B, alors Q(b ) est 

inclus dans B).

(ii) L'anneau A est substituable à tout anneau de 

valuation discrète compris entre A et K .

(iii) Pour tout idéal maximal p de A, ou bien A/p est

infini, ou bien A est un anneau de valuation (discrète).
P
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6. CLOTURE INTEGRALE

6.1. Proposition. Soient A -un anneau intègre, K le corps des 

fractions de A, L une extension de K et B la fermeture 

intégrale de A dans L .La fermeture intégrale de l’anneau 

[p(x)eKfx3 ( P(A) CL b] dans L(x) est l’anneau 

{Q(X)<£L[X] |q(a) C  b} .

Démonstration. Il est clair que la fermeture intégrale en question

est contenue dans L[xJ .Soit Q(x) un polynôme à coefficients

dans L et soit :

Qn + P .Q11”1 + ... + P.Q + P = o n-1 1 o

l’équation caractéristique de Q(x) sur KÇx] .

Si Q est entier sur [p(x)CK£x] ( P(a ) Cl b J , alors les P^ 

vérifient p (a ) C  B, et, pour tout élément a de A, Q(a) est 

entier sur B donc appartient à B .

Inversement, supposons que Q(a ) soit inclus dans B .Les 

P^(x) sont des fonctions symétriques des conjugués de Q(x) sur 

K[x3 et, pour tout élément a de A, les P^(a) sont des fonctions 

symétriques des conjugués de Q(a) sur K donc appartiennent à 

B (et même à B/^k ).

6.2. Corollaire. Soient A un anneau intègre et intégralement clos, 

K le corps des fractions de A, L une extension de K et B la ferme­

ture intégrale de A dans L .La fermeture intégrale de A[x]sub 

dans L(x) est l’anneau [q (x )s ,L(xJ | Q(â ) C  b |
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et la fermeture intégrale de A Cx3 dans L(x) étant B[xl , on a : 

B W  = {q(x)slDc3 \ Q(A)<r b} [q(x)¤T Ltxl | q(b)<z b} =Bfx]subOBÎX]

6.5* Corollaire. Si A est un anneau intègre et intégralement clos,

alors 1'anneau A W  sub aussi.

Dans le corollaire 6.2, faire L = K .

6.3. Corollaire. Avec les notations et les hypothèses du corollaire

6.2, si A est substituable à B, alors la fermeture intégrale de

6.k. Corollaire » Avec les notations et les hypothèses du corollaire 

6.2» si A est substitutiel, alors B aussi.

A w sub dans l (x ) est égale à B [Xi , . '  •* sub

En effet, si A est substitutiel, A W s u b est égal à A[X]
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CHAPITRE IV - ANNEAUX DE POLYNOMES A VALEURS ENTIERES : 

LA STRUCTURE DE MODULE

\n /

essaierons d'en construire une base. Si l'anneau A est 

substitutiel, A M  gub étant égal à a [x] est évidemment 

libre ; nous ne nous intéresserons pas à ce cas. Commençons 

par le cas le plus simple des anneaux de valuation.

x(x-1 ) ___ (x-n+1 )
ni pour ñst avec I j = 1 .

Etant donné un anneau intègre A, l'anneau A Kl sub des

polynômes à valeurs entières sur A peut aussi être considéré comme 

un A-module.

Ainsi, dans le cas de l'anneau TL des entiers rationnels,

il est classique que le 2T~niodule sub est libre et admet

pour base la famille des polynômes

ne IM
/x\

Nous allons voir que pour d ’autres anneaux A, le

A-module A W 3 Ub est libre et, lorsque ce sera le cas,nous

*1X1
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1 . ANNEAUX DE VALUATION

Compte tenu de la proposition III.3.1, nous ne nous intéres­

serons qu’aux anneaux de valuation d’idéal maximal non principal et 

de corps résiduel fini (de façon que A(XIsub ne soit pas égal 

à A[X] ).

1.1. Notations. Dans ce paragraphe A désignera l’anneau d'une 

valuation v discrète et de corps résiduel fini.

Soient K le corps des fractions de A, TT une uniformisante 

de A , q le cardinal du corps résiduel A/lTA et (ao,a^,...,a  ̂) 

un système de représentants dans A de ce corps résiduel.

1.2. Soit (ar) 11116 suite d’éléments de A prolongeant la suite 

(aQ,.. . ,a _̂.j ) telle que, quels que soient les entiers k et t,

/  r  t "tles éléments , pour kq ^  r  <, (k+1 )q , forment un système de

représentants de A modulo TT̂ A .

1.3. Remarque. On obtient une suite (ar) satisfaisant à la

condition 1.2 de la façon suivante :

si r s’écrit r . . ,r.r en base q , on pose :
JtC l o

k.a = a TT + . ., + a TT + a
r ri rt rk • o

1.4. Soit u la fonction de ÎW dans (H définie par :
u(n) = y  | — I où j — ] désigne la partie entière 

q̂ > lqSj
, nde —sq
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1.5. Etant donné une suite (ar) satisfaisant à la condition

1.2, posons, pour tout entier n :

Q (x) = Tf""u(n) 1 J~ (x-a ) ; pour n = o ,
o $ r < n

on convient que Qq (x ) =1 .

1.6. Lemme. Avec les notations et les hypothèses précédentes, pour

tout entier n , le polynôme Qn(^) est à. valeurs entières sur A

et l'élément Q (a ) est inversible dans A . n v n'

Cela se vérifie en regroupant les termes du produit l l(x-a^) 

qui ont même valuation.

1.7. Proposition. (POLYA). Le A-module •̂•0*3sub est libre et admet 

pour base la famille des polynômes Qn ( )̂ (définis en 1.5).

Le polynôme Q (x) est. de degré n et donc tout polynôme 
n degP

P(x) de KCx] peut s'écrire P(x) = PnQn(x ) ° ù ?n

appartient à K . Si P(x) est un polynôme à valeurs entières

sur A, P(aQ),p(a^),...,p(a^e^p) sont des éléments de A . On en

déduit en utilisant le lemme précédent que chaque pn appartient

à A .

Ce résultat est dû en gros à POLYA Ù 7 l  , la terminologie 

étant différente.
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La démonstration précédente montre en particulier que :

1 .8 . Proposition. Pour qu'un polynôme P(x) de K[xJ appartienne

à  A t X3 s u b  1 1  f a u t  e t  1 1  s u f f i t  <lu e  p ( a 0 ) » p ( a 1 ) » • • • »p ( a dep-P^

appartiennent à A (où (ar) une suite satisfaisant à la

condition 1.2).

Nous aurons besoin par la suite d'un résultat plus général 

que celui de la proposition 1.7 '•

1.9. Proposition. Soit (ar) 11116 suite d'éléments de A satis­

faisant à la condition 1.2 .Pour tout entier n , soit (b )* v n , r ' o «g r <  n

une suite d'éléments de A telle que, pour tout r ê {o ,.:.;. ,n-lj , 
v(b -a ) >  u(n) . Pour tout entier n , posons :

XX f  2T X*

Rn(x) = TTu(n) 1 T (x-b ) .
o ̂  r«ç n *

La famille des polynômes R (x) constitue une base du A-module

* W .« b  •

En effet, de façon analogue au lemme 1 .6 ,  on vérifie que les 

polynômes Rn(x) sont à valeurs entières sur A .Comme en outre ils 

ont les mêmes coefficients directeurs que les polynômes Qn (̂ ) ü s 

engendrent le même A-module.

Le cas d'un anneau de valuation de hauteur supérieure à 1 

relève du paragraphe un peu plus général suivant.
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Compte tenu de l'exemple 3.2.2, nous ne nous intéresserons 

qu'aux anneaux locaux de corps résiduel fini,

2.1. Notations. Soit A un anneau intègre local d'idéal maximal 

principal et de corps résiduel fini.

Soient K le corps des fractions de A , TT un générateur 

de l'idéal maximal de A , q le cardinal du corps résiduel A/TT”A 

et (aQ,a^,...,a^ ^) un système de représentants dans A de ce 

corps résiduel.

2. ANNEAUX LOCAUX D*IDEAL MAXIMAL PRINCIPAL

v(x) = n si x ¤irnA - trn+ A et

v(x) = + 0 0 si x G  TTnA .

2.2. Remarque. Avec ces nouvelles notations et hypothèses, la 

remarque 1.3» 1© lemme 1.6, les propositions 1.7» 1 »8 et 1.9 

sont encore valables ; en particulier, le A-module A W sub eS^

libre et l'on retrouve bien la proposition 111.5.4 annoncée 

précédemment.

Les démonstrations correspondantes sont tout à fait analogues 

et utilisent le fait suivant :

Quels que soient x et y appartenant à A, 

v(x.y) p v(x) + v(y) où l'on prolonge de façon évidente l'addition

de N à IN U i+ •

Notons v 1*application de A dans 04 définie parÜ *-C*ö
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OSTROWSKI (34J a montré que, lorsque l'anneau A des 

entiers d'un corps de nombres est principal, le A-module A(XJ .
S U D

des polynômes à valeurs entières sur A est libre.

Ce résultat a été étendu par CAHEN C8l à tous les anneaux 

de Dedekind :

3.1. Proposition. (CAHEN). Soit A un anneau de Dedekind. Le 

A-module •̂  Î̂ 3gut) es* libre et peut s'écrire comme une somme 

directe de A-modules projectifs :

3. ANNEAUX NOETHERIENS INTEGRALEMENT CLOS

AM s u b  = ® |H  V n ( l )  oil Xn e s t  m  ld é a l
fractionnaire de A et P (X) un polynôme de degré n à 

coefficients dans A .

De notre côté nous étendrons le résultat d’OSTROWSKI aux 

anneaux factoriels avec la proposition 4.1 .

Lorsque l*on ôte l’hypothèse de dimension 1 , il ne subsiste 

de la proposition 3*1 Que le fait suivant :

3.2. Proposition. Soit A un anneau noethérien intégralement clos. 

Le A-module A[x3gub est fidèlement plat.

Démonstration. L'anneau A étant noethérien, pour tout idéal

premier p de A , le localisé en p de A W s u b est égal à

* p W SUb (proposition ÏII.1.k).
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Lorsque p est de hauteur 1, étant un anneau de valuation,

le Ap-module ApCx]sub est libre (proposition 1.7), tandis que

lorsque p est de hauteur strictement supérieure à 1 , l’anneau

A est substitutiel (proposition XII.2.10) et le A -module 
P P

A [x] u. = A fx} est encore libre, p * sub p1* **

Toutefois lorsqu'on se restreint aux polynômes de degré . 

inférieur ou égal à n :

3*3* Proposition. Soit A un anneau noethérien intégralement 

clos. Le A-module A IXlgUb des polynômes à valeurs entières 

sur A de degré inférieur ou égal à n est projectif.

Démonstration. L’anneau A étant noethérien, pour tout idéal

premier p de A, le localisé de AM " u b en p est égal à

Ap « s u b (cf. la proposition 11.3*6). L’anneau A étant de plus

supposé intégralement clos, le A^-module A Cxln K pk sub est libre de

rang n (cf. la démonstration précédente). Pour pouvoir conclure,

il nous suffit de savoir que le A-module AMSub est de.type fini

( £5 } ,11,§5 ) ; nous allons le vérifier par récurrence sur n

(cela étant évident pour n=o , ‘ w : llb - * )•
Soit I l’ensemble des coefficients dominants des polynômes 

à valeurs entières sur A de degré égal à n ; c’est un A-module et 

si l’on montre qu’il est de type fini, il en sera de même, par 

récurrence, de A C^gub * ^  car<^-na  ̂ quotient A/p est 

strictement supérieur à n, alors 1^ est contenu dans A^ (pro­

positions III.1.5 et 1.7) > pour les autres idéaux premiers p
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(qui sont en nombre fini d'après le lemme 3*4 suivant), il existe

a 4çA-Ço} tel que a .1 soit inclus dans A s par suite, il p 1 * p n P

existe un élément non nul a de A tel que a.l soit inclusn

dans A et le A-module I est fractionnaire, donc de type fini.

Indiquons le lemme annoncé qui a déjà été cité par 

CAHEN (8} pour les anneaux de Dedekind, mais qui est en fait 

valable pour tout anneau de Krull :

3.4. Lemme. Soit A un anneau de Krull. Pour tout entier q il 

n*y a qu’un nombre fini de valuations essentielles de A dont le 

corps résiduel a un cardinal égal à q .

Démonstration. On peut naturellement supposer que A est de cardinal 

infini. L ’équation en X :

(*) Xq - X = o n ’ayant qu’un nombre fini de racines dans un 

anneau intègre, il existe un élément a de A tel que a^-a ne 

soit pas nul. L ’image canonique de a dans le corps résiduel d ’une 

valuation essentielle v de A dont le cardinal est égal'à q 

vérifie l’équation (*) et donc a^-a appartient à l’idéal 

maximal de v . Or, ceci ne peut avoir lieu que pour un nombre 

fini de valuations essentielles v de A .
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Démonstration,

Notons V l'ensemble des valuations essentielles de A ;

pour toute valuation v appartenant à V , pv l'idéal premier

de A correspondant et qv le cardinal du corps résiduel de

v ; pour tout entier q , Vq le sous-ensemble de V formé des

valuations v telles que qv soit inférieur ou égal à q (cet

ensemble est fini d'après le lemme 3*4).

Pour toute valuation v appartenant à U Vq , l'idéal

Pv est maximal puisque son corps résiduel est fini et par suite

A/pn est isomorphe à A /(p A )n , pour tout entier n . On 
V Py ^ P-y

peut alors choisir dans A une suite d'éléments (a ) lW,
v,r'r¤ÏN

satisfaisant à la condition 1.2 (par exemple en se servant de la

remarque 1,3) relativement à l'anneau de valuation A .
Pv

Fixons pour l'instant un entier q , L'ensemble Vq étant

fini et les idéaux pv correspondants (v^V^) étant maximaux,

les inéquations suivantes en (b ) admettent des solu-v q,r'o^r<n

tions dans A (ZARISKI et SAMUEL, C4o3,m) :

v(bq r̂ - av>r) > uv(q) où o ^ r < q  , où v décrit Vq

et où uv(q) = g [%] .

4. ANNEAUX FACTORTELS

4,2, Proposition. Soit A un anneau factoriel. Le A-module 

A ^ sub est libre et admet une base (Rn(x) )n¤^  ° ù Rn(x ) 

est un polynôme de degré n .
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Soit donc (bq r) des solutions et, pour tout v appar­

tenant à u  V ,, soit «V un élément de A qui engendre p q q v v

(l'anneau A est factoriel).

Montrons que les polynômes Rn(x) suivants forment une

base du A-module Afxl . :u Jsub

r (x) = t T Toruv(n) ) ( ] [ (x_b ) )
n \ / ' v 1 _ n,r' '

v¤:Vn o ̂ r <  n ’

Soit v appartenant à ^  Vq .'D’après le choix des

bn ^ et la proposition 1.9» 1©S polynômes Rn(x) forment une

base du A -module A Px] , (on note que  ̂ l ° L uw(n )
Pv Pv sub ^ Vn w

est inversible dans A ).
Pv

Soit v appartenant à v" V  Vq . Le quotient A/pv étant

de cardinal infini, l’anneau A Cxl llK est égal à A [X]
P-y SUD Pv

(exemple III.2.2) et les polynômes ®n(x) forment une base 

du A -module A fx} . (on note que R„(x) est un polynôme
Py Py SUD n

de degré n et de coefficient directeur inversible dans A ).
Pv

Les polynômes Rn(x) étant dans Ap 0 0 gutj pour tout

v é V  sont dans A Kl sub ( corollaire III.1.3).

D ’autre part, tout polynôme P(x) appartenant à Afx7gu^

deg(p)
s’écrit sous la forme P(x) =   PnRn(x ) où pn appartient

à K . Comme A fx3sub est inclus dans Ap /x] sub Pour tout

v £ V  (proposition III.1.z) et que les polynômes Rn(x) forment

une base du Ap -module Ap fxlgub , chaque pn appartient à

A pour tout v £ V  , donc appartient à A .
Pv
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5. BONNES CONDITIONS DE LOCALISATION

Nous avons eu besoin -et nous aurons besoin pour simplifier

notre étude de localiser le A-module Afxl , en les idéaux*• sub

premiers p de A (en particulier pour déterminer les idéaux 

premiers de l'anneau A[x]gub en fonction de ceux de A au 

chapitre suivant). Nous allons rappeler quelques situations où 

la localisation marche bien et nous servir du paragraphe 2 pour en 

obtenir une autre.

5.1. Proposition. Soient A un anneau intègre et p un idéal

de A .Le localisé en p de A txl . est égal à A fxl*  ”*sub ° P sub

lorsque l'une des hypothèses suivantes est réalisée :

(i) L'anneau A est noethérien.

(ii) L'anneau v * *  suk est égal à l'anneau ApCxl.

(iii) Le quotient A/p est de cardinal infini.

(iv) L'idéal p est principal.

Démonstration. Le cas noethérien n'est autre que la proposition

111.1 .k . Lorsque l'égalité (ii) est réalisée, on a la suite 

d'égalités et d'inclusions :

ApCxl = (ADO )p c  (ADOsub) p e :A pCxJsub = Ap DO 

grâce à la proposition III.1.2, d'où l'égalité cherchée. Lorsque 

l'hypothèse (iii) est réalisée, l'anneau local Ap a un corps 

résiduel A^/pA^ de cardinal infini et l'exemple III.2.2 montre 

que l'hypothèse (ii) est alors réalisée.
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Enfin, dans l'hypothèse (iv), on peut supposer en outre

que le corps résiduel de p est de cardinal fini (sinon on

serait dans le cas (iii)) ; ceci signifie en particulier que

p est un idéal maximal et donc que A/pn est isomorphe à

à A /(pA )n pour tout entier n . Ainsi, on peut choisir 
P P

des éléments a dans A satisfaisant à la condition 1.2 r

relativement à l'anneau local A dont l'idéal maximal pA
P P

est engendré par un élément de A . La remarque 2.2 et la

sont aussi des éléments de AM SUb - d'où l'inclusion de

APW  sub dans <AW sub)p

proposition 1.7 montrent que le A^-module A Cx3 kpL ^sub est libre

et admet une base formée par les polynômes a„(x) construits

à partir des af . Or par construction ces polynômes Qn (x)
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Le paragraphe III.6 nous fournit déjà le résultat suivant 

qui se vérifie d'ailleurs de façon directe :

6.1. Proposition. Si l'anneau A est intégralement clos, alors 

1'anneau A [x] sub aussi‘

On a un résultat plus précis et pour cela introduisons une 

notation qui simplifiera certains énoncés :

6.2. Notations. Etant donné une valuation v sur un corps K de
A

groupe des valeurs G , notons K le complété de K pour la
A A

valuation v , v le prolongement de v à K et, pour tout
A

élément x de K , notons vx la valuation du corps K(x) , à 

valeurs dans le produit lexicographique jZ x G , qui, pour tout 

élément P(x) de Kpijl - (oî , a pour valeur :

vx (p(x)) = ( rx » v(Pn(x)) ) où

P(X) = (x-x)I’x.P1 (X) , P1(x)¤KCX] et Pt(x)^o .

6 . TRANSFERTS

Ce paragraphe n'a pas sa place dans ce chapitre, il pourra 

toutefois nous servir d ’introduction au chapitre suivant.

Dans ce qui suit, A désignera un anneau intègre de corps 

des fractions K . Nous allons voir que lorsque l'anneau A possède

certaines propriétés, l’anneau les possède aussi.aM s u b
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Cette proposition est immédiate compte tenu de ce que 

l’intersection des anneaux des valuations de ¥ est l'anneau kCx3 .

Dans D3] OHM note les implications suivantes :

(a) A est un anneau de Krull.

—  ̂  (b) A est intersection d'anneaux de valuation de hauteur 1 .

— ^ (c) A est complètement intégralement clos.

(d) A [CT]J est intégralement clos.

(e) A est intégralement clos et, pour tout élément non
O o

inversible a de A, n * nA - o
n=o

=^(f) A est intégralement clos.

6 .3 . Proposition. Soient K un coi-ps, V une famille de valuations 

v de K et A l’intersection des anneaux des valuations v £ V  . 

Notons V  la famille des valuations v de K(x) où v décrit
* Si

V et a décrit A et W la famille des valuations p(x)-adiques 

de K(x) où P(x) est un polynôme irréductible de K£x3 . Alors

1 ’anneau A M  sub est égal à l’intersection des anneaux des

valuations de V ’ VJ V .

Nous venons de voir qu'il y a transfert de la propriété (f)

6.4. Proposition. Si l’anneau A possède la propriété (e) 

ci-dessus, alors l’anneau A [x] ^ aussi.

de A à A“ SUb  nous allons voir ce qufil en est des autres

propriétés :
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Soit P (x) un élément non inversible de A w , u b ’ Si P<X > 

n fappartient pas à À , alors des considérations de degré montrent 

que Qo Pn (x ) .A [XI sub = o , tandis que, si P (x) appartient à A , 

c'est l'hypothèse sur A qui implique Pn(x) .ADO*.^ = ° •

6.5« Proposition. Si l'anneau A [Ct3] est intégralement clos, 

alors l'anneau A 00 sub R t J) aussi.

Démonstration. L’anneau KfXjtCïl] étant intégralement clos, il 

suffit de considérer un élément Q(x ,t ) de K£x3[[t 33 vérifiant 

une relation de dépendance intégrale de la forme s

Qn (X ,T ) + Pn_t (x ,T )Q n_1 (X ,T ) + . . .  + Pt (X ,T )Q (X ,T ) + Pq (x ,t ) = o 

où P_̂ (x ,t ) appartient à A[x3sukfCT33 de montrer que Q (x,T )

Pour tout élément a de A , Q (a,T) appartient à K[[Tj] 

et p(a,T) à A [fr i) ; ainsi, ou bien Q(a,T) = o ou bien 

Q(a,T) vérifie une relation de dépendance intégrale à coefficients 

dans A CCt33 et donc appartient à A tCTj] . Par suite, Q (x,T ) 

appartient bien à A o a subtfTH  .

6 .6. Proposition. Si l'anneau A est complètement intégralement 

clos, alors l'anneau A Cx3sub aussi.

Démonstration, (cf. chapitre Vl) - Soient P(x) un élément de

K(x) et Q(x) un élément de A gub-{°} tels que, pour tout

n i
entier n , Q.P appartienne à A0U sub • Comme Kfxl est complè­

tement intégralement clos, P(x) appartient à Kfxl .

appartient à AOOsub[Crl) .
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Pour tout élément a de A , Q’(a)pn(a) appartient à A et 

donc, pour tout élément a de A tel que Q(a) ne soit pas 

nul, P(a) appartient à A .Le polynôme Q n'ayant qu'un 

nombre fini de racines, P appartient à A M Sub en vertu de 

la remarque III.1.6 (le cas où A est de cardinal fini, étant

6.7« Remarques.

(i) Les propositions 6.1, 6.4, 6.5 et 6.6 sont encore 

valables lorsqu'on remplace l'anneau A Lxlsub par l'anneau 

^ P (x )¤L K [x l l P (A q ) C A ]  où Aq est un sous-anneau infini de A .

(ii) Ces mêmes propositions sont encore valables lorsqu'on

remplace l'anneau A fx l , par l'anneau A ÎV x . ) .  _ _ 1  , où X * Jsub l'ifirsub

est un ensemble quelconque (cf. notations IXI.1.1).

6.8. Lemme. Soient P et Q des éléments non nuls de k £x  ̂, . . . »X̂ JJ 

(où n est tin entier quelconque). Si P(a) appartient à A pour 

tout élément a de A tel que Q(a)^o , alors P(a) appartient 

à A pour tout élément a de An c'est-à-dire P appartient 

a A[X.| ,... ,Xnl gub .

immédiat car alors A = K et AWSub = KW )•

La vérification de ces assertions est immédiate sauf 

peut-être en ce qui concerne le transfert de la propriété

d'être complètement intégralement clos de A à Â^ Xi^i<£r^sub
qui nécessite le lemme suivant :
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Enfin, pour l'étude du transfert despropriétés (a) et (b), 

nous allons nous restreindre au cas où A est un anneau de 

valuation de hauteur 1 . Or nous savons que :

— si A est un anneau de valuation de hauteur 1 non 

discrète ou de corps résiduel infini, alors AiXiSub est égal 

à A[x} (exemple III.3.1 ).

Démonstration. On peut supposer que le cardinal de A est infini,

et de même Q0(x*,...,X„ - Q(x.. , . .. ,X_ -»a) „ Pour tout élément a i n— I i n— i
n  1b de A tel que Q^(b) ^ o , on a par hypothèse P (b)-» a a —

appartient à A et donc, par hypothèse de récurrence, pour tout

élément b de An""̂ , P (b) appartient à A . Fixons maintenant

n 1un élément quelconque b de A ” :

On vient de voir que pour tout élément a de A tel que

le polynôme Q ne soit pas nul, le polynôùe P(b,X ) a pour a n

valeur en a p(b,a) = P (b) qui appartient à A ; l'hypothèse 

de récurrence au rang 1 montre que, pour tout élément a de A , 

P(b,a) appartient à A .

Les éléments a de A tels que Q(X1 ,X2 ,...,Xn ^,a) = o 

sont en nombre fini ; fixons pour l’instant a £ A  tel que

Q(xt i   • » > x ^  »a) fi ° et posons Pa(x,....,Xn_,) = P(xi... Xn-1 ,a)

sinon A = K et AfX,.... X 1 . ̂1 n^sub = KfX1 et on raisonne

par récurrence sur n . Le lerame est évident pour n=o et déjà 

montré pour n=1 (remarque III.1.6), supposons le montré jusqu’au 

rang n-1 .

t *  *  * ,x 1
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- Si A est intersection d ’anneaux de valuation (discrète) 

de hauteur t, alors Afx] aussi (ZARISKI-SAMUEL, i k o l , IV) et 

si A est un anneau de Krull, alors A[xJ aussi (même référence).

Il s’agit donc d’étudier A [x3gub lorsque A est un 

anneau de valuation discrète de hauteur 1 et de corps résiduel 

fini. C'est ce que nous allons faire au chapitre suivant et, 

pour déterminer les anneaux de valuation contenant A fx3su];) » 

nous allons d'abord déterminer les idéaux premiers de A x̂3gub .
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CHAPITRE V - ANNEAUX DE POLYNOMES A VALEURS ENTIERES :

LES IDEAUX PREMIERS

Dans tout ce chapitre A désignera un anneau intègre 

(de cardinal infini) de corps des fractions K .

Nous allons déterminer les idéaux premiers de l’anneau 

A W s u b  des polynômes à valeurs entières sur A en fonction 

des idéaux premiers de l’anneau A . C'est le cas simple des 

anneaux de valuation que nous pourrons traiter en détail et 

qui nous fournira les résultats les plus intéressants.
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1.1. Les idéaux premiers de A^x} au-dessus d’un idéal maximal 

m de A sont l'idéal mA[xl et les idéaux de la forme (m ,Q (x ) )A£xJ[ 

où Q (x ) est un polynôme unitaire non constant de AfxJ dont 

l'image canonique dans (A/m)[x] est irréductible.

1.2. Avec les notations précédentes, si x désigne une racine 

de Q(x) dans une extension de K , on vérifie que :

(m,Q(x))A[x] = (p(x)¤ACx3 \ P(x)em|x3} .

En particulier, pour un élément a de A :

(m,X-a)A[x]= {p (x )<=A[x] | P(a)£ m} = {p (x )C.A[x ] | P(a+m)c:m} .

Quant à l'idéal mAfxj » on Peut écrire par analogie :

mA[x] = {P(X)¤A[XÎ |P(x)Cm[xjJ ; mais non 

fp(x)eA[x] |p(A)cm}

car cet idéal contient strictement mA£x3 lorsque le quotient A/m 

est fini.

1.3« Remarque. Etant donné un idéal premier p de A et un élément 

a de A , notons p& l'idéal de A fX^sub formé des polynômes p (x )  

de  A'fXlgyk tels que P(a) appartienne à p . L* idéa l p& est 

premier et le quotient AÎX] v/p est isomorphe à A/p .

1. GENERALITES

Il y a tout d'abord le cas simple des anneaux A substi­

tutiels c'est-à-dire tels que A W s u b  soit égal à A[X1. A ce 

propos rappelons que :
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En effet, pour tout Q(x) appartenant à A & l su|j » on 

a Q(x) = (Q(x)-Q(a)) + Q(a) , d'où A j x ] ^  = p& + A ; or 

p A A  = p , d'où 1*isomorphisme.
Si

Notons tout de suite que les idéaux premiers de Aix!
* '  ̂sub

ne sont pas tous de cette forme et que, a et b étant deux 

éléments distincts de A , les idéaux p, et p. peuvent être
Si D

égaux.

1.4. Proposition. La dimension de l'anneau A Cx3sub est supérieure 

ou égale à la dimension de A augmentée de 1 .

En effet, si o=pQC  P̂  C, . .. CP^ CI ... C P n est une 

chaîne strictement croissante d'idéaux premiers de A ,

°  C < P o > a  ^ V a

(avec la notation de la remarque 1.3) est une chaîne strictement 

crois sainte d'idéaux premiers de A P 0 sub :

(p.) A (Pj..) car (p.) A A  = p. 4- p. * = Vii'a r VA±+1 'a v*i'a ’ î r *i+1

<pi+1>a'‘*A
(p ) £ (o) car X-a ¤(p ) ; on a donc bien :' o a o a

dim(Afx]sub) ^  1 + dim(A) .

Dans les bonnes conditions de localisation (cf. XV, § 5)»

pour connaître les idéaux premiers de A Cx3gub au-dessus d'un

idéal premier p de A , on se ramènera au cas local et il

s'agira de déterminer les idéaux premiers de A^Cx}gub au-dessus

de l'idéal maximal pA de A . Ainsi :
P P

Ç J ~ • • • ••• <=(pn>a< = (p ± )a*“
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1.5. Proposition. Soit p un idéal premier de A . Si l’anneau 

ApCxJsub est égal à Â  3[xl, en particulier si le corps résiduel 

de p est infini, les idéaux px’emiers de A Cx3.„h au-dessus de
« 5 u O

p sont les intersections avec A Î"x3sub des idéaux premiers de 

a m  au-dessus de pA (donnés par 1.1 )  p p
On trouve en particulier l'idéal premier pÂ 3fxJnA[xJsub

qui est le radical de l'idéal pAfx] gu^ de A Cx3sub .

La connaissance des idéaux premiers de A £xlQub au-dessus 

de p résulte de la bisection classique avec ceux de son localisé 

en p au-dessus de pA^ ; or ce localisé est égal à Ap[xJ en 

vertu de la proposition XV.5.1 •

Comme les idéaux premiers de A^fx) au-dessus de pA^ 

contiennent tous l'idéal premier pA nCX] , le radical de l'idéal

PAfxJsub de AW su b  e s t  b ien  éga l à pAp iX]n ACx]sub .

1.6. Complément. Dans le cas où p est un idéal premier de A 

de corps .résiduel infini, l'idéal premier pÂ  pfxjrtAjXÎ sub de

A[x]sub est aussi égal à l'idéal £p (x )¤*K j*x3 |p (a )cZ pj' .

des P(X)£1KLXÏ tels que P(A) CZ pA^nA = p ; réciproquement, si 

P(X)¤K£X3 et vérifie p(a)cp , alors P(x) appartient à

A W Sub d'après le théorème II.1 .1 , P(x) appartient aussi

à pAp[ x j .

De ce qui précède résulte en particulier :

Il est clair que PAp[ x ] AA W sub est inclus dans l ’ensemble
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1.7. Les idéaux premiers de A£x3 b au-dessus de l’idéal 

premier (o) de A sont l'idéal (o) et les idéaux de la 

forme :

(p(x)¤?AjXîsub l P(X) = Q(X).R(X) où R(x)¤K£xl] où 

Q (x) est un polynôme non constant et irréductible de KQcj| . 

Notons que ces derniers idéaux premiers sont tous de hauteur 1 

et que les localisés correspondants sont les anneaux de valuation 

Q-adique de k (x ).

On pourrait espérer réduire le problème en diminuant la 

dimension de A , or on a seulement s

1.8. Lorsque p est un idéal premier de A de corps résiduel 

infini, le quotient A M s u b / pAP^3nALxl sub s’injecte dans 

l'anneau (A/p)rx3gub » mais il n'y a pas isomorphisme en générai.

En effet, A W s u b / pV *  ̂ Arx3 sub qui est isomorphe au 

quotient {p(x)<£ ApDd | P(a) d  A ] /{p(x)«S pAjJXi 1 P(A)d a} est 

contenu dans fp(x) ¤. (A /pA ) fx] | p(a) CT A/pA /^A = A/p| c'est-à-
^ P  r  ^

dire (A/p)[x] , puisque A /pA est le corps des fractions1  ̂SULD p  p

de A/p .

D'autre part, si l'on pose A = ltff,z3 où k est un 

corps fini et p = (z )  , l'annéau A est substitutiel. (exemple 

III.3.3) et donc A[x3 gub/pAp [x] n  A fc3gub est isomorphe à 

(a /p )[x 3 = kCY3Cx3, tandis que l’anneau A/p = k[r) n'est pas

substitutiel et (A/P)[x]sub contient strictement k DrJ Cx3 •
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Toutefois, la condition A/p est de cardinal fini impose 

à p d 1être maximal et le seul problème est de déterminer les 

idéaux premiers de Afxl , au-dessus des idéaux maximaux de A
L ''SUD

de corps résiduel fini. Dans de bonnes conditions de local.isa.tion 

on pourra même supposer A local et 1*exemple le plus simple où 

A est un anneau local non substitutiel est celui où A est un 

anneau de valuation discrète de corps résiduel fini*
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(i) = {p(x)<£AtXIsub | P = Q.R où RCKCXI ]

où Q est un polynôme non constant, irréductible et primitif 

de Apc] ( déterminé à un élément de A* près).

( ü )  mx “ ÎP(x)CACxlsub I v(p(x)) > ô f où x est
A

un élément quelconque de A (uniquement déterminé).

Les idéaux premiers de la forme (i) sont les idéaux 

premiers non nuls de A Cx3gub au-dessus de l'idéal (o) de A 

(cf. 1.7).

Pour déterminer les idéaux premiers de Afxl  ̂ au-dessus*sub

de l'idéal maximal TTA de A nous aurons besoin du lemme 

suivant :

2.2. Lemme. Soit t un entier positif et soit (b ) +
' r o^’r < q i;

un système de représentants de A module TT̂ A. Posons :

Reprenons toutes les .hypothèses et notations du paragraphe 

IV.1 s l'anneau A est celui d'une valuation v discrète et 

de corps résiduel fini.
A A

Soient K le complété de K pour la valuation v , v
A A A

le prolongement de v à K et A l'anneau de la valuation v .

2.1 . Théorème. Les idéaux premiers non nuls de A C^3gub sont de 

l'une des deux formes suivantes :

2. ANNEAUX DE VALUATION DISCRETE i LES IDEAUX PREMIERS
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R t(x) = TT~U (q  ̂ | (X-b ) . Pour tout élément
q o ^ r < q

A A A

x de A , on a : v (r .(x )) = -t + sup v(x-b ) .
v X  I*

q o*rr<q

En effet, soit s l'unique indice tel que x-b appartienne
S

t A à 1 A ; alors s est l'unique indice tel que v(x-b ) =
S

A A

sup v(x-b ) . Pour r/s , on a v(x-b )• = v(b -b ) ; or, p r r s r

SI v(b -b ) = u(q*)-t par un calcul simple où lfon regroupe 
r^s s r
les v(bg-br) ayant une valeur donnée.

Démonstration du théorème. Soit \ un idéal premier de A Cx3sub 

au-dessus de l'idéal maximal TTA de A . Soit t un entier. 

Considérons l'égalité :

TTQ (x) = 1 I V " ^ )  (x-a ) .
q o £ k < q  kq çr^(k+l)q

Comme Q t+1 (x) appartient à A £X]sub » t+1 ̂  appartient
q q

à fi"A ÏXJsuk donc à f  et il existe un entier k̂ .¤ï £o, . .. ,q-1^ 

tel que le polynôme

H t(x) - *-u(qt) H  " J t <X-ar>
q ktq ^ r < ( k t+l)q

appartienne à i . On recommence en décomposant R ,(x) en q1/
q

facteurs, et on obtient un entier k (o,. . . ,q-l\ tel que

R (X) = TT"u(qt ^  “T y  (X“ar)
q i * , t-1 . t /. „ x t-1ktq +kt_1q ^ r < k tq +(kt_1+1)q

appartienne à . Ainsi de suite jusqu'à R^(x) , que l’on notera 

X-b. .
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La proposition XV.t.7 montre alors qu'on peut définir des 

polynômes R (x ) pour o ^ n c q *  et n^qS de façon que les

t

P(x) = P(b ) + PnRn (x) où PnC A  .
n=1

Du fait que, pour n , Rn(x) appartient à Ÿ" et que A = TT A , 

on déduit : (*) Pour que P(x) appartienne à il faut et il

suffit que P(b )̂ appartienne à 1TA .

Soit t* un entier supérieur à t . On obtient par la

méthode précédente, un polynôme de degré 1 appartenant à ^  que

l'on notera X-b̂ ., . Soit s un entier inférieur ou égal à t

tel que v(b t-b ) > s (o par exemple). Puisque R (x) appartient t  u ^  s
^  q

à V , R (*>+•! ) appartient à TTA et, comme les a intervenants t r
q

dans R (x) forment un système de représentants de A modulo
S

s qTT A , le lemme 2.2 montre que sup v(b f-a ) ̂  s+1 . Or, b. estr t  r  t

l'un de ces a , donc v(b ,-b. ) s+1 .D'où, finalement,
X* V t

v(b^.t-b^) ̂  t+1 et, ainsi, la suite des b^ , pour te^J, définit
A

un élément x de A .

Etant donné P(x) appartenant à A D O sub » Pour t assez

grand, P(x) appartient à est équivalent à v(p(b^)) >  o ,

et v(p(b^)) >  o est équivalent à v(p(x)) > o . Donc Ÿ" est

égal à m .
. x

polynômes (Rn(x))
forment une base du A-module des

polynômes de A ^ s u b de degré inférieur ou egal a q et que,

pour ^ s+1<q , Rn(X) soit divisible par R (x )  s 'q
dans AM Sub

Soit P (x) un polynôme quelconque de A rxjsub de deeré 

inférieur ou égal à q^ . On a :

sq <5 n

tO £ n « q
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A

Soient x et x* deux éléments distincts de A . Posons
A A

v(x-x') = t . Choisissons aQ de façon que v(a -x)>t . Le
A A

lemme 2.2 montre que v(Q (x) ) > o tandis que v(Q (x 1)) = o .
X  "tq q

Donc m est distinct de m , . x x*

2.3* Compléments au théorème 2.1 :

(a) Pour que ^  soit inclus dans m il faut et ilQ x

suffit que Q(x) = o .
A

(b) Pour tout élément x de A , l1 idéal est maximal 

et son corps résiduel est isomorphe à celui de v .

(c) Si Q n*a pas de racines dans A , l1idéal esty,
maximal et son corps résiduel est isomorphe à KDO/( q ) •

* yC
(d) Si Q a une racine dans A , le quotient A0cj 3^/* q 

est un anneau semi-local contenant la fermeture intégrale de A 

dans K[x]/(Q) .

Démonstration. Il est clair que l’idéal ^  est inclus dans
Q

l’idéal râ  lorsque Q(x) - o . Inversement, si Q(x) n'est pas 

nul, construisons un polynôme de qui n'appartient pas à râ  .
A A

P o s o n s  v ( q ( x ) )  = t  ; c h o i s i s s o n s  d e  f a ç o n  q u e  v ( a o ~ x )  >  t ,

alors v(Q(ao)) = t (q(x) appartient à Ajx}). Posons R(x) =

Q ,(x)/(x-a ) et montrons que le polynôme r(x)q(x) répond à la 
t o

q *, x 
question. Soit a un élément de A . Si Ÿ(.a-a0 )^t, alors
A A A

v(a-aQ) v(Q(a)) et donc R(a)Q(a) appartient à A . Si
A A

v(a-aQ)>t, alors, d ’après le lemme 2.2 , v(R(a)) = -t , et donc
A

v(R(a)Q,(a)) = o . En particulier, r(x)q(x) appartient à A Cx3sub
j  A

donc à Y"a , tandis que v(r(x)q(x)) = o .



- 99 -

que deg P ̂ q . On a vu (*j qufil existe un élément b de A 

tel que P(x)-P(b. ) appartienne à ni , par suite P(x) =
v X

(P(x)-P(bt))+P(bt) montre que AJXJ gub = m + A et comme 

mx c\ A = T a  , on a bien 1* isomorphisme.

Donc les homomorphismes canoniques suivants sont des injections :

a £x ]/(q )— ~  A[x3sub/^Q _ k Cx]/(q ) .Si Q(x) n ’a pas de racines

dans A, est maximal car il n ’est contenu dans aucun m :
' Q x

comme K£x3/(q ) est le corps des fractions de a £x ]/(q ), on a

Q il faut et il suffit que l'image de Q dans (A/TTA)fx] n'ait 

pas de racines dans à /tî A c'est-à-dire que, pour tout a g A  , 

Q(a) soit inversible dans A .

En effet, supposons cette dernière condition réalisée : 

soit P = Q.R un élément de ^  où R¤K[x3; P(a)*£ A et

Quant aux idéaux premiers

Q.KfxJnArx1sub =

1’isomorphisme ADCÎsub/ ^ Q  -  K fxl/(Q) - D'où l'assertion (c) .

Enfin, pour prouver l'assertion (d) nous utiliserons le théorème 

3.2 suivant.

Montrons que le quotient A(Xl ./m*• * sub' x est isomorphe à

A/TTA . Soient P(x) appartenant à A M 5 U b et tGlN tel

% .  ’
on a :

t  
1 Q

et f  H  a Jxî = q .a Cx ] .

2.h. Remarque. Pour que l'idéal £Q
soit monogene engendré par

Q(a)£A* impliquent R(a)C A et donc K¤Atxlsub- Inversement,

supposons qu'il existe a£ A tel que v(Q(a))>o ; soient
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alors que R n'appartient pas à A tX^sub *

2.5. Remarque. Relation entre les idéaux premiers de Apc} et 

ceux de Ajx]sub :

- l'idéal (q ) de Afx!] , où Q est un polynôme 

non constant, irréductible et primitif de A[XJ, est dominé 

par ^  seulement ;

- l'idéal ( F) de Apcl est perdu dans ACxJsub ^

- l'idéal ( TT,f ) de Atxl » où l'image F de P 

dans (a /TTA)Cx ] est irréductible, est :

perdu dans A [xl sub S ( i e g  F 1 »
A

dominé par les m^ où x = a mod TfA si F = X-a mod TTA 

où a ¤: A .

TÍ
Q 1

.,a  ̂ des elements de A tels que (a f a -| »   • • f  a q _ - j  )
forment un système de représentants de A modulo 1TA ; le

|
polynôme P = Q.R où R = — (X-a )...(x-a ) appartient à

i  H  *
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3. ANNEAUX DE VALUATION DISCRETE : LES LOCALISES

Nous voulons préciser, ici la forme des localisés de

A[x] . en les idéaux premiers et m du théorème 2.1.*• sub Q x

Pour cela plutôt que de raisonner directement sur l’anneau, il 

nous semble finalement plus simple de déterminer d'abord les 

anneaux de valuation de K(x) contenant ACx3gub et d'utiliser 

le fait que A M  et donc ses localisés sont intégralement

clos. Les hypothèses et notations sont celles du paragraphe 

précédent.

3.1. Théorème. Les valuations de K(x) dont l'anneau contient 

Afcl sont de l'un des deux types suivants :

(i) La valuation Q-adique de k (x ) où Q est un 

polynôme non constant et irréductible de k £xJ •

(ii) La valuation v^ de K(x) à valeurs dans le 

produit lexicographique t L k L  où x est un élément (quelconque)
A

de A (La valuation v a  déjà été définie à partir de la 

valuation v en TV..6.2).

Démonstration. Soit w une valuation de K(x) dont l’anneau 

contient A [X] sub» En particulier, l'anneau de w contient A , 

donc ou bien il contient K (et K[xJ ) et alors w est de la 

forme (i) , ou bien w prolonge v .
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Supposons donc que w prolonge v . Supposons aussi,

pour l'instant, que A soit complet. L'idéal premier de la

valuation w a poux* intersection avec Afx"1 , un idéal
*  Jsub

premier contenant TTA , donc de la forme m où xgAx

(théorème 2.1). Pour tout P ( x )  appartenant à A fx ] sub * ° n
a donc :

w (p(x)) > o équivaut à v(p(x)) >  o .

Soit t un entier. Considérons les polynômes R^(x)

formés avec la suite b = a  + x - a . . O n  a alors :r r q -1
R (x) = tT 'u(q ) I ' T (x-b ) = R (x ) .  T T 'M x-x) . 
q o «g r< q q -1

On a R t(x) = o , donc w(R t(x)) >  o , et v (r (jf)) = o ,
q q q -t

donc v(R . (X)) = o d' où w(x-x ) >» tw(TT ) pour tout entier t
q -1

et la valuation w est de hauteur au moins 2. Or, d'après BOURBAKI 

( « ,  Vl), la hauteur de la valuation w ne peut être que 1 ou

2 et, si elle est égale à 2, alors le groupe des valeurs de w 

est isomorphe au produit lexicographique TLxTL. En effet, plus 

précisément :

Soit P(x)eAfxl tel que P(x)^o .On a :

P(x) = P(x ) + (x-x)r(x) où R(x)^A{xJ, et comme 

w((X-x)r(x)) ^  w(x-x) >  v(p(x)).w(ir) = w(p(x)), 

w(P(x)) est égal à v(p(x))w(7T) .
r

Soit R(x)¤K(x) , on peut écrire R(x) = (X-x) X(P1 (X)/p2(x ) 

où P^(x) et P^(x) appartiennent à A[x} P-j(x) et Pg(x)

ne sont pas nuls, d'où :
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w (r (x )) = rxw(x-x) + (v(P1(x))-v(P2(x)))w(Tf)

et par suite :

w(k(x)- ) = w(x-x) 2%. + w(TT ) ~SL .
On doit donc avoir w (tt) = (o,l) et w(X-x) = (l,o) et w est 

bien de la forme vx

Revenons au cas général, soit w. une valuation de K (x)
A

prolongeant v et dont l*anneau contient A£xJ g . Soit w un
A A A

prolongement de w à K ( x ), la restriction de w à K prolonge
A

v , c'est donc v .

s
Soit P (x ) = 5  P.jX un élément de A msub so^

i=o
S •

Q (x ) = q±x un élément de K IX) tel que v(p±-q ) ^  o pour
X = 0  A

tout i . Comme P appartient à A m  sub , Q appartient à ^IXJg^
A A

et donc w(q)^ o  , d^où w(P) ̂  o .Ainsi, w est une valuation
A A A

de K (x) prolongeant v et dont l’anneau contient A W s u b  •
A ' A

D ’après ce qui précède, w correspond à un élément x de A 

et sa restriction w à K (x ) est bien de la forme v^ et le 

théorème est démontré.

3 . 2 .  Corollaire. Le localisé de l'anneau A fx l , en l'idéal   u j sub

premier F
Q est l’anneau de la valuation Q-adique et le localisé

de *M.«b en lfidéal premier mx est l’anneau de la valuation

V
X
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En effet, l'anneau A W  guk étant intégralement clos 

(proposition IV.6 .l), le localisé de A[XJ guk en un idéal 

premier f* est égal à 1*intersection des anneaux de valuation 

de K(x) contenant AK )sul3 et au-dessus de J* . Le théorème
3.1 permet de conclure.

d 1anneaux de valuation (discrète) de hauteur 1 il faut et il
A

suffit que K soit une extension transcendante de K (ce qui 

est le cas lorsque K est un corps de nombres).

3 .3 . Corollaire. L'anneau A M gub est de Prüfer (ses localisés 

en les idéaux maximaux sont des anneaux de valuation). L'anneau 

a DO est cohérent.

A[XJ .-module soit plat il faut et il suffit qu'il soit sans

3.4. Remarque. La valuation v^ du théorème 3«1 est de hauteur 1 

si et seulement si l'élément x est transcendant sur K .

3.5. Remarque. L ’anneau

Sinon il en serait de même de ses localisés, or les localisé! 

de ApOgub en -̂es idéaux premiers où x appartient à A

sont des anneaux de valuation de hauteur 2 .

En effet, A W s u b étant un anneau de Prüfer, pour qu'un

torsion, par suite tout produit de AW s u b  modules plats est

un a  DO module plat.

3.6 . Corollaire. Pour que l'anneau A « s u b soit intersection

A r a  sub n'est ni un anneau noethérien,

ni nn anneau de Krull.

sub
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A

Démonstration, Si K n'est pas une extension transcendante de K , 

les seules valuations de hauteur 1 de K(x) dont l'anneau 

contient Ajx3sub sont les valuations Q-adiques ; or, l'inter­

section des anneaux des valuations Q-adiques est l'anneau k £x 3 

qui contient strictement A [x ]sub .
_ A

Inversement, si l'ensemble JÊ-des éléments de A 

transcendants sur K n'est pas vide, alors il est à la fois
A

dense dans A et adhérent à A (pour la topologie induite
A

par v) ; d'où, étant donné P(x)¤ K£xJ > pour tout a g A  , il 

existe x«sJC (et, inversement, pour tout x¤^C , il existe
A

agA) tel que v(p(x)-p(a) ) ̂  o , donc tel que (v (p )^.o ) soit 

équivalent à (p(a)¤:A). On en déduit s

A fëh„v = ( O  v ) o k (X3 où lfon note V lf anneauSUD _v X Xx^ jL
de la valuation v .x

Montrons maintenant l'assertion (d) du théorème 2.1 .

Soit Q un polynôme irréductible de A [Xi admettant des racines
A

x^ (i=1,...,s) dans A . On a des isomorphismes canoniques :

( A W su b /  / f t  j ~  (A [X] s u b ) m / ( f % ) m ü  V / « . V  ,
v x^/ Q 7 x.̂  x i 1 1

où V désigne l1 anneau de la valuation v „ Considérons les
X  • Y  .1

homomorphismes :

a - a Qx I A q î - ^ a k I ^ / ï ^  — (Atx3sub/ i i Q) (mx *

ü/•Xi *
vXi/Q.vx __^ k [x3 (q )/q .k [x 3(q) ü  k [x]/(q )— L.*. k , où
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autres homomorphismes étant des injections ou des isomorphismes

canoniques ; 1'homomorphisme composé de ÂP U sub/ dans

K[X]/(Q) est l'injection canonique déjà rencontrée, elle ne

— t ^dépend pas de i . Posons Ax = UJ~ (a ) . Il apparaît que

VXi/P.VXi est isomorphe à Ax . Ainsi, A & 3 sub/£*Q «ï111

est égal à l'intersection de ses localisés en les idéaux maximaux

est isomorphe à l'intersection des anneaux de valuation A_ ; il
xi

contient donc en particulier la fermeture intégrale de A dans

K fx ]/(Q ) .

Nous allons maintenant essayer d'obtenir de tels résultats 

avec des anneaux A un peu plus généraux.

'li est l'injection qui envoie la classe de X sur x .X , les
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4 . ANNEAUX LOCAUX P*IDEAL MAXIMAL PRINCIPAL

Reprenons toutes les hypothèses et notations du paragraphe

IV.2 : l’anneau A est local d ’idéal maximal principal A et de 

corps résiduel fini.

Notons en outre r l’idéal de A intersection des idéaux 

TTnA où n¤(H.

Les idéaux premiers de A[%Jsub qui ne sont pas au-dessus 

de l’idéal maximal de A sont donnés par la proposition 1.5 ; on 

obtient en particulier l’idéal premier rKJ. D ’autre part :

4 . 1 . Proposition. Le quotient A W s u b /rW  est isomorphe à 

l’anneau (A/r){x3sub .

Notons que l'idéal premier r de A n ’étant pas maximal, 

a[x3 es  ̂ inclus dans Ar[xl (proposition III.1 . 5 ).

D ’autre part, r est égal à rA^ (tout élément de r est 

divisible par n’importe quelle puissance de TT ) ; donc le quotient 

A^/r est égal à A^/rA^ c'est-à-dire au corps des fractions 

Fr(A/r) de A/r .

Ainsi, A [ x ] sub/ r t x }  = {p(x)*S Ap [x ]  | P(A ) A }  / r [ x j  = 

{P(x)e (Ar/r) fx 3 |p (A )  C  A/r}= f p (x )  £  Fr(A/r) ( P(A/r)CA/r} =

(AA)rx]sub.
On obtient là 1’isomorphisme que l ’on ne pouvait avoir dans 

le cas général avec l’assertion 1 .8  . Et le problème est bien 

réduit, car l’anneau quotient A/r est un anneau de valuation 

discrète ; d’où :
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mx = {p(x)eA[x3sub |p(xn )e1TA pour rx assez grand̂ J- 

où x est un élément du séparé-complété de A pour la topologie 

"1TA-adique (uniquement déterminé) et (xn) une suite quelconque 

d'éléments de A représentants x . Ces idéaux sont maximaux et 

de corps résiduel isomorphe à celui de TTA .

Cela résulte du théorème 2.1 et de la proposition 4.1 .

La remarque 2.4 subsiste :

4.3. Pour que l'idéal = [p(x)^A[xJ gub | P=Q.R où R ^ k D cI} 

soit principal il faut et il suffit que, pour tout a ¤ A  , Q(a) 

soit inversible dans A .

On peut essayer de poursuivre l'analogie et voir si le

localisé de Afxl , en l'idéal premier m est l'anneau u -'sub x

(r(x) ÇK(x) j R(xn)e,A pour n assez grand^ (comparer avec le 

corollaire 3*2). Pour pouvoir faire une démonstration du même type 

qu’au paragraphe précédent nous allons supposer que A est en 

outre un anneau de valuation (de hauteur strictement supérieure 

à 1 ) et nous allons déterminer les valuations de K(x) 

prolongeant celle de A et contenant A [Xjsub *

4.4. Proposition. Supposons que A est l'anneau d'une valuation v 

d'idéal maximal principal TfA , de corps résiduel fini (et de 

hauteur strictement supérieure à 1 ). Soit x un élément du

4.2. Proposition. Les idéaux premiers de Ajxl^^ au-dessus de 

l'idéal maximal TfA de A sont de la forme :
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séparé-complété de A pour la topologie TTA-adique et soit

(x ) une suite d 1éléments de A tendant vers x . Les n

valuations w de k (x ) dominant le localisé de A[x3gub 

en l'idéal maximal sont les prolongements w de la

valuation v de K à K(x) tels que :

pour tout t e  flsl , il existe n^frJ tel que w(x-xn) >tw( TT )

Démonstration, Soit w une valuation de K(x) dominant le 

localisé de A[X] k en mx • I1 est clair que w prolonge v . 

Imposons à la suite de Cauchy (xn) de vérifier :

V x̂n+1 ""̂ n̂  ^ nV
(TT ) .Soit t un entier. Reprenons la démons­

tration du théorème 3.1 dans le cas complet en remplaçant x par 

x où n est un entier strictement supérieur à u(q^) (notations 

de IV.1). On a : v (r t(x )) > o  et, pour m^n, v (r t(xffl))> o
q t q

puisque v (r (x )-R , (x ))> o ( n>u(q ) ) . De même, t» m "t n
q q

V(R + (x„)) = ° et> pour m > n  , v(R t  (x ) ) = o . Donc 
q -1 n «J -1

W (r t(x))> O et w (r  ̂ (x)) = o , d'après la définition de
q, q -i

l'idéal mx . Ceci implique w(x-xn ) > tw( TT ) en vertu de

l'égalité : R t (x). TT ""£. (X“xn) «= R t(x) .
q -1 q

Réciproquement, montrons qu‘une valuation w de Ii(x) 

prolongeant v et telle que, pour tout tëîiN, il existe n£lN 

tel que w(x-xn ) ]> tw( TT ) répond à la question. Comme les

éléments de ACOsub sont combinaisons linéaires à coefficients

dans A des polynômes Qn(x) (introduits en IV.1.5)> pour

montrer que l’anneau de w contient A W s u b il s’agit de
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montrer que, pour tout n , w(Qn(x)) ^  o . Fixons n et soit 

sgl^ tel que w(x-xg))> (n+u(n) ). w( TT ) • On peut toujours 

supposer que la suite (ar) satisfaisant à la condition IV.1.2

TrU ^ Q n(x) = TCU^ Q n(xs) + (X-xs)r(x) où R(x)¤AfxJ

Comme l'anneau de w contient A et X-x , il contient R(x) ,
S

d'où :

w( TTU n̂^Qn(xs)) = (u(n)+m)w( TT ) <  w(x-xs) ̂  w(x-xg ) h-w (r (x ) ) 

et par suite :

w(Qn ( x ) )  = w(Qn(xg)) = mw( TT o .

Enfin, w prolongeant v , 1fanneau de w domine A W  sub 

en un idéal au-dessus de "TTA donc de la forme m où y
y

appartient au séparé-complété de A . D'après la partie directe, 

pour tout t eiN , il existe nS tN tel que w (x-y ) >  tw( TT ) 

et comme par hypothèse si n est choisi assez grand w(x-xn) ̂  tw(îT 

on a w(xn~y^) >  tw( TT ) et donc les suites de Cauchy (xn)

(y ) ont même limite x=y .

4.5* Remarque. Dans la proposition k .k  on trouve en particulier 

les valuations suivantes :

- si x appartient à A , la valuation v^ de k (x ) 

introduite en IV.6.2 .

- si x n'o i~tient pas à A , la valuation v définieX

par : pour tout R( <?£ k (x )- £o| : v (r (x )) = lim v (r (x )) .
x n

IV.t.6 , on voit que : v(Q (x ))v n x s7 ' est de la forme mv( TT ) où

o ^ m ^ n Considérons la décomposition :

et permettant de définir les polynômes Q (x )n x 7 satisfait aussi :

ao = xs + 11 • Par une démonstration analogue à celle du lemme
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Les anneaux correspondant à ces deux types de valuation 

sont : (r (x ) e: k (x ) j R(xn) e  A pour n assez grand|.

Mais il y a d'autres valuations satisfaisant aux conditions

de la proposition 4 .4 . Par exemple :

Soient k un corps fini, w la valuation de k(x,Y,z)

à valeurs dans le produit lexicographique 2,2 x telle

que w(x)=^o,1 ,o) , w (y ) = (o,o,i) et w(z) = (l,o,o) et v la

restriction de w à k(Y,z) . Les valuations v et w

satisfont à la proposition 4.4  relativement à x=o . Or, si on

pose r (x ) = X/Z , on a w (r (x ))=(-1 ,1,o) £ o tandis que

r (o )=o appartient à l'anneau de v . Ainsi dans ce cas le

localisé de Apx! , en m est strictement inclus dans *- J sub x

£ r (x )¤K(x ) | R(xn ) é A  pour n assez grand| (et l'on répond 

par la négative à la question que l'on s'était posé).

4.6. Remarque. Soit A un anneau local d'idéal maximal m (sans 

conditions sur l'idéal m ). Pour tout élément a de A , le 

localisé de A [x3 en 1* idéal maximal m& = {p(x)¤AjXlgub 1

P(a)£rm| est inclus dans l'anneau £r (x )£îK(x ) | R(a)£A^ .

On vient de voir que cette inclusion est stricte en 

général (même si m est principal) ; cela devient encore plus 

clair dans le cas d*un anneau substitutiel (par exemple, un 

anneau local, noethérien, intégralement clos, de dimension 

supérieure ou égale à 2, proposition XII.2.11), car :
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le localisé de A[x} en l’idéal maximal (m,X-a)A{x3 est stric­

tement inclus dans l'anneau Îr (x )s k (x ) j R(a)<=;Aj (en effet, 

il est aussi contenu dans l'anneau £r (x )<=K(x ) j R(b)sAj pour 

tout élément b de A congru à a modulo m et ces deux 

derniers anneaux ont une intersection propre).

Notons aussi que si les idéaux de la forme m& ne sont pas 

tous les idéaux maximaux de A tXJsub au-dessus de m , nous avons 

toutefois :

A l >Lub * O  (A[X] b̂ nj O  K£xJ , car le second membre 
a g A  à

est contenu dans Ofr(x)eK[x3 I P(a)<£A] .
a£ A  J

Afx) peut être distinct de i[x ]  ( cas de 1*anneau A =

4.7* Remarque. Si A est un anneau local d'idéal maximal m et :

- si le quotient A/m est de cardinal infini, alors

- si le quotient A/m est fini et si m est principal,

alors le A-module AM.,ub est libre et toujours distinct de

A[X]( remarque IV.2.2).

1F2[t 2,T3](t 2 ,t 3) le polynôme T
t2 x(x-i ) appartient à A (XI

et non à A[xj ).
sub

- si le quotient Â/ra est fini et si m n ’est pas principal

A Kl sub peut être égal à A IX] (cas d’un anneau A noethérien

intégralement clos de dimension supérieure ou égale à 2) et

A K l  s u b
est égal à a£x].
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5 . ANNEAUX DE KRULL

Soient A un anneau de Krull et p un idéal premier de A < 

Considérons les trois cas suivants :

(i) Le quotient A/p est de cardinal infini.

(ii) L'idéal premier p est de hauteur strictement 

supérieure à 1.

(iii) L'idéal premier p est de hauteur 1 et de corps 

résiduel fini.

Dans le cas (i) A [x]sub est inclus dans Ap[xJ(proposition 

XII.1.5)» dans le cas (ii) l'anneau Ap est substitutiel 

(proposition III.2.10) ; donc :

Dans les cas (i) et(ii) l'anneau AplX* sub eS  ̂ a

Ap£x3 et les idéaux premiers de ACxlsub au-dessus de p sont 

donnés par la proposition 1.5 «

Mais dans le cas (iii) on ne sait pas conclure si l'on ne 

se place pas dans de "bonnes conditions de localisation" pour que 

(Â Cx3Sub^p SOit ésal à ÂpKl sub (cf* Pr° P° sition iv.5 .1 ) 5 on

supposera donc soit A noethérien soit p principal. Ainsi :

5.1. Proposition. Si A est un anneau noethérien intégralement 

clos ou un anneau factoriel, les idéaux premiers de A|”x3 gub 

au-dessus d'un idéal premier p de A de hauteur 1 et de corps
A

résiduel fini sont les idéaux pa = |p(x)¤* A£xlsub | P(a)£PAp j
A

où a est un élément de A^ complété de A^ pour la topologie 

pA -adique.
sr
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En effet, ce sont les intersections avec Arxl , des
** J sub

idéaux premiers de l'anneau pDO gub au-dessus de pA^ qui

eux sont fournis par le théorème 2.1, A étant un anneau de
. P

valuation discrète.

Notons qu'il existe bien des anneaux de Krull de 

dimension strictement supérieure à 1 possédant un idéal premier 

de hauteur 1 et de corps résiduel fini (donc maximal), autrement 

dit le cas (iii) n'a pas lieu uniquement pour les anneaux de 

Krull qui sont des anneaux de Dedekind (Cahen en a donné un 

exemple).
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A A

6. ANNEAUX NOETHERIENS LOCAUX : LES ANNEAUX A[x3sub ET ü(A,A)

Revenons pour un moment dans la situation du paragraphe 2 

et reprenons-en les notations. CAHEN [83 a retrouvé les 

résultats du théorème 2.1 par une autre méthode : il s’agit de
/• A A

comparer l’anneau A.£x3gub à l’anneau u(A,A) des fonctions
A A

continues de A dans A et d’utiliser le résultat suivant :

6.1. proposition. (BOURBAKI W  , H ,  § k, exercice 1 7).

Soient X un espace compact totalement discontinu, k un 

corps et £ (x ,k )  l’anneau des fonctions localement constantes 

de X dans k . Alors 6 (x  ,k ) est un anneau absolument plat 

et il y a une bijection entre X et le spectre de f (X ,k )  : 

x ¤ X h * ( f  6 ^ ( x . k )  | f(x)=o} .

Rappelons brièvement la démonstration de Cahen et simpli­

fions la un peu en notant, d'après AMICE DO , que A rcisub est

& /  *  *  Ndense dans C*(A,A) muni de la topologie de la convergence 

uniforme et que :

& (Â ,Â ) = A O O sub + T r è ( A ,A )  .

isomorphisme entre A Wsub/'r A M  sub et * (A,a )/TT6 (A,a ) ,

i» A A - A A

or ce dernier quotient est isomorphe à G(A,A)/ fe (A, TT A) 

lui-même isomorphe à vf(A ,A/TT A) où A/TT A est muni de la 

topologie quotient donc discrète. Il est aussi classique que
A

l'anneau topologique A est compact et totalement discontinu,

Comme "^(A.A) A  ^Cx] sub = ^ A^X^sub ’ il y a un
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^  A A A

et la proposition 6.1 appliquée à (T(a , A/TT a ) montre que les 

idéaux premiers de A [ x ] a u - d e s s u s  de l'idéal TTA de A sont

les idéaux de la forme mx = (p(x)C A[jxJ gub ) P(x) &  a"^ où
A

x £ A  .

On retrouve ainsi assez rapidement le théorème 2.1 ; par 

contre, les compléments 2.3 et le théorème 3*1 nécessitent toujours 

certains calculs. C'est cette idée de démonstration que nous 

allons essayer de généraliser. Mais, s'il est évident lorsque A 

est un anneau de valuation discrète que A m  sub est inclus
#• A A A

dans fc(A,A) et même dans A ÇcJgub , cela n'est pas le cas en 

général.

Nous avons vu au paragraphe 1 que la question de la 

détermination des idéaux premiers de A K ï sub en fonction 

de ceux de A se ramène à la détermination de ceux qui sont 

au-dessus des idéaux maximaux m de A de corps résiduel fini.

Si l'on suppose maintenant que l'anneau A est noethérien 

l'égalité entre Am Cx3sub et (A Cxl sub),n nous ramène au cas 

d'un anneau local. Aussi, désormais dans ce paragraphe et le 

suivant :

6.2. L'anneau A (intègre de corps des fractions k ) sera 

noethérien, local, d'idéal maximal m et de corps résiduel fini.
A

On notera A le complété de A pour la topologie m-adique,
A A A« A A

m l'idéal rî.A et &(A,a ) l'anneau des fonctions continues
A A

de A dans A muni de la topologie de le convergence uniforme.



- 117 -

Il s'agit de déterminer les idéaux premiers de Afxl
u J sub

au-dessus de m . Nous allons montrer que l'anneau Afxl
L J sub

A  A  A

est bien inclus dans l'anneau u(A,A) et, dans le paragraphe

suivant, nous en déduirons les idéaux premiers de A[x*I
*  •'sub

au-dessus de m lorsque la dimension de A est égale à 1 .

6 .3 *  Lemme  Pour tout élément non nul x de A il existe un 

entier r(x) tel que, pour tout n<EOs! et pour tout a¤A, 

ax . appartient à mn+1 x̂  ̂ implique a appartient à m11 .

En effet, d'après le lemme d'Artin-Rees appliqué au. 

A-module A et à son sous-module Ax , il existe un entier

r(x) tel que mn+r x̂ ^O A x C m nx pour tout entier n . Si

,. , x n+r(x) , , v nax appartient a m » alors ax appartient a m x

et a appartient à m11 .

6.4. Proposjtion. Avec les hypothèses et notations 6.2,
£  A A

l'anneau A l%ïsuk s'injecte dans l'anneau g (A,A) .

Démonstration. Soient P(x) = 5T P^X^ un élément de ACxlsub

et x un élément non nül de A tel que xP(x) appartienne à

a [x 3. Soient a et b deux éléments quelconques de A tels
\  n.*{* jr* i ^  j

que a-b appartienne à m , où n est un entier quelconque

et r(x) l'entier du lemme précédent. On a :

x(p(a)-p(b)) = x j- p±(ax-bx) = <a-b> Iñp (XP,)
a1-b1 
a-b *
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Comme xp^ et •   appartiennent à A , x(p(a)-p(b))

appartient à mn+r x̂  ̂ et, d'après le lemme, P(a)-P(b) 

appartient à m11 .

Ceci signifie que tout élément P de ACx3sub Peut être 

considéré comme une fonction uniformément continue de A dans A
A A

(ou A ) . Comme A est complet et séparé, cette fonction peut
A

être prolongée par continuité à A tout entier et la fonction 

prolongée que l'on notera encore P est uniformément continue
A A

de A dans A et l'on aura :

&i bi

s(p) tel que, pour tout n£tW et pour tout a et b appartenant

un espace compact totalement discontinu, R un anneau topologique 

possédant un système fondamental de voisinages de o qui sont des 

idéaux et C un sous-anneau de &(x, R) contenant les constantes 

et séparant les points de X . Alors C est dense dans è (X ,R )  

muni.de la topologie de la convergence uniforme.

Or, ce résultat est faux : il est clair que Afx^ n fest 

pas dense dans &(A,à ) (même lorsque A est un anneau de

valuation discrète).

St

à A , a-b appartient à An+s(p) m v ' implique P(a)-P(b) appartient

n a m

6.5« Pour tout élément P de A K J  sub , il existe un entier

6 .6. Remarque. Pour raisonner de façon tout à fait analogue au 

cas de valuation discrète, on aurait pu être tenté d'utiliser le 

résultat suivant de BQURBAKI (£63,X, § k , exercice 21) : soient X
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r  A A /> A A

Et, même la formule (plus faible) C(A,A) = A[x] ^ + vf(A,m) 

est fausse (lorsque A n’est pas un anneau de valuation discrète),

car sinon AWsub/fP (x )e  K tx] \ p(a)c -i serait isomorphe
.  A A A

à u(A,A/m) ce qui serait en contradiction avec les assertions

6.1 et 7 .k  .
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7 . ANNEAUX NOETHERIENS DE DIMENSION 1

Conservons les hypothèses et notations 6.2 .

A

7.1. Lemme  L'anneau topologique A est compact et totalement 

discontinu.

Démonstration. On vérifie par récurrence sur l'entier n que le 

quotient A/m11 est de cardinal fini. En effet, cela est vrai 

pour n=1 , supposons le jusqu'à n-1 . On a la suite exacte

de A-modules :

n-1 / n . / h . / n-1o — > m /m — v A/m _> A/m __o .

Or, mn""̂ /mn isomorphe à m11-̂  @^A/m est un A/m-espace vectoriel

de type fini, donc est de cardinal fini. Comme A/m11 est fini

par hypothèse de récurrence, il en est de même de A/m11 .
A

D'autre part, A est isomorphe à la limite projective 

des anneaux A/m11 munis de la topologie quotient (donc discrète) 

et par suite est compact et totalement discontinu.

A

7.2. Pour tout élément x de A , l'idéal

mx = {p (x)¤A[x]sub \ P(x)¤ m} de A£x]sub est

maximal et son corps résiduel est isomorphe de A/m .
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Remarquons que la proposition 6.4 nous permet de calculer
A

la valeur de tout élément de Arxl , en un élément de A etu sub

que l'on peut donc bien considérer un tel idéal m^ . Soient 

P(x)£A[x3gub et a¤;A tel que x-a appartienne à mS^ ^ +  ̂

où s(p) est l'entier défini en 6.5 • On a alors :

P(x) = (P(x)-P(a))+p(a) et P(x)-P(a) appartient à mx d'après 

le choix de a ; donc A fri sub = mx * ^ * Comme d f autre part,
A

m - m O A  = m , on a bien un isomorphisme entre A 0 0  =llK/mX SUD X

et A/m .

m = {p(x)eA[x]sub | P(x)<E m^ où x est un élément quel-
A

conque de A .

Démonstration. D'après la proposition 6.4 l'anneau a £x ]gub
« A A A

s'injecte dans l'anneau g (A,A) ; d'autre part, comme m n  A = m ,
/ A A

l'intersection de (?(A,m) avec A Cx3gub est l'idéal I ; donc
/ÜL ^  ^  ,# ^  a

le quotient AQcJ ^/i s'injecte dans le quotient u(A,A)/ G ( A,m)
-, A A A A A

lui-même isomorphe à £(A,A/m) o ù  A/m est muni de la topologie 

quotient donc discrète. Le lemme 7«1 nous permet d'utiliser la
** A A - A A

proposition 6.1 : les idéaux premiers de c (â ,a )/ u(A,m) sont
« A A . A ̂  f  A A

tous de la forme |f ¤E C*(a,a) | f (x)^ inj/ u(A,m) où x appartient
A

à A .
f* A A /• A A

D faprès 1*injection de a Cx ] sub/1 dans w (A,a )/ (T(A,in) , 

tout idéal premier minimal de A[x3sub/l est l'image réciproque
/• A A >1 A A

d'un idéal premier minimal de if(A}A)/G (A,m) , donc est de la forme

7.3» Les idéaux premiers de AW suh contenant 1 * idéal

x = {p(x)<=Aoasub ( P(A)cm} sont les idéaux de la forme
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[p(x)<E A[xJsub | P(x)¤ m\/l à m /i . Or l'assertion 7.2 

nous dit que de tels idéaux sont maximaux, c'est donc que l'on 

obtient ainsi tous les idéaux premiers de A [XU gub contenant I .

7.4. Proposition. Avec les hypothèses et notations 6.2, lorsqu'en 

outre la dimension de A est supérieure ou égale à 2 , les idéaux 

premiers de A (XIsub contenant l'idéal I = {p(x)C KCxl ip(A)CTm} 

sont les idéaux m& = ^p(x)S Afx3gub | P(a^)e m^ où a^ décrit 

un système de représentants de A modulo m ; ces idéaux m
ai

sont maximaux et distincts.

Démonstration. La proposition résultera de l'assertion 7*3 dès 

que l’on aura montré que les idéaux m et m sont égaux si
A

et seulement si x-y appartient à m . Si x-y n'appartient
A

pas à m , alors le polynôme X-x appartient à m et n'appar-
X

tient pas à my
A

Inversement, supposons que x-y appartienne à m .

Soient P (x ) = Z p . X 1 un élément de A M s u b  et a et b 

deux éléments de A tels que x-a et y-b appartiennent à 

mS(P)+1 (notation de 6 .5 ), de façon que P(x)-P(a) et
A A

p(y)-p(b) appartiennent à m . Comme x-y appartient à ni ,
A

a-b appartient à mr\A = m et, comme A est noethérien, il

existe un idéal premier p de A de hauteur 1 contenant a-b.

Comme l'idéal p n'est pas maximal, le quotient A/p est infini ;

par suite P (x ) appartient à Â pcj! (proposition III.1 .5 ) et il

existe d¤A~p tel que dP(x) appartienne à A DcJ. L T élément
i ,i

d(P(a)-P(b)) = (a-b) _ (dp^ ) ~â~~b~~ appartient alors à l'idéal
i£.1
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engendré par a-b , lui-même contenu dans p . Par suite, 

p(a)-p(b) appartient à pAp A = p , lui-même inclus dans m ;
A

P(x)-P(y) appartient à m et P appartient à m^ est 

équivalent à P appartient à m̂ _ .

7 .5 . Remarque. Si en plus des hypothèses de la proposition y.k 
on avait supposé l ’anneau A intégralement clos, alors A aurait 

été un anneau de Krull local de dimension supérieure ou égale à 2 

et A aurait été substitutiel (proposition III.2.Î0)

( ADOsub = A fxj ) * Dans ce cas les idéaux premiers de A M sub 

contenant I donnés par la proposition J.k sont bien ceux que 

l ’on aurait obtenus directement en considérant A K J  (  cf. 1.2).

Par contre en dimension 1 , on a le résultat suivant :

7.6. Lemme. Lorsque la dimension de A est égale à 1 , le

Démonstration, Soit x un élément non nul de m ; le radical 

de l ’idéal Ax est égal à 1!intersection des idéaux premiers 

de A le contenant, c ’est-à-dire est égal à m et, comme m 

est de type fini, il existe un entier n tel que m11 soit inclus 

dans Ax . Nous allons en déduire que in est inclus dans 

mA w ; comme d ’autre part il est clair que mA W . u b  est 

inclus dans I et que I est égal à son propre radical, le 

lemme sera prouvé.

radical de l'idéal mA(X) de A W s u b est égal à l'idéal

I = {p(x)e K[x]| P(a)c mj. .

sub
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Soit donc P (x )  tin élément de i n ; de P ( a ) c  nin , on 

déduit s P (a)C mnci xA et — P (x )  appartient à A[XIsujj 5 

d'où P (x )  appartient à ^ W s u b  et en particulier à

 ^ M s u b  •

Ce lemme nous permet de déduire de l'assertion 7 .3 :

7.7* Théorème. Soit A un anneau intègre, noethérien, de dimension 

1, local, d'idéal maximal m et de corps résiduel fini. Les

(i) Le corps A/m est infini.

(ii) L'anneau A^ est intégralement clos.

(iii) L'anneau A est de dimension 1 .
' ' m

quelconque du complété A de A pour la topologie m-adique.

Les résultats III.1.4, XII.2.10, 1.5 et 7 .7 nous montrent

que :

mx = {P(X)¤A Cx]sub |p(x)^mA} où x est un élément

7.8. Conclusion. On connaît les idéaux premiers de a M  sub en

idéaux premiers de A[xJ au-dessus de m sont les idéaux

maximaux suivants :

sub

fonction de ceux de A lorsque A est un anneau noethérien tel 

que, pour tout idéal maximal m de À , 1*une des trois conditions 

suivantes est réalisée :
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CHAPITRE VI - ELEMENTS QUASI-ENTIERS

Dans ce chapitre nous allons introduire une notion 

d'élément quasi-entier qui prolonge une notion classique connue 

dans un cadre restreint, car nous en aurons besoin au chapitre 

suivant pour étudier le développement en série des fractions 

rationnelles. Puis nous nous intéresserons aux anneaux 

complètement intégralement clos, d'une part en appliquant 

les résultats généraux obtenus sur les éléments quasi-entiers, 

d'autre part en donnant des contre-exemples non classiques à 

l'aide de l'anneau des polynômes à valeurs entières.
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Soient A un anneau et B une A-algèbre. Rappelons 

qu'un élément x de B est dit entier sur A si les assertions 

équivalentes suivantes sont réalisées :

(i) L'élément x est racine d'un polynôme unitaire à 

coefficients dans A „

(ii) La A-algèbre A£x} est un A-module de type fini.

Par analogie, il existe une définition classique, mais 

dans un cadre beaucoup plus restreint :

1.1. Définition. Soient A un anneau intègre et K son corps 

des fractions. Un élément x de K est dit quasi-entier sur A 

si les assertions équivalentes suivantes sont réalisées :

(i) Il existe un élément non nul d de A tel que 

d.A[x3 soit inclus dans A ,

(ii) Il existe un sous-A-module de K de type fini 

contenant A[XJ .

Notons qu’un élément de K entier sur A est en 

particulier quasi-entier sur A . Mais nous voudrions utiliser 

cette notion d f élément quasi-entier dans un cadre plus général. 

Une telle généralisation a déjà été faite : ainsi, étant donné 

deux anneaux A et B tels que A soit contenu dans B , un

1• POUR UNE NOTION D * ELEMENTS QUASI-ENTIERS
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élément x de B est dit "ganz in bezug auf A" (VAN DER 

VAERDEN £39*3) ou "almost intégral over A" (GILMER et IIEINZER £211 

s'il existe un sous-A-module de B de type fini contenant ADO.

Une telle généralisation mot à mot de 1.1(ii) permet 

d ’obtenir un certain nombre de bonnes propriétés (cf. C2fl) ; 

elle ne nous paraît pas toutefois satisfaisante car elle fait 

dépendre la notion du sur-anneau B considéré. En effet, soit 

A un anneau intégralement clos et non complètement intégralement 

clos (par exemple un anneau de valuation de hauteur strictement 

supérieure à 1) et soit x un élément du corps des fractions de 

A quasi-entier sur A au sens classique de 1.1 (et au sens 

"almost intégral” de Ü213) et non dans A. Ce même x considéré 

comme élément de l ’anneau B = A £x3 n'est pas "almost intégral 

over A", sinon B serait un A-module de type fini et x 

appartiendrait à A .

Dans tout ce qui suit A désignera un anneau et B et C 

deux A-algèbres telles que B soit contenue dans C .

Nous cherchons à définir pour tout élément de B une 

notion d'élément quasi-entier sur A de façon que :

(a) Tout élément entier sur A soit quasi-entier sur A .

(b) Cette notion généralise la notion classique 1.1 .

(c) Cette notion soit indépendante de la A-algèbre B .

(d) L'ensemble des éléments de B quasi-entiers sur A 

soit un anneau, (donc une A-algèbre).
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Commençons par noter que :

1.2. Proposition. Soit x un élément de B . Si la A-algèbre 

A[x3 s'injecte dans un A-module de type fini, alors elle s'injecte 

dans un sous-A-module de type fini de son enveloppe injective.

Démonstration. Soit M un A-module de type fini contenant A£x3

et soit l(M) une enveloppe injective de M . L'enveloppe injective

E du A-module A KJ s'injecte dans I(m ) , c'en est même un

facteur direct et il existe un supplémentaire N tel que l(M) =

E © N  . Soit (m. ) un système fini de générateurs de M et
1 Xfc JL

soient m.=e.+n, la décomposition des m. selon la somme directe,
i i i i

Pour tout entier r , on a alors :

xr = a. m, où a , S A  et doncx i,r i i,r

x = A- a. e, + SI a. n, et comme x appartientx x,r x x i,r x

à E ,

x1* = Ç  a. e. ; ainsi, Afxl est contenu dans le x x,r i ’ u -*

sous-A-module de type fini de E engendré par les e^ .

Mais dans le cas général on ne sait pas si l'ensemble des 

éléments x de B tels.que A£x3 s'injecte dans un A-module de 

type fini, est un anneau ou même seulement un A-module. Cette 

propriété ne nous paraît donc pas non plus une bonne définition 

des éléments quasi-entiers. Nous sommes obligés d'introduire une 

A-algèbre arbitraire -TL qui contiendra toutes les A-algèbres et 

tous les A-modules considérés dans la suite de ce paragraphe.
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1.3* Définition. Un élément x de B est dit quasi-entier sur A 

s'il existe un sous-A-module de -Œ. de type fini contenant A£x].

Cette définition n'est ni très jolie ni très pratique, elle 

permet toutefois d'obtenir encore un certain nombre de bonnes 

propriétés et, lorsque nous nous restreindrons à ne considérer 

que des anneaux intègres, la définition’deviendra plus intrinsèque 

et les bonnes propriétés subsisteront.

Notons A' l'ensemble des éléments de B entiers sur A 
B

et A" l'ensemble des éléments de B quasi-entiers sur A 
B

(on omet la référence SI supposée fixée pour tout ce paragraphe).

Il est clair que A' est inclus dans A" (condition a).
B B

Rappelons que la A-algèbre B est dite entière sur A 

si tout élément de B est entier sur A ( A^ =? B ) et que 

l'anneau A est dit intégralement, fermé dans B si tout 

élément de B entier sur A appartient à l'image canonique, 

notée encore A , de A dans B ( A ' = A ).
JD

Par analogie, on dira que la A-algèbre B est quasi-entière 

sur A si tout élément de B est quasi-entier sur A (A^ = b) 

et que l'anneau A est complètement intégralement fermé dans B 

si tout élément de B qüasi-entier sur A appartient à l'image 

canonique de A dans B (A^ = A).
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Nous verrons au paragraphe suivant que la définition 1 .3  

généralise la définition 1.1 (dès que -H. contient k) (condition 

b). D'autre part, la définition 1 .3 est indépendante de l'al­

gèbre B contenant x (condition c) ; en effet, il est clair 

que l'on a la formule :

1.4. A£ = A ” OB  .

Enfin, la condition d est réalisée :

En effet, si x et y appartiennent à Aĵ  , il existe 

deux A-modules de type fini M et N tels que AfxJCM et

A D O  C  N ; d* où A Jx, y] C MN et MN est un A-module de

type fini.

De façon plus générale :

1.6. Proposition. Lorsque B est une A-algèbre de type fini, pour 

qu'elle soit quasi-entière sur A il faut et il suffit qu'elle 

soit contenue dans un A-module de type fini (lui-même contenu 

dans -A.).

1.5» Proposition. L'ensemble A "
a b

des éléments de B quasi-entiers

sur A est une A-algèbre.
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Contrairement à la notion d'élément entier, la notion

d'élément quasi-entier n'est pas transitive, ce qui revient à

dire que À' est intégralement fermé dans B , alors que A"o . B

peut ne pas être complètement intégralement fermé dans B, ni

même (A")il , il faut parfois poursuivre l'opération une infinité 13 ü

de fois (cf. HILL [253) (cette remarque est valable dans la 

situation de la définition classique 1.1 où À est intègre 

et B est le corps des fractions de à ). On a toutefois les 

résultats suivants :

1 .7. Proposition. Si la A-algèbre B est quasi-entière sur A

et si x est un élément de C entier sur B , alors x est

quasi-entier sur A .

Autrement dit, on a la formule : (A") J, CZ A" et, enB C G

particulier, 1 1annèau A ” est intégralement fermé dans B .
B

Démonstration. Si x est entier sur B , alors x est racine

d fune équation :

Xn+1 + bnXn + ... + b^x + bQ = o où les bi appartiennent

à B . Si la A-algèbre B est quasi-entière sur A , alors la

A-algèbre de type fini A [ b , . . . , b *3 est quasi-entière sur A

et donc, d'après 1.6, il existe un A-module de type fini M tel

que A fb , . . «b ] C  M C  -fL . par suite le A-module de type finio n

M+Mx+...+Mxn contient l'anneau A£xJ .
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1.8. Proposition. Si B est contenu dans un A-module de type

fini (contenu dans -fL ) , alors tout élément de C quasi-entier

sur B est quasi-entier sur- A et l'on a l'égalité B" = A" .o c

Démonstration. Soit x un élément de C quasi-entier sur B , 
r

soit Bm. un B-module de type fini contenant BCxl et contenu
1=1 i

S

dans -il et soit An. un A-module de type fini contenant B
J  ̂ «J

et contenu dans . On a alors :

A [x3

1.9. R e m a r q u e . D a n s  l a  p r o p o s i t i o n  1.8, l ' h y p o t h è s e  "B e s t  e n t i e r  

s u r  A " n e  s e r a i t  p a s  s u f f i s a n t e ,  com m e l e  m o n t r e  l ' e x e m p l e  2.9 

p l u s  b a s .

c: B[x3 cr B m .i x
( 2̂ . An.ìm, 

J J i
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Nous allons voir que lorsqu’on ne considère que des 

anneaux intègres tout s’arrange : on a une bonne définition 

qui permet de conserver les résultats précédents.

Dans tout ce paragraphe A et B désignent deux anneaux 

intègres tels que B contienne A et K désigne le corps des 

fractions de A .

2. ELEMENTS QUASI-ENTIERS DANS LE CAS INTEGRE

2.1. Proposition. Soit x un élément de B . Les assertions 

suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe un A-module de type fini contenant A£x3.

(ii) Il existe un anneau -fl contenant B et un 

sous-A-module de -T2. de type fini contenant A[x3 .

(iii) Il existe un sous-A-module de K£x} de type fini 

contenant A (XI .

Démonstration. Il est clair que (iii) implique (ii) et que

(ii) implique (i) ; enfin, pour montrer que (i) implique (iii) 

il suffit de montrer, compte tenu de la proposition 1.2 , que 

le A-module K£x3 est injectif (c’est même l’enveloppe injective 

du A-module Afx^). Soient I un idéal de A et u : I — K[x] 

un A-homomorphisme. Etant donné deux éléments quelconques i et 

j de I, on a :
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i“1.u(i) a (j”1.j)(i“1 .u(i))   (j”1.i"1).u(j.i) = j~1.(i"1.i).u(j) »

j”^u(j) = y et l'on peut donc prolonger u en un A-homomorphisme 

de A dans K£x]| en posant u(a) s= ay pour tout élément a de A .

2.2. Définition. Un élément x de B est dit quasi-entier sur 

A si les assertions équivalentes de la proposition 2.1 sont 

réalisées.

Dorénavant, lorsque l'on parlera d'éléments quasi-entiers, 

ces éléments seront toujours contenus dans un anneau intègre et 

ce sera toujours à cette définition que l'on fera référence.

Cette définition est bien intrinsèque et elle donne comme 

cas particulier la définition 1.1 pour les éléments de K . Il 

est clair que toutes les propositions du paragraphe précédent 

peuvent être retranscrites :

2.3. L’ensemble A" des éléments de B quasi-entiers sur A 

est un anneau et celui-ci est intégralement fermé dans B .

2.4. Lorsque B est une A-algèbre de type fini, pour qu'elle

soit quasi-entière sur A il faut et il suffit qu'elle soit 

contenue dans un A-module de type fini (lui-raême contenu dans 

le corps des fractions de B).

Enfin, pour tout anneau intègre C contenant B , on a 

la formule :

2.5. A£ = A “O B  et
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2.6. Lorsque B est contenu dans un A-module de type fini, on 

a l'égalité B£ * A£ .

Notons que, lorsque l’anneau A est noethérien, les 

deux notions d*éléments entiers et quasi-entiers sur A 

coïncident. En particulier, un élément quasi-entier sur A 

est algébrique sur K .

De façon analogue à la condition 1.1.(i) , on a aussi :

2.7. Proposition. Pour qu’un élément x de B soit quasi-entier 

sur A il faut et il suffit qu’il existe deux éléments non nuls 

s et d de A tels que sx soit entier sur A et que 

d.AfxJ soit inclus dans A£sx3 .

Démonstration. Si x est quasi-entier sur A , alors x est 

algébrique sur K , il existe s<£ A- {0} tel que sx soit entier 

sur A et, si l’on pose S = A- {o\ , on a K = K ¡[sx"} = S-"* A jjsx3 

D ’autre part, il existe un A-module M de type fini tel que :

A(^] C  M d  K p O  = S"1A[sxl ; par suite, il existe des 

tel que dM , et donc d.A Kl , soit inclus dans A £sx3 •

Inversement, si s et d satisfont aux hypothèses, 

d ’après la définition 1.1 , x est quasi-entier sur A[“sx3 ; mais 

A £sx3 est un A-module de type fini, et, d ’après 2.6, x est 

aussi quasi-entier sur A .
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2.8. Corollaire. Si A est 1*intersection d'une famille finie 

d'anneaux A^ ayant même corps des fractions que A , pour 

qu'un élément x de B soit quasi-entier sur A il faut et 

il suffit qu'il soit quasi-entier sur chaque A^ .

Donnons maintenant le contre-exemple annoncé dans la 

remarque 1.9 s

2.9* Contre-exemple. Etant donné un corps k , considérons les 

deux sous-anneaux de K = k(x,Y) suivants :

A = k{x, y3 t(xn/Yn2)ne{N3 et B = lc[X, Yj [(x/Y11) ^  ̂ 3 .

L'anneau B est entier sur A , car, pour tout entier n ,
2

on a : (x/Y11)11 - X ^ Y 11 = o ; ainsi : B est inclus dans Â . .

D'autre part, l'anneau k(x,Y,Y~^3 est factoriel, donc 

complètement intégralement clos (fermé dans k ) ; par suite tout 

élément non nul f de K quasi-entier sur A appartient à 

k(x,Y,Y-^3 Peut s’écrire :

f = XnYmP où n ¤  IN , m ¤ Z  , P£k[x,Yl et P(o,o) £ o .

On note que pour qu'un tel élément f appartienne à A

2il faut et il suffit que n + m ^  o et pour qu'il appartienne 

à B il faut et il suffit que n> o lorsque m < o .

D'après 1.1.(i), f étant quasi-entier sur A , il existe 

un élément ggA-(o] tel que gfr appartienne à A pour tout 

relN . Ecrivons g sous la forme : g = X^Y^Q où k <£ , 1£ 2  , 

QCk£X,Yj et Q(o,o) ji o . D'après ce qui précède on doit avoir, 

pour tout r^TÎN :

(k+rn)^ + (l+rm) ^ o
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Si m , alors f appartient à A et aussi à B .

2
Si m < o  , alors n > o  sinon, pour r assez grand, k +l+rm 

serait négatif, par suite f. appartient encore à B .On a donc : 

A c A | C B C A ^  et ainsi :

B = Ai * ak  •

Par ailleurs, il est immédiat que 1/Y est quasi-entier 

sur B , mais n ’appartient pas à B , c’est-à-dire :

 r = rs r~ R"
ÜK K *

•On a donc un exemple d’anneau intègre A de corps des fractions 

K tel que l'anneau A^ = A£ ne soit pas complètement intégralement 

clos (fermé dans k ).
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Dans tout ce paragraphe A et B désigneront deux 

anneaux intègres tels que B contienne A .

En ce qui concerne 1*intersection il est immédiat que :

3.1. Proposition. Soient C un anneau intègre. ÎB.}. _ _ une 
 -----*-- i x<£ I

famille de sous-anneaux de C et, pour chaque i S  X , soit A^ 

un sous-anneau de B^ . Si chaque Ai est complètement intégra­

lement fermé dans B. , alors A = A. est complètement
i i¤ I l

intégralement fermé dans B = ^  ^ B, .

Le passage aux polynômes :

3. TRANSFERTS

3.2. Proposition. Les polynômes à coefficients dans B qui sont 

quasi-entiers sur A[X] sont les polynômes à coefficients quasi- 

entiers sur A ; autrement dit les anneaux (a (x 3 ( Ag)Cx3 

sont égaux.

Démonstration. XI est immédiat que (A")£x3 est inclus dans 

(A D3 )g£x3 • Réciproquement, soit P(x)ëï ( A [ j x 3 : la caract®~ 

risation 2.7 montre qu’il existe deux polynômes non nuls s (x )  

et t(x) appartenant à a£x3 tels que S (x ) .P (x )  soit entier 

sur A[xl et T(x) ,A[x3 {jp(x)3 soit inclus dans A[x3 . Pour 

tout polynôme Q (x) de Bjx]-{o^ notons q son coefficient 

directeur. On a alors : s et t appartiennent à A-{o} , sp 

est entier sur A et t.A[pl est inclus dans A ; donc p est
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quasi-entier sur B . On achève la démonstration par récurrence 

sur le degré de P .

On voit sans peine que la formule est encore valable pour 

une famille quelconque d’indéterminée (x^) .

3.3. Corollaire. Pour que A m  soit complètement intégralement 

fermé dans B[x3 ü  faut et il suffit que A soit complètement 

intégralement fermé dans B .

3.4. Remarque. Pour les séries formelles un raisonnement analogue 

ne marche pas. Mais, si l’on suppose que B est contenu dans

le corps des fractions de A , alors (A [(xJ3 ̂ b ££x ]3 eS  ̂-*-nc-*-us 

dans (A«)f£x]3 ; on le vérifie en considérant les coefficients
JD

non nuls de plus bas degré des séries formelles et en utilisant 

la définition 1.1.(i). On en déduit :

3 .5 . Si B est contenu dans le corps des fractions de A , 

pour que A [[X]] soit complètement intégralement fermé dans

B [[Xll il faut et il suffit que A soit complètement intégra­

lement fermé dans B .

3 .6 . Proposition. Soit S une partie multiplicative de A .

Si B est quasi-entier sur A , alors S~^B est quasi-entier 

sur S~^A. Autrement dit, S*~̂  (A^) est inclus dans (s ^a )^-!^ 

(mais il n ’y a pas égalité en général).
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A M ,  d'où par localisation par S : (s "1A)[x3 = s“1aO/s] = 

S”1A (bjc S**1M et x est quasi-entier sur S~1A . Il n'y a pas 

égalité en général, sinon les localisés d’un anneau complètement 

intégralement fermé dans son corps des fractions le seraient 

encore (contradiction avec l'assertion û.7 )*

3.7. Remarque. La notion d’élément quasi-entier ne passe pas au

quotient (par des idéaux premiers) ; sinon lorsque B serait

quasi-entier sur A , pour tout idéal premier q de B , B/q

serait quasi-entier sur A/qr\A ; or : Soit V un anneau de

valuation de hauteur 2 à valeurs dans le produit lexicographique

ZZ-kÜZ. et soit p l’idéal premier de hauteur 1 de V . L ’anneau

V est quasi-entier sur l’anneau V , tandis que l’anneau V /pV 
P P P

n ’est pas quasi-entier sur l’anneau V/p ; en effet, ce dernier 

est un anneau de valuation (discrète) de hauteur 1 , donc complè­

tement intégralement fermé dans son corps des fractions (isomorphe

à v / p v V .

3 .8. Proposition. Supposons que la dimension de A soit finie.

Si B est quasi-entier sur A , alors pour que A soit un corps 

il faut et il suffit que B soit un corps.

Démonstration. Si A est un corps les notions d’élément quasi- 

entier et entier coïncident, B est entier sur A et il est 

classique qu’alors B est un corps. Inversement, supposons que 

A ne soit pas un corps ; la dimension de A étant finie, il

II existo un A-module de type fini M contenant

Démonstration. Soit x un élément de S~* (-̂ g) î x * b/s où

se s  et b¤A" .
fi
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existe un idéal premier p de A de hauteur 1 et l ’anneau A
P

est local de dimension 1. D ’après le lemme ci-dessous, A est 

contenu dans tin anneau de valuation V de hauteur 1 lui-même 

contenu dans le corps des fractions K de A. Par suite, tout 

élément de K qui appartient à B étant quasi-entier sur A 

appartient à V et l ’inclusion BriKCV montre que B ne 

peut être un corps.

3 .9 . Lemme. Soit R un anneau intègre, de corps des fractions P , 

local, d ’idéal maximal m et de dimension 1. Il existe un anneau 

de valuation de hauteur 1 compris entre R et P .

En effet, tout sous-anneau de P contenant R et 

l’inverse d ’un élément r de m est égal à P , car le spectre 

de l’anneau R|*i/r3 est réduit à (o) . La famille des anneaux 

contenant R et contenus strictement dans F est non vide et 

inductive (car ces anneaux ne contiennent pas les inverses des 

éléments de m), donc admet un élément maximal qui est un anneau 

de valuation de hauteur 1 .

3.10. Remarque. Lorsque B est quasi-entier sur A et q un

idéal maximal de B , on ne sait pas déduire de la proposition 3.8

que q A A  est un idéal maximal de A . C ’est d ’ailleurs faux en

général : reprenons l’exemple de la remarque 3*7 » l’idéal maximal

pV de V est au-dessus de l’idéal p de V qui n ’est pas 
P P

maximal.
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Pour étudier le passage aux extensions, donnons deux 

résultats préparatoires :

3.11. Proposition. Soient L/K une extension de corps et x et 

x* deux éléments de L conjugués sur K . Si A est un anneau 

invariant globalement par tout K-automorphisme de L et si x 

est quasi-entier sur A , alors x* est aussi quasi-entier sur A .

En effet, il existe un K-isomorphisme u de K(x) sur 

k (x *) qui transforme x en x* .Si x est quasi-entier sur A 

il existe un A-module de type fini ZIAnu compris entre Afxl et 

K {x"l , par suite Afx’J est contenu dans le A-module de type fini 

51 Au(mi) .

3.12. Lemme. Pour qu’un élément x de B soit quasi-entier

sur Al il faut et il suffit qu’il existe un élément non nul B

d de A tel que dA£x3 soit inclus dans A^ .

Démonstration. La condition est évidemment suffisante. Inversement,

si x est quasi-entier sur Al , alors x est algébrique sur leB

corps des fractions Fr(A’) de Al , donc algébrique sur K .B B

Or, tout élément de B algébrique sur K appartient à Fr(A^),

donc x appartient à Fr(A^) et il existe d¤;A^-{o} tel que

dA[xi soit inclus dans A^ (définition 1.1.(i)). L’élément d

vérifie une équation de dépendance intégrale sur A :

dn + d d11"1 + . .. + d. d + d^ = o où d e  A ~ {o} . On a n-1 1 o o ' •»

alors :

dQ.ACx3= (dt + ... + dn_1 d11"*2 + dn_1 ).d.A[x3cA¿ .
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3*13* Proposition. Si K désigne le corps des fractions de A , 

on a la formule :

^A B ^ B n K  =  (A , B n K ^ B n K  *

e t  donc dA [ x lC  r\K = ABHK * P ar su:i-t e » x  a p p a r t ie n t  à

Í A ’ • )n . B rvK B K *

3.14. Proposition. Si B est un anneau intègre contenant le corps 

des fractions K de A , oh a la formule :

((-^¿)£)g = (a b b̂ *

Démonstration. Il est clair que ((AA).1)JL est inclus dans 
1 1 xv K B

((a b )b >b ’ or’ d ’aPrès 2-3 » ((a b b̂ b̂ = ^ ¿) b ’ d'où 1,inclusion

de ( (Ak )r )b dailS (AB*B *

Montrons l'inclusion inverse : soit x un élément de

(Al)" . Comme nous l'avons vu dans la démonstration du lemme 3*12 ,B B

x est algébrique sur K ; soit donc P(x) le polynôme caracté­

ristique de x sur K . Soit N une extension normale de K 

contenant B ; 1*élément x étant quasi-entier sur Â . , il en 

est de même des conjugués de x sur K d’après 3*11 • Par suite

dans
< * i > K

d'après la proposition 3.13 .L'élément x étant

racine du polynôme unitaire P(x) appartient à ((a k >k )b •

les coefficients de P(x) sont dans K et dans ( AN>N - donc

Démonstration. Il est clair que (A¿)gnK contient (A¿n K )j„K .

Inversement, soit x un élément de B A K  quasi-entier sur

D ’après le lemme précédent, il existe d¤A-{o\ tel que dA[xleA¿ ,

A*
B *
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Par une démonstration analogue à la précédente (mais 

simplifiée), on montrerait le résultat suivant ;

3.15* Proposition. Si B est un anneau intègre contenant le corps 

des fractions K de A , on a la formule :

ÎA'O * = A M 
VAK ;B B *
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4.1. Un anneau intègre A. est dit complètement intégralement 

clos s*il est complètement intégralement fermé dans son corps 

des fractions K , c’est-à-dire, si tout élément de K 

quasi-entier sur A appartient à A , c’est-à-dire encore,

si tout élément x de K , tel que A[xJ soit contenu dans un 

sous-A-module de K de type fini, appartient à A .

On retrouve bien la définition classique et nous allons 

rappeler les propriétés de tels anneaux (cf. BOURBAKI, [5], V), 

certaines se déduisant des résultats précédents plus généraux :

4.2. Toute intersection non vide de sous-anneaux complètement 

intégralement clos d'un anneau intègre est tin anneau complètement 

intégralement clos (cf. 3*1 )•

4.3. Un anneau de valuation est complètement intégralement clos 

si et seulement si il est de hauteur 1 . Par suite, un anneau 

intègre qui est intersection d'anneaux de valuation de hauteur 1 

est complètement intégralement clos.

4.4. Si A est un anneau complètement intégralement clos, 

alors les anneaux a £x] et A [M l sont aussi complètement 

intégralement clos (cf. 3*3 3*5).

4. PROPRIETES DES ANNEAUX COMPLETEMENT INTEGRALEMENT CLOS
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4.5* Si A est un anneau complètement intégralement clos, 

alors sa fermeture intégrale dans un corps extension de son 

corps des fractions est aussi un anneau complètement intégralement 

clos (appliquer la formule 3*^5)•

4.6. Une réunion filtrante croissante de sous-anneaux complè­

tement intégralement clos d’un anneau intègre n ’est pas toujours 

un anneau complètement intégralement clos (considérer la réunion 

des anneaux complètement intégralement clos kp^YjX/Y11,] où k 

est un corps).

4.7« Les localisés d ’un anneau complètement intégralement clos 

ne sont pas toujours des anneaux complètement intégralement clos :

Rappelons l’exemple donné par BOURBAKI (£53» V, § 1,

exercice 12). Le corps K des fonctions méromorphes d’une

variable complexe peut être muni d ’une famille de valuation

discrète (w2)zg ^  de la façon suivante : pour tout f ¤. K ,

w (f) est- l’ordre de la fonction f en z . L ’intersection A z'

des anneaux de valuation correspondants est l'anneau des fonctions 

entières. C’est un anneau complètement intégralement clos 

(cf. 4.3) qui admet des localisés qui ne sont pas complètement 

intégralement clos (cf. Bourbaki).

Notons toutefois que, si dans cet exemple on sait qu’il 

existe de tels localisés, 011 ne sait pas les décrire car il 

intervient dans la démonstration des ultrafiltres non triviaux. 

L’exemple suivant tiré du chapitre V est beaucoup plus explicite :
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4.8. Proposition. Soit A l'anneau d’une valuation discrète v 

d'un corps K dont le corps résiduel est fini. L'anneau des 

polynômes à valeurs entières sur A , ACxJsub «
{ p ( x ) e K [ x l  |p(A)c a] , est un anneau complètement intégra­

lement clos, alors que, pour tout élément a de A , son 

localisé en l’idéal maximal ma = £p(x)¤ A£x] gub | v(p(a))>o^ 

n ’est pas complètement intégralement clos.

En effet, A étant complètement intégralement clos,

A[x)sub aussi (proposition IV.6.6), alors que le localisé de

A fx l . en m est l'anneau de la valuation v de hauteur 2 
•* s u d  a a

(corollaire V.3.2), donc non complètement intégralement clos.

Enfin, nous verrons au chapitre suivant une propriété 

caractéristique des anneaux complètement intégralement clos :

4.9. Proposition. Pour qu’un anneau intègre A de corps des 

fractions K soit complètement intégralement clos il faut et 

il suffit que, pour tout couple de polynômes P (x ) et Q (x) 

à coefficients dans K , étrangers entre eux et tels que 

Q(o) = 1 , si les coefficients du développement en série en X 

de la fraction rationnelle P (x ) /Q (x )  appartiennent à A , 

alors les coefficients de P et Q appartiennent à A .
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Soit x un élément de A ” et soit d A-fo^ tel queK v

dAjxl soit inclus dans A ; alors la fraction rationnelle 

d/(l-xX) admet un développement en série 5 d x ^ 11 qui est 

à coefficients dans A . Si la condition de la proposition est 

réalisée, x appartient à A et A est complètement intégra­

lement clos. La réciproque sera prouvée au chapitre suivant 

avec le théorème VII.3 .3 plus général.



5. LA CLASSE DES ANNEAUX COMPLETEMENT INTEGRALEMENT CLOS

Nous avons vu qu’un annoau de valuation est complètement 

intégralement clos si et seulement si il est de hauteur 1 .

KRULL [28j s’est demandé si, inversement, tout anneau intègre, 

local, de dimension 1 qui est complètement intégralement clos 

est un anneau de valuation (de hauteur '1 ). NAGATA [313 a 

répondu par la négative.

Nous avons vu qu’un anneau intègre qui est intersection 

d’anneaux de valuation de hauteur 1 est complètement intégralement 

clos. KRULL [273 s’est demandé si, inversement, tout anneau 

complètement intégralement clos est intersection d ’anneaux de 

valuation de hauteur 1. KRULL Ü283 a montré qu’il en est ainsi 

lorsque l'anneau est en outre local et de dimension 1. Il est 

d’autre part immédiat qu’il en est ainsi lorsque l'anneau est 

en outre intersection d’un nombre fini d'anneaux de valuation 

(en vertu du corollaire 2.8 et du théorème d ’approximation pour 

les valuations de Bourbaki, [53 * Vl).

Mais NAKAYAMA [32] a montré qu’un anneau complètement 

intégralement clos n’est pas toujours intersection d’anneaux de 

valuation de hauteur 1 . L’exemple de NAKAYAMA a été repris et 

simplifié par OHM : il s'agit de construire un groupe ordonné 

réticulé G tel que tout homomorphisme de groupes ordonnés de 

G dans soit trivial, puis de construire un anneau intègre 

A de corps des fractions K dont le groupe de divisibilité
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K*/u (a ) est isomorphe à G. Un tel anneau ne sera contenu dans 

aucun anneau de valuation de K de hauteur 1 .

Cet exemple ne semble toutefois pas très maniable (les 

éléments de l’anneau A ne s’écrivent pas simplement) ; l’anneau 

des polynômes à valeurs entières nous fournit par contre un 

exemple simple.

5.1. Théorème. Soit K un corps local c’est-à-dire un corps muni 

d’une valuation discrète v de corps résiduel fini pour laquelle 

il est complet et soit A l’anneau de la valuation v . L’anneau 

A ^ 3 sub = £p (x )ê  k £x ] l P(a )c  a ] des polynômes à valeurs entières 

sur A est un anneau complètement intégralement clos qui n ’est 

pas intersection d ’anneaux de valuation de hauteur 1 .

Nous avons déjà vu que l’anneau A [x3gub est complètement 

intégralement clos % il n ’est pas intersection d’anneaux de 

valuation de hauteur 1 en vertu du corollaire V.3.6 que nous 
rappelons :

5.2. Proposition. Soit K un corps muni d’une valuation discrète

v de corps résiduel fini et soit A l’anneau de la valuation v . 

Pour que l’anneau AFx3 . soit intersection d’anneaux de
c S U D

valuation de hauteur 1 il faut et il suffit que le complété
A

K de K pour v soit une extension transcendante de K .



- 151 -

La condition suffisante est facile ; mais la démonstration 

de la condition nécessaire, qui nous intéresse ici, a nécessité 

les paragraphes XV.1, V.2 et V.3 » nous allons donner ci-dessous 

une démonstration simplifiée qui utilise simplement le lemme 

IV.1.6 .

Démonstration. Il s'agit de prouver que si w est une valuation 

de K(x) de hauteur 1, prolongeant v et dont l'anneau contient
A

A Cx]sub , alors K est une extension transcendante de K .

Le polynôme Qq(x) = ̂  (x-aQ) ( x ^  ) ... ( x - a ^  )

(où aQ = o) appartient à ACx3gub » donc w(Qq(x)) ^ o et il

existe i ¤  (o,... ,q-lj tel que w(x-a_^) > o . On peut toujours

supposer moyennant une translation XI—   X-a^ que i=o et donc

que w(x)>o . Soit t£ (N-{o} tel que t-1 < w(x)^ t . Calculons

w(Q t(x)) , puis écrivons que cette valeur doit être positive ou 
q at_; + 

nulle. On a w(Q .(x )) = «|-- w(x-a ) - u(q ) . Comme w(x)> t-1 ,
w  *  *     ' Tq r=o

on a w(x-a ) = v(a ) pour l ^ r ^ q *  - 1 . D'autre part, 
t r . r

v(a ) = u(q ) . En définitive : w(Q t(x)) = w(x) - v(a = 
r=1 r q q

w(x)-t ̂ o ; d'où w(x) = t . De même, pour tout r^r , 

w(x-ar) est un entier.

Supposons que l'ensemble des v ( x - & r ) soit majoré et

posons maintenant : t-1 = sup w(x-a_) = w(x-a )
relN o

et Y = X-a . On a donc w(y) = t-1 et, pour tout r ¤ (N , 
o

i

w(Y~ar) ^ t-1 ; pour 1$ r^Tq -1 ,v(ar) ^ t-1 et on aura 

w(Y-ar) = v(a^) . Aussi par un calcul analogue au précédent



- 152 -

on voit que w(Q t(Y)) = w (y ) - v(a ) = (t-1) - t = -1 .
q q

Comme Q t(Y) appartient à A (Y]sub = A fë3sub , il y aurait 

une contradiction.

Ainsi, si on considère K(x) muni de la topologie déduite 

de w , X est adhérent à A , ou encore A est dense dans
A A

A[xj , K est dense dans K(x) , K(x) s'injecte dans K et K 

est transcendant sur K .

Le contre-exemple du théorème 5*1 répond en outre à une 

question de HEINZER [24j. Un anneau intègre A de corps des 

fractions K est dit de dimension valuative n s'il existe un 

anneau de valuation de hauteur n compris entre A et K , 

mais pas d'anneau de valuation de hauteur strictement supérieure 

à n . Le contre-exemple donné par NAKAYAMA étant de dimension 

valuative infinie (s'il était contenu dans un anneau de valuation 

de hauteur finie, il serait contenu dans un anneau de valuation 

de hauteur 1), Heinzer demande : Un anneau complètement intégra­

lement clos ayant une dimension valuative finie est-il intersection 

d'anneaux de valuation de hauteur 1 ? Et, de façon plus faible, 

un anneau complètement intégralement clos, de Prüfer et de 

dimension finie est-il intersection d'anneaux de valuation de 

hauteur 1 ? Les réponses sont négatives :

5.3. Proposition. L'anneau A Cx]sUb indiqué en 5*1 est un anneau 

de Prüfer de dimension 2 qui n'est pas intersection d'anneaux de 

valuation de hauteur 1.

Cela résulte des théorèmes V.2.t et V.3.1 et leurs corollaire!
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CHAPITRE VII - EXTENSIONS DE FATOU

On résoud dans ce chapitre un problème posé par BENZAGHOU 

concernant les anneaux de Fatou et, de façon plus générale, on 

étudie le rapport entre les coefficients d'une fraction rationnelle 

et ceux de son développement en série, en utilisant la notion 

d'.élément quasi-entier introduite précédemment.
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1.1. Lemme de Fat ou « Soient P(x) et Q(x) des polynômes à 

coefficients entiers rationnels tels que P et Q soient 

étrangers entre eux, que Q soit primitif et que Q(o) soit 

non nul. Si les coefficients a du développement en série à

d’un corps de nombres K . Supposons qusil existe entre les

éléments a une relation de récurrence d*ordre s ; n

1 - 2 -1 - V - s  + V 'n + s - l  + • • •  + V .  = 0

et qu’il n ’en existe aucune d’ordre s-t . Alors q.j ,q,>,.. . »<lg 

sont des entiers de K .

C ’est bien une généralisation du lemme de Fatou, car :

Mais cette propriété de z est encore vraie pour d ’autres 
anneaux. Ainsi, PXSOT [35] l’a démontrée pour les anneaux 

d'entiers d'un corps de nombres :

entiers rationnels, résultat repris par POLYA [36] et connu 

sous le nom de :

1. LA QUESTION DES ANNEAUX DE FATOU

1,2. Proposition. Soit an le terme général d’une suite d’entiers

l’origine de la fraction p (x )/q (x ) a x n —  n n=o
sont des entiers,

alors U(o)| = 1 .

FATOU £163 a donné une propriété de l’anneau des
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1.3. Etant donné un corps K , pour que la série ^  a^xn

où les a^ sont des éléments de K représente une fraction

rationnelle P(x)/Q(x) de K(x) il faut et il suffit que, pour

n assez grand, les éléments a vérifient une relation den

récurrence de la forme (l.2.l). Lorsque ceci est réalisé et 

que l'ordre s de la relation est le plus petit possible, il 

existe une représentation de la fraction rationnelle correspon­

dante avec des polynômes P(x) et Q(x) de KCxJ étrangers 

entré eux et Q(x) = 1 + q X + ... + q XS
1  S

Si le degré de P est strictement inférieur à celui de Q , 

alors la récurrence (1.2.1) commence à n=o .

1.4. Pour tout anneau intègre A de corps des fractions K , 

la propriété (i) ci-dessous implique la propriété (ii) :

(i) Pour tout couple de polynômes P(x) et Q(x) de 

K[X] tels que P et Q soient étrangers entre eux et que 

Q(o) = 1 , si les coefficients du développement en série à 

l'origine de P(x)/Q(x) appartiennent à A , alors les coefficients 

de Q(x) appartiennent aussi à A .

(ii) Pour tout couple de polynômes P(x) et Q(x) de 

A[X] tels que P et Q soient étrangers entre eux, que Q soit 

primitif et que Q(o) soit non nul, si les coefficients du déve­

loppement en série à l'origine de P(x)/Q(x) appartiennent à A , 

alors Q(o) est inversible dans A .

Notons en outre que DRESS [tsl a étendu à son tour la 

propriété (i) en question aux anneaux factoriels.
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Ce qui précède a conduit BEN&AGHOU à poser la définition 

suivante :

1 .5 . Définition. (BENZAGHOU D ] ) -  Un anneau intègre A de corps 

des fractions K est dit de Fatou lorsque les propriétés équi­

valentes suivantes sont vérifiées :

(i) Pour tout couple de polynômes P(x) et Q(x) de 

K[x] tels que P et Q soient étrangers entre eux et que 

Q(o) = 1 , si les coefficients du développement en série à 

l'origine de P(x)/Q(x) appartiennent à A , alors les coefficients 

de Q(x) appartiennent aussi à A .

(ii) Si une suite (an)ng|)i| d’éléments de A vérifie 

une relation de récurrence du type (1.2.1 ), où les coefficients 

q^ appartiennent à K et où l’ordre s de la récurrence est 

le plus petit possible, alors les q^ sont eux-mêmes dans A .

BENZAGHOU a retrouvé tous les cas d ’anneaux de Fatou 

envisagé précédemment en prouvant s

1.6. Un anneau intègre qui est intersection d'anneaux de 

valuation de hauteur 1 est un anneau de Fatou M -

Et il a remarqué que :

1.7. Un anneau de Fatou est complètement intégralement clos [3] 
(cf. VI.k .9 ).
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Ces deux résultats lui ont fait poser la question, r la 

classe des anneaux de Fatou est-elle distincte de la classe des . 

anneaux intègres qui sont intersection d’anneaux de valuation 

de hauteur 1 et de la classe des anneaux complètement intégra-

Depuis, on a montré que :

1.8. La classe des anneaux de Fatou est distincte de la classe 

des anneaux intègres qui sont intersection d’anneaux de valuation

1.9. La propriété pour un anneau d’être de Fatou passe à la

Mais nous allons commencer par etudier les représentations 

d’une fraction rationnelle.

lement clos 01 ? A ce propos, nous avons vu au paragraphe VI.5

que l’on trouve difficilement des exemples d ’anneaux complètement 

intégralement clos qui ne sont pas intersection d’anneaux de 

valuation de hauteur 1 .

de hauteur 1 Dü.

fermeture intégrale [3] et aux anneaux de polynômes [?3 > mais

ne passe pas aux localisés tu] (tout comme pour la propriété

d ’être complètement intégralement clos).

Finalement, nous verrons avec le théorème 3*3 <îue 1©S 

anneaux de Fatou sont exactement les anneaux complètement 

intégralement clos.
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2.1 . Pour tout anneau A nous appellerons "anneau des 

fractions rationnelles à coefficients dans A 8* et noterons 

A(x ) le localisé de l'anneau des polynômes a DO par la partie 

multiplicative formée des polynômes dont le coefficient non nul 

de plus bas degré est égal à 1 .

Notons que cette définition coïncide avec celle du corps 

des fractions rationnelles lorsque A est un corps.

Dans la suite de ce paragraphe A désignera un anneau 

intègre de corps des fractions K .

\

2.2. On appelle représentation d'une fraction rationnelle à 

coefficients dans K son écriture comme un quotient P/Q de 

deux polynômes P et Q à coefficients dans K . On dit que 

la représentation est :

- irréductible si les polynômes P et Q sont étrangers 

entre eux,

- normalisée si le coefficient non nul de plus bas degré 

de Q est égal à 1,

- à coefficients dans A si les coefficients de P et 

de Q appartiennent à A .

2. REPRESENTATIONS D'UNE FRACTION RATIONNELLE
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2.3» Tout élément de Ii(x ) admet une représentation irréductible 

normalisée et une seule ^/Q-j et toute autre représentation 

normalisée P/Q s*en déduit par les formules P = P^.R et 

Q s Q .R où R est un polynôme à coefficients dans K dont 

le coefficient non nul de plus bas degré est égal à 1 .

2.4. L'anneau A(x) est l'ensemble des éléments de K(x) 

admettant une représentation normalisée (pas nécessairement 

irréductible) à coefficients dans A .

2.5* Proposition. Etant donné un élément de K(x) il est 

équivalent de dire :

(i) qu'il admet une représentation normalisée P/Q 

telle que les coefficients de Q soient dans A .

(ii) qu'il admet une représentation normalisée P/Q 

telle que les coefficients de Q soient entiers sur A .

(iii) que sa représentation irréductible normalisée 

P1/Ql est telle que les coefficients de soient entiers 

sur A .

Démonstration. Il est clair que (i) implique (ii). Montrons 

que (ii) implique (iii) : d'après 2.3» on a Q s Q .R où R 

est un polynôme à coefficients dans K dont le coefficient non 

nul de plus bas degré est égal à 1 . On a donc l'égalité suivante 

entre les polynômes réciproques qui eux sont unitaires :

Q* = Q*.R* . Si les coefficients de Q* sont entiers sur A ,



- 160 -

decomposition L . Les x^ sont racines du polynome réciproque

de Q donc entiers sur A ’ , c’est-à-dire entiers sur A . Si
K

est un polynôme unitaire à coefficients dans A tel que 

Ri(x± ) = o , alors 1-x^X divise le polynôme réciproque R* de 

R^ dans Ljx} . Le polynôme R = | ̂  j R*/^7"f (1-x^x) est bien 

sûr à coefficients dans K et vérifie R(o)=1 , ainsi que 

QR = T7 f ft* «£ A[x] .

2.6. Lemme. Pour tout polynôme Q de K[x} à coefficients 

entiers sur A et tel que Q(o)=1 , il existe un polynôme 

R de KjXl tel que R(o)=1 et que Q.R soit à coefficients 

dans A .

alors ses racines sont entières sur A , a fortiori les racines 

de Q* sont entières sur A et les coefficients de Q*

c’est-à-dire de S sont entiers sur A . Enfin, le fait

que (iii) implique (i) résulte directement du lemme suivant :

Démonstration. On écrit Q(x) sous la forme | ̂  | (t-x^x) où 

les x^ sont les inverses des racines de Q dans un corps de
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3. DEVELOPPEMENT EN SERIE D1 UNE FRACTION RATIONNELLE

3.1. Pour tout aimeau A j nous appellerons "anneau des séries 

formelles à coefficients dans A et à exposants entiers rationnels 

et noterons A((x)) le localisé de l'anneau des séries formelles

A [ K f l  par la partie multiplicative formée des puissances de X .

Tout élément de A((x)) admet une représentation et une

seule sous la forme 2.__ a X*1 où a ¤  A et n ¤  21 .n n on >n Î5 o

Comme les polynômes dont le coefficient non nul de plus 

bas degré est égal à 1 sont inversibles dans A((x)), il y a une 

inclusion naturelle de A(x) dans A((x)) . Lorsque A est un 

corps, on retrouve l'inclusion du corps A(x) dans le corps

a ((x)) .

Dans la suite de ce paragraphe A désignera un anneau 

intègre de corps des fractions K .

La proposition 2.5 admet pour corollaire :

3.2. Proposition. L'anneau A(x) est l'ensemble des éléments de 

K(x)Ha( (x) ) dont la représentation irréductible normalisée est 

à coefficients entiers sur A .
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Démonstration. Soit P/Q la représentation irréductible normalisée 

d’un élément de K(x) .Si P/Q appartient à à(x) ,alors d ’après 

la proposition 3*6 les coefficients de Q sont entiers sur A 

et, comme P/Q appartient à A((x)) ,les coefficients de P , 

qui sont combinaisons linéaires de ceux de Q à coefficients 

dans A , sont eux aussi entiers sur A . Inversement, si les 

coefficients de Q sont entiers sur A , alors d’après la 

proposition 3 .6 il existe une représentation normalisée P ’/Q’ 

où les coefficients de Q* appartiennent à A et, si en outre 

P/Q appartient à A((x)), alors les coefficients de P* sont 

eux aussi dans A .

Le résultat fondamental est le suivant :

3 .3 . Théorème. La représentation irréductible normalisée de tout 

élément de k(x)OA((x)) est à coefficients quasi-entiers sur A . 

Autrement dit, pour tout couple de polynômes P(x) et Q(x) 

de k£xJ tel que P et Q soient étrangers entre eux et que 

Q(o) = 1 , si les coefficients du développement en série en X 

de la fraction rationnelle P(x)/Q(x) appartiennent à A , 

alors les coefficients de P et de Q sont quasi-entiers sur A .

Démonstration. Soient donc P(x) et Q(x) deux polynômes à 

coefficients dans K et anX le développement en série de

la fraction P/Q .On suppose que P et Q sont étrangers entre 

eux, que Q(o) =1 et que les a^ appartiennent à A . Il s’agit 

de montrer que les coefficients de Q appartiennent à A £ .
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Soit 1/x une racine de Q(x) . L'élément x étant 

algébrique sur K , il existe un élément non nul a de A 

tel que ax soit entier sur A . Posons B = A[axJ et soit 

L = K£x) le corps des fractions de B . On a Q(x) = (l-xX).R(x) 

où R(x)êElCx3 et il existe un élément non nul d de B tel 

que d.R(x) appartienne à b£%J . On a les égalités :

dP/(ï-xX) = dR.P/Q = (dR).(^Ia Xn) = b Xn .n n

Par hypothèse les a^ appartiennent à A et par construction 

les coefficients de dR appartiennent à B , donc les bn 

appartiennent à B .

D'autre part, pour n assez grand (n^,p), les bn

vérifient la relation de récurrence : b „ = x.b , d'où :n+1 n

, n , .b = x .b pour nS. o .n+p P *

En outre, b^ n'est pas nul, sinon bn serait nul pour p ,

l>nX serait un polynôme et 1 /x serait racine de P ,

contrairement à l'hypothèse. L'égalité précédente montre donc

que x est un élément de L quasi-entier sur B (au sens

classique). Comme B est un À-module de type fini, x est

aussi quasi-entier sur A (cf. VI.2.6).

Soit maintenant L̂  un corps de décomposition de Q

et 1/x. les racines de Q dans L, . On a l'égalité :
X  i

Q(x) = (1-x^x) et on vient de voir que les x^ appartiennent

à A ” » par suite les coefficients de Q appartiennent à A'1 ,Lj. L-i

puisque A ” est un anneau, et comme ils appartiennent aussi à K , 
•h

ils sont finalement dans A" .
K
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3.4. Corollaire. Soient P(x) et Q(x) deux éléments de K^Xj 

étrangers entre eux, avec Q(o) = 1 . Pour qu’il existe un 

élément non nul d de A tel que le développement en série de 

la fraction rationnelle d.P/Q soit à coefficients dans A il 

faut et il suffit que les coefficients de Q soient quasi-entiers 

sur A .

Démonstration. La condition nécessaire résulte du théorème 3*3*

Inversement, supposons que Q appartienne à A£fx] . Posons

Q(x) = 1 - R(x) et soit d un élément non nul de A tel que

dA[R(x)] soit inclus dans a QxQ . Soitd'âutre part, d’ un élément

non nul de A tel que d*.P appartienne à AfxJ. Alors
oo

d.d'.P/Q = d* .P. > _  dR appartient à A[%J .A( (x) ) CZ A( (x) ).
n=o

3 .5 . Corollaire. L’anneau k(x)^a((x)) est inclus dans 

l’anneau A"(x) .
JV

Notons que ce corollaire est nettement plus faible que 

le théorème.
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Partant do l’idée de .Benzaghou, FLIESS Ci 83 a introduit la 

notion d’extension de fàtou. Nous allons la reprendre ici dans le 

cas des anneaux intègres et pour une seule variable.

Dans la suite, A désigne un anneau intègre de corps des 

fractions K et B un anneau intègre contenant A de corps des 

fractions L .

4.1. Définition. On dit que l’anneau B est une extension de fatou 

de l’anneau A si l’on a l’égalité : A(x) = B(x)<̂ l A( (x ) ) .

On dit que l’anneau A est de fatou si son corps des 

fractions K est une extension de fatou de A .

Bien sûr on a toujours l’inclusion de A(x) dans 

B(x)/^\A((x)) et seule l’inclusion inverse est en question.

Le corollaire 3*5 montre que la clôture intégrale 

A'jç de A est une extension de fatou de A . Nous allons en 

fait caractériser les extensions de fatou.

4.2. Proposition. Toute extension de corps est une extension 

de fatou D3.

C ’èst immédiat. Si P/Q, est le représentation irréductible 

normalisée d’un élément de L(x)rSK((x)) , on peut écrire un 

système de ’’degré de Q” équations à coefficients dans K

4. EXTENSIONS DE FATOU.
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vérifiées par les coefficients de Q et dont le déterminant est 

non nul ; les formules de Cramer montrent que ce système admet 

une solution dams K et comme la solution est unique les 

coefficients de Q appartiennent à K .

4.3. Théorème. Pour que B soit une extension de fatou de A 

il faut et il suffit que tout élément de K entier sur B et 

quasi-entier sur A soit entier sur A .

Démonstratlon. Soit P/Q la représentation irréductible 

normalisée d'un élément de b(x)OA((x)). C'est a fortiori un 

élément de L(x)/^VK( (x) ), donc de k(x) d'après la proposition 

précédente et les coefficients de P et de Q sont dans K .

Comme il s'agit de la représentation irréductible normalisée d'un 

élément de k(x)OA((x))» ces coefficients sont aussi quasi-entiers 

sur A (théorème 3*3) et comme il s'agit de la représentation 

d'un élément de B(x) ces coefficients sont aussi entiers sur B 

(proposition 3.2). Si tout élément de K quasi-entier sur A et 

entier sur B est entier sur A , alors les coefficients de P 

et Q sont entiers sur A et la fraction P/Q appartient à 

A(x) (proposition 3-2).

Inversement, supposons que B soit une extension de fatou 

de A et soit x un élément de K quasi-entier sur A et entier 

sur B . Soit d un élément non nul de A tel que dAQxJ soit 

inclus dans A . Alors la fraction d/(l-xX) se développe en 

en dx1̂ 11 ; la série appartient à A ( ( x ) )  , la fraction
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appartient à B(x) car sa représentation irréductible normalisée 

est à coefficients entiers sur B (proposition 3.2). Par suite 

d/(t-xX) appartient à B(x)r\A((x)) = A(x) et x est entier 

sur A toujours d’api’ès la même proposition 3.2.

4.4. Corollaire. Pour que 1*anneau A soit de fatou il faut et 

il suffit que tout élément de K quasi-entier sur A soit 

entier sur A .

Lorsqu’un anneau est de fatou tout anneau intègre qui le 

contient en est une extension de fatou.

4.5. Corollaire. Pour que B soit une extension de fatou de A

il faut et il suffit que B/MC soit une extension de fatou de A .

4.6. Corollaire. Si B est une extension de fatou de A , alors 

B[X] est une extension de fatou de A(XJ.

Cela résulte de ce que (®tx3)£(x) = B; DO et que

4.7* Exemples d 1 anneaux de fatou.

(i) tout anneau intègre noethérien (car alors les notions 

d’éléments entiers et quasi-entiers sont confondues).

(ii) tout anneau intègre dont la clôture intégrale est un 

anneau complètement intégralement clos (l’exemple VI.2.9 montre 

que cette condition n ’est pas nécessaire pour que l’anneau soit 

de fatou).

( A [X 3 ) ¿ ( X ) = A£[xJ .



- 168 -

^*8. Remarque. La propriété pour un anneau d’être de fatou ne passe 

pas (i) à la réunion filtrante (ii) aux localisés (iii) à la 

clôture intégrale.

On a vu au paragraphe VI.k que la propriété d ’être complè­

tement intégralement clos n ’est pas conservée par réunion filtrante 

ou par localisation, contrairement à la propriété d’être intégra­

lement clos. Les assertions (i) et (ii) résultent alors de ce 

qu’un anneau complètement intégralement clos est de fatou et de ce 

qu’un anneau intégralement clos est de fatou si et seulement si 

il est complètement intégralement clos.

L’assertion (iii) résulte de l’exemple VI.2.9 (l’anneau A 

est de fatou tandis que l’anneau B = Â . ne l’est pas).
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5. EXTENSIONS PB FATOU-BENZAGHQU

Dans ce paragraphe A désignera toujours un anneau intègre 

de corps des fractions K et B un anneau intègre contenant A 

de corps des fractions L .

Dans la définition des anneaux de Fatou, Benzaghou 

considère la représentation irréductible normalisée des fractions 

rationnelles ; aussi, de façon plus proche de cette idée, nous 

poserons la définition suivante :

5.1. Définition. On dit que l’anneau B est une extension de 

Fatou-Benzaghou de l’anneau A si, la représentation irréductible 

normalisée d’un élément de B(x)nA((x)) étant à coefficients 

dans B , cette même représentation est en fait à coefficients 

dans A .

On dit que l’anneau A est de Fatou-Benzaghou (ou de Fatou) 

si son corps des fractions Ii est une extension de Fatou-Benzaghou 

de A .

Si A est un anneau de fatou, tout élément de K ( X ) /'"'N À ( (x ) ) 

admet une représentation normalisée à coefficients dans A , alors 

que si A est un anneau de Fatou (avec une majuscule) c’est la 

représentation irréductible normalisée qui doit être à coefficients 

dans A , puisque cette même représentation est de toute façon 

à coefficients dans K . Ainsi, tout anneau de Fatou est un anneau 

de fatou. Par contre, on ne sait pas si une extension de 

Fatou-Benzaghou est une extension de fatou, sauf en ce qui concerne 

les extensions de corps s
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5.2. Proposition. Toute extension de corps est une extension de 

Fatou-Benzaghou.

Cela résulte de la proposition 4.2.

5.3. Théorème. Pour que B soit une extension de Fatou-Benzaghou 

de A il faut et il suffit que A soit complètement intégralement 

fermé dans B a K .

Démonstration. Soit P/Q la représentation irréductible normalisée 

d'un élément de B(x ) A a ((x )) . On sait que les coefficients de 

P et Q appartiennent à A^ (théorème 3-3)» si on les suppose en 

outre dans B et si A est complètement intégralement fermé 

dans B A K  , alors les coefficients de P et Q appartiennent à 

A et l'extension est bien de Fatou-Benzaghou.

Inversement, soit x un élément de B/"NK quasi-entier 

sur A et soit d un élément non nul de A tel que dA£x3 

soit inclus dans A . Alors d/(l-xX) est la représentation 

irréductible normalisée d ’un élément de b(x)/^A((x)) dont 

les coefficients sont dans B ; si l'on suppose que l'extension 

est de Fatou-Benz&ghou, ces coefficients sont dans A , x appartient 

à A et A est complètement intégralement fermé dans Br\K .

5.4. Corollaire. Pour que B soit une extension de Fatou-Benzaghou 

de A il faut et il suffit que BnK soit une extension de 

Fatou-Benzaghou de A .

5 .5 . Corollaire. Pour que A soit un anneau de Fatou il faut et

il suffit que A soit complètement intégralement clos.
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