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Introduction

Cette thése se divise en trois parties, dont la premiére est
inédite, et les deux autres ont déja été publiées.

Le tout se rapporte & un méme probléme, celui de la classifica-
tion des germes de branches de courbes singuliéres. Dans la premiére
partie, l'on observe la formation d'espaces de modules, qui sont des
parties constructibles d'espaces anisotropes, pourvu que certains
invariants satisfassent & certaines inégalités ; Merle a montré par
la suite que cette restriction peut étre levée et que ce résultat
s'étend aux branches d'intersection compléte, non nécessairement
planes. Dans le cas ou la branche n'a qu'une paire de Puiseux, ces
parties constructibles sont méme des ouverts d'espaces projectifs
anisotropes, qu'on peut expliciter.

L'apparition de ces espaces projectifs anisotropes incite a en
approfondir 1'étude, ce qui est 1l'objet de la deuxiéme partie, et les
résultats de Merle s'appuient sur une propriété des sous-monoides
d'intersection compléte de N , qui apparait dans la troisiéme partie.

Ayant indiqué la parenté de ces trois parties, je donne quelques

précisions.

Premiére partie : module des sinqularités des courbes planes.

Le probléme est le suivant : décrire le quotient de 1l'ensemble
des morphismes de C-algébres £ : C[[x,y]] @ ¢[[t]] soit le normalisé
de l'image A de f , par la relation d'équivalence : les images sont

des C-algébres isomorphes.
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I1 apparait d'abord l'invariant discret T image de A par la
valuation naturelle de C[[t]] ; si n et m sont les deux plus
petits générateurs de ' (on écarte le cas des branches lisses ou
I'=NU{w}), A admet un développement de Puiseux, c'est-a-dire qu'il

est isomorphe & 1'anneau défini par f(x) = t" et

f(y) = £ 4+ am+1tm+1 +... ; les classes d'équivalence apparaissent
alors comme orbites de cet espace des développements de Puiseux par
un produit semi-direct du groupe des homothéties : x' = BN

= kmy » £t' =kt , et du groupe des transformations x' = x+p ,
y' =y+tq , t' = t(1+p/x)1/n : V(P) > n ; vigq) > m .

L'action infinitésimale de ce dernier groupe met en évidence
l'invariant 4 , ensemble des variations de AdA rapporté a une base
convenable de C((t))dt .

J'introduis des invariants discrets w et € , et des conditions
portant sur eux, CE et CU , qui assurent l'existence et l'unicité
a homothétie prés de développements ultra-courts, c'est-a-dire tels
que a; = O si i€A et i#¥v , o Vv est l'invariant de Zariski,
un élément particulier de A (prop. 6). Merle montre que ces condi-
tions ne sont en fait pas nécessaires. L'ensemble des développements
tels que A prenne une valeur donnée est une partie constructible
d'un espace affine, évidemment stable par 1'homothétie, le quotient
est une partie constructible d'un espace projectif anisotrope (prop. 92).
L'anisotropie provient de 1l'effet des homothéties (cf prop. 5).

Dans le cas o0 m et n engendrent [ (i.e. quand A a une
seule paire de Puiseux), 1l'étude des ['-ensembles a deux générateurs,
de rang 1 et sans torsion (lemme 10) conduit & une connaissance précise
des valeurs possibles pour & et a une description explicite de
1l'ensemble des développements ou ces valeurs sont prises (15). Il
apparait alors que les classes a [' et A donnés forment un ouvert

d'un espace projectif anisotrope que 1l'on peut expliciter (et qui a

parfois des singularités (comme le prouve 1l'exemple cité).
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Enfin, on peut exprimer la dimension de la partie générique de
1l'espace des modules des branches a une paire de Puiseux (m,n) en
fonction des coefficients du développement en fraction continue de

m/n , conformément a une indication de Zariski (th. 32).

Deuxiéme partie : espaces proijectifs anisotropes.

On étudie les schémas de la forme P = Proj S, ou S est 1l'an-
neau des polyndmes A[XO,...,Xr] , gradué de fagon que les X, soient
homogénes de degrés les entiers positifs X éventuellement
différents.

Plusieurs propriétés connues dans le cas classique sont établies
(ou les X, valent tous 1) sont établies, bien que le schéma ne soit
pas lisse, ni les OP(n) inversibles.

Le complexe de Giraud fournit la cohomologie de P : le groupe
Hi(P,OP(n)) est nul, a moins que i=0 et n>0 , auquel cas il
vaut Sn , oOuque i=r et n<-2I X5 auquel cas il vaut S-n-s ’
en posant s = Z X (§3)+

Des opérations de "réduction des degrés" permettent de se ramener
au cas ou les degrés x; sont premiers entre eux r a r . On sait
alors déterminer les ouvert ou P est lisse et ceux ou OP(n) est
inversible (§1).

Quand les degrés sont réduits, on trouve des isomorphismes
naturels. : Hom(O,(n),0p(m)) =+ Op(m-n) . Si de plus A est noethérien,
on obtient des foncteurs adjoints entre la catégorie des P-modules
cohérents et celle des S-modules gradués de type fini, semblables aux
foncteurs classiques (§4). En combinant cette adjonction et les résul-
tats cohéﬁologiques du §3, on étend aux espaces anisotropes la dualité
de Serre : si V est dualisant pour A , alors W = Vébk OP(-s) est

dualisant localement et globalement pour P , i.e. on a des isomor-

phismes fonctoriels :
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RHomP(-,w[-r]),: RHomA(RT-,V)
RHom,, ( (RHom,, (-, W) ) ,W) ~ id .

Ceci donne une foison d'anneaux et schémas de Gorenstein non
triviaux.
L'article traite encore quelques questions au sujet de ces

espaces.

Troisiéme partie : sous-monoides d'intersection compléte de N.

Le résultat principal est une caractérisation récursive des sous-
monoides d'intersection compléte de N (muni de 1l'addition), relative
a leurs générateurs finis : pour que G © N engendre un sous-monoide
F'(G) numérique d'intersection compléte, il faut et il suffit que
1 €G ou bien que G soit 1l'union disjointe de deux parties non vides
a1G1 et a,G, ., ou a, ET(GZ) et a2€T(G1) sont deux nombres pre-
miers entre eux, et ou F(G1) et T(Gz) sont eux-mémes numériques
d'intersection compléte (prop. 9).

Ceci peut se traduire comme suit : un sous-anneau monomial A
de C[t] d'intersection compléte dont le normalisé est C[t] , est
ou bien €[t] , ou bien de la forme (A1 ®CA2)/(u72®1 - 1®u;1) , ou
Ai est un sous-anneau monomial de C[ui] d'intersection compléte
ayant €[u;] pour normalisé, ol a, et a, sont deux entiers > {

et premiers entre eux. L'inclusion A C clt] correspond aux morphismes

a3

u; © ( 4 . La simplicité des équations obtenues donne prise aux cal-

culs de Merle.

La caractérisation récursive suggére un algorithme pour décider
si une partie finie de N engendre un monoide d'intersection compléte
et si oui de donner un générateur de la congruence des relations. On

donne un autre algorithme plus simple a cet effet (14).



SUR LES MODULES DES SINGULARITES DES

COURBES PLANES

par Charles DELORME

Introduction

On considére 1'anneau local complet d'une branche analytique
intégre et singuliére d'une courbe plane sur @ ; on peut le décrire 2
1'aide de développements de Puiseux.

On indique comment voir si deux tels développements décrivent
des anneaux isomorphes (3) et on introduit des ihvariants.analytiques
discrets,. faisant intervenir les valuations des &léments de 1l'anneau et
de ses.formes différentielles dans son normalisé (L4). A partir de ces in-
variants, on obtient des conditions, qui lorsqu'elles sont réalisées,
perﬁettent de construire des développements ultra-courts, ayant le plus
possible de coefficients nuls (6). Certaines composantes de l'espace: des
modules apparaissent alors comme des parties constructibles d'espaces
projectifs anisotropes (8).

Quand l'anneau n'a qu'une paire de Puiseux, on peut préciser
les relations entre les invariants, et les coefficients des développements
de Puiseux (14 et 15). On dégage une notion de généricité (16), et on mon-
tre que l'espace des modules des anneaux génériques est un ouvert d'un
espace anisotrope (18), dont on arrive & expliciter la dimension en.frac-
tion continue de la paire de Puiseux (32) ce qui répond dans ce cas & une

question posée par Zariski en novembre 1973.



1 Définition des anneaux de Puiseux

Soient m et n deux entiers tels que 1 <n<m et n ne
divise pas m. Soit a =‘(ai, i > m) une suite de nombres complexes, telle
que le pgcd de m , n et des 1 tels que a; # 0 vaut 1.

On appelle A(m,n,a) le sous-anneau complet de B = C[[t ]]

engendré par x = t° et y = ™+ E a, tt.

i>m
Les anneaux ainsi obtenus sont dits de Puiseux.

2 Interprétation géométrique

L'anneau local complet d'une branche analytique intégre et sin-
guliére d'une courbe plane sur @ est un anneau de Puiseux : il suffit
de choisir un paramétre transverse x, puls une uniformisante convenable
t du normalisé, puis un paramétre convenable y donnant le contact ma-
ximal. Inversement, un anneau de Puiseux définit une telle branche, dont
la multiplicité est n et dont l'ordre du contact maximal est m, car

B est le normalisé de A(m,n,a).

3 Lemme

Deux anneaux de Puiseux A = A(m,n,a) et A' = A(m',n',a') sont
isomorphes si et seulement si les deux conditions suivantes sont réalisées :
(i) m=m' et n=n'
(ii) il existe E€A, v(E) >n et n€ A, v(n) >m, et yE T,
y # 0, tels que
Yt 2+ x v

Yy+n=t"+y _at't
i>m

. S z
ol Vv est la valuation naturelle de B, et ou \/ 1+z = 1+;1- +oees

tl

y'

pour tout z € B, v(z) > O.

—




D'aprés (2), m et n ne dépendent pas du développement choi-
si. Un isomorphisme A' - A se prolonge de maniére unique en un isomor-
phisme des corps de fractions et des normalisés. L'uniformisante qui sert
a4 définir A' a pour image t' dans B, de valuation 1, ce qui permet
de définir vy, et les deux générateurs de définition de A' ont pour
images x' et y', qui permettent de définir £ et n satisfaisant les
conditions indiquées.

Inversement, les conditions indiquées permettent de définir un
monomorphisme A' > A, et c'est un isomorphisme, car x' et y' engen-
drent encore A comme anneau complet, puisque les conditions Vv(§) > n
et v(n) >m impliquent nGE(x,y)2 et £ € (y,x2), ce qui permet.d'écrire
x et y sous.forme de séries entidres en x' et y'.

Dans,la suite, on ne considére plus que des changements de para-

métres du type indiqué.

4 Invariants des anneaux de Puiseux

A un anneau de Puiseux A(m,n,a) = A, on associe les objets suivants :

Le monoide caractéristique T = v(A); les deux plus petits géné-
rateurs de ' sontn et my onpose ¢ = inf{flu € I'y W+u CT}, c est
un nombre. fini.

L'ensemble A = V(A'PAgi). On- voit que T opére par addition
sur A, qui contient donec T et I' +m-n. On pose
v=inf{u€ A, u¢ TUT+m~-n} et &§=inf{u€A, N+u U A}, On
pose aussi A' ={u€A , u#v , m<u<w} ,

La. fonction w : A+ T définie par
w(r) = sup{v(p)} , pEA, q€A, vig-p %) =r

Le nombre € = inf{v(p)}, p€ A, q€A, viq- p‘%ﬁ) = o,

On a évidemment § < c et € < c.



Montrons que ces objets sont des invariants de A, autrement
dit, qu'un changement de paramétre ne les modifie pas.

C'est clair pour T, dont la définition est indépendante du
développement choisi.

On interpréte A & l'aide de formes différentielles. A un

anneau complet R sur C, on associe le R-module I/I2 =Q ,o0ol I est

R
le noyau de la surjection diagonale RGCCR —>R d'anneaux complets.
L'injection A —> B .fournit un morphisme de A-modules QA-—-—-> QB.

Le B-module &, est libre de rang 1, de base dt = t81 - 18t, et

B
le A-module image de QA a deux générateurs, savoir dx = n ‘c.n-'1 et
dy = (m ’c.m—1 + E i a; t1_1)dt. Le sous-B-module de QB engendré par

i>m
cette image est libre de base dx. On voit que A est l'ensemble des va-

luations des €léments de 1l'image AdA rapportés & une base du module BdA
engendré par AdA dans QB’ ce qui ne.fait pas intervenir le choix du
développement.

Voyons l'invariance de w.

Si r€Tr, alors w(r) = . 8i r¢T et r€ET+m~-n, w(r)= r+m-n.

Si r€A et rérIUr+m-n, il existe p et q dans A tels
que v(q-pg—}{) = r; alors v(q) = v(p)+m-necr, et v(p) < w(r), 1'éga-
1ité v(p) = w(r) pouvant €tre atteinte par un choix convenable de p
et q. On regarde l'effet: d'un changement de paramétres x' = yn p o, i T
y' =y y+n et t' =yt modulo 2, on peut écrire £ = P(x,y), avec
P € (x2,y)cc[[ X,Y]1 et n = Q(x,y) aveec Q€ (X,Y)2(IJ L %:¥)] o T
existe p' et q' dans A avec v(q'-Dp' %i—:—) =r et w'(r) = v(p'),
ol w' est la. fonction attachée au générateur x', y' de A. On a 1'éga-

1ité, ol.figurent les dérivées partielles de P et Q,

) ] 1 a
g—xx—(q' -p' %)=(q'yn+q'P'x(x,y)-p'Q'X(x,y) )—(p'ym-q'P'Y(x,y)-*p'Q'Y(x,y) )EJX(



'
La valuation de % n+P'X(x,y)+P'Y(x,y)% est 0, car

d
v(y") = 0, et V(P'X(x,y)) >0, et V(P'Y(x,y)ai) > m-n>0.

La valuation de p'ym—q'P'Y(x,y)+p'Q'Y(x,y) est v(p'), puis-
que v(p'y") =v(p'), v(p'QYy(x,y)) > v(p') et v(q'PY(x,y)) >v(q') > v(p").

On en tire w(r) = v(p') = w'(r), et vice-versa, en utilisant
le changement de paramétres inverse, donc w(r) = w'(r).

On montre de la méme.facon que € ne dépend pas du choix des
paramétres.

Quand aux autres objets introduits, ils sont tous directement

déduits de T et A , donc insensibles aux changements de paramétres.

5 Lemme
L'effet du changement de paramétres x' = Yn x, y' = Ym y, t' = vt
est a'. = a Ym-l
i
L'effet du changement de paramétres x' =x+p, y' =y + q,

' =t N1+ x—1p est donné par :

#(a', t') -¢(ast') =q-p % il LT B A

Le_n posant ¢(a,t) = " +) a; tt.
i>m

La premidre partie est &vidente. Pous la seconde, on notera
. . y . A
que t'' =t + ﬁ £ gioaine: £oTLR)eRtd
On en déduit, puisque ¢ (a,t) =y,

¢(a,t') =y + ¢'t(a’t)% modulo tQV(p)—2n+m

-on+
y'=y+q= ¢a',t') = ¢(a,t') + q - p% modulo t2v(p) entm

6 Proposition

On introduit les conditions. CE et CU :
CE VrGA',r <2w(r) -2n+m

CU 82 e-2n+m




en vue des résultats suivants :
(i) Si un anneau de Puiseux A = A(m,n,a) vérifie CE, il
existe une suite ultra-courte a', c'est & dire a'r= O pour tout re aA',

telle que A(m,n,a') soit isomorvhe & A.

(ii) Si en outre A vérifie CU, cette suite ultra-courte est
unique & homothétie prés, c'est & dire que si a' et a" sont deux
suites ultra-courtes donnant un anneau isomorphe & A, il existe un

y _1-m
Y

nombre complexe y # 0 tel que a'i= a'i pour tout i > m.

D'aprés le lemme (5), si r € A' vérifie 2w(r)-2n+m>r,
il existe un changement de paramétres x' = x+p, y' =y + q, avec v(p) =w(r),
donf 1'effet est ‘d'annuler le coefficient de t° sans changer les coef-
.ficients des ti, m <i < r. On.fera donc successivement des changements
de paramétres convenables pour annuler les a5, i€ A, i ¢e, i crois-
sant de proche en proche. A ce moment, : a. ti est un élément de A,

izec

qu'on peut annuler par un changement de paramétres &vident, sans rien chan-
ger'aux a5 i<e.

Ceci prouve (i) et donne la maniére de construire un dévelop-
pement ultra-tourt de A si A vérifie CE.

Supposons que a et a' sont deux développements ultra-courts
de A, et que A vérifie CE et CU. Le deuxidme développement se
déduit du premier par un changement de paramétres : x' = y* x + p,
y' = Ve y+q et v(t' -yt) = 2. Le changement x' =yn X, y' = ym Y,
t' = yt donnant une modification homc;thétique, on se raméne au cas y = 1.

Si a est ultra-court, on a v=v(my-nx%)x() =inf{i,i>m, a #0}
[1]. De 1a sorte on est assuré que v(q—ﬁ %) est différent de v, ou
bien infini, v(q)>m et v(p)>n. D'aprés (5), on a v(q—p%)> 2v(p)-2n+m,

sinon le changement perdrait la nullité du coefficient du terme de degré



d 5 &
v(q-pajl(). On prouve au lemme (7) ci-aprés que v(p) > e dans ces
conditions. Le changement ne modifie donc pas les a;, m< 1<6<2¢-2n+m,

ni les 8, i 268 qui restent nuls. Cqfd.

T Lemme
. », . . 12,2 T d d
Si A vérifie CE, l'inégalité v(aq-p ldx)> 2v(p) - 2n+m, avec

p et q dans A, implique v(p) = e.

Si v(q—p%) = r est supérieur ou égal & c, c'est gagné car
alors pg—‘}ce A, donc v(p) = e, par définition de €.

Sinon, on peut trouver p' et q', avec v(p) = v(p') et
v(q'-—p'-gjxc) > r. En effet, il existe p" et q", avec v(p")=w(r), et
v(q"-p"%_}xc) = r par définition de w, et on a v(p")>v(p), car
2v(p")-2n+m > r > 2v(p)-2n+m d'aprés CE. Il suffit de prendre
p' =p+Ap" et q'=q+X2q", ol A est un nombre complexe convena-
ble. Bien siir on a encore v(q'-p' %)> 2v(p')-2n+m.

En recommengant un nombre fini de.fois cette construction, on

se raméne au cas r = ¢ déja traité.

8 Proposition

L'ensemble des classes d'isomorphisme des anneaux de Puiseux
ayant des invariants I‘o, Ao, Vs € fixés est isomorphe & un quotient
d'un ensemble algébrique constructible. Si en outre les invariants vérifient

CE et CU, 1l'ensemble des classes est lui-méme naturellement en bijection

[avec une partie constructible d'un espace projectif anisotrope.

Tout d'abord, on sait corment T (A(m,n,a)) se calcule & partir

des exposants caractéristiques (définis en [3] §3). Ona T =) ]N'B"i
0<i<g

avec B, =n=e_, B,=m, e1=pgcd(m,n), ei=ngd(ei-1’Bi) et

B;=B;~B._ *B;_,&; o/, pour 1<i<g . (%]



La condition T = Fo se traduit donc car un nombre fini de con-
ditions a; =0 ou a, # 0.

Comme une modification des ass i 2 ¢ ne change pas A(m,n,a),
on peut toujours supposer que ai =0 pour i=>c¢ (¢ é&tant le conduc-
teur).

On trouve ainsi un espace constructible, dont 1l'ensemble des
classes d'anneaux de Puiseux de monolde caractéristique Po, est un
quotient. Soit E cet espace; ona EC CJ m,c[.

Pour connaltre A, w, €, il suffit de connaftre ANIm,c [ , et
la restriction de w a AN]m,e[ , et €.

On considére l'espace produit de E par l'espace L2 des
couples (p,q) de polyndmes de @[X,Y ] dont les mondmes Xin a
coefficient non nuls vérifient n i +m j < ¢. On considére les. fonctions
a et B de E x 1° dans W U {=}, définies par :

a(a,p,0) = v(p(x,¥) et 8(a,p,a) = v(alx,¥)-p(x,¥)FD), o v,
x, ¥ ont la signification déja utilisée.

Ces deux.fonctiuas sont évidemment semi-continues supérieurement
pour la topologie de Zariski. On en déduit gque 8_1(r) N a—1(s) est une
partie constructible de £ x L2, et, puisque L2 est de présentation.finie
sur @, la projection sur E d'une partie constructible de E x L2
est une partie constructible de E.

Il en ressort que la partie de E ou A = Ao, w = wo, € = eo
est constructible, car elle s'interpréte comme intersection de projections
sur E de parties constructibles du produit E x L2.

En effet, r € A s'écrit a € HB-1(r), et s = w(r) s'écrit
a € ﬂ(8_1(r) N a—1(s) n (3—1(] s,r[)) et s =¢ s'écrit enfin

a € H(B_1(w) N a_1(s) N Ca_1( [n,s[)), oi T est la projection sur E.

La premiére affirmation est ainsi @émontrée.



Si les invariants donnent lieu aux conditions CE et CU, on
obtient une bijection entre les classes d'isomorphisme d€s anneaux de
Puiseux dont les invariants ont les valeurs voulues, et le quotient par
la relation d'homothétie de l'intersection F de la partie de E ol A,
w, € prennent les valeurs voulues et du.fermé défini par les équations
a, = 0, 1€ A'"N]m,e[ en mettant en correspondance la classe de a,

a € F et la classe de 1l'anneau A(m,n,a) correspondant (tout ceci ne

fait que répéter autrement la proposition 6).

On a ainsi justifié la seconde affirmation.

9 Le cas des anneaux a une seule paire de Puiseux

Dans ce qui suit, m et n sont premiers entre eux, et 1<n<m.

Pour toute suite (ai, i >m), 1'anneau A(m,n,a) est de Puiseux, et son
monoide caractéristique est T = (Nm+ INn) U {«} , et ona c=(m-1)(n-1).

On va préciser les valeurs possibles pour A , w, € et en déduire
que pour certaines valeurs de A, et en particulier pour la valeur géné-
rique de A, l'espace des classes d'anneaux est isomorphe 4 un ouvert
d'uﬁ espace projectif anisotrope.

On écrira A(a) ou seulement A au lieu de A(m,n,a) si.au-
cune confusion n'est & craindre.

On étudie d'abord les propriétés des parties de Zy {«} sur

lesquelles T opére par addition, & deux générateurs sur T .

10 Lemme

Soient p et q deux éléments de Z tels que |p-q| €& r.
On pose u = inf (T+p) N (I'+ q) et W = utc-mn.

On définit v par u+ v=p+q+mn et v=v+c - m.

Les relations suivantes ont lieu :
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(i) (T+p)N(r+q) = (T+u)VU(l+v)
(ii) (r+p)U(r+q) =(r+um)N(r+v-m)
(iii) W+ vC (I + p) U (T +q)
(iv) (W+ wn ((F+p) U(r+q)) = (I'+v-m) N(W+u)

On peut calculer u et v & partir de p et q comme suit :
si Ip—ql & I'y, il existe un et un seul couple (a,B) €]10,n[x]0,m[ tel
que 9-p=am-fn; alors u et v sont, & 1l'ordre prés, les deux nom-

bres p+tam et g+(n-a)m.

Si r est un élément de Z hors de =~ T UT, il se met de maniére

unique sous la.forme om - Bn, avec a€[O,n[ et B € Z. De plus on a

Q

# 0, sinon r serait multiple de n, et B>0, sinon r appartiendrait

+ T, e¢ B<m, sinon r appartiendrait & - TI': en effet

o7

r = am - n = (a-n)m-(B-m)n.
Inversement, un élément r € Z de la.forme aom - Bn, avec
(¢,B) €10,n[x]0,m[ est hors de TU(-T). S'il était égal & a'm+ s'n X
avec o' et B' positifs ou nuls, on aurait n(g'+B)=m(a-o')=kmn, et
k >‘1 car B+B'>0, et k<O car o- a'<n, ce qui est absurde. De
méme, on ne peut avoir o' et B' simultanément < 0 avec r = a'mtg'n=am-fn.
Si donc |p-q] € I, il existe un et un seul couple
(z,B) € 10,n[x] O,m[ tel que p+am = g+Bn. Alors on a aussi
p+(m-B)n = q+(n-a)m. Montrons que les deux nombres ainsi trouvés engen-
drent (I'+p) N(r+ q). Bien évidemment, ils sont dans cette intersection,
et on note que leur somme est p+g+mn. Si r est un €élément de l'inter-

section, on a les relations :

pt Am+ yn, 0O < X <n, O0<y

r
r=q+ A" m+ uy'n, OSA' <n, 0O<y'

d'ol l'on tire
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g-p =om - Bn = (A - A")m+(pu - u')n, avec | A-A'| < n.
Alors de deux choses l'une :
oubien A -A'=oqo , et donc u=>0 et A>a, donc rE I+ptam
ou bien A - X' =a-n,et donc u' 20 et A'>n-a, donc r€ r+g+(n-a)m
On a ainsi prouvé: (i) et justifié le calcul de u et v.
Comme v-u = |am -(m-B)n| € T, on peut encore appliquer (i) & u et v
au lieu de p et q, ce qui donne (ii) en translatant de -mn les deux
membres de 1'égalité obtenue.
On trouve alors (iii) et (iv) en intersectant les deux mem-
bres de (ii) avec I+v et IN+u, compte tenu des inclusions W+v C I+u,

et WN+u CT+u-mn ' et NIN+v C T'+v-nn.

Remarque : On a vu en passant qu'il existe une bijection de ]O,n[x]0,m|
vers le complémentaire dans Z de T'U-T, définie par (o,B)F—>oam- Bn.
Ceci permet de retrouver la.formule du conducteur : c¢ = (m-1)(n-1) et la
formule d'Apéry : le complémentaire de T dans IN posséde c/2 &l&-
ments, dans ce cas particulier.

Précisons maintenant les propriétés de A et ses rapports

avec W et €,

11 Notations

Soit 8.i = &, <8 <. <8g le générateur minimal du I‘-ensemble.

A . On pose E, = U (r+g.), por -1<i<J. On a donc A =E
o< J

i <J. i ou, = + g.)NE,
et gi¢Ei_1,pour 0<i<J. On pose aussi u, inf(r gl) E1—1

J

pour O0<i<J.
On a évidemment g, =0 et gy =nmmn.

On choisit des éléments wy de AdA, tels que v(wi) = g5

< 3 ” dy "
en particulier Wy = ax et w_y 1.
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= ® et w = 0.

0
n pose en outre 41

€741
12 Lemme
Pour tout entier £€[0,J], on a, en posant u,=u,+c-mn

L8
a) il existe un nombre c, € Z tel que (]N+Ez)ﬁE2 = (]N+39)0(I‘ +cz)

b) il existe une relation w = E F. , w., ou les F.
41 <] <%, Js2 Jsd

E_ont des €léments de A, avec u, = v(F£’£)+g£ = 1nf{v(Fj’2) + gJ,}

On procéde par récurrence sur £ de la.fagon suivante :
ler point : a)est vrai pour =0
2éme point : a) est vrai pour !=i+1 si a) et b) sont vrais pourt=3i
3éme point : b) est vrai pour £=i si a) et b) sont vrais pour
tout £ < i.
Si les trois points sont démontrés, le lemme est visiblement

établi aussi.

Preuve du ler point :

C'est le lemme (10), avec p=0 et q =m-n. On a uy =m=u

et c0 = -n = v-mn.

Preuve du 2éme point

On sait, par hypothése, que (JN+ui)ﬂ E, = (m+ ui) N (r + ci),

et aussi que 8541 est au moins égal & us done gi+1€ (m+ -ﬁi). Comme

; édui .. . PU, ZC,
€541 %Ei, on en déduit €41 & (r + ci). Comme de plus on a g, ,2u;>c.,
on peut appliquer le lemme (10) avec p et gq égaux & ;. €t css

i~donne c. =c. + g. Wi.op gl
ce guida i+1 1 g:\.+1 1+1

Preuve du 3éme point.

Elle peut se faire en 3 &tapes.
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1€re étape

On sait & priori que peut se mettre sous la forme

“3+1
: __ay '
E .f.w., par exemple q - p . Montrons qu'on peut se ramener au
<j<1 99 e
cas ol g. + v(f.) > .) + g.=u, e i i .

&; v( J) v(fl) g; >u, et méme, si i <J, V(f1)+gie (I‘+ui).

On dit alors que la décomposition de Ws,q SUT les wj, - 1<j<i est
améliorée.

De 1'égalité Wegq = E::::;::; f. w., on tire, ou bien i =J

-1<j<1

et 'f,j = 0 pour tout Jj, ce qui convient, ou bien 1'inégalité stricte
v(wi_H) >e(f) = :lnf‘{v(fj wj), -1<j<i}. Dans cette occurrence, on appel-
le h(f) et k(f) 1les deux plus grands indices j tels que
v(fj)+g'j = e(f), avec h < k (il y a certainement plusieurs valeurs de
j ot v(f.j wj) prend sa valeur minimale). Alors on a v(fk)+gk€ Eh G Ek-1'

En appliquant le lemme 10, on voit que, ou bien

v(fk)+gk€ (r + ¢, + mn), ou bien v(fk)+%{6(r‘ + uk).

k
La premiére possibilité implique Bt 1 € (]N+gk+v(fk))u {=} C Ek’
ce qui est absurde si k # J, mais convient sinon.

La deuxiéme possibilité convient si k = i. Si k < i, il

existe une.fonction z € A telle que v(fk+ sz k) > v( fk). On a alors
]

9. =Z Ly o8l PLw P, 81 j > kt1, et £ =L, $2°F,
Wl <5<t J’ J J J ’ s F J.k
% s i = _ g S

si j<k et fk+1 fk+1 z. On constate que, ou bien e(f') > e(f),

ou bien e(f') = e(f) et k(f') < kx(f). Par conséquent, un nombre fini

~

d'opérations semblables & celle qui.fait passer de f & . f' fournit

une décomposition amélicrée.

28me E€tape

On sait & priori qu'il existe un €lément 6 de AdA, de

valuation v(8)>u., tel que 6 = $. w., avec
- ~T<j<i d

. =1 i s} = o2 R : "we * ;
uy 1nf{v(<{>J )+gJ} v(¢l) g;» par exemple 1z w5 * zwg, avec
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=u.-g. ')=u.-g. i JE . j<i. !
v(z) u,-g; et v(z") u, gJ, si u, (r + gJ), J<i. Montrons qu'eon
peut toujours supposer v(8) = g;41+ Alors 6 sera dit extréme.
Si v(6)€5Ei, il existe @' = z"mk + 06, avec v(8') > v(8),

et 0' =) $lw., avec ¢' = z"+¢ et ¢! = ¢., si j # k. On cons-
1<j<; 99 k k g W

tate que la condition sur les valuations est encore vérifife. On peut

recommencer jusqu'd obtenir v(8) > 8541 si i<J,ou v(e)=>c si

i = J; dans ce dernier cas, une modification du méme.genre; portant sur

¢_, permet de ramener en un coup & v(8) = = = 141"

3éme étape
I1. faut maintenant montrer que si 6 est extréme, alors v(6)
est g;.,» et que, si i<J et si .f est améliorée, alors v(fi)=1ﬁ._gi'

Comme . fonctions Fj ; on prendra donc les ‘fj si i <J, et on prendra
b

les ¢j g1 1 =.J;

Le cas i =J est, en fait, déja traité dans la 2&me &tape.

Dans le cas i < J, on procéde par 1l'absurde.

Si 6 est extréme et si f est améliorée, on a v(e);?gi+1
et v(fi)+gi > u, . Supposons que l'une au moins de ces deux inégalités

est stricte. Comme v(fi)+gi € (T + ui), il existe z € A avec

‘ ) it w! . =w.. . +20=) £ w., oll
V(fi) + z¢i) > v(fi). Soit w!, 4 = w5, 20 b Wy ol

fg =.fj + z¢j. D'aprés 1l'hypothése & démentir, on a V(Ze)>‘V(wi+1)

et donc v(wi+1) est encore égal & g On constate aussi que

i+1°

v(f§)+gj > v(fi)+gi. Comme v(f;) > v(fi), on a soit e(f") > e(f)

soit e(f") = e(f), et k(f")<i. En améliorant la décomposition de
- ' = ' 1

mi+1, on trouvera w!, Z ’fj ws5s avec e(f') > e(f).

L'hypothése & démentir sur 6 et sy est encore vraie sur

6 et wi . On peut recommencer. Comme le nombre e crolt strictement

+1

chaque. fois, mais ne devrait pas dépasser €49 OF trouve une contra-

diction. Cqfd.
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13 Remarques

Au cours de cette démonstration, on a vu que le calcul des éléments
extrémes permet en fait de trouver les générateurs g;. de A et de cons-
truire des €léments ws de valuation convenable, de proche en proche &
partir de Wo et w_,-

On a pu observer aussi 1l'inégalité

c; tu =m-n+ Z (gj+1 - u.).

: 0<j<i J

141> Y0 et 1'égalité

On pose s, ., = ) (gj+1 - uj), pour 0<k<J et s =0.
0<jgk

14 Proposition

Dans le cas ol il n'y a qu'une paire de Puiseux, les invariants w
et € ne dépendent que de A et T.

Explicitement, on 8 les formules suivantes, avec les notations déja

utilisées :
si r€T, wir) =«
. = e -m+ = p=—p =
si r € Ek et r ¢ Ek—1’ avec 0<k<J, wir)=r s,~m+n =r-c -u
€ = uy - sJ—m+n =-cy
Les décompositions améliorées w.,, =L F., . w. ,0<1i <J vont

i+1 J s

2 s = - QX = =
donner des égalités Ws 41 qi+1 pi+1 ax® avec P_, qO 0 et
q, = 1=- Py» les autres p, et q; étant donnés par récurrence, selon

la régle =3I F. . p. et %Gy = IF..q..

Pi+ §od %3 1 iri %3

Montrons que pour £ = 0, on a v(p£+1) = v(p£)+u2-g2, et que v(po) = Q.
La deuxifme égalité est triviale, montrons la premiére par récurrence :

si elle est vérifiée pour 0 < i < 2 , est-elle vraie pour i = 27

Il s'agit de voir que v(Fj 2)+v(pj) atteint son minimum une seule
. )

fois, pour j = &, car on sait que v(Fz’z) =u, - g
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Pour j=-1, V(Fj,£)+v(Pj) = o, Pour 0< j < ¢, on a

4v(F, ) > _ i
g; V(Fa,l) gz+v(F2’2), donc v(FJ’£)+v(pJ) (v(F2’2)+v(p£)) est au

moins égal & v(p.)-v(p£)+g£-gj qui vaut, d'aprés 1l'hypothése de récur-

rence, Z G 78 ) = 2 ;7Y _qs Ce qui est stric-
J<ic<2 jJ<is<

tement positif. Cqfd.

Ceci prouve déjd que € < V(PJ+1) uy=syin-m = - c., et que

0<1i<J, en posant c_q, = 0.

On en déduit w(r) > r—sk+n-m si r€ E_, compte tenu de 1'inégalité

évidente w(r+y) = w(r)+ y , si y€Tr.

w(gi) > v(pi) = g;=s;tnm = - c. .,

Soit A = E f.w, un élément de AdA, et soit P =3I f. p..
—1<i<J+i T

On ne modifie ni A ni P si on change f en f', avec fj—fj =0 si

j > k+ ~f! = . i -1 < e R
J > k+1, avec fﬁ fJ z FJ,k si -1<jJ<k et fk+1 K+ z

. e i . - .
Si v(fk) & Ek-1’ alors ou bien v(fk)+gk (F+uk), ou bien

+g € (T'+ +g = = c_+
v(fk) 8, (I'+ c,+mn) et dans ce cas v(fk) g, = c tmn > c4mn > u

k J’

Donec si e(f) < u; et si e(f) = inf{v(fi)+gi} est atteint plusieurs

fois, 1'indice le plus grand pour lequel ce minimum est atteint étant

appelé k(f), on peut sans changer X ni P, trouver une décomposition

f' telle que ou bien e(f') > e(f), ou bien e(f') = e(f) et k(f') < k(f).
Si A = 0, on peut se ramener de la sorte & e(f) = u_. Alors

J

v(fi)+v(pi) > e(f)—gi+v(pi) = e(f)—si+n-m >u-s.+n-m si 0<1i<J,

Jd °d
v(f_1)+v(p_1) =®>-c5, et v(fJ+1)+v(pJ+1) > v(pJ+1) = - c;. Ceci
termine le calcul de €.

On veut montrer maintenant la formule pour w. On la connait déjd pour

r € Eo. On procéde encore par étapes pour les autres valeurs de r.

1€re étape : on se raméne au cas I = Crraq ¥ = 1, 0<K<J.

Avec les notations du lemme 10, si on pose o = g+c-1, alors

r € £(F +q) N(r + p) implique o€ (I + r). En effet la condition sur
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r implique r-p = pm+tun, avec p<a et u<m-B ,et on a
o-p=(a=1)m+ (m-B=-1)n. On observe encore que o EC(I‘ +q) N (T + p)
et (N+1+ 0g) C (I'+ q).

On applique ceci avec p = g, et = Si on démontre 1l'égalité
K q

Ck-1°

cherchée pour ¢ + ¢ - 1, elle sera prouvée pour les autres é€léments

K-1

de E hors de EK-‘I’ compte tenu de 1'inégalité w(r+y) = w(r)+y, si y € T.

~ z . . + - - - = - -
28me étape : si v(P) > («':K_1 c-1) sgtn-m=c- g 1, alors

v(Q - p%%) € EK—1' Ceci assure en effet que w(c, ,+c-1) a bien la valeur

K-1
souhaitée c-gK—I.
. _ dy .
Soit donec A = Q - de € AdA. Nous allons construire de proche en pro-

che des décompositions A = I fi w; avee P=13 s Py » et

(1) 3(8) <K, v(£500)) + B5p) = V(B) + 554y ¥m-n

(2) si j(f) >0 et j(f) > k(f), les inégalités j(f) = k(f) +1

et e(f) = v(fj(f)) + uj(f)-1 ont lieu, l'une au moins étant stricte.

jir), e(I:), k(f) sont le plus petit indice i tel que £, # 0, la plus
petite valuation v(fi)-l-gi, le plus grand indice i tel que

V(fi) + Bi = e(f).

La premiére décomposition est A= Q- P%, qui convient, Si on
a une décomposition vérifiant (1) et (2), dans chacun des cas (a),
(b), (c), on a 1la conclusion et dans le cas (d) on modifie la décomposi-
tion comme il sera dit. Comme alors e(f) croit ou k(f) décroit, et
comme k(f) 2 -1 et e(f) < v()), on ne peut faire qu'un nombre fini

de modifications, Ce qui prouve bien la deuxiéme &tape,

(a) k(f)

donc v(A) € E

K; alors v(A) > v(fK) * G v(P) + s,+m=-n > ¢ + c,

K K=1

K-1'

(v) k(f)

A

K et e(f) n'est atteint qu'une fois; alors

vA) = vlfe(e)) * By(r) € Fi(r) © Bt

A

(c) x(£)

alors v(A) > e(f) appartient & E

K et e(f) est atteint deux fois, et e(f) € I‘+mn+ck(f),

K-1°
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(d) Si aucune de ces conditions n'est vérifiée, on a k = k(f) <K,
e(f) est atteint deux fois et e(f) €T + w . On remplace f par

f'=7f + z(w sziwi) (ef. 12) ol z € A est choisi de facon que

k+1
v(fy) > v(f, ), done v(z) = v(f,) + g - w. Onaencore P= Lf'p,.

8i k(f) = j(£), alors j(f') = j(£f) + 1 =k+1 et Pkﬂ=z,dwﬁ (1) et

(2), car S ™ sk-O-gk_H--uk et e(f')2e(f) = u + v(z) et v(fi)+gk>uk+v(z)
Si k(f) + 1<j(f), ona j(£) = j(£') et f'j(f) = fj(f)' donc encore (1)

et (2), Enfin si k(f) + 1 = j(f), on a par (2), v(z)>'v(fj(f)), donc

i(£) = j(£') et v(f'j(f)) = v(fj(f))’ d'ol encore (1) et (2).

On va maintenant donner des précisions sur les espaces signalés & la
proposition 8, dans le cas ol il n'y a qu'une paire de Puiseux. L'espace

E est l'espace des suites (ai, m<ic<e).

15 Proposition

La partie de E olu A (et aussi w et €) prend une valeur cons-

tante est donnée par un nombre fini de conditions a; = wi A(aj’ m<j<i)
]

et de conditions a., # ¢. ,(a., m<j<i), ol V. est une fraction rati-
1 X A% 3 1,A
onnelle homogéne dont le dénominateur est inversible sur la partie consi-
dérée.
Si A est tel que CE et CU sont vérifiées, 1l'ensemble des classes

d'isomorphisme des anneaux ayant pour invariants T et A est en bijec-

tion avec un ouvert d'un espace projectif anisotrope.

On considére l'anneau de polyndmes G)[X1,....,Xb,T] , o0 b=c-m1,
On le munit de la graduation ou les Xi sont homogénes de degré i et
ou T est homogéne de degré -1.

On définit les polyndmes homogénes particuliers Y = ™1+ XiTl),

Q,=1 et QO ='% ™ (m+ 2:(m+i)XiT1) et R(y); si y€[Om[NT,

il existe un unique couple (a,B) € N x N tel que Yy = om + Bn; alors
R(y) = TEPY®,

On définit un morphisme d'anneaux @[X,T] + B Xi e et T > t.

L'image de PE€ @ [ X,T] est appelée P(a).
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On suppose maintenant qu'un ensemble A est donné&, compatible

avec la condition nécessaire > .. On cherche pour quelles valeurs

€i+1
de a ona A(A(a)) = A.
On va définir des classes de polyndmes homogénes :

@(i,s)cm[x1,...,xsl,pour 1<i<J+l et s<b

$(i,5) € @IX 500X, 7] pour 1<i<JH et s<D

On va définir des polyndmes homogénes :
€ y ’ , g
2, 3’(1,51),1 <i<J, avec v(Ql(a)) &;

K, € Pli,s), 1 <i<J+

s

L, Eg’(i,si), -1 <i<J, avec déja T 5 = 1 et L=

On va montrer que la relation A(A(a)) = A est équivalente & :

Kl’s(a) =0 pour 1< 2<J+1 et s 61_32_1, SL[F'C(E2—1'-h2)’ ol
on a posé h, = v(pi)+m—n et s; . = sy + cytmaug.

Lz(a)#o pour 1 <2 <J.

Pour cela, on procéde par récurrence sur £.

On sait déjad que g_, =0 = V(Q_1(a)) et go=rwﬂ1=v(ﬂn(a))s

et que L_1 et LO sont les coefficients des termes de plus bas degré
en T de 9_1 et 90. Ceci est le point de départ de la récurrence.
Pour faire avancer la récurrence, on va prouver que si on a défini les
objets annoncés pour i, 0 < i< 2<J, siles Li sont les coeffi-
cients des termes de plus bas degré en T des Qi pour -1<1i < £,

si les conditions gi(a) = 8 équivalent aux conditions Kl,s(a) = 0,
Li(a) #0 pour i€ [-1,8] et s appartenant 3 1'ensemble indiqué,

alors on peuﬁ en faire autant pour i = %.
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On appelle gj(l,s) la classe des polyndmes homogénes de (C[X1 S ,Xs]

de la forme UXS+V , ou VGG':[X1,...,X ] et ou U est un produit

s=1
de puissances des Lk’ k € [-1,2[ et d'une constante non nulle.
On appelle y(l,s) la classe des polyndmes homogénes de C[X,T]

dont le coefficient de T est nul si q<h

g

g tss appartient 2

(!L,q—hz) si q€[ hy+s, b ] , et est quelconque si q > b.

On forme par récurrence sur a, S < o <s , des polyndmes U
o

2-1
appartenant 3 Y(2,a).
Pour a =
)i

Pour passer de Ua a U

= - ' 21
Sg-qs on prend U R(u£—1 €1 )92_1. C'est un élément

de (8(2,52_1

at] ST @< sz, 11 y a deux possibilités :

1 = + N -
S1 8 hﬂ, aGEk CEk-'I’ 1<k <y, on prend
i . - ~ o B
U 41 LkUa Kz,aR(B gk)ﬂk, ol Kz,a est le coefficient de T" dans Ua'
Il est facile de vérifier que si U, 650(.!.,(1) alors Ua+1'€ ff(z,aﬂ).

Si B & E,_,» alors K (a) est nul, sinon B serait gz(a). On prend

2,0

U =U -K TB. C'est évidemment un élément de 30(2,a+1).
a+l o 2,0

On arrive ainsi & Ua’ avec o = s,. Si & = J+1, c'est terminé, car

= ¢_+mn, donc (I +s

S7e1 ¥ Bryy = S5 J+1 By 7

car alors B = gz(a). On prend donc K, =1L et @ =1U. Evidemment u,
3

)CE..Si 2#<J,ona K, (a)#0,
L0

et Lz satisfont les relations voulues.

On vient également de voir que si les gk(a), -1 <k < 4 sont égaux
aux g donnés, pour que gz(a) soit bien le &g donné, il faut et il
suffit que les K!,,s(a)’ s€ ] 5120_1,59'[ﬁ(:(E’!'_1 - h9.) soient nuls et, si
2 < J, que Lg(a) ne soit pas nul. Cqfd.

Compte tenu de la forme particuliére des polyndmes KJZ,,S et Lz
qui interviennent, la premiére affirmation est justifiée .

Soit H le complémentaire dans - IN de

(A'-m) U ( U (Is,_,» s,[N C(ER.-1 = h,))), et soit P le quotient
1<1i<J+1
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dge «ff par 1l'homothétie anisotrope (c'est & dire (bi’ i € H) et
(bi, i € H) sont homothétiques s'il existe y € @, y# 0 avec bi = Yibi
pour tout i € H)

On met naturellement en bijection les classes d'isomorphisme des an-
neaux de Puiseux ayant ' e¢ A comme invariants, tels que CE et
CU soient vérifiées, et les classes d'homothétie des suites (ai,m <i<ec,igp')
vérifiant les relations Kz’s(a) = 0 et Ll(a) # 0 pour les valeurs con-
venables de £ et s : la bijection est obtenue en associant la classe
de (ai, m<i<ec,i®@A') et la classe de 1'anneau A(a), étant entendu
que &, = 0 si 1 € A'.

Compte tenu de la forme particuliére des polyndmes K et L interve-

nant, l'esvace des classes d'homothétie des suites décrites est lui-méme

en bijection avec l'ouvert de P défini par s g s bs # 0, ol
S = {sz, 1 <¢2<J} : on prend 'bs =a ., si s€ H et s & S, on prend
v, (a)
= = 1 = s. . =U.X + V.. L' st vi
bs 8 s ﬁ;TZT sl s s1 et L1 les Vl L'ensemble S est vide
si et seulement si J = O, c'est 8 dire A = E., ce qui est compatible avec

0

CE, mais est compatible avec CU si et seulement si 2¢ =2n+m = &, ce
qui est ici tout calculé : -2n-2n+m 2 c-n, ou encore (n-2)(m-2) < 3. Ceci
se produit dans 3 cas seulement : n=2 et m impair > 3, n=3 et m=k,
n=3 et m=5.

Dans chacun de ces 3 cas, toutes les singularités sont isomorphes,
d'anneau isomorphe & GI[[tn,tm]] = A(m,n,0).

Dans les autres cas S n'est pas vide, et 1l'ouvert de P est un
ouvert affine d'un espace projectif anisotrope (singulier parfois). C'est
un espace dont la dimension est le nombre d'éléments de H, diminué de

1. (On note que H n'est pas vide, car S C H),

16 Définition

On définit un ensemble A(m,n) € WV {=} sur lequel 1 = (Nn+ Nm)V{=}
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opére par addition, de la maniére suivante :
on pose g_1 =0 et go =m-n et E_1 = T , puis par récurrence,

= 3 N
uy inf( (I‘+gi) E._,

. = E. _U(T+g. 2 =1 )N E.
),E1 E,_u(r g;) et 841 1nf((JN+u1) E;)

pour 12> 0. On appelle J le plus petit indice i tel que 2[N+u:.L C Ei’
ou, ce qui revient au méme, tel que Bigq = - Alors A(m,n) = EJ.
On dit que A(m,n,a) est générique si son invariant A(A(m,n,a))

est égal & A(m,n).

17 Lemme

Tout anneau générique vérifie CE et CU.

Si r€T, alors w(r) = © ,et r < 2w(r)2ntm ou r=w¢ A',

Si r¢Tret r € (I'+tm-n) et r > m, alors 2w(r)-2n+m = 2r - m > r.

Montrons que [gi-si, gi] C A= Almyn) pour 0<i<J. C'est vrai
pour i = 0, car 5o = 0. Si c'est vrai pour i < J, c'est vrai pour i+1,

§ 5o _ _ e = _
car 1l'addition de uy giGI' donne [ui S:5 ui] CA , et U, =S =8 L 178s

et la défiiition de "générique" donne [ui,gi+1] C A

i+

On en déduit aisément s; <1 sinon gy serait dans A et non dans

I’+gJ, donc dans EJ_1, et gJ seralt aussi dans EJ_1.

i ! e - o -1 i 1 g r
On voit aussi que uy gl ET et u, gl > 0 implique u1 gl =2 n, pou

0<1i<J. Donc g, "5, I >nk si 0<k<J, et u;=s -min > n(J+1).

Si r€A, r & EO, r # V=8, montrons que l'on & CE, c'est & dire
E = 2w(r)-Pn+m-r >0. Soit k 1le plus petit entier tel que r € E, .

Ona E=r-2s ~—m= (r-gk)—sk+(gk-sk-m+n)-n> (r—gk)+(k-2)n,

k
si k®2,ona E>O0,si k=1,ona O#r-g €T, donc r-g,>n,

donc E>O.
On voit aussi que NN+ uJCA, donc aussi I+ Uy~ Sy C A, c'est &
dire u =Sz 2 §. En outre uJ-sJ-m>nJ. On en tire 1'inégalité :
J

2e-2n+m = 2uJ - QSJ-m > 6+uJ-sJ-m > 64nJ > §, c'est 4 dire CU.
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I1 existe un ouvert non vide U C E, tel que la condition a € U
soit équivalente & A(a) est générique (ce qui justifie 1'appellation
générique).

L'espace des modules des singularités génériques, c'est & dire L'es-
pace des classes d'isomorphisme des anneaux génériques, est un ouvert af-

fine d'un espace projectif anisotrope, dont la dimension est le nombre d'é-

Ements du complémentaire dans IN+m de A.

)

On applique la proposition 15. Comme les ensembles ] Sp-1? SR.[nlel—1—hl

1< 2 <J+1 sont vides, la partie de E ol A prend la valeur généri-

que est donnée par O # I | Lz(a). Autrement dit, chacun des
1<4.<J :

8 4ms S € S, doit &tre différent d'une valeur particuliére qui se calcule
d partir des a d'indice plus petit.

L'espace des modules s'obtient, d'aprés 8, en coupant U par le fer-
mé a; = O pour tout i € A' et en passant au quotient par 1l'homothétie
(ol a; est affecté du degré i-m). D'ol la conclusion, aisément obtenue,
en traitant séparément les cas particuliers n =2 et m entier impair > 2,
n=3 et m=4, n=3 et m=5 déja examinés au cours de la démonstration

de (15).

On s'attache maintenant au calcul de la dimension de cet espace.

19 Définition

A un couple d'entiers > 2 premiers entre eux, on associe le monoide
r = (Nm+ In) U {}, la fonction f : N>2%Z définie par
m,n m,n
- =k - N - +k[ N le nombre
fm,n(‘k) k - card( [ m,m+k[ rm,n) card( [ n,n+k [ rm,n) et le nom

D = su f (k)
m,n kep]\l m,n

. . . .. & 3
Evidemment Dm,n Dn,m>’ 0 fm,n(o) et Dm,n est fini, car c

implique fm,n(k+1) = fm’n(k) -1 (avee ¢ = (m~1)(n-1)).
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On omettra parfois la mention de m et n si aucune confusion n'est

a craindre.

20 Proposition

Le nombre d'éléments du complémentaire A(m,n) dans WI+m est

Dn o ° Pour tout couple d'entiers m,n premiers entre eux, tels que
3

2<n<nm.

Soit A un anneau générique, et soit B son normalisé.
On considére des E-espaces vectoriels A , B , avec la filtration
donnée par la waluation de B , c'est & dire Bk = B tk et Ak = Af\Bk.

On a un morphisme A xXx A+ B, de noyau R et d'image C, défini par

-V cen
(p,q) » q__.)dx . On pose Ck C Bk'

On & alors une suite exacte 0 -+ Cm > Bm + Q> 0, ol la dimension
de Q est égale au cardinal du complémentaire de A(m,n) dans N+m
(car v(C) = A(myn) si A est générique).

On a aussi une suite exacte O > R » An X Am > Cm + 0, car un é1lé-
ment de A xA hors de Ah><Am donne par le morphisme un €lément de C hors
de Cm’ sa valuation ne pouvant €tre que m-n ou un multiple de n infé-
rieur & m.

On en déduit des suites exactes :

0% B (/b

k) x (Am/Am+k) > Cm/Cm+k + 0

0= Cm/Cm+k > Bm/Bm+k > Qk 5

Il est clair que les dimensions de Bm/Bm A /A

e AfPune o A/AL

sont respectivement k, card([m,mtk [N T) et card([ n,n+k[ N T).
On en déduit aisément

fm,n(k) = dim Qk - dim Rk

Comme Qk est isomorphe & un quotient de Q, on a fm n(k) < dim Q.
2
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Pour montrer que Dm o e dim Q, il suffit de prouver le lemme :
]

21 Lemme

S1 k = uJ—sJ—m, alors dim Qk= dim Q et dim Rk = 0.

On reprend les notaions définies en (11) et (13).

On a vu que § < Uy~ Sy Donc Cm+k = Bm+k’ ce qul assure un isomorphis-

me entre Q et Q,k On a bien dim Q = dim Q’k

i < i -5 _+s. -s_+s. s
On remarque aussi que pour 0 < 1i < J, on a [u_-s 8;susTssts. [C El

J J
et que W+ uy (o E;. la formule de w (cf 14) montre que pour r > Us=s g,
on a w(r)=> u s ;omin.
o b o 4
On en déduit que tout élément w de cm+k est de la forme q-p A

avee q€A . et pEA . Eneffet, c'est vrai si v(w) =c, car on

peut prendre q =w et p =0, et si v(w) < ¢, il existe p € An+k et

q € Am+k tels que v(w - q + p%) > v(w) , par définition de w. Un nombre
fini "d'approximations successives" conduit au résultat voulu.

: " B : - e
On peut maintenant prouver que Rk 0; autrement dit, que q-p ax Cm+k

é 5 R d .
c € . L
implique q Am +k et p An +k En effet, si Q-P3 Cm +x° 1l

: dy
5 L= ' e -n! - -n'! =
existe - p An+k et q A 5 avec (qg-q')-(p-p )dx 0, donc

k

v(p—p')>e=uJ-sJ—m+n-=k+n (14) et v(q-q') =v(p-p')+m-n=k+m.

Les valuations de p et q vérifient bien les inégalités voulues.

Remarque :

Grdce & la symétrie de Dm ,» On pourra chercher & le calculer sans
’

se préoccupper de savoir si n<m ou si n > m,

22 Rappel sur les fractions continues

A une suite S de k nombres entiers positifs ou nuls, on associle

un couple Y(S) da'entiers positifs ou nuls, avec les régles suivantes :



1)

2)

3)

L)

5)

6)

Si k = 0, alors yY(S) = (1,0)

Si k21, s'éerit (p,T) et si Y(T) = (u,v), alors

26

¥(8) = (pu+v,u).

Cette régle permet de définir ¢ par récurrence sur k. Les autres

régles en découlent.

si y¢(s)=(c,d), =i y(s,p)=(a,b) et si ¢(T)=(u,v), alors

v(S,p,T) = (autcv, butdv).

si  ¢(T)=(u,v), alors ¥(0,T) = (v,u).

¥(8)

¥(S,p+1)

On a les égalités ¥(S,p,0)

¥(S,p,1)

w(s,P909Q9T) = w(SaP+QsT)

si y(S) = (c,a), si ¢(S,p) = (a,b) et si

W(SSPQQ) = (msn)’ on a

bm~an = bc-ad = (-1 )k, ol k est la longueur de

m = c+qa

n = d+qgb

¥(S) est composé de deux nombres premiers entre eux, et, pour tout

couple de nombres premiers entre eux, il existe une suite

1'image par Y est ce couple.

S dont

En utilisant les régles 3) et 5) on peut mettre un couple d'entiers

premiers entre eux sous la forme VY(S), ol les €léments T,

vérifient r, =1 et 1 <1i<Xk. Sile couple n'a pas

é€léments, on peut supposer e = 2. Quitte
par son symétrique, on peut supposer que k
longueur de §).

Les preuves sont dans [2], chap. X.

~

est pair

(k

1

de S

parmi ses

a remplacer le couple

étant la

S3
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23 Définitions

Désormais, m et n sont deux entiers positifs, premiers entre eux,
et (5,p,q4) une suite de longueur paire, telle que ¥(S,p,q) = (m,n),
avec p = 1. On pose (a,b) = y(S,p) et (c,d) = ¢(S). On a alors
m=qa+c, n=qb+d, bc-ad =bman =1 et cn-dm = q. On a
bP=2pd=>d et b=>1,et a=2pc=>c>1. (Le nombre ¢ n'a rien &
voir avec le conducteur (m-1)(n-1).)

On définit une suite de triplets appartenant &8 Zx [0,a[ x [0,b[

par récurrence. Le premier triplet est = (Ao,uo,vo) =(0,0,0), et

%

u =u +c moda, Vv =v -d modb, et A
Z Z z+

2+1 74+1 est déterminé a partir de

1
A, par la condition hz<hz_M <h_+na, en posant hz = (Aza+uz)n + v, m.
On appelle hz la valeur de ez. On peut vérifier que hz+1 - hZ vaut
q s8i v=2d, vaut q-1 si v <d. Conmeb et d sont premiers entre
eux, la svite v est périodique de période b, d'image [O,b[ , donc
hz+b = hz +n. Il y a dans la suite des triplets de valeur arbitrairement

grande.

24  Lemme

Si h=hz et h‘=hz+1,ona [hyh' [N T =[h,h' [N [h, h+ Az] .

L'image de la suite 6 est formée des (A,u,v) tels que
(Aatu)n+vm > 0, et de 8o

Si la suite 6 comporte le triplet (A,u,v) de valeur h, elle
comporte également les triplets suivants :

(A,u+1,v), de valeur h+n, pourvu que u<a-1,

(A+1,0,v), de valeur h+n, pourvu que u=a-1,

(A,u,v+1), de valeur h+m, pourvu que v<b-1,

(A+1,u,0),. de valeur h+m-1, lorsque v=b-1.
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Si h<hta<h', ona h+a=a(l - a)n + un + vm +abm. Si done
O0<a<2, hta€T, et si A<a<h'-h, le coefficient de n est négatif,

et celui de m inférieur & n, donc h+a€T.

Si O<a<h'-h, le coefficient (v+ab) de m n'appartient pas
& N+n+ [O,b[ , et h+a n'est donc pas une valeur d'un triplet de .
Si deux triplets ez et 08" ont méme valeur > O, ils sont égaux si
q#0, et si q=0, ona n=d et m=c, et v-v" est multiple de n=4d
(car m et n sont premiers entre eux). Si par exemple v" = v + pd, on
& 0" 6". La seconde assertion est ainsi prouvée.

Le calcul de la valeur des triplets indiqués dans la troisiéme asser-

tion est trivial, et on vient de voir que cette valeur assure qu'ils sont

dans 1'imaze de la suite 6.

25 Corollaire

La fonz2tion f
m,n

atteint son meximum Dm o S 1'image de la suite
3

des valeurs.

Si k<k', ona f(k')-f(k)=k'-k-card([ k+m,k'+m[NT) - card([ k+n,k"+n[NT)
Soit h <k < h' un encadrement d'un nombre k par les valeurs
de deux triplets consécutifs.
Si k+n € T, alors [k+n,k+n[ C T', donc f(k)-f(h)=- card([ h+m,k+m[NT)
Si k+n € T', alors [k+n,h'+n[ N T=¢ , donc f(h')-f(k) est égal 3
h'-k - card( [ k+m,h'+m[ N T) > O.
Ainsi si D = f (k), 1'une des valeurs de triplets qui encadrent

m,n m,n

k réalise aussi le maximum de fm 0
bl

Lemme
S1 hz <(m-1)(n-1), on a f(hz+1)—f(hz)=gz, ol g, est la fonction

de ')\z, w, v, donnée par le tableau suivant
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: S (me _ ;|
Si h, (m=1)(n-1), f(hz+1) f(hz) et g, sont tous deux des

nombres < 0.

- + 3
En effet, hz+1 hz vaut q+1 ou gq suivant que v, <d ou vz>d.

L'intersection [hz +n,hz+1+n[ N T compte A+ éléments si u, < a-1 ou

)‘z+2 si uz=a-1, 4 moins que hz+1+n>mn, auquel cas les expressions in-

iqué j + +n[N . é + +m[N
diquées majorent ca.rd([hz n’hz+1 n[N T). De méme, card([hz m,h_ L m[N T)

vaut au plus A _+1 si v <b-1,ou A +2 si v = b-1, 1'égalité étant
Z z+1 z Z

assurée si hz+1+m < mn.
On a donc bien f(hz+1)—f(hz) =g, si hzé(m—1)(n-1), et pour

hz>(m-1)(n—1), on a gz<f(hz+1)-f(hz) = hz = hz+1 < 0.

27T Corollaire

28

D , qui est le maximum de la suite f(hz) est aussi le maximum de

m,n
la suite E g. = ol
0<i<z < -
_Lemme

On a f§b= (qg-1)ab - 2a = 2b + bc = bm=2a - 2b - ab

On sépare les cas d =0 et d # O pour la démonstration. Pour

d=0,ona b=c=1, donc vi=0,ui=i et Ai=0 pour O<i<a,

Donc f* = (a=1)(q-3) + g-k4, ce qui convient.
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Pour 4 > O, comme a et ¢, b et d, a et b sont premiers entre
eux, (c,-d) est un générateur du groupe (Z/aZ) x (Z/bZ), donc la

suite (ui,vi), 0<1i< ab a pour image [O,a[ x [0,b[ . Comptons les

A égaux & -1 : ils correspondent aux (ui,vi) tels queu;n+v.m>an,

ce qui impose ui>1 et vi>1.Si un + vm >an, avec O < u < a

et 0<v<b,ona (a-u)n+ (b-v)m=2an+ 1 - un - vm < an, et vice
versa. Ceci montre qu'il y a (a-1)(b-1)/2 fois Ai = -1 pour O<i<ab.

Les autres >‘i sont évidemment nuls.
Le tableau des valeurs de g donne donc :

% =qab- (a-1)(a-1) - 2(a-1) - 2(a~1)(b-a+1) - 3(b-a+1) + (a-1)(b-1)

Toute simplification faite, on voit que f:b = (q-1)ab-2a-2b+ad+1.

Ce qui convient aussi.

Théoréme

Si m et n sont deux entiers = 2 premiers entre eux, si S est
une suite de longueur paire, si (m,n) = y(S,p,q), avec p=>1 et q=>2
(et on sait qu'une telle suite existe, quitte & intervertir m et n),

si (a,b) = y(S,p), et si (c,d) = Y(S), on a :

si g=2 et d=0 ’Dm,n=o

si g=3 et a=0 ,Dm,n=o

si gq=2,¢=1,d>0, Dm,n=f:b-_+2

si q=2,d=1,¢c>1, Dm,n=f:b+1

sinon Dm,n = ' Dm-2a,n-2b

On constate que (m-2a,n-2b) = (m,n) = ¥(S,p,a-2). On remarque que
si g>2 ou d> 0, on peut encore définir f* et g comme précédem-

ment en vue de calculer D_ _. On notera que _g-z =g , et que par

m,n

z+ab

é Ta + f% = f* .,
conséquent f: fa.b fz .
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Lecas =2, d=0, qui donnen=2 et m=2a + 1 se traite

aisément : comme g, < 0 pour tout =z, f6 = 0 est le maximum de f* ,

Le cas d=0 et q=3 se traite de la méme fagon.
Dans les autres cas, deux éventualités apparaissent; la premiére
est : g, =2 0 pour tout z € [0,ab [ , la seconde est : il existe 2z dans

[0,ab[ avec g, < 0.

La premiére éventualité a lieu si d=0 et q>L4, et aussi si d4>0
et q 23. Elle implique que le maximum de f!{ se réalise avec 1i=>ab,

done D =f¥=%* _+f* , et ?§_ réalise le maximum de f*, qui est

m,n 1 1-ab "ab ab

D _ .
m,n
On voit que g, 2 0, sauf si uz=a—1, vz>d—1, et )\z = 0. De tels
triplets ne peuvent €tre obtenus que si (a-1)n + (d-1)m<an, c'est & dire
(d&=1)m-n = (c-1)n-m-q < 0, ou encore (d-2)m + (c-2)n-2<0 (cette expres-
sion est la somme des deux précédentes). Si c¢>2 et 4= 2, 1'un des
deux nombres c¢ et d est >3, car ¢ et d sont premiers entre eux.
L'expression est donc au moins m-2 ou au moins n-2, donc positive. Si
donc c¢c=22 et d=2 2, la premiére éventualité a lieu.
Si ¢22 et d=1,ona (d-1)m-n<0, mais dmn=(c-2)n+n-2 > O,
il n'y a qu'une valeur de 2z € [O,ab[ qui donne g, = -1, les autres
donnent g, = 0.
Si ¢c=1 e d=21,ona (d-1)mn=-m2<0, dm-n=-2<0, mais
(a+1)m-n=0. Il n'y a que deux valeurs de 2z €[ 0,ab[ qui donnent
g, = -1, les autres donnent gz>0. (On a bien d < b, car b= ad+1 et
a=c=>1).
Montrons que dans les deux cas, on a g, <0 si hz > an. L'inégalité

hz > an implique Az > 0. Si )‘z > 1, la question est réglée; de méme

si " A_ =0 et si u a-1 ou v <d-1. 81 u <a-1, v <d-1 et
z zZ z z A

A =0,ona un+vm+)an <(d-1)m+(a-1)n < an.
z z z z



30

31

32

Montrons que dans les deux cas, si g -1 et si 2<i<ab, alors
gi<0. .Si (3&-1)m + (a-1)n < an + un + vm<an, on a slirement A= 0, car
A =1 ne donne que des valeurs = an et A = -1 ne donne que des valeurs
plus petites que (b-1)m-n = (a—1)n+1—m<(a-1)n+(d—-1)m. (car m>22 et da=1).
Si u=a1 et v=>d-1,ona g=-1, et si u<a-1, ona v>d-1,
et g = 0.

Ces valeurs de g donnent les variations de f*, ce qui donne la

valeur du maximum de f* comme on le voulait.

Corollaire

: g X
Avec les mé€mes notations que ci-dessus, on a les formules, oi =

est la partie entiére du quotient :

2 ;2
sid=o0, Dn,m = (p-I)(—gi—g)— = -(-9-3—) (on retrouve le résultat de [ L4])
2

sid>o, Dn ab %— + (bc-2a-2b) -%+ F, oi F est donné par le

1

tableau :

!

q impair

qQ pair : ¢=22 : d=22 : D

(AN I SN SN SN SN SN S S
—
ae ss - . .
—
[N St o S Nt s i S i

On obtient ceci & partir du théoréme précédent, en utilisant 1'expres-

sion de (lemme 28) et les formules sommatoires des progressions

»*
I‘ab

arithmétiques.

Notations.

Soit R = (e1 ,e2,....,ek), avec k=2, e, >0 et e2>0, telle que
(M,N) = y(R), vérifie N>2 (on a M>N). On définit des nombres o, et

Ty 0< i<k de la maniére suivante :
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k k
i i < . 2 0, i &% = 1 =
si O0<1ix<k, 91 o, + T, s et Ti 4 0 si T 1 et
o,_q pair, et Tini ™ 1 si T, = 0 ou si LI impair.
‘Théoréme
Avec les notations ci-dessus, on a
(1) N DM,N = (M-bL)(N-L) + 0 + (4-2 T1)(e1-2) -2 T T,
. (M=) (N-4) (M=2) (N-2)
(ii) 5 Pyt 2
2
e _ _ (N-2)
(iii) Dyen,y ~ Pu,y T TR
(iv) DM+N i~ DM N est donné par le tableau
] bl
{ )
g MDM+N,M DM,N) )
________________ - )
( t,=0 : M -UM+T-b e )
e ‘ )
¢ 7 _ - )
( Tomf oM LM 2e1+10+212)

b < (M2)®

2
(V) M<D

M+N,M ~ “M,N L

Commentaire
Les formules (iii) et (iv) décrivent le comportement de D sous
1'effet d'un éclatement de 1'idéal maximal de Aj; le cas (iii) concernant

le cas ol la multiplicité ne change pas.

(i) La preuve se fait "par récurrence sur R".

On constate qu'une modification de R, dans les limites permises pour
R, effectuée selon les régles 3) du rappel 22, ne change aucun des deux

membres de 1'égalité & démontrer, mais permet de se ramener au cas ou le
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dernier €lément de R est 2 2, en diminuant la longueur de R.

On observe aussi qu'alors le théoréme 29 permet, soit de vérifier

1'égalité voulue (dans les cas R = (e, , 2), R = (e1 « B)s

1

R = (e1 s €y s 2) et R = (e1 P es s 2)), soit de se ramener au cas

R = (e1 s oeee s By ek-2), compte tenu de 1'égalité (lemme 28)

&

e = (m=L4)(n-4) - (m-2a-L4)(n-2b-4) + 2 ; alors 1la longueur de R ne

change pas, mais la somme de ses termes diminue si on remplace R par R.
Comme la longueur de R et la somme de ses termes ne peuvent dimi-

nuer indéfiniment, on arrive & se ramener au bout d'un nombre fini de

diminutions & 1l'un des cas de vérifications directe.

(iv) se déduit de (i)

(ii), (iii), (v) peuvent se déduire de (i) et (iv), mais on peut

également les montrer par récurrence sur R.

~

Les vérifications & effectuer sont toutes obtenues au terme de calculs

simples e: fastidieux.
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Exemple : l'espace des modules pour la paire (5,12).

Voici les valeurs possibles pour 4 , représentées par leur

générateur minimal comme I'-ensemble.

I 0,7 X 0,7,14,33

II 0,7,38 XI 0,7,14,28
IIT 0,7,33 XII 0,7,18

Iv 0,7,28 XII1 0,7,16

\Y 0,7,26 XIV 0,7,14,23

VI 0,7,26,33 XV 0,7,14,21
VII 0,7,23 XVI 0,7,14,21,28
VIII 0,7,21 XVII 0,7,13

IX 0,7,14 XVIII 0,7,13,26

Voici la partition suivant les valeurs de 4 de 1l'espace des
développements courts (ai =0 pour i€TU (T+m-n)) , telle que la
proposition 15 permet de la calculer. La figure se lit comme suit :
chaque sommet nommé du graphe correspond & une valeur de 4 , cette
valeur est atteinte quand les fonctions nommant les arétes au-dessous
de ce sommet sont nulles, et quand les fonctions nommant les arétes
au~-dessus de ce sommet et issues de lui sont non nulles. Par exemple,
la partie ou A prend la valeur XIV est définie par a=0 , H=0 et

b#0 , G#O .

On pourra noter que la fermeture de la partie A4 =X rencontre

sans la contenir la partie ou A = VIII .

On a posé pour ne pas surcharger le diagramme :

K = 3bd + b? - 4c2

H=12c - 13b°

G = 1084 - 133b°

F = (54)2e2 - 1152bh + 38.96b%g - 38(133/18)%b°



c2

et on a écrit le développement court sous la forme :

X = t5

y = t12+at13+bt14+ct16+dt18+et21+ft23+gt26+ht28+kt33+1t38

I
|1
II
|k
III

il
\Y% I
DNV
VI
7 N

VII IX
e/ b \QF
X

VIII

d\x /1€ - 3ape
X1

XII
N
a H K

a2+2B\\\ /é

XVIII

v

Il s'avére que les espaces correspondant a VIII , IX et XIII

sont singuliers, et tous les autres lisses.
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ESPACES PROJECTIFS ANISOTROPES
PAR

CHARLES DELORME

REsuME. — Cet article traite des espaces projectifs attachés aux algébres de polyndmes
graduées de fagon inhabituelle. On y démontre des propriétés analogues a celle du cas
classique : cohomologie, complexe dualisant,... en dépit de différences notables :
ces espaces ne sont pas lisses, les modules associés aux modules gradués libres ne sont
pas inversibles. . .

On donne comme application la construction de nombreux anneaux de Gorenstein
non triviaux.

Introduction

Cet article présente des propriétés des espaces du type P = Proj S,
ol S est une algébre de polynomes sur un anneau A, graduée de fagon
que les indéterminées soient homogénes de degrés entiers positifs divers,
et que les éléments de A soient de degré 0.

Le chapitre 1 indique les réductions de degré qu’on peut opérer, et décrit
les anneaux de coordonnées des schémas étudiés. Dans le chapitre 2, on
recherche parmi les p (n) des modules amples, trés amples, ou engendrés
par leurs sections globales.

Le chapitre 3 traite de la cohomologie de ces espaces. Le chapitre 4
établit une correspondance entre les S-modules gradués et les Cp-modules
cohérents, semblable a celle du cas classique, ou les degrés valent tous 1.

On décrit explicitement, au chapitre 5, le complexe dualisant de P (th. 5.2
et 5.7) et la relation entre la dualité de P et la dualité de S (5.6). La encore
les résultats ressemblent a ceux du cas classique.

Justification

Les espaces projectifs anisotropes sont assez importants pour qu'on
les étudie systématiquement, mais on ne donne qu’une application un peu
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frappante, la construction, au paragraphe 5, de nombreux exemples non
triviaux d’anneaux de Gorenstein.

A titre de curiosité, on montre au paragraphe 6 que toute courbe hyper-
elliptique se plonge dans un plan projectif anisotrope, et peut étre décrite
globalement par une seule équation quasi homogéne, bien que le faisceau
d’idéaux ne soit pas inversible.

1. Réduction des degrés

1.1. NOTATIONS. — Soit x une application de source finie et non vide,
de but I'’ensemble N* des entiers > 0.

On appelle :
I (x) la source de x;
r(x)+1 =|I(x)| le nombre d’éléments de / (x);
5 (x) la somme Y,y X (i );
m (x) le p. p. c. m. des x (i );
d(x,J) le p. g.c.d. des images par x des éléments de la partie non
vide J de I(x) :
Jo=1(x)—{k},
e(x)=p.p.c.m.jc(nd(x, J)) (pour r(x) > 0).

1.2. NotaTions. — On appelle S, (x) l'algébre graduée A [X;]; ;)
ou X; a le degré x (i), et P, (x) le schéma Proj (S, (x)). Dans ces nota-
tions, on omettra parfois A4 et x si aucune confusion n’est a craindre.

Si M est un S-module gradué, on appelle comme d’habitude M (n)
le module obtenu par décalage de la graduation, c’est-a-dire M (n), = M, .,
A M le Cp-module associé a3 M, et Op (n) = U (S (n)), ou M, est la compo-
sante de degré n de M.

On pose :

D; = Spec (Six,,) pour i€ [; /

Dy = (Vies Di = Spec (Sx,)), ol X; = [];e; Xi et ot J est une partie
non vide de /(x). Si J= J’, on a D, o D,

1.3. PROPOSITION. — Soit T (x) : I (x) = N*, définie par les formules :
sir(x)=0:t(x)=1,etsinon :t(x) (i) = x (i)/p. p.c. m. , ;. d (x, ).

TOoME 103 — 1975 — N° 2
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On a P, (x) = P,(t(x)), et les modules non nuls de type O, (n) sur
P, (x) et P, (t(x)) sont les mémes. Autrement dit, on peut supposer que
les r (x)+ 1 degrés x (i) sont premiers entre eux r (x) a r (x).

C’est trivial pour r = 0. Sinon, soit T la sous-algébre graduée de S (x)
dont les éléments homogeénes sont ceux de S (x) de degré multiple de € (x),
avec la graduation induite. Alors Proj T = Proj (S (x)), et T n’est autre
que A[Y;];. o0t Y, = X} (2J0HdD 3 pour degré €(x)t(x)(i). Ainsi,
on passe de T a S (1 (x)) en divisant tous les degrés par € (x), ce qui ne
change pas le schéma Proj correspondant.

Les isomorphismes correspondants
S(EDn = Toe () = S (O
fournissent des isomorphismes naturels
84 (Op ( (x)) (1)) = Op () (n (X)),
ou g est I'isomorphisme naturel P (t (x)) = P (x).

Inversement, si # n’est pas multiple de d (x, 7), S (x) (1) = 0; on ne
perd donc rien en simplifiant tous les degrés par leurs p. g.c.d. d (x, I).
Supposons maintenant d (x, /) =1. Alors x (i) et d (x, J;) sont
premiers entre eux; un entier n se met de facon unique sous la forme
Aix(@)+p;d(x,J),0<A; <d(x,J,). Un mondéme de degré n+k d(x,J;)
a donc toujours X ‘“ en facteur. D’ou I'égalité de T-modules gradués

@z(x) |p(s(x)(n))p = ec(x) ]p((niel X?‘)(S(x)(n_’Zicl)"ix(i))))p'

Les modules 0y ,, (n) et Cp,, (n—zie ;A x (i) sont donc isomorphes,
et le second se retrouve comme module associé au S (t (x))-module gradué
S (t () (n—Yes i x (1))/e (x)). La réduction des degrés ne perd donc
pas de modules du type 0p (n).

1.4. DEFINITION. — Si L est un ensemble fini, y une application L — N*,
n un entier, et d un entier > 0, on appelle A [y, n, d ] le sous-module libre
sur A de I'anneau de polynémes A [X,],., engendré par les monémes X*®
tels que
Yierb(k) y(k) = nmod(d), b(k) = 0.

La multiplication dans A4 [X,],., donne & A [y, 0,d] une structure
de A-algébre, et aux A [y, n,d] une structure de A4 [y, 0, d ]-module,
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et fournit aussi des morphismes naturels

Aly,n, d]®A[y, ', d] > A[y, n+n’, d],
A[y, n,d]—>Hom(A[y, n’, d], A[y, n+n’, d]).

1.5. PROPOSITION. — Soit J une partie non vide de I (x).

Soit G, le groupe de rang | J|—1 formé des monémes X° de S ) tels
que c¢|I-J =0, et soit T, un monéme de Sx, de la forme X', avec
til-J=0,et Y, ,t(i)x(i)=d(x,J)

On a alors des isomorphismes de A-modules

Op(n) (D)) S A[G,][x|I-J, n, d(x, ])]

compatibles aux structures de A-algébres, de modules sur elles, et aux mor-
phismes naturels.

Op (n) (D,) a une base sur 4 formée des mondmes X tels que a (i) = 0
siie/-Jetque), ., a(i)x (i) = n. Le morphisme annoncé est défini par

X (M oy XPO) TS0y X749,

ou l'exposant e de 7, vaut (}:ie,a(i)x (i)'d(x, J)). Les vérifications
sont faciles.

1.6. COROLLAIRE. — Si J est une partie non vide de I, et si n est mul-
tiple de d (x, J), alors Cp (n) (D,) est libre de rang | sur € p(D,) de base TF,
oun=k.d(xJ).

1.7. COROLLAIRE. — Si J est une partie non vide de I, et si d (x, J) =1,
alors Cp(D,) = A [G,] [XJ/T}®)icr, est un localisé d'une algébre de
polynémes, donc D, est lisse sur A, et le = 0p (D)) [T,, T}'], donc la
projection = : Spec (S)—{ 0} — Proj (S), restreinte a D,, est isomorphe
aD,xSpec (A[T, T '])— D,.

1.8. Remarques. — D’aprés la réduction des degrés (proposition 1.3),
les deux corollaires ci-dessus prennent effet sur un ouvert de P qui contient
au moins tous les D,‘.

La proposition 1.5 permet aussi de voir que si x = T (x) et d (x, J) # 1,
alors D, n’est pas lisse, et si # n’est pas multiple de d (x, J), alors @p (n) (D,)
n’est pas libre sur Op (D,).
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Si m est le p. p. c. m. des x (i), @p (gm) est inversible, et les morphismes
Op(qm) @, Op(n) = Op(qm+n) et Op(n)— Hom,,(0p(gm), Op(gm+ n))

sont bijectifs pour tous les entiers ¢ et n, comme on peut s’en assurer en
regardant sur chaque D;.

2. Faisceaux amples

On examine le comportement de O, (1) et O, (nm) pour n assez grand (2. 3).
Pour préciser, introduisons quelques notations.

2.1. DErFINITIONS. — On appelle G (x) le rationnel défini par les formules :
sir(x)=0:G(x) = —s(x),sinon :

s —1\"!
G(X)= —s(x)+(l/r)22=xv5r~rl(v_2) Z|J|=vm(x|")’
ol r, s, m ont le méme sens qu'en (1.1).

On appelle D x (n) la condition portant sur l’entier n : «si
Yiesr BGU) x (i) =n+km(x),

avec k entier >0 et Be N, il existe beN' tel que B—beN' et
Yier b)) x (i) = km (x)». Autrement dit, tout mondme X® de degré
n+km (x) est divisible par un mondéme X° de degré km (x).

On appelle F(x) le plus petit entier tel que n > F(x) implique Dx (n).

On appelle £ (x) le plus petit entier tel que n > m (x) E (x), et n multiple
de m (x) implique Dx (n) (donc m (x) E (x) < F (x)).

2.2. PROPOSITION. — F (x) est fini, et F (x) < G (x) (ce qui signifie que
sin > G (x), alors Dx (n) est vérifiée).

On procéde par récurrence sur k et r (x). C'est vrai pour k = 0. C’est vrai
pour r = 0.

Si c’est vrai pour k = 1, avec x fixé, c’est vrai pour tout k > 0. On le
voit en remplagant n par n+(k—1) m (x).

Si c’est vrai pour les x ' J;, c’est vrai pour x, avec k = 1.

En effet, il suffit de trouver b€ N’ tel qu’un des b (i) soit nul. Il suffit
donc qu'une des r (x)+1 inégalités soit satisfaite :

YjenBU)X()> G(x[J)+m(x),
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car m (x) est multiple de m (x'J;). Il suffit pour cela que I'inégalité sui-
vante ait lieu :

r(x)Y;erBG)x())
=Yier2es B)X() > Yicr Glx|J)+m(x)(r(x)+1).

Par construction de G, on a justement
Yier G(x|J)+m(x) = r(x) G(x),
d’ou la conclusion : il suffit que

Yier B(i)x(i) > G(x)+m(x).
2.3. PROPOSITION.

(1) Le module Cp (m) est ample.
(ii) Si n > F, le module 0, (n) est engendré par ses sections globales.
(iii) Sin > 0 et n > E, alors Cp (nm) est trés ample.

(ii) Soit V€ S,, avec v > 0. Si u € Op (n) (Dy), u est de la forme U/V?9,
avec ¢ >0, et UeS,,,, Donc u = UV™ V™, avec UV™"~e S, ,,.
Alors UV~ se met sous la forme ) U, V,, ou les L sont des monomes
de degré n et les V, des monomes de degré gmv. Or les U, définissent des
sections globales de Cp (n) et les V;/V™ sont des sections de @p (D).

(iii) Tout mondme de S, de degré nmp, pe N*, est un produit de
monomes, de degré nm pour 1'un, m pour les autres; en effet, comme
nm > E m, on a Dx (nm). Donc Z“N S.mp €st engendrée comme A-algébre
par S, On applique alors EGA 11 ([2], 4.4.2).

(i) Cp (m) est inversible et Cp (mn) = Op (m)g, est trés ample (1.8),
ce qui suffit, selon EGA II ([2], 4.5.6).

2.4. DEFINITIONS. — Soit o (x) l'injection naturelle de l'image de x
dans N*. On a les inégalités :

s(x) > s(o(x)) si x# o(x) (i. e. x non injective),
s(x) > s(t(x)) si x#t(x) (tvaétédefinien 1.3).

On en déduit que la suite x, T (x), o (T (X)), T (o (T (X)), ... est sta-
tionnaire. On appelle p (x) sa limite.

2.5. PROPOSITION. — On a les égalités

m(x)=m(o(x)) et m(x)=m(r(x))e(x),
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F(x) = F(o(x)),
E(x) = E(a(x)) = E(x(x)) = E(p(x)).

Je ne donne pas ici la preuve, qui est fastidieuse.

2.6. Remarques. — Si F(p(x)) <m(p(x)), alors E(x)= —1 et
Op (m) est trés ample. Ceci se produit si r (p (x)) < 2. C’est trivial si
r(p(x)) =0. On ne peut avoir r(p (x)) = 1. Si r(p(x)) = 2, I'image
de p (x) est formée de trois entiers distincts, premiers entre eux deux a deux.
En les nommant a, b, ¢, on a :

G(p(x)) =(1/2)(abc+ab+ac+bc)—(a+b+c) < abc = m(p(x)).
Il peut arriver que Op (m) ne soit pas trés ample, comme le prouve
I’exemple :

x =(1, 6, 10, 15), B=(1,4,21)

car X est alors dans S,,,, mais pas dans I'image de S,, ® S,.

Six=t1(x)etm(x)>1,onaG(x) <r(x)m(x)—s(x).
3. Cohomologie de P

Les démonstrations de ce paragraphe n’utilisent rien des résultats qui
précédent. Les notations sont celles de 1.1 et 1.2.

3.1. THEOREME. — Pour n > 0, le A-module H® (P, O, (n)) est libre
sur A. et a une base formée des X°® tels que n = Z,.‘, B@)x(i)et0 £ B(i),
le morphisme naturel S, — H® (P, Op (n)) est bijectif.

Pour n <0, le A-module H'" (P, Op (n)) est libre et posséde une base
formée des XPtels quen = Y, . B (i) x (i) et 0> B(i).

Les autres groupes de cohomologie sont nuls.

Nous donnons ici la démonstration par J. GIRAUD de ce théoréme.
Quitte a ordonner les r+ 1 variables X;, on peut supposer / = {0, ..., r }.
A partir d'un S-module gradué M, on construit un complexe aug-
menté M — M* de S-modules gradués par composition des suites exactes :

Q" 'oM->Q >0, pour 0<is<r

avec Q~' = M, et Q"' — M’ est le morphisme naturel de Q'~! vers
son localisé M'= Q"' ®s S[X;'] muni de la graduation naturelle.
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Ce complexe augmenté est transformé par le foncteur « faisceau associé »
en un complexe de @p-modules :

0> AM > AM° 5 ... 5> AM > AQ 0.

On voit que A Q"' AM' est le morphisme d’adjonction
A Q! wy, w A Q™! pour 'immersion ouverte w; : D;— P.

On en déduit trois choses : d’abord, A M’ est acyclique pour le fonc-
teur I' = H° (P, .) car w; et D; sont affines; ensuite le support de A Q'
est inclus dans le fermé (o< j<i (P-D;), en particulier A Q" = 0; enfin
(M%) — I A M’ est un isomorphisme.

Supposons maintenant que M = S(n), et posons M~ =M et
M™"' = . Une base homogéne de M’ est constituée des X ® avec B(j) <0
pour 0 <j<iet B(j)=0 pour i<j<r, et B(i) quelconque, avec
degré (X% = Y,.; B (i) x(i)—n. La différentielle d' : M' — M'*!
envoie X ® sur X ® si cette fraction monomiale figure dansla base de M *!,
sur 0 sinon. .

Il en résulte que le complexe 0 > M ' > M°— ... > M"*' 5 0est
exact, ainsi que son transformé par le foncteur A qui est exact. La cohomo-
logie de @p (n) est I’homologie du complexe TAM°— ... - T A M",
qui est aussi MJ— ... — M7}, d’ou la conclusion.

3.2. PROPOSITION. — Si V est un A-module, la cohomologie de V & , Cp (n)
est donnée par
H?(P, V®,0p(n)) = V®A H*(P, Cp(n)).

On applique la construction précédente a N =V, S (n); le
complexe N* est exact, puisque c’est V'@, M*, ou M* est obtenu a partir
de M = S (n), et que M* est plat sur A.

4. Faisceaux cohérents et modules gradués

Dans ce paragraphe, la condition x = 1 (x) est supposée réalisée.

4.1. LEMME. — Le morphisme naturel
@: V®,0p(n)—Hom(0p(n'), V&, Op(n+n),
ou V est un A-module, est bijectif.
On pose pour simplifier R = Hom (0p (7), ¥V @4 Op (1+n")). On écarte
le cas trivial r = 0. Soit jel Posons C; = ), D,, (notations 1.1
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et 1.2); C; est I'ouvert de P, ou X; est inversible et ol au plus un des X,
n’est pas inversible. On a les inclusions D; = C; < D; pour i # j. On a
donc un diagramme commutatif, ou les fléches horizontales sont des
morphismes de restriction :

V®0Op(n)(D)) = V®Op(n)(C))

¢ (D) e(Cy

R(D)) R(C)— R(D))

Sur un ouvert D,, 0p (n) (D,,) est libre sur 0p (D, ), et a une base X A
avec B (i) = 0 (car d (x, J;) = 1). De méme, 0 (n') (D,) a une base X%,
avec B’ (i) =0.0Ona

(D;) 0 ® X*)(X*) =0 @ X*¥,

et X®*% est encore une base de 0, (n+n’) (D,). Ceci prouve que ¢ (D,)
est bijectif.

On en tire évidemment que @ (C)) est bijectif. Pqur montrer que ¢ (D))
est bijectif, il suffit de vérifier que :

(a) La fléche du haut est bijective;

(b) La longue fléche du bas est injective.

(@ V®O0p (D)= V®0Op(n) (C;) est bijectif, car la base de
0p (n) (D)) sur A, formée de mondmes de degré n dans Sy est Iinter-
section des bases monomiales des @p (n) (D,), dont la réunion est une
partie de la base monomiale de 0p (n) (D)), donc V' ® 0p (n) (D;) est bien
le produit fibré des V' ® 0 (n) (D,) sur V ® Op (n) (D;) de méme que
V ® 0p(n) (C)), car V'@ Op (n) est un faisceau.

®) V® O0p(n+n) (D))= V® Op (n+n’) (D)) est injectif, car la base
monomiale de €p (n+n") (D;) sur A est une partie de la base monomiale
de 0p (n+n’) (D). D’ol1 la conclusion, car D; et D, sont affines.

4.2. PROPOSITION. — Pour tout Op-module quasi cohérent N, on pose
I, N = Hom,, (Op(—n), N) et I N=@®,,,I,N.

Le foncteur T, ainsi défini est un adjoint a droite du foncteur U, res-
triction de U a la catégorie des S-modules gradués dont les composantes
de degré < 0 sont nulles.

Pour le prouver, on va définir les deux morphismes d’adjonction
a:id—=T, A, etf:A, I, —id
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Si U est un élément de M,, ou M est un S-module gradué, a (M) (U)
est ’lhomomorphisme global @p (—n) — A M qui & W/V?e 0p (—n) (D))
fait correspondre WU/V®e A M (D,), ou W et V sont deux éléments
homogénes de S dont les degrés w et v vérifient w = av—netv > 0.

Si W est un morphisme global de @p (—n) vers un @p-module quasi
cohérent N, et si VeS,, B(N)(D,) envoie W/Ve (A, I', N)(D,) sur
W (1/V)e N (D,).

Il est aisé de vérifier les deux identités habituelles :

(l r+*B)°(<!* lr+) = |r+,
(Brlgy)o(lys *a)=1g,
([1], 1.7, prop. 7 et 8).

4.3. PROPOSITION. — Si N est un Op-module quasi cohérent, B (N) est
un isomorphisme.

Ce morphisme est injectif : si W (1/V) = 0, c’est que W est nul sur D,
car 1/V est une base du @p (D,)-module Op (—n) (D,), ou n est le degré
de V. Il en résulte que W/V est nul.

Ce morphisme est surjectif : une section de N sur D, est de la forme
U/yamE*rD avec UeT,, g+)N, car Op (m (E+2)) est trés ample (2.3),
en vertu de EGA 11 ([2], 2.7.5).

Dans ce qui suit, I'anneau A est supposé noethérien.

4.4. LeMME. — Les Op (n) sont cohérents.

D'aprés 2.3, @p (n+gm) est engendré par ses sections globales pour ¢
assez grand, et ces sections globales forment un A-module de type fini,
selon 3.1. D'aprés 2.3, @p (m) est ample, donc @5 (n) est localement iso-
morphe & 0p (n+gm) (1.8), donc localement de type fini.

4.5. COROLLAIRE. — Si M est un S-module gradué de type fini, A M est
un €pg-module cohérent.

4.6. PROPOSITION. — Si N est un Cp-module cohérent, T, N est un
S-module gradué de type fini, et réciproquement.

Considérons la sous-algébre graduée S’ de S, dont les éléments homo-
génes sont les éléments homogénes de S de degré multiple de m (x) (qui
est le p.p.c.m. des x(i)), munie de la graduation induite. Alors
P’ = Proj (S’) est égal a P, et on a Op (gm) = 0p. (gm), qui est ample
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si ¢ > 0. Si N est cohérent, Hom (€p (—n), N) est cohérent. Comme
0p (m) = Op. (m) est ample, on a

rmg+nN = rmg(Hom (GP(—")r N))

Par conséquent, Ty N = @gcpgm (Dys0 Tmgsn V) est somme directe
de m modules gradués de type fini sur S’, donc est de type fini sur S’ et
a fortiori sur S. La réciproque a été vue en 4.5.

4.7. Remarque. — Si on ne fait pas I'hypothése t (x) = x, c’est-a-dire
«les x (i) sont r(x) & r (x) premiers entre eux », le lemme 1 tombe en
défaut, car le morphisme naturel n'est plus toujours celui qui décrit I’iso-
morphisme entre les modules V' ® @p (n) et Hom (0p ('), V ® Op (n+n’)).

4.8. Exemple. — Cet exemple a pour but de montrer que « tout ne se
passe pas comme dans le cas classique ». Soit x = (1.1.2), soit k un corps.
Posons § = S, (x) et P = P, (x). Soit M le S-module gradué S/(X,, X,).

L’anneau de coordonnées de (p (D,) est isomorphe a
B = k [u, v, w]/uw- o2

Il n'est donc pas régulier (comme on I’avait prévu en 1.8). Le module
0p (1) (D,) est isomorphe a Bu+Bv (ou Br+B w), et n'est donc pas
inversible.

Le Op-module A M est nul sur Dy et D, et M (D,) est isomorphe a
B/(u B+v B+w B) = k.

Le morphisme naturel 6,(!)@0 Op (1) > Cp (2) ne donne pas un
isomorphisme comme dans le cas classique, mais a un noyau et un conoyau
isomorphes a A M.

On peut vérifier aussi que Hom (€, (—1), M), isomorphe a (A M)?
n’est pas isomorphe a A (M (1)), qui est nul.

Enfin, on peut noter que Ext’(Cp (1), Cp (1)) est isomorphe a A M
pour tout i > 0.

5. Dualité

Dans ce paragraphe, on a x = 1 (x), et 4 est noethérien.

5.1. PRELIMINAIRES. — DP est la catégorie dérivée de la catégorie des
0p-modules cohérents, D~ P, D* P, D’ P sont ses sous-catégories formées
des classes de complexes limités en degrés positifs, en degrés négatifs, des
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deux cotés, respectivement. De méme DA est la catégorie dérivée de la
catégorie des A-modules de type fini, etc.

A un complexe F*de D* A, on fait correspondre le complexe G* de D* P
défini par G* = F* ®% 0, (—s) [r], le symbole [r] exprimant un déca-
lage des degrés : G® = FP*" ®, 0p (—s5), car Op (—5) est plat sur A.

On dira que F* est injectivement borné s’il est quasi isomorphe a un
complexe de A-modules injectifs, nuls sauf un nombre fini d’entre eux.

On dira que F* est dualisant s’il est injectivement borné et si on a un
isomorphisme fonctoriel sur DA :

id - R Hom(R Hom(., F*), F*).

5.2. THEOREME (dualité globale). — Le foncteur RT donne lieu a un
isomorphisme de foncteurs contravariants de D~ P vers DA, qui se prolonge
a DP si F* est injectivement borné,

R Hom(M*, G*)—> R Hom,(RT M*, F*).

Si ¥ est le foncteur Hom (H" (P, .), F*), on a un isomorphisme sur
D™ P:RY— RHom,(LH" (P, .), F*). Les modules 0p (n), avecn < 0,
sont acycliques pour le foncteur exact a droite H" (P, .),et H" (P, Cp (n))
est libre sur A4, donc acyclique pour Hom (., F*) (3.1). Comme tout
@p-module cohérent a une résolution a gauche par des sommes de modules
du type Op(n), on a I'existence de RYW, et l'isomorphisme annoncé
sur D~ P([3],1.5.4).

Si de plus F* est injectivement borné, les foncteurs LH" (P, .) et
R Hom (., F*) sont bornés, par conséquent RY¥ est borné aussi et se
prolonge a DP, ainsi que I'isomorphisme

RY¥Y— R Hom(LH'(P, .), F*)
([3], I.5.4et1.7.1).

Le foncteur H" (P, .) fournit un morphisme :

0: Hom,(N, G*)— Hom,(H'(P, N), H' (P, G*)).

On va voir que 0 est un isomorphisme si N = €p (n).

C’est trivial si r = 0.

Dans le cas général, on sait d’aprés 4.1 et 3.2, appliqués au complexe F*
au lieu du module ¥V (ce qui est permis griace a la platitude des Cp (n) et
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des H' (0p (n)) sur A) que

Hom (Cp(n), G*) = F*®,0p(—s—n)[r],

Hom (0p(n), G*) = F*@ T 0p(—s—n)[r],

H' (P, G*)=F*@,H" (P, 0,(—5)) [r] =F* [r]
L’image par 6 d’un élément v ® X2, avec ve F™,
YietB(i)x (i) = —n—s,

et B(i) > 0 pour i€/, envoie X% avec Y, ., D(i)x(i)=netD(i) <0
pour i€l, sur v ® X®*? si (B+D) (i) = —1 pour iel, sur 0 sinon.

D’ou la conclusion.

Comme tout (p-module cohérent a une résolution par les sommes
de @p (n), cet isomorphisme se prolonge en un isomorphisme sur DP si F*
est injectivement borné, sur D~ P sinon :

R Hom(M*, G*)-» RY¥Y (M*)[r].

En composant cet isomorphisme avec celui déja vu et I'isomorphisme
di audécalage LH" (P, .) = RI'(.) [r], on obtient I'isomorphisme annoncé.

5.3. Remarque. — Si F* est composé de A-modules de type fini, il en
va de méme pour R Hom (M*, G*).

5.4. PROPOSITION, — Si V est un A-module, et si W = Cp(—5) Q@ V,
on a Ext;” (Op (—n), W) =0 pour tout p > 0 et tout ne Z.

La question est locale sur P, on peut donc supposer n > 0, quitte &
remplacer 0p (—n) par €p (—n—gm), qui lui est localement isomorphe.

On va procéder par récurrence sur r.

C’est trivial si r = 0.

C’est vrai si r = 1, la condition x = 1 (x) imposant alors x (i) =1
pour i€ I; Op (—n) est donc localement libre sur tout P dans ce cas.

Supposons donc que la proposition est vraie pour r = m > 1, et voyons
si elle I’est encore pour r = m+ 1. Soit J une partie a deux éléments de /
(qui en a m+2). Appelons I’ le quotient de 7 par la relation d’équivalence
qui confond les deux éléments de J et sépare tout le reste de /. Soit x’ la
fonction de /' dans N *, définie par x' ({J }) = d (x, J) et

xX{i})=x@)d(x I-J)
pour ieI—-J.
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Si x = t(x), les nombres d (x, J) et d (x, I—J) sont premiers entre eux,
et on a aussi x’ = 1 (x').

Onposeenfin 4 [G,] =A'et V' = VR, A
On a alors une suite d'égalités (cf. 1.5) :

W(D,) = V'@, A [x|I-J, —s(x), d(x, )]
V@A [x|I-J, —=s(x|I-J), d(x, ])]
VLA [x|I'-{J}, =sx'|I'={J}), x {I})]
V' QA [x|I'={J}, =s(x), d(x, {J31]
V'@, OPA. (x')(-s(xl))(D(.l)) = W'(Du))-

I

I

De méme, pour tout n, en prenant un nombre n’ tel que n’ d(x, I-J) = n
modulo d (x, J), on a

‘DPA @ (=n) (D)) = 0?, @ (— "')(DU))-

Comme D, et D, sont affines, on en tire que

Z°(D)) = Ext”(Op, (xy(—n), W)(D )
est égal a
E.\'lp (GPA' (x) ( - n’)) w’)(Du)),

nul par la propriété appliquée a I, x’, n’, etc.

La réunion des ouverts D,, ou J parcourt I’ensemble des parties a deux
éléments de 7, a pour complémentaire le fermé réunion des r+1 fermés
isomorphes a Spec A définis par les idéaux (X)) ., , ol k parcourt /.

Les modules Z”, p > 0, étant cohérents et nuls sur les D,, J > 2,
ont pour support un schéma fini sur 4. Ils sont donc acycliques pour I,
ainsi que Z° qui est isomorphe 2 V®, €p (n—s), avec n > 0. L’iso-
morphisme bien connu R Hom (., W)— RT R Hom (., W) montre que
les A-modules I' (Z?) sont isomorphes aux Ext? (0p (—n), W), qui sont
nuls pour p > 0, en vertu du théoréme 5.2. On en déduit que les Z? eux-
mémes sont nuls pour p > 0.

C.Q.F.D.

5.5. COROLLAIRE. — @p (n) est acyclique pour Hom (., G*), i. e.
RHom(€p(—n), G*) = Hom(0p(—n), G*),
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5.6. PROPOSITION. — Si E* est le complexe de S-modules gradués
F*@QL S (—=s)=F*®, S(—=s5) le morphisme naturel, ot M est un
S-module gradué de type fini et ot Hom (M, E*) est muni de sa graduation
naturelle

¢: AHom(M, E*)—» Hom (AM, AE*)

est un isomorphisme, et se prolonge en isomorphisme sur la catégorie DS
dérivée de la catégorie des S-modules gradués de type fini.

AR Hom(M*, E*) - R Hom (A M*, AE*).

Soit ® = A Hom (., E*). On a deux isomorphismes naturels définis
sur DS :
R® - AR Hom(., E¥),
R® - RHom(U ., AE™).

Pour le premier, on notera que R Hom (., E*) est borné, donc il suffit
de considérer D~ S. Tout complexe de D~ S est .quasi isomorphe a un
complexe de D~ S dont les objets sont des sommes finies de S (n). Ces
modules sont acycliques pour Hom (., E*), et leurs images par ce foncteur
sont acycliques pour 2 qui est exact.

Pour le second, on constate que les gradués libres sont acycliques pour 91,
et leurs images par ce foncteur sont acycliques pour Hom (., U E*),
selon 5.5, et @ est un isomorphisme pour les gradués libres (d‘aprés 4.1,
applicable a F* pour des raisons de platitude sur A4).

En composant ces deux isomorphismes, on obtient les isomorphismes
annonceés.

5.7. THEOREME (dualité locale). — Si F* est dualisant pour A, G* est
dualisant pour P.

Si F* est dualisant pour A, alors Spec 4 est de dimension finie ([3],
V.7.2). Donc P est aussi de dimension finie.

Si F* est dualisant pour A4, F* est aussi ponctuellement dualisant pour 4
(évident, par restriction aux spectres des anneaux locaux de Spec A).

Une caractérisation des complexes ponctuellement dualisants est donnée
par (HARTSHORNE [3], V.3.4) : pour tout point fermé & de Spec A4,
R Hom, (k (§), F*) est quasi isomorphe a k (§) [d (§)], pour un certain
entier d (§).

Soit 1 un point fermé de P, et soit £ = p (1) le point fermé de Spec A4

qui est son image par le morphisme naturel P Spec A. Le Op-module
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cohérent k (n), concentré en n, a pour image directe un k (§)-espace vec-
toriel de dimension finie, soit L.

En appliquant le théoréme 5.2, on trouve

R Hom(k(n), G*) = R Hom(L, F*)= L[d ()]

car les R' T k (x) sont nuls pour i # 0.

Comme le support de k (n) est de dimension 0, on en tire que [’homologie
de R Hom (k (n), G*) est isomorphe en degré d () a k (n), a O ailleurs.
Autrement dit, G* est ponctuellement dualisant pour P.

D’aprés HARTSHORNE ([3], V.8.2), ceci (et le fait que P soit de dimension
finie) implique que G* est dualisant.

5.8. CONSTRUCTION D’ANNEAUX DE GORENSTEIN. — Le théoréme 5.7,
joint a la proposition 1.5 et au corollaire 1.6, donne les deux résultats
suivants :

Si A est un anneau de Gorenstein, si x = 1 (x), et si s(x) est multiple
de m (x), alors P, (x) est un schéma de Gorenstein.

Si A est un anneau de Gorenstein, si ¥y, ¥, .., ¥,, d sont r+1 nombres
premiers entre eux r a r, et si d divise la somme des y,;, I'anneau A [y, 0, d |
est de Gorenstein, y désignant I'application {1, ..., r} — N définie par
L 8

5.9. PROPOSITION. — Si A est un anneau de Gorenstein, si un quotient
gradué R de S a une résolution graduée libre sur S (avec S° = S) :

0-S?P>S?P'5 . . . 5S°5R-0,

si R est plat de dimension 1 +r—p sur A, si S® est de la forme S (—k),
(alors ExtZ (R, S (—s)) est isomorphe @ R (k—s) et dualisant pour R),
en posant Q = Proj R, le complexe O, (k—s) [r—p] est dualisant loca-
lement ¢t globalement pour Q.

En particulier, si k—s est multiple de d(x,J), Oy (D,) est un anneau
de Gorenstein, et si k—s est multiple de m, Q est un schéma de Gorenstein.

C’est 1a une application de 5.6.

5.10. Exemples. — Si k est un corps, P, (1, 6, 14, 21) est un schéma de
Gorenstein de dimension 3 (car s = m = 42), k [(3, 5, 6), 0, 7] est un
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anneau de Gorenstein a 13 générateurs, de dimension 3, le schéma
Proj(k[X, Y, Z, T, U](X*- YZ, XZ- YT, Z*- XT, UZ, UT)),

ou les degrés de X, Y, Z, T, U, valent respectivement 3, 4, 2, 1, 3, est un
schéma de Gorenstein de dimension 1, etc.

5.11. PROPOSITION. — Pour tout espace du type P, (x), il existe un
A-schéma Q recouvert par des ouverts affines isomorphes au spectre de
P'anneau de polynomes a r (x) variables sur A (donc Q est lisse sur A) et
un morphisme birationnel et projectif de A-schémas f: Q — P, (x) avec
faCo=0pet R'f, Cq =0 pouri#0.

Nous ne donnons pas ici de démonstration, la méthode utilisée étant
la méme que celle de [4] (chap. L, § 2 et 3).

5.12. Remarque. — Dans [4] (I.3), il est montré aussi que F* ®, Q,,,
est acyclique pour f,; ce qui permet de dire que Rf, (F*®, Qq,, [r])
est dualisant localement et globalement pour P, (x), si F* est dualisant
pour A.

On arrive ainsi 2 une autre description du complexe dualisan..

6. Courbes « presque planes »

6.1. LEMME. — Si A est factoriel, et si P = P, (x), un sous-schéma
fermé Q de P, purement de codimension 1 sans composante immergée, est
défini par une seule équation homogéne.

Ecartons le cas trivial » = 0, qui donne P = Spec (A).

L’ouvert U de P qui est la réunion des D,‘, i € I (x), contient tous les
points de P de hauteur 1, donc tous les points maximaux de Q. En outre,
la projection m : Spec (S)—{0}— P est lisse au-dessus de cet ouvert
et localement triviale au-dessus de U (1.7).

Le sous-schéma fermé n~' Q de Spec (S)—{0} a pour adhérence
schématique dans Spec (S) un fermé qui coincide avec lui hors de 1'origine.
L’idéal J qui décrit ce fermé est gradué, donc son p. g. c. d. F, qui existe
puisque S est factoriel, est homogéne. Le sous-schéma fermé
Spec (S/F)— {0} de Spec (S)—{0} coincide avec n~' Q en les points
de hauteur 1 de Spec (S)—{ 0 }, donc aux points maximaux de n~' Q.

Son image par « est le sous-schéma fermé Proj (S/F) de P, qui est inclus
dans Q, car J = F.S, et qui coincide avec Q en ses points maximaux,
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donc partout, puisque Q n’a pas de composante immergée. Donc

Q = Proj (S/F).

6.2. PROPOSITION. — Si k est un corps parfait, toute courbe hyperellip-
tique lisse sur k admet une immersion réguliére dans un schéma du type P, (x)
avec r (x) = 2; autrement dit, une telle courbe est « presque plane ».

Pour que la courbe tracée sur P d’équation F soit lisse, il suffit que le
schéma Spec S/F soit régulier en dehors de I’origine, les anneaux localisés
de S/F par des éléments de degré positif étant alors normaux, ainsi que
leurs composantes de degré 0, qui ont la dimension 1 et sont les anneaux
de coordonnées de Proj (S/F).

Les trois variables définissant S sont appelées X, Y, Z, et on choisit
déja x = y = 1 pour le degré des deux premiéres, et on pose u = Y/X
etv = Z/X* ou z est le degré de Z.

Une courbe hyperelliptique sur k est caractérisée par le fait que son
corps de fonctions K ne contient pas d’élément algébrique de degré 2 sur k,
mais a un sous-corps L = k (u) transcendant sur k, tel que [K : L] = 2.
Soit ve K tel que L (v) = K.

Il s’agit de trouver z et v de fagon que la relation de dépendance de v
sur L soit de la forme F (1, u, v) = 0, ou F est homogéne dans S et n’a
de zéro commun avec ses dérivées qu’en ’origine de Spec (S).

On peut toujours supposer v entier sur k [u], quitte a le multiplier par
un polyndome en u convenable. La relation est alors du type

V+A W o+B@W) =0=f(uv),

ou A et B sont deux polynomes a coefficients dans k.

Si la caractéristique de k n’est pas 2, on peut supposer que A est nul,
quitte a remplacer v par 2v+ A4 (¥). Si P est le polynome de plus haut
degré parmi ceux dont le carré divise B, on peut remplacer v par v/P (u),
et se ramener ainsi au cas ou B n’a pas de facteur carré. Puisque k est
parfait, B et sa dérivée n’ont pas de zéro commun.

Si le degré b de B est pair, on choisit z = b/2. La relation s’écrit alors
F=2Z*+D (X, Y), avec D (1, u) = B(u). D et ses dérivées ne s’annulent
ensemble que si X = Y = 0, ce qui convient.

Si b est impair, on prend z = (b+1)/2. La relation s’écrit
F=2Z*+XD (X, Y),
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ol D n’a pas de zéro commun avec ses dérivées hors de I'origine, et ne
contient pas X en facteur. Ce qui convient aussi.

Si la caractéristique de k est 2, si f(u, v) = v’+A (u) v+ B (u) et ses
dérivées par rapport a u et v ne s’annulent pas ensemble, les degrés a et b
de A et B vérifiant de surcroit 2a > b ou b impair, le plongement est
possible.

Si2 a > b, on choisit z = a, et si b est impair et supérieur 4 2 g, on choisit
z = (b+1)/2. Dans les deux cas, F s’écrit Z*+C (X, Y) Z+D (X, Y) = 0,
mais I’hypothése sur f et ses dérivées implique que F et ses dérivées ne
s’annulent ensemble que si X = 0; donc Y = Z = 0, a cause des termes
de plus haut degré en Y de C et D et leurs dérivées.

Tout se raméne a modifier v de fagon que sa relation de dépendance
intégrale sur L soit de la forme indiquée.

Si la forme n’est pas bonne, on va opérer une modification de v qui fait
décroitre strictement la quantité sup (2 a, ). Au bout d’un nombre fini
de ces modifications, la forme f sera donc convenable.

On rappelle qu'un polyndme a une variable sur un corps parfait de
caractéristique 2 est toujours de la forme C(X) = X C’'(X) +C°(X), ou C’
et C° sont deux carrés, C’' n’étant autre que la dérivée de C par rapport
a X, et C° la partie paire de C.

(i) Si b > 2 a et b pair, on remplace v par v+\/E°.

(i) Sif = v?+ Av+ B et ses dérivées 4 et A'v+ B’ ont un zéro commun,
c'est que A et A’ 2B+ B’ ont un p. g. c. d. non nul. Soit U un facteur
premier de A et A' 2B+ B2,

Si U divise A4’, U? divise A et A’ qui est un carré, donc divise B". Soit T
le reste de la division de \/ B° par U. On peut alors remplacer v par (v+ T)/U.

Si U ne divise pas A’, de A’ 2B+ B> = 0mod U, on en tire que B est
congru modulo U au carré d’un polynéme T de degré inférieur a celui de U.
Alors on peut remplacer v par (v+T)/U.

7.3. EXEMPLE DE COURBE QUI N’EST PAS PRESQUE PLANE. — On se propose
de construire une courbe lisse, non hyperelliptique, de genre 5, dont le
plongement canonique, qui est lisse, n’est contenu dans aucune quadrique

de rang < 3.
Montrons qu’une telle courbe n’est pas presque plane.
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Si F est I'équation dans P = P, (x), avec r (x) = 2, d’une courbe Q
lisse de genre 5, le cobord de la suite exacte

0—+0,(—d)—’>0,—v0,4—+0

envoie bijectivement H' (Q, 0,) dans H? (P, 0, (—d)), d étant le degré
de F. Une base de H' (Q, 0,) est donc formée des classes des monomes X*,
avec Y oci<2a(i)x ()= —d, et a(i) <0 pour 0 <i<2 Les a de
ce type sont au nombre de 5. Parmi eux, il y en a certainement 3, soient
a% a’,a", avec 2a’ = a®+a". Ceci correspond a une équation du type

X° X"—X'* = 0 dans le plongement canonique, donc i une quadrique
de rang 3 qui contient I'image de Q.

Considérons I’espace projectif ordinaire R de dimension 4 sur un corps k
de caractéristique 3, i.e. R=Proj(k[X, Y, Z, T, U]), et son sous-
schéma Q défini par I’idéal qu’engendrent les trois polyndmes homogénes
du second degré :

m X*+Y*+2ZU,
(2) Z*+ T+ XU,
3) XY+ZT+U>

La matrice des dérivées partielles

2X 2Y U 0 2Z
u 0 2Z 2T X
Y X Z Z 22U

a parmi ses mineurs
@ YZ*+2 YT?*+2UTX,
) TX%+2TY?+2UYZ

Pour montrer que Q est une courbe lisse, il n’y a qu’a s’assurer que le
schéma défini par I’annulation de 1, 2, 3, 4 et 5 est vide. Ceci veut dire en
effet que la matrice des dérivées partielles est de rang 3 sur tout le schéma Q.

On utilise la combinaison linéaire des polyndmes (1) a (5), dont les coeffi-
cients sont respectivement T, Y, 0, 2, 2 qui vaut (Y+T7) (2 TY+ UX+ UZ).
Le reste du calcul est simple et ennuyeux. Q est donc une intersection
compléte dans R, et le cobord itéré de la résolution de Koszul sur R corres-
pondante met en bijection H' (Q, 0p) et H * (R, 0 (—6)), qui est le dual
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de H° (R, 0x (1)) = H® (Q, 0q (1)). Ceci montre que Q est de genre 5
et que les équations 1 a 3 définissent le plongement canonique de Q.

Reste a voir que parmi les hypersurfaces de degré 2 de R, qui contien-
nent Q, aucune n’est de rang < 3. Ces hypersurfaces sont dans la famille
projective de rang 2 engendrée par les hypersurfaces correspondant a (1),
(2), (3) (car Q est intersection compléte dans R). La matrice associée a
une combinaison linéaire de 1, 2, 3 est :

2a ¢ 0 0 b
¢c 2a 0 0 O
0 0 2b ¢ a
0 0 ¢ 2b O
b 0 a 0 2¢
On y trouve des mineurs d'ordre 4 :
(1,1) a(c(b*=c*)—a’b), 4,4) (a*-c*)(bc—a*)—ab?,
(2,2) (b®>=cH)(ac-b>)—ab, (5,5 (a*-=c*)(b*Zc)
(3,3) b(c(a*-c*)—b?a), (2,4) —cab,

qui ne peuvent étre nuls simultanément que si a, b, ¢ sont tous trois nuls.

C.Q.F.D.
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ERRATUM

ESPACES PROJECTIFS ANISOTROPES

PAR

CHAarRLEs DELORME

Rectifications a l'article paru dans Bull. Soc. Math. France,
103, 1975, p. 203-223.

Par suite d une erreur typographique, la plupart des symboles Hom et Ext,
représentant des faisceaux d*homomorphismes et d'extensions, ont été
imprimés en caractéres romains.

Il y a donc lieu de lire Hom et Ext au lieu de Hom et Ext aux endroits
suivants :

— p. 207, ligne 2:

. 210, lignes 29 et 31;

. 213, lignes 1, 3, 10, 24 et 26;
215, lignes 2 et 19;

. 216, lignes 28 et 29;

— p. 217, lignes 12 et 19.

- IR-BE I -

Pour la méme raison, dans des formules qui comportaient simultanément
des Hom et des Hom, il faut lire :

— p. 216, ligne 24 : R Hom (., W) — RT R Hom (., W);

— p. 217, ligne 5 : ¢ : A Hom (M, E*) — Hom (A M, N E*);

— p. 217, ligne 8 : A R Hom (M*, E*) — R Hom (A M* A E*).
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SOUS-MONOIDES D'INTERSECTION COMPLETE DE N

PAR CHARLES DELORME

On donne une caractérisation récursive des monoides d’intersection compléte inclus
dans N, qui permet de les construire aisément avec leurs générateurs minimaux. On donne
aussi un algorithme permettant de décider si une partie de N engendre un monoide d’inter-
section compléte. Un des intéréts de ces monoides est qu’on peut les réaliser avec un point P
d’une courbe lisse X comme ensemble des ordres des pdles en P des fonctions méro-
morphes sur X et réguliéres hors de P (Pinkham [2]).

1. Définitions

Soit I" un sous-monoide de N, autre que {0 }.
On considére I’algébre A = @ K1* < K[t ], ou K est un corps. Si a est le p. g. c. d.

ael
de T, alors A = K [ ] est le normalisé de A et le conducteur de A est A<, oucestle
plus petit entier tel que c+Na < TI'. C’est pourquoi on dit que c est le conducteur de T.
Si a = 1, on dit que I" est numérique.

On dit que I est d’intersection compléte quand A est d’intersection compléte, ce qui ne
dépend pas de K (Herzog [1], 1.13) : si G est un générateur de I', de cardinal fini g, cela
signifie que la congruence attachée a la surjection naturelle de monoides N® — I' admet
un générateur & g—1 éléments.

2. Motivations géométriques

Voici deux occurrences de ces monoides :

A un point P d’une courbe lisse et propre X, on attache le monoide des ordres des pdles
en P des fonctions méromorphes sur X réguliéres hors de P. Pinkham ([2], 14.2) indique
que tout monoide numérique d’intersection compléte I" peut étre obtenu de cette maniére
a partir d’une courbe. Le genre de celle-ci est ¢/2, ou ¢ est le conducteur de I car I" est

symétrique (Kunz [3]).
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Pour qu'un sous-anneau complet de dimension 1 de K [[# ]] soit d’intersection compléte
(autrement dit, pour qu’une branche de courbe analytique géométriquement intégre soit
d’intersection compléte), il suffit que ie monoide des valuations soit d'intersection compléte.
Cette condition n’est pas nécessaire, comme le montre un exemple de Herzog et
Kunz ([4], p. 40-41).

3. Notations

Soit G une partie finie et non vide de N, ne contenant pas 0; on appelle g le cardinal de G.

Si L est une partie non vide de G, on note I' (L) le sous-monoide de N engendré par L,

et A (L) désigne I'algébre @ K ¢* L’anneau de polyndémes dont les indéterminées
ael (L)
sont les T, , x € L est noté K (L). On gradue A (L) et K (L) en attribuant a ¢ le degré 1 et

a T, le degré x. On a alors un morphisme surjectif d’anneaux gradués K (L) — A (L)
qui a T, fait correspondre ¢ *. Le noyau de ce morphisme est 1’idéal homogéne I (L), qui
est engendré par les différences de monémes unitaires de méme degré (Herzog [1], 1.4).

On a des inclusions naturelles graduées A (L) = A (G), K (L) = K (G), ...
Enfin A, (L) et K, (L) sont des idéaux gradués maximaux de A (L) et K (L).

4. Suites distinguées

Une suite distinguée (2, Z) sur G est formée d’une suite 2 de partitions de G en parties
non vides, soit 2 = (P;, 1 £i < g) et d’une suite Z d'éléments de K (G), soit
2 =(2,,2=5iZ5g)telles que :

(%) pour i 2 2, la partition P,_, se déduit de P; en supprimant deux éléments
distincts L, et L; de P, et en les remplagant par leur réunion.

(%¥%) Z; est différence de deux mondmes unitaires X; € K (L)) et X; € K (L) de méme
degré > 0.

5. Remarques

La condition (%) implique que P, a i éléments, que P, = G, que P, est la partition de G
en ses parties a 1 élément.

Les polyndmes Z, appartiennent a I (L, u L;), donc a I (G).

Si g = 1, on a tout simplement 2 = (P,) et Z = O.

Si g = 2, une suite distinguée sur G induit naturellement des suites distinguées sur L,
et L.

6. LeMMe. — Pour que T (G) soit d’intersection compléte, il faut et il suffit qu'il existe
une suite distinguée (P, Z') sur G telle que 1 (G) soit engendré par Z.
La condition est évidemment suffisante, car 2 comporte g—1 éléments.
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Si I' (G) est d'intersection compléte, un générateur a g— 1 éléments de la congruence
attachée a2 N®—T (G) fournit un générateur 3 g—1 éléments de I(G), de la
forme (Y;-Y}, 2 =/ = g), ou Y; et Y] sont deux mondmes unitaires de méme degré,
évidemment > 0, car ces éléments de I (G) ne sont pas nuls.

Nous allons construire (2, Z) de proche en proche. Supposons qu’on ait déja construit
les P;, k < i < g, vérifiant (%), et les Z;, k < i < g, vérifiant (k%) et Z; = Y, Y.

Cest trivial pourk = g :onprend P, = {{ x}, xe G }. Sion arrived k = 1, le lemme
est démontré. On suppose donc k > 1, et on essaye de diminuer k.

Soit S le produit tensoriel sur K : ® A (B). On a un morphisme surjectif d’anneaux
BePx
gradués ¢ : K (G) — S en composant I'isomorphisme naturel K (G)— ® K (B) et le
BePx
produit tensoriel des surjections K (B) — A (B). L’image de I (G) par ¢ est appelée J.
Les images ¢ (Z,), k < i < g sont nulles, donc J est engendré parles ¢ (Y;—-Y),2 S i S k.
Soit B un élément de P,. On trouve dans J I’élément ¢ (T} —T>), avecxe Bet y € G, y ¢ B.
Donc J n’est pas inclus dans I'idéal engendré par les A, (B’), B'e P,, B’ # B. Donc il
existe au moins un u, 2 < u < k, tel que ¢ (Y,) ou ¢ (Y,) soit dans A (B). Comme P, a k&
éléments et comme u ne peut prendre que k—1 valeurs, il existe un v, 2 < v < k, et deux
éléments distincts B et B’ de P, tels que Y, e K (B) et Y, € K (B’). Quitte 2 modifier la
numérotation des Y;—Yj;, 2 </ <k, on peut supposer v = k. Ce qui permet de
construire P,_, suivant (%) en prenant L, =B et L, = B’, et Z, = Y,—Y;, ce qui
vérifie (¥ ), et la construction a progressé d’un cran.

7. LeMME. — Soit (P, Z) une suite distinguée sur G, avec g = 2. On pose
b=p.gcdL, b=pgecdlyp=p.pcm(bb) on appelle r le degré de Z,.
On a les propriétés suivantes :

(i) si F et F’ sont des générateurs minimaux de 1 (L,) et 1 (L), alors F, F', Z, est un
générateur minimal de (I (L,), 1 (L), Z,);

(ii) pour que 1(L,), [ (L)), Z, engendre 1(G), il faut et il suffit que r = p.

Preuve de (i). — Siona une relationZ A, f+Z A, f'+v Z, = 0, homogene, dans K (G),
comme Z, est non nul dans I’anneau intégre A (L,) ® A (L) identifié au quo-

tient K (G)/(I (L), I(L})), le coefficient v de Z, est nul dans A (L,) ® A (L}), donc
s'écrit Tp, f+Z u,. f* dans K (G). La relation devient

En calculant modulo (K, (L})), et en identifiant le quotient'K (G)/(K, (Ly) a K (L)),
on obtient 0 =X (A,+X,p,)f. La minimalitt de F donne A,+X,pu €K, (L)),
donc A, e (K, (Ly), K, (L3) = K, (G). De méme, les coefficients des f* sont dans K , (G).
Enfin le coefficient de Z, est dans (I (L,), I (L})) = K, (G). Ce qui prouve la minimalité
de F, F, Z,.

Preuve de (ii). — Supposons que p = r. On sait que I(G) est engendré par les
Y, Y;-Y, Yj ou Y, et Y, sont des mondmes unitaires de K (L,), et Y et Y} sont des
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monémes unitaires de K (L}), dont les degrés vérifient y,+y; = y,+y;. On en
déduit y, —y, = y3—y; = mp, ol m est entier. On peut, quitte & remplacer 1’é/ément
de I (G) par son opposé, se ramener a m = 0. On a alors une égalité :

Y Y=Y Yo =Y (Y XTY)+ Y, (Y X = Y5+ Y, Y (X7 = X7
ou
Zz = x:-x’z.

Bien sir, on a Y, -X7Y,€elI(L,), Y; X7"Y; eI (L)) et X7—X7" est multiple de Z,.
Ceci démontre la partie il suffit.

Supposons maintenant r > p (il est évident que r est un multiple positif de p).
Comme I' (L,) et I' (L}) se confondent avec N b et N b’ a partir d’un certain rang, leur
intersection se confond avec N p au-dela de ce rang. Il existe donc dans cette intersection
un nombre ¢ non multiple de r. On pourra trouver deux mondmes unitaires de degré g,
I’'un dans K (L,), I’autre dans K (L}). Leur différence est dans I (G), mais n’est pas nulle
dans (A (L,;) ® A(L})/(Z,), ouelle vaut t1*® 1—1 ® t? modulo " ® 1—-1® ¢". Ceci
prouve la partie il faut.

8. LEeMME. — Soit (2, Z) une suite distinguée sur G. Pour que 2 engendre 1 (G), il faut
et il suffit que la condition (Ycy¥¥) suivante soit réalisée :

(%K) pour touti,2 < i < g, ledegréde Z;estlep.p.c.m.desp.g.c.d de L, et L;.

Ce lemme se démontre par récurrence sur g. Il est trivial pour g = 1. Pour g 2 2,
le lemme 7 qui précéde permet de ramener la question sur G et (2, 2') aux questions
correspondantes sur L, et L) et les suites distinguées induites par (2, Z) (rem. 5). En effet,
de (ii), on tire que Z, doit avoir pour degré le p. p.c. m. des p.g.c.d. de L, et L),
grice a (i), on voit que I(L;) et I(L}) doivent étre engendrés par les éléments Z,,
2 <i =g qui sont soit dans I(L,;) soit dans I(L}), pour que 2 engendre I(G).
Remarquons qu’alors I' (L,) et I" (L) sont d’intersection compléte. Inversement, I'utili-
sation de (ii) montre que la condition (Yeyy) est suffisante.

9. PROPOSITION. — Soit G le générateur minimal d’un sous-monoide T" (G) de N. Pour
que I (G) soit numérique et d’intersection compléte, il fait et il suffit que I'une des conditions
suivantes soit réalisée :

G = {1} (auguel cas T (G) = N);

G est I'union disjointe de deux de ses parties non vides, de la forme a, G, et a, G,, o a,
et a, sont preniiers entre eux, ou G, et G, sont les générateurs minimaux de deux monoides
numeériques d’intersection compléte, avec les conditions a, € I (G,) et a, ¢ G,, a, €I’ (G,)
et a, ¢ G,.

Pour démontrer cette proposition, on utilise une suite distinguée sur G vérifiant (Y ¥ %),
ce qui montre que la condition est nécessaire. Pour montrer qu’elle est suffisante, on se
servira encore du lemme 7 (ii).
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Dans le cas ou G a 3 éléments, on retrouve la proposition 3 de Watanabe [5], dont la
démonstration est obtenue par des méthodes semblables. On peut généraliser également
le lemme 1 de Watanabe [5] comme suit :

10. PROPOSITION. — Soient I'y et I'; deux monoides numériques, engendrés par G, et G,.
Soient a, et a, deux nombres non nuls et premiers entre eux, tels que a, € T'; et a, e T,.
On considére le monoide (visiblement numérique) ' = a, ', +a, T, :

(i) le conducteur de T est ¢ = a,c,+a,c;+(a;—1) (a;—1), ot ¢, et c, sont les
conducteurs de Iy et I';;

(ii) si les générateurs minimaux G, et G, de I', et I, comportent g, et g, éléments,
celuide T enag,+g, oug,+g,—1;

(iii) pour que T soit symétrique, 1l faut et il suffit que ", et T, le soient;

(iv) pour que I soit d’intersection compléte, il faut et il suffit que Ty et I, le soient.

Preuve de (i). — On sait que (a,—1) (a;—1) est le conducteur de a, N+a, N.
Donca, c;+a;c,+(a;—1)(@a,—1)+N ca; ¢, +a, N+a,c;+a; Nca, I' +a,T, =T;
I’expression proposée majore donc c. Si a, ¢, +a, ¢;+a, a,—a, —a, appartenait a T,
cela s’écrirait a, b, +a, b,, avec by eI’y et b,el,, on aurait pour des raisons de
congruence modulo a, et a,, les égalités b, = c,—1+a,u, et b, = c;—1+a, u,,
u, et u, entiers, de somme 1, et tous deux > 0 (cara, € I'; et a, € I'y), ce qui est impossible.
L’expression proposée est bien le conducteur de I'.

Preuve de (ii). — Il suffit de remarquer que seul a, a,, s’il appartient a a, G, U a, G,
est susceptible de se décomposer. On peut d’ailleurs préciser le générateur minimal de T,
soit G, et son nombre d’éléments :

sia,a,€a;, G, na,G,, alors G =4a,G,ua, G, ag,+g,—1 éléments;

sia,a,¢a, G, ua, Gy, alors G =a, G, ua, G, a g,+g, éléments;

si a, a, appartient a un seul des ensembles a, G,, a, G,, alors G est a, G, U a, G,
privé de a, a, et posséde g,+g,—1 éléments.

Preuve de (iii). — Supposons d’abord que I', et ', sont symétriques. Soit u, a, +u, a,
un nombre hors de I'. On peut en modifiant la décomposition de ce nombre se ramener
au cas ou u, est hors de I'y, mais u, +a, e I',. Alors u;—a, ¢ I';. Alors

c—l-u,a,—u,a,=a,(c,—1—uy)+a,(c;—1—u,+a,)erl;

donc I est symétrique.

Inversement, si I' est symétrique, soit ¥ un nombre hors de I',. Alors a, u¢T, et
¢—1—a, u appartient a I' et se met sous la forme a, b, +a, b,, avec b, eT", et b, eT,.
On a aussi b, =c;—1—u+va, et b, =c,—1+a,—va;,, donc v est =<0, et
¢;—1—u=b;—va,el'y; donc I'; est symétrique. De méme pour I,.

Preuve de (iv). — Nous introduisons une modification mineure aux concepts déja utilisés;
au lieu de prendre pour G une partie finie de N*, nous considérons que G est I'ensemble
d’indices d’une famille finie d'éléments de N* (i. e. de nombres entiers strictement positifs).
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Si les valeurs des éléments de la famille sont toutes distinctes, on retrouve ce qu’on a fait
jusqu’ici en identifiant I’ensemble des indices et I’ensemble des valeurs. Il y a lieu de
modifier quelques détails de notations, mais les notions et les propriétés décrites dans
les paragraphes 4 a 8 sont inchangées.

Pour prouver (iv), on pourra utiliser une suite distinguée sur l’union disjointe
a, Gyua,G, =G/, telle que L, = a, G, L, = a, G,, et que Z, soit de degré a, a,
(il est clair que de telles suites existent). L’utilisation du lemme 7 assure 1’équivalence
souhaitée : si les générateurs minimaux de I (L,) et I (L}) ont 4 et 4’ éléments, avec bien
sirh2g,—leth 2g,—1,celuidel (G)enah+h'+1. Lesrelations h+h'+1 =g, +g,
d’une part, (h =g,—1 et A’ = g,—1) d’autre part sont manifestement équivalentes.

C.Q.F.D.

11. Remarques

Ceci permet de construire des monoides d’intersection compléte, et leur générateur
minimal, mais mieux, cela permet de les construire tous en raison de la caractérisation
récursive que constitue la proposition 9. '

En outre, on trouve une expression du conducteur pour un monoide I' d’intersection
compléte par une application itérée de 10, (i), qui est :

¢ =p.g.c.d.'—(somme des éléments de G)+(somme des degrés des Z;, 2 < i S g),

ol G est une partie de N* engendrant T, et ol les Z; proviennent d’une suite distinguée
sur G qui vérifie (Yeyk¥%). Cette formule se trouve déja dans [4], 510; Herzog et Kunz
donnent un résultat plus fort : on a toujours ¢ £ M, I’égalité ne pouvant étre réalisée que
si I” est d’intersection compléte, oi M est le minimum de la somme des degrés de n—1
éléments de I (G) homogeénes et linéairement indépendants modulo I (G) K, (G), corrigé
par la somme et le p.g.c.d. des éléments de G comme ci-dessus.

12. Définition

Si B est une partie non vide de G, différente de G, on appelle E (B) le plus petit élément
positif strictement du monoide I' (B) n I" (B), ou B est le complémentaire de B dans G.

13. LeMME. — Soit G une partie finie de N*, engendrant " (G) d’intersection compléte,
soit (2, Z) une suite distinguée sur G vérifiant (¥ ¥%), et soit k un entier, 2 < g < k.

Alors il existe deux éléments distincts B et B’ de Py, tels que E (B) = E (B’). De plus,
si X et X’ sont deux monémes unitaires, de degré E (B), I'un dans K (B), I’autre dans K (B’),
il existe une suite distinguée vérifiant (Yc¥k¥k), soit (P, Z’), avec Z; = Z; et P, = P,
pour k <i S g, avec P, =P, et Z, = X-X".

Considérons un élément B, de P,. Il existe un plus petit indice j tel que B, eP;.
Dans P,_,, il y a un élément B,, réunion de B, et d’un autre élément C, de P;. Au signe
prés, Z; est égal 3 Ro—S, = W, ol Ro € K (Bo) et Sy € K (Co). Ensuite, si B, # G,
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il existe un plus petit indice ' tel que B, € P;.. Dans P;._,, on trouve B, = B, u C,,
et Z;. est au signe prés W, = R, Q, , —S;, ou R, e K (By), Q,,, € K (Cp) et S, € K (C,).
Et ainsi de suite jusqu'a B,,; = G, et Z, est au signe prés

wu = RnRO.an,n “on Qu—l.n—su'

avec S,e K (C,), R, e K (Bo) et Q, ,€ K (C,), tous mondmes unitaires.

On peut noter que G est la réunion disjointe de By, C,, ..., C,. On peut aussi voir,
en appliquant le lemme 7 a2 B,,; = B, UC; et W, que D = [(G)/K, (G)I(G) est
somme directe des images des I (C,), de I'image de I (B,), des sous-espaces de D engendrés
par les images de W,.

Soient X et X’ deux mondmes unitaires de méme degré, avec Xe K (B,) et
X' =UVy...V,, ot UeK(By,) et V,eK(C)), tous mondémes unitaires. A cause
de (%% %), le degré de V, est multiple de celuide S,, soit v, = e, s, |’égalité de degrés cor-
respondante. On décompose alors X — X’ en la somme de trois termes de méme degré :

X-URVoQGa--- Va1 Qi1 4€1(By),

U VO L] Vu—l((Ru Qo.- LR Q,,-l_,,)"‘—S:")e(W_),
UVy...V, _(S*=V,)el(C)).

Dans la décomposition de I'image de X~ X’ dans D, le coefficient de W, est nul, sauf
si e, =1 et x = s,, auquel cas ce coefficient est 1.

Le degré de V,_, Q;, , est multiple de celui de S,_, en vertu de (%% %). On recom-
mence la méme opération. On finit par arriver sur un élément de I (B,), savoir :

X—URSR ... R? = X=X’ modulo (W, ..., W,, I(Cy), ..., I(C).

Les égalités de degrés ayant servi entretemps sont :

(1 X=u+vy+...+v,,

(2) v+ Y e;q; ;j=¢s;=¢(r+ Y 4. 0<isn,
i<jsna 0sj<i

(3) X=u+eyro+...+e,r,

Voyons maintenant comment se traduit le fait que x = E (B,) et u = 0 [autrement dit,
X'eK (Eo)]. Comme x > 0, I’'un des ¢; est > 0. Soit p le plus petit indice tel que e, # 0.
En utilisant la ligne (2) pour 0 £i < p, on observe que ¢; , =0 pour 0 </ <p.
Donc W, = R,—S,. On en dédu‘it E(By) £ r, =5, donc E(By) = s, et e, = 1.

Ceci montre déja que pour chaque B € P,, le degré E (B) est égal au degré d’un des Z,,
2<i<k. Ilya donc deux éléments distincts B et B’ de P,, tels que E (B) = E (B"),
puisque E associe aux k éléments de P, au plus kK —1 nombres.
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Soit donc X—X" une différence de deux mondmes de degré E (B), avec X € K (B) et
X’ e K (B’). La décomposition de X—X', obtenue en prenant B, = B est de la forme :

X—X' =W, modulo (I(B,), 1(C,), ..., I(C), W, 1, ..., W,),

si p est défini comme précédemment.

Les Z,, 2 < i £ g, engendrent I (G) (lemme 8). On obtient un nouveau générateur
de I (G) en remplagant par X — X' celui des Z; qui est égal au signe prés a8 W, (son indice j
vérifie 2 < j < k). Comme ce générateur est encore formé de différences de mondmes
unitaires de méme degré, on peut user de la construction de suites distinguées exposée
au lemme 6 pour fabriquer (%, 2), avec P, = P; pour k < i < g, avec Z, = Z; pour
k<iZgetavec Z, = X-X'.

Cette nouvelle suite distinguée vérifie (Yev¥) d’aprés le lemme 8. En particulier, E (B)
est le p.p.c.m. des p.g.c.d. de B et B'.

14. Description d’un algorithme

Soit G une partie finie et non vide de N, ne contenant pas 0. Pour savoir si I' (G) est
d’intersection compléte, on tente de construire une certaine suite distinguée de proche
est en proche.

On part évidemment de P, partition de G en ses parties a 1 élément. Si on arrive
a P, k 2 2, on calcule les E (B), B e P,. S’ils sont tous distincts, le monoide n’est pas
d’intersection compléte. Si deux éléments distincts B et B’ de P, vérifient E (B) = E (B’),
on compare E (B) et le p. p. c. m. des p. g .c. d. de B et de B'. S’ils sont distincts, le monoide
n'est pas d’intersection compléte. S’ils sont égaux, on prend L, = B et L, = B/, et on
définit P, _, avec (¥); on choisit Z, différence de deux monomes unitaires de degré E (B),
I’'un dans K (B), I'autre dans K (B’). Ce qui fait progresser la construction d’un cran.
Si on arrive ainsi 2 k = 1, le monoide est d’intersection compléte.

JUSTIFICATION DE L’ALGORITHME. — Si on arrive 4 k = 1, on a construit une suite dis-
tinguée vérifiant (Y ), donc un générateur de I (G) ayant g — 1 éléments. Par la méme
occasion, on dispose d’une évaluation du conducteur de I' (G).

Inversement, si I' (G) est d’intersection compléte, 2 chaque pas il existe une suite dis-
tinguée vérifiant (Yy k), dont on connait les termes P, k <i<get Z, k<i<g:
le lemme 12 montre qu’il existe une autre suite distinguée vérifiant (yx¥ %), dont la partie
connue comporte un terme de plus, et se déduit de la partie connue de la précédente comme
il est dit dans 'algorithme. Ceci explique pourquoi les observations formulées dans
I’algorithme permettent, le cas échéant, de nier que I' (G) soit d’intersection compléte.

Le lemme 13 et I'algorithme restent valides si G est I’ensemble d’indices d’une famille
finie d’éléments N non nuls.
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15. Exemples

Les monoides, appelés « libres » dans [6], parmi lesquels figurent les monoides de
valuation des branches analytiques de courbes planes, [1], 2.1, Remark, sont d’inter-
section compléte. Ils se caractérisent par le fait qu'une des suites distinguées sur un géné-
rateur G, vérifiant (Jryk¥), est telle que L, et les L], 2 < i < g sont les parties a un élé-
ment de G. Watanabe ([5], Remark 1) donne un exemple montrant que les monoides
d’intersection compléte ne sont pas tous de cette sorte.

G=1{5678}0OnakE({S)=IS5E({6})D=12E{7}h =14 E({8}) = I6.
Le monoide I' (G) n'est pas d’intersection compléte car les E (B), B € P, sont distincts
deux a deux.

G={4,567}0OnaE({4})=E({6})=12E({4,6}) =E({S5}) = 10, mais
E({4,56})=E({7}) =14 n'est pas égal a 7, qui est le p.p.c.m. de 7 et de
l=p.gcd ({ 4,56 }). Le monoide I' (G) n’est donc pas d’intersection compléte.

G={10,14,1521}.0OnaE({10}) =E({15}) =30, E({14}) =E({21}) = 42,
E({10,15}) = E({ 14,21 }) = 35. Le monoide est d’intersection compléte, son
conducteur est 1—(10+14+15+21)+(30+42+35) = 48. Upe suite distinguée véri-
fiant (Jed k) est :

P, ={{10}, {14}, {15}, {21}}, Zy=T}-T%,

Py={{10,15}, {14}, {21}},  Z,=Ti.-Ti,
P, = {{10, 15}, {14, 21}}, Z,=TioTis—TiaTar.
Pl = {G})

Ces exemples illustrent le fonctionnement de I’algorithme. On aurait pu aussi user de
la proposition 9 pour voir que I'({4,5,6,7}) et [ ({5,6,7,8}) ne sont pas d’inter-
section compléte.

On peut insérer G = { 10, 14, 15, 21 } dans la formation d’exemples plus compliqués,
selon la proposition 10 :

29T (G)+31T(G) = I' ({290, 310, 406, 434, 435, 465, 609, 651})
est d’intersection compléte, son conducteur est 48.29+48.31+28.30 = 3720 :
20T (G)+21T(G) = I'({ 200, 210, 280, 294, 300, 315, 441 })
est d’intersection compléte, son conducteur est 2348 :
14T (G)+ 15T (G) = I'({ 140, 150, 196, 210, 225, 294, 315})

est d’intersection compléte, son conducteur est 1574.

Pour terminer, je tiens a remercier le référé, dont les remarques m’ont permis d’améliorer
cet article et de mieux le situer par rapport aux travaux déja existants.
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