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COURBES DE ILAVRENTIEV ET INTEGRALES SINGULIERES

par Guy DAVID

La notion de quasi-cercle a été introduite en 1963 par L. Ahlfors E1:[ . Un
quasi-cercle est une courbe de Jordan T telle que, si A et B sont deux points
de T etsi C estsurl'arc AB, on ait toujours ”ACH < CteHAB”. Ahlfors
a montré que les quasi-cercles sont les images de la droite réelle par les bijections
quasi-conformes de € (d'oli leur nom). La notion de quasi-cercle s'est révélée

productive (voir par exemple [2] ).

Nous allons étudier une classe un peu plus restreinte de courbes, introduite
par Lavrentiev : les courbes de Lavrentiev, ou courbes corde-arc. Une courbe de
Jordan rectifiable T satisfait & une condition corde-arc (ou plus simplement est
corde-arc) s'il existe une constante C telle que, pour tout couple (A,B) de points
de T, 1lalongueur del'arc AB (on prendle plus court si T estfermée) est

inférieure 3 C fois la distance HABH

La constante corde-arc de I sera la plus petite des constantes C telles

que 1'on ait cette inégalité.

La premi&re partie céncerne la description géométrique des courbes corde-arc.
Plus précisément,on attache & toute courbe corde-arc T orientée et sur laquelle on
a choisi une origine, une fonction réelle dans BMO(R) qui est un argument du vecteur
unitaire de la tangente orientée, en fonction de la longueur d'arc. On étudie alors la

correspondance entre T et b (surjectivité sur une boule, etc.).



2.

L'ensemble des courbes corde-arc est invariant par les automorphismes de
la sphére de Riemann. De tels automorphismes affectent d'ailleurs assez peu la mesure
harmonique sur les courbes corde-arc.

Notons pour terminer que les courbes corde-arc jouissent de propriétés
remarquables vis a vis des représenfations conformes. Citons par exemple le théoreme
suivant, dd 4 D. S. Jerison et C. E. Kenig ( [ 7] ), et qui fait suite a des travaux de
Lavrent'ev [14] et Pommerenke [16] :si T estune courbe de Jordan, on considere
une représentation conforme & du demi-plan supérieur de € sur un des ouverts

+

Q" délimités par T. Alors T estcorde-arc si I est un quasi-cercle si

|<I>'(x) |€ A (classe de Muckenhoupt), et si &' ext extérieure. Ce résultat a été

démontré de maniére indéperdante par M. Zinsmeister ( [1 8_-_[ ).
Dans la seconde partie, nous attachons a toute courbe rectifiable, orientée

et séparant le plan en deux composantes connexes 91 et Qz lesd eux espaces de
Hardy naturels H2(Q1) et H2(Q2). La disposition de ces deux espaces a 1'intérieur
de LZ(I‘) est un probleme ouvert. Par exemple, on ne sait pas quelles sont les courbes
T telles que L2(I‘) = H2(91) + Hz(ﬂz) : ce probléme est une reformulation de celui de
la continuité de 1'opérateur de Calderdn. On sait cependant que, pour toute courbe T
de constante corde-arc assez petite, L2(I‘) = H2(Q1) + H2(S22) et ces deux espaces

sont presque orthogonaux (voir [6 ]).

Nous montrerons que, réciproquement, si H2(Q1) et HZ(QZ) sont presque

orthogonaux, la courbe I est corde-arc avec une petite constante.
Dans la troisiéme partie, nous montrerons que, si z(x) estle paramétra%e .
i
2'(0)!/2 71 ()2
N
(z(x)-2(y)) 7

A 2 . _
définit un opérateur continu de LZ(R), et mdme de L°(R,wdx) quand w estun

normal d'une courbe corde-arc de constante assez petite, le noyau

poids de la classe A2 de Miickenhoupt (lorsque ¥ =0, on retrouve un équivalent

de 1'opérateur de Calderdn).



I. PROPRIETES GEOMETRIQUES DES COURBES CORDE-ARC.

Cette premiére partie est consacrée a la démonstration de quelques résultats
simples sur la géométrie des courbes corde-arc. Nous nous intéresserons d'abord a
la maniére dont on peut définir une courbe corde-arc ouverte a partir de 1'abscisse
curviligne et d'une fonction argument dans BMO(R). Nous utiliserons beaucoup
1'espace  BMO(R) des fonctions a oscillation moyenne bornée. Rappelons que
fe L;oc(R) est dans BMO(R) si IC, t.q. VIE€R un intervalle borné,

IJTS If(x) - mf Idx <C (ou mf estla moyenne de £ sur I).
I I

La plus petite constante C est notée HfHBMO et est une norme sur BMO(R).
Exceptionnellement, nous utiliserons sur BMO 1la norme suivante :

| 1 2 | 1/2
Hb"BMO 5= sup{ﬂ S lb(t) - mIb ’ dt} , la borne supérieure étant prise sur tous
’ I I[°I

les intervalles bornés de R. L'équivalence des normes HbHBMO et HDHBMO 2
’

est une conséquence classique de 1'inégalité de John et Nirenberg [10] .

PROPOSITION 1. Soit b unefonction R —R. Soit I la courbe paramé-

S
ib(t) . m
= t 0). S b <6< alors T admet une
trée par z(s) goe dt + z(0) 1_1 H HBMO,Z 5
constante corde-arc inférieure a Cos D"

Avant de démontrer la proposition nous allons faire quelques remarques.
1. Les constantes de la proposition sont les meilleures possibles comme le

montre clairement 1'exemple ol b(x)=0 pour x<0 et b(x)=20 pour x>0.
2. Le résultat plus simple mais aussi utile : "si HbHBMO est assez petite,
la constante corde-arc de T est aussi petite qu'on veut" est de démonstration tres

facile :

lz(x) - z(y) l= ]gy eib(t)dt l= | y-X J
b

1Y i(m, b-b(t)),
(y_x)gxe x,y]

i(m b-b(t) _ . |_
> ’y-x 1{1'HbHBM0} car le X,y -1 l_ lmtx’y]b-b(t) } .

3. Nous appellerons 9/ le groupe des homéomorphismes croissants de R



4.
qui préservent les ensembles de mesure nulle et induisent par composition un isomorphis-
me de BMO(R) (c'est-a-dire tels que 1'application linéaire V,:f—sfeh soitun
isomorphisme de BMO(R)). P. Jones a montré [121 que les éléments h de 9/
sont les homéomorphismes croissants qui sont des primitives de poids de 1'ensemble A%

de Miickenhoupt. Cela signifie que v x €]O,1 E, iB €]0,1 l:, V E mesurable c I

intervalle, ‘E |< X = Ih(E) I < B. En particulier, h¢€ g =>Log h'€BMO(R) et si
I h(I)

HLog h' H est assez petite, alors h est dans %

BMO
Si b est une fonction complexe et HbHBMO est assez petite,

z(x) = z(0) + Sx eib(t) dt est un paramétrage d'une courbe de constante corde-arc

aussi petite quo' on veut : on fait le changement de variable défini par Logh' =Imb

pour se ramener a 1'abscisse curviligne, et on utilise la continuité de 1'opérateur de

‘changement de variable associé pour se ramener au cas ol b est réelle.

Démonstration de la proposition 1. Soit T 1la courbe paramétrée par

S ib(t) v
z(s)=z(0)+g e V’dt. Supposons que I (s,t)ERxR, 36 € [0, ] tels que
o

|z(s) - z(t) |= ‘s—t }cos 6. Nous voulons montrer que HbHBMO 52 6. On peut se
’
ramener au cas o z(0)=0 et z(1)=cos 6 =2 0 en faisant subir a la courbe une

similitude directe (on change la fonction t— b(t) en t — b(at) + B).

LEMME. V(a,e)eRXJO,Tr [, 26 (cos a - cos 9)+oc2262.
sin 6
Démonstration. Soit g, (o) = 26 (cos a - cos 6) + o , &) (x) = =28 qin a + 20
sin 6 sin 6
La fonction x —> —— est injective sur [0,77[ (sa dérivée est du signe de

sin x
sin x - x cos X, dont la dérivée est x sinx >0 saufen 0); e (x) ne s'annule

doncqu'en a=0 et a=6 sur LO,ﬂ[et g5(6)='—2—6+220. Le minimum
tg6
de gg sSur [0,11[, donc aussi sur :[—17,11[ par parité, et sur R tout entier,

est atteinten 6, d'olule lemme.

En intégrant un tel résultat entre 0 et 1, on obtient le
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COROLLAIRE. Soit «o: I:O, 1]—-, R une fonction intg’gr'able. Soit 6 € (_—_0,17[:.

1 1
Si S cos aft) dt = cos 6, alors S a2(t) dt = 62.
o o

1
Si nous revenons a notre fonction b, nous constatons que S cos b(t)dt =cos 6
o

1 ‘ 1
et S sin b(t) dt = 0. On en déduit S cos [b(t) -m b:, dt = cos 6 cos m b,
o o) [0,1] [O, 1]

o 1 2. T 2. .2
ce qui implique S (b(t) - m b)“dt = LAI‘C cos(cos 6. cos m b)] >60° et
o [0, 1] [0,1]
”b”BMO 52 6. La proposition est démontrée.
b

Nous allons maintenant donner une sorte de réciproque de la proposition 1. Pour
toute courbe corde-arc T, nous construirons un argument ofs) de 1'angle de la
tangente a T au point d'abscisse curviligne s. Nous montrerons que cet argument
est dans BMO(R). Nous pourrions bien silir prendre pour ofs) 1'argument principal
(compris entre -7 et ﬁ) de 1'angle de la tangente, nous obtiendrions sans nous
fatiguer ofs) € L”(R). Nous voulons cependant que cx(é) rende compte le mieux
possible de la géométrie de T. En particulier, nous voulons que,si T est de classe

C1, «(s) soit continue.

Soit T une courbe ouverte rectifiable séparant le plan. Soit z(s) un paramé-
trage de T par la longueur d'arc. Soient aussi Q" et Q les deux ouverts
simplement connexes séparés par TI'. On définit sur (Q+x Q") (qui est simplement
connexe) un argument A(z,z') del'anglede z-2z', ol z estdans ot et z
dans . Un tel argument est unique a partir du moment ol 1'on connait sa valeur en

- i !
un point. On aura bien sir V zeQ", vz'eQ”, z-2z'-= lz-z' le]A(Z’Z ).

On peut maintenant définir 1a fonction F(s,t): R> - A—» R par

F(s,t)=  lim A(z,z') pour s<t et F(s,t)=F(t,s) sinon.
Q+az »Z(t)
Q" =z'+z(s)

La fonction Ff(s,t) ainsi définie est continue.

oft) = lim + F(u,v) existe presque partout. Ce sera notre argument.
u - t_
vat

uv
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PROPOSITION 2. Si T est une courbe corde-arc ouverte de constante C,

la fonction « définie plus haut est dans BMO(R), et ”oc” K(C).

BMO =

Démonstration. Pour un intervalle [s,t] , F(s,t) estprécisément le réel

qui jouera le rdle de la "bonne constante". F étant la partie imaginaire d'une
1 dz(t) |= 1
() T z(s)-a(t) |

détermination de Log(z(t)-z(s)) vérifie |b—be(s,t) |sl (
z(s)

La condition carde-arc nous donne |3%F(s,t) | < ’—(—:—I .
s-t

LEMME 1. Si ss%ﬂSust

lF(s,u) - F(s,t) |S C Log 2.

La démonstration est évidente :

t

: t
‘F(s,t)-F(s,u)|sS |b—b F(s,v)'dvsg ¢ dv < C Log 2.
s+t v s+t|s-v!
2 z

Fixons un intervalle compact [-s,t] . Soit E le sous-ensemble des points de T
compris entre z(s) et z(t) desquels on peut mener une demi-droite ne coupant pas

P
1'arc z(s) z(t).

(on a hachuré E°)

LEMME 2. |E ’2 Iset | (E est la fermeture de E).

- 7~
On choisit un segment - [ABJ assez loin de 1'arc  z(s),s(t) et tel que

z(s),z(t),A,B forment un rectangle dont les grands c6tés sont [z(t)A:[ et [z(s)B] .
E contient 1a "projection" de D\B_J suivant la direction [z(t),A:l et

HY™S=y



LEMME 3. Soit u unréeltelque z(u)€E.

vV (v,w) € [s,t] , ’F(u,v) - F(u,w) | <2m,

11 suffit, vu la continuité de F, de supposer que z(u) € E et de considérer
~
le plan privé d'une demi-droite issue de z(u) et ne rencontrant pas 1'arc z(s), z(t)
en un autre point. On y définit un argument continu de z(t) - z(s) et qui doit coihcider

avec F(s,t) ; 1a conclusion suit.

Passons maintenant a la démonstration de la proposition.

Soit F le complémentaire de E, et soit F son image réciproque par
t — z(t). Soit F=U F_~une décomposition de F en intervalles ouverts disjoints .
Soient s et t ler; extrémités de F . Comme F_ estdistinct de l:s,t] , 1'une

au moins de ces extrémités est dans E (plus précisément dans son image récirpoque par

la fonction z). Supposons que ce soit Sy D'apres le lemme 1,

. S+t
IF(s,sn) - F(s,t) |S ClLog2 (si s, = T)
. S+t
ou lF(sn,t) - F(s,t) |s Clog2 (si s, < T)
et d'apres le lemme 3, |F(s,sn) - F(sn,tn) |< 27

et lF(sn,t) - F(sn,tn) ls 27,
Donc lF(sn,tn) - F(s,t) 's CLog2 +2m.
D'autre part, en combinant & nouveau les lemmes 1 et 3 avec u a la place de S, ona
z(u)GEv=>|o:(u)-F(s,t)|SCLog2+2ﬂ pP. p.
En appliquant a chaque intervalle Es n’ tn] la construction qui vient d'étre faite avec

l:s,t] , on obtient un nouvel ensemble E1 tel que z(u)€E1 = ‘a( w - F(s,t) |s

2(C Log2 +2m) et ]E1 | <|EC|< st (- %). On définit ainsi une suite d'ensembles

E, E1, .o Erl ... disjoints et tels que

Vv z(u) € E |o:(u) - F(s,t) ls(n+1)(C Log 2 +2m)



et (EUE,U...UE )= (t-s)(1 - L™,
1 n C
On en déduit 1'inégalité souhaitée

t o
S ‘oc(u) - F(s,t) |dt < (CLog2 +2m) Z(t-s)(n+1)(1 —é)n
S n=0

< C2(C Log 2 + 27 )(t-s) c.q.f.d.

On peut donner de la proposition 2 une version 1égérement différente. On considére
l'ensemble & des courbes corde-arc ouvertes pointées et orientées (c'est-a-dire
1'ensemble des paramétrages normaux de courbes corde-arc), quotienté par le groupe des
isométries directes de €. Chaque élément de ¢ a un certain nombre de représentants
paramétrés par z(s) avec z(0)=0 qui se déduisent les uns des autres par simple
rotation autour de 0. Pour chacun, on peut définir la fonction oS) comme précédem-
ment. La fonction ofS) est alors connue (a partir d'un élément de %) 2 une constante
pres. On a donc; d'apres la proposition 2, une application injective ® de & dans
BMO(R).

En fait, 1'image de 'é est un ouvert.

Soit T unreprésentantde e € &, soit «€ BMOR(R) qui lui est associée.
Si la constante corde-arcde T est C, ona, pour tout intervalle I de R

d'extrémités x et vy, |z(x) - z(y) |> C'1(y-x) ; etsi HbHBMO< ;_ ¢l oet

t . , ) ‘
z (t)=§ 1o 10 g |7 (x) - 2,(y) |2 ¢ Ty-x) - Syh-elb(u)ldu
1 o 1 1 .

Comme il est presque évident que z, est bien représenté par oft) + b(t), la démons-

tration est terminée. (En fait @(;1) =a+b découle de ce que la fonction F1(s,t ) défi-

nie a partir de z, comme F(s,t) 1'a été apartir de z differe de

F(s,t) + m ]b(t) de moins de g , Ce qui prouve que (t) differe de oft) + b(t)
[s,t

de moins de Z—I cel).

On peut maintenant se demander a quoi ressemble 1'image de '6 dans BMO(R).

11 est clair que cette image n'est pas convexe : on considere la courbe suivante :



A

On associe @ T une fonction ofs): «s)=0 pour s<0
oc(s)=1r-ﬁ;6-(-) pour 0<s<1

a(s)=2"'thiT6 pour 1SS§21-,|.66
G(S)=ﬂ-m%5 pour S>2'Tﬁﬁ

et 1a courbe T, définie par ta(s) (0<t< 1) a un point double pour t = % , par
exemple.
Le probleme de savoir si 6 est connexe est, semble-t-il, beaucoup plus
- difficile. On peut cependant donner une réponse partielle en utilisant une représentation
conforme & dé R2+ sur le domaine Q7.
Les valeurs au bord de & donnent une paramétrisation de TI. Le théoréme
de J. et K. [7] , qui dit que 1a mesure harmonique est équivalente a la longueur d'arc
a A” pres, peut &tre interprété ainsi : la paramétrisationde T par @ est obtenue
a partir de la paramétrisation normale par un changement de variable dans g
L'utilisation des représentations conformes permet de montrer que ‘6 est
connexe, si on le munit de la topologie faible induite sur BMO(R) par la dualité avec
H1 . Dans le cas d'une courbe fermée, on utilise les images de cercles concentriques
par une représentation conforme du disque unité sur la composante bornée de € - T

. . . . \ w
pour faire un chemin continu reliant T aune courbe C . Le cas d'une courbe ouverte

n'est pas fondamentalement différent comme on le verra plus tard (propositions 3 et 5).

Remarque. Si T est une courbe corde-arc, et & une représentation conforme

de Rf_ sur Q+, la fonction Log ®' est définie a 2kmi pres et (<I>')t est

définie a constante multiplicative pres. Soit & ¢ 1'application holomorphe de dérivée

(@ )t nulleen 0. &, n'est pas toujours une représentation conforme, car sa restric-

t
tion & R n'est pas toujours injective.
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[La non-convexité de & dont il était question plus haut n'est pas uniquement
due au fait que le paramétrage par la longueur d'arc n'est pas le bon paramétrage. Il est

cependant amusant de constater que le contre-exemple donné plus haut ne convient pas ici.J

Démonstration de la remarque.

On appelle A et A' des constantes appelées a tendre vers +w. On considére

® 1'application holomorphe de R2+ dans € telle que le graphe de Im Log cI%"Q soit

le suivant
A 317
— b Z_
-1-A' -A! ' ) -
_17/4
-7
En choisissant convenablement A et A', lacourbe I aura l'allure suivante :
v <<€ O

Y

w\
U

A

On voit que dans ce cas, pour t< 1 et t assez prochede 1, l‘t sera corde-arc.
11 suffit donc de trouver t' <1 tel que l“t, ait un point double (l“t est la courbe

paramétrée par &, |R)'

Im Log @"R(x) = %1-7 sg(x+A'+1) - %1-7 sg(x+A') - 7 sg x

+ %1' sg(x-A) - %7-7 se(x-(A+2)) + C*¢

! Im Log &' 1 3/4 3/4
o1 (x) | = eR® Logq)(x)=e‘;€(m % l;a)(X)=C1 x—?;i+A'+1| x| \xﬁ(éﬂ)\ .

Soit M (arbitrairement grand) et € (petit) deux réels fixés. On suppose

A et A' supérieursa M et te€ [1-5 , 1] , moyennant quoi les majorations et
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équivalences écrites plus bas seront uniformes.

Evaluons les longueurs Utvt’ Vt » OtWt et WtXt
A %’5 ( 3t
P, X+A! t|x-(A+2) |4
UVe= S g xR
1 3
't . x 4
Uy, = c,A''1 ob I_SO(T&) dx
o  t+1
VtOtrCtg Ix‘t:'C,[A2
~A'+yA"
3t
~ A-VA x|t A t|x=A-2 k3
otwt_ctB x|+ A= |7 ax.
o A-VA
Lorsque A —+x, le second terme est de 1'ordre de At+1/ 2, donc
t+1
A
Otwt‘CtT"
WX, s'évalue comme UV, soit WtthZCtA'tI. On peut fixer

1 . S - Meai1lall . _ 1 .
Ct-A—'{-I (c'est-a-dire choisir la "taille" de la courbe l“t). Soit 7 = T500" Si

A' estfixé, OW est une fonction continue de A, ainsi que OV. Il existe donc
A(A') telque OW=0V -7. Deplus, A(A')~A' a cause des équivalences déja

calculées. Soit t1 =1- TOAT ’ 1“t aura un point double et sera du type suivant :

avec Ut \/t ~1

et CX=1O—A|-.

11 suffit pour le montrer de vérifier que



12,
|V O -0 W §< L
1:1 t1 t1 t 100 °’
soit encore que
1 1

- 9
((vo-v, o,)- (Wo - Wy O, ) |< 155~ 1005~ Tocw

10° '[<I>'(X)—(¢'(X))t1]dx.

t.u
Remarquons que V u € R, ‘eu -e 1 |< (1-t1) sup(1,e").

Soit J = [_Al L Ar2/3 A e-10s/7x"]‘

x|

Si x€J, @'(x)zm et Logcb'(x)~LogA-‘—I :

1 t 1 \xl ]x‘ 'xl

TSJ [‘I"(X)- ®'(x) de’:-g AT Log 7 © —?3 ‘Log T &,
et

IS : I@'(x)-@'(x)t1‘dxs ! S \1+‘<I>'(X)HdXS—117§.

-At,0] /3 10A™[ A1 0] /g SA!
1/1
On voit que VO-Vt Ot tend vers T'g lleog'xldx lorsque A' —p+0,
11

Il en va de méme pour WO - Wt1ot1' La différence tend vers 0, ce qui termine la
démonstration.

La plupart des résultats que 1'on montre a propos des courbes corde-arc ouvertes
(ou fermées) sont aussi vrais dans le cas fermé (ou ouvert), et la méme démonstration
s'applique (voir par exemple [7 ] ). Cette similitude des théories est bien siir la
conséquence de la similitude des notions de courbes corde-arc fermées et ouvertes. Dans
certains cas, on peut aussi‘ remarquer que le résultat démontré est invariant par une

inversion polaire appliqué 2 la courbe. En effet, la condition corde-arc est invariante

par une telle inversion.

PROPOSITION 3. Soit I une courbe, ouverte ou fermée, vérifiant la condition

corde-arc avec une constante C. Son image par une inversion polaire vérifie alors la

condition corde-arc avec la constante 64 C3 (dans la suite, on confondra allégpement
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inversion et application du type z —» +a).

Z-a

Remarque. Une estimation du type K.C3 est ce qu'on peut espérer de mieux.

Nous allons donner un exemple de courbes de constante C dont les inverses ont une

constante en C3 . Ce sont les graphes de fonctions lipschitziennes de rapport n

(c = Vn2+1) :

(—2,1’]) ’ ‘n (29n)

(1a pente est toujours +n)

AAA | - AAJ
/VV¥3 2 -1 0 1 2 3\]\/\/

I1 est immédiat de voir que les images des points (-2,n) et (2,n) sont distantes
d'environ ﬁZ et que les trajets pour aller de 1'une a 1'autre seront sensiblement égaux,
n
de 1'ordre de grandeur de n. Avant de passer a la démonstration de la proposition,

démontrons deux lemmes.

LEMME 1. Soit T une courbe corde-arc de constante C. Son intersection

avec un disque de rayon R est de longueur inférieure 3 4CR.

Dans le cas ouvert, il suffit de considérer le premier point ol 1'on rentre dans
le disque et le dernier d'ol on en sort. Ces deux points sont distants d'au plus 2R :
la portion de courbe qui est dans le disque est par définition moins longue que 1'arc qui
les joint, de longueur < 2CR.

Dans le cas fermé, si la courbe est incluse dans le disque, on considére deux
points partageant la courbe en deux arcs de longueurs égales ; lI‘ l = ‘1‘1 l+ ’1‘2 ’ <
2 x2CR =4CR. Sinon, soient A et B les extrémités d'un intervalle maximal

compris hors du disque. Si le chemin le plus court entre ces deux points passe par le

disque, on se ramene au cas ouvert ; si c'est le chemin le plus long qui passe par le disque
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on appelle C le point qui sépare ce chemin en deux arcs égaux.
Si C est dans le disque, |I‘ﬂD}£/§-C\1 + 6854@.
Si C n'est pas dans le disque, soient E et F les derniers points du disque
enallantde A vers C etde B vers C. Alors ‘l‘ﬁDls/{E+é}‘s4CR. Le

lemme 1 est démontré.

LEMME 2. Soit T une courbe corde-arc de constante C. La longueur L

de 1'inverse d'une portion de la courbe située hors du disque de rayon R centré sur

le pdle est inférieure a %g .

Soit S(r) 1la longueur de la portion de courbe comprise entre R et r
(r est=2R). S(r) estcroissante et inférieure a 4Cr d'apres le lemme 1. Soit r

une suite croissante de réels positifs, vérifiant ry= R et 1lim ro =+
. n»°

2 2
i 1 1 - rn(rn - 1)
= Z S(I"n)(T - I?) < Z 4C 573

2
n=1 (rn_1) .n=1 r_, r, n=l ro r_4

o S(rn) - S(rn_1)

L=<

®dr 8C
donc L < 8C S S =1 Le lemme 2 est démontré.
Rr

Passons a la démonstration de la proposition 3.

Soit O 1le pdle de l'inversionet A unpointde T qui minimalise la distance
a 0. Soit d(0,A)= R, cette distance.

Onnote TI' 1l'imagede T par l'inversion, A' cellede A, etc...

N
Appelons w lepointde T telque WA = Lg-l— si T estfermée, et le point a 1'infini

si T estouverte.

LEMME 3. Soient B et D deux pointsde T tels que A ne soit pas sur
R

) N\ B L ~
BD. Alors BDﬁD(O,ZC)=¢ si BA <DA.

N
Démonstration. On peut supposer RD 2 4CR A Soit E unpoint de BD

qui minimalise d(0,E) = Rg »
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o R.-R, R
AE _ AB B A B
Rp +Ry = [aE[= 422 00> B Bs
\ B
1
d'ou REZZ—C-.

Le lemme 3, combiné avec le lemme 2, donne immédiatement

2
LEMME 4. Soit BET et d(0,B)=Ry. Alors w'B'<2%C .
B
LEMME 5. Soient B et D deux pointsde TI. Si RBRDS64C2Ri y
~~
! 1
B'D' 6403,
B'D!
N\
~
¢ . . BD ’BDI |BD|
Deémonstration. B'D' < et 1B'D'|2R—Fr2——7—§,
F-;i B D 64C RA
/"\ M
1
drod 2P < 6ac? B2 <64 3.
IB'D' _ ‘BD
Nous pouvons maintenant vérifier la condition corde-arc pour T'.
2 .2 ...
On suppose que RERFZ 64 C RA. En particulier RE+RF2 16 C RA.
o £ N 2,1 . 1 EF |
E'F' <E'w' +F'w' <32C (F€'+F€‘) (lemme 4) et IE'F"= ,
E F EF
7 R +R
N E'F' 2 E F
d'ou < 32C .
IE'F' lEF
EA + FA
Si A estcompris entre E et F, |EF|2ETFZEA:%§—
>RE+RF-2RA >RE+RF
= C - 2C 7
™
1 1
et alors E'F s64C3.
lE‘F'
N N

Si A n'estpasenire E et F, supposcns que AE < AF et appliquons

le lemme 3: E'F'< EF, d'ol
R
E ™ 2 M
1R
E'F _<_16(2: RERF EF
E'F T R EF
M
E'F! 3

i R <4R on a bien < 63C".
Si F E’ n rEI—FV_I
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R_-2R R R_.+R

. RF F “E F F E
si Ry 2 4R, IEF'ZRF-RE2§-+—7—ZT+RE2——?——,
d'olt frp < 32 2 REJrRF<64 c® <643
E'F! R RE
£

La proposition 3 est démontrée.

Nous utiliserons dans la proposition 5 un résultat semblable a celui de la

proposition 2 (et concernant des courbes ouvertes).

PROPOSITION 4. Soit T une courbe corde-arc de constante C. Soit z(s)

un paramétrage de T par la longueur d'arc. Soit O un point de ¢ et

bo(s) = Arg(z(s) - 0), défini de maniére a &tre continu sur R. Alors b 0 € BMO(R)

et ”boHBMO <16 72,

Démonstration. Soit [s,t:l un segment de R. Soit J-= E&,B] un segment

du plan complexe tel que A , B, z(s), z(t) forment un rectangle, et que la droite
contenant J ne coupe pas 1'arcde T compris entre 2z(s) et z(t). Soit 7 1la

projection de cet arc T_ , sur la droite D(A,B).

,

On appelle E 1'ensemble des réels u de [s,t] tels que m(z(u)) soit sur

J et que le segment [Z(u) , m(z( u))] ne coupe pas non tangentiellement T_ ..
]

z(E)

P e——e on
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E est fermé dans [s,t:l . (ESn [s,t] est ouvert dans [s,t] ). On peut d'autre
part supposer que 0 n'est dans aucun des segments [z(u) ,w(z(u)ﬂ par u€ E,
(Autrement, on choisirait un intervalle A'B' de 1'autre cdté de la courbe). Alors
on peut prolonger de maniere continue Arg(z(s) - 0) 2 tous les points z de ces

intervalles. Onaalors, pour u et v dans E,
o) - bow) = b (w) - Are(m(2(w)-0) |+ [b () - Arg(r (s(v))-0)|

+ | Arg(m (2(u))-0) - Arg(n (2(u))-0) |
< 4.,

Il existe donc un fermé FE de mesure = !S ; t 1 et une constante « telle que

ucE= ‘bo(u) e ¢ ls 2m. On continue comme dans la proposition 2 : soit F =U Fn

une décomposition du complémentaire de E en intervalles ouverts. Sur chaque F‘n ,
F
} n I tel que

. . . n .
il existe un sous-ensemtle fermé E1 dans Fn de mesure au moins

pour u et v dans E7, lbo(u)-bo(v)‘smr.

De plus, si F_= [an , bn] , 1'une des extrémités de F (mettons an) est
dans E, c'est-a-dire qu'on peut mener une demi-droite de z(an) sans couper
I‘s’t (ni T, b fon plus).

n’n

Quand on prolonge la fonction Arg(z - 0) aux segments [z(u) , ﬂI(Z(u))]
pour u€E1 , on peut en profiter pour la prolonger aussi & la demi-drcite en question.

Notons que si 1'on fait le parcours suivant : départ en z(an), parcours de la
demi-droite, puis grande boucle loin de ran’bn et de O pour rejoindre 171(z(u)),
segment [171(z(u)) , z(u)] , etarrivéeen a_  ensuivant T, on tourne au plus

une fois autour de 0. Par conséquent, )b o(u) - bo(an) ls’ 6m pourtout u dans

E;. Ainsi, sur E,, ona |bo(u)-oc1521'r +6m.

On construit par récurrence et suivant le méme procédé des ensembles Erl
1 .
disjoints, tels que I(EUE1U .. .UEn)C ‘S (t-s)1 - é)n+ et tels que sur E , onait

‘bo(u) - is 2m +6mn. La conclusion suit en sommant :
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1 tl | 12 | | © . 1n
= b (u)-a |du =r= I b (u-aldu<2r + Z(1-2=) 6mn
=S ‘Ss o =S h=0 En ° n=1 c

< 21(1 +3¢%) < 8nc°.

(La proposition est démontrée).

On considere le cercle de diamétre -i, 0] dans le plan complexe. Son image
par 1l'inversion de pdle -i est la droite réelle. On identifiera ce cercle au tore
T, etle tore al'intervalle ]-—11 , w] . L'inversion est alors 1'application

X —> tg }2( restreinte a ]-11,17] .

PROPOSITION 5. L'application F : b(.) —b(tg é) est un isomorphisme

de BMO(R) sur BMO(T).

Nous donnerons de cette proposition la démonstration la plus géométrique possible,
mais pas forcément la plus directe.
Montrons que F est continue. Soit b € BMO(R), HbHBMO < €. On peut

s .
supposer b réelle. La courbe définie par z(s) =S elb(t)dt + cte est corde-arc,
o
ainsi que son inverse de p8le 0 (proposition 3). (On 1'appellera r,).

Ly _oib(s) = oib(s)-2b(s)
22y 2°(s) |

(bo est la fonction de la proposition 4).

Supposons que C ait été choisie de sorte qu'on ait le cas de figure suivant :

z(1)

z(-1) 0

Alors Izz(s) ' est équivalent (avec des constantes universelles si € est assez
petit)a (1 + 52).
Soit t=2Arctgs

d(;) 1

2
(dt ) = (Z(Sj )

) %(1 +s

t est donc un paramétrage de I équivalent 3 la longueur d'arc (au sens que
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dt o0 ds1 o p
= €L et i € L~ avec des normes bornées).

1
La proposition 2 nous donne b(tg é) -2 bo(tg 5) € BMO.

La proposition 4 nous d onne bo(tg é) € BMO (avec des normes bornées). On

en déduit bien que b(tg é) est dans BMO (avec une norme bornée).

11 nous reste a montrer que la réciproque G de F envoie continuement
BMO(T) dans BMO(R).

On s'appuiera sur le lemme géométrique suivant :

LEMME. I€>0, E[COZ1 t. q.

bl <

Vbe BMOR(T), €,
~ ~ T .
Ib € BMO(T), lo-bl|_ <4, S elPS) 4 0,
-7
et la courbe paramétrée par z'(s) = elb(s) est corde-arc avec une constante inférieure

hY

a Co' (On fabrique une courbe corde-arc fermée a partir d'une courbe corde-arc

périodique).

Démonstration (abrégée). La fonction b définit une courbe corde-arc périodique
et de constante corde-arc inférieure 3 (1 - e)'1 . On peut enfermer la courbe entre
deux droites y=1-7m et y=1+mn (4 condition de lui faire subir d'abord une
rotation), o 1 ne dépend que de € (et est aussi petit qu'on veut).

Si L estlapériode de la courbe (L. =~ 2%), on considere 1'application

de labande D comprise entre les deux droites dans une couronne ¢ définie par :

X +iy —>ye L
D
On obtient une courbe périodique, paramétrée par z'(s) = elb(s), qui reste corde-arc ,

et il est évident que “b - b”oo est majoré. L'intérét de ce lemme est qu'on peut se

T .
limiter aux fonctions réelles b telles que S elb(s)ds =0, c'est-a-dire aux
-7
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paramétrisations de courbes corde-arc de constantes inférieures &3 C La partie

1 .
réciproque de la proposition 5 se démontre maintenant comme la partie directe : 3 la

"~y
fonction b, on associe la fonction b et la courbe associée, et on fait une inversion
de pdle 0c€T. tg(é-) sera un paramétrage admissible de la courbe inversée et on

pourra conclure.

COROLLAIRE. Soient I' et T' deux courbes corde-arc, transformées

1'une de 1'autre par inversion plane. Cette inversion, restreinte a T et I,

induit par composition un isomorphisme entre BMO( T') et BMO(T").

Le résultat est évident lorsque T et TI' sont deux courbes fermées (1'inver-
sion a alors des dérivées directes et réciproques bornées sur T et T' ...).
Supposons que T est une courbe ouverte re passant pas par 0. Soit d la distance
de 0 a T. On peutenfait supposer que d = 1: remplacer la courbe I par une

homothétique TI. par rapporta O revient & composer notre isomorphisme par

1
1'isométrie : b € BMO — b' € BMO, ol b'(x)=b(ax) pourun a>0. On peut
choisir 1'origine d'un paramétrage normal de T en un poirt qui minimise la distance.
(On se met dans un cas semblable & celui de la proposition 5, partie directe). Alors
lz(s) i est équivalent a \/1—+s_2 (les constanteé de 1'équivalence ne dépendent que

de la constante corde-arc de T). Cela implique que le paramétrage de I' par

X ——>

= est équivalent (a L. pres) au paramétrage par la longueur d'arc.
z(tg 2)
Le résultat découle alors de la proposition 5.

Si T estune courbe ouverte passant par 0, alors !z(s) ' est équivalent
d s sionprend z(0)=0. Cela veut dire que le paramétrage de I' par

b -—?-—11- est L°°-équiva1ent au paramétrage de I' par la longueur d'arc. 1II ne
Z\ -

)
X
reste plus qu'a prouver que 1'opérateur V : b(x) —»b (}1-() est un isomorphisme de

BMO(R). Or V n'est autre que le corjugué de 1'isométrie b(x) — b(7-x) (de

BMO(R/27Z) sur lui-mé&me) par 1'isomorphisme de la proposition 5.
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(En effet, pour tout x réel, tg(”__z"szf‘Ctg X

) = tg(5 - Arctg x) = cotg Arctg x = 3).

Le corollaire est donc démontré.

Remarque. On pourrait par exemple utiliser le corollaire pour déduire
1'équivalence (a A% prés) de la mesure harmonique et du ds pour une courbe

corde-arc fermée, connaissant le résultat pour une courbe ouverte :

C

(1e diagramme commute ...)

1 inversion  I'

1inversion I

//_@_, I /

i

II. PRESQUE ORTHOGONALITE DES ESPACES DE HARDY.

Dans ce qui va suivre, T sera une courbe de Jordan ouverte orientée de C.
Onnotera O et O les deux composantes connexes de €\ TI. On notera aussi

+

P" et P~ 1les demi-plans supérieur et inférieur limités par R. & (resp. V¥)

sera une représentation conforme de P’ (resp. P~ ) sur O (resp. Q).

Soit H2(0+) (resp. H2(Q')) 1'espace de Hardy des f onctions analytiques

dans Q7 (resp. Q7), et ayant des valeurs au bord de carré intégrable. Ce sont

deux sous-espaces de Lz(r), Pour une définition plus précise, voir [1 SJ .

Dansle casol I est R, nous avons le résultat suivant :
H2(P+) et HZ(P') sont deux sous-espaces fermés orthogonaux de L2(R), et
H(P") & HA(PT)= L%(R).

R. Coifman et Y. Meyer ont montré [ 6] qui si T estune courbe corde-arc
de constante C <1+ § () (0 assez petit, et tendant vers 0 avec €), on avait
encore H2(Q+) & HZ(Q') = L2(1“), avec une somme presque-orthogonale, c'est-a-dire

que Angle(HA(a"),H (@)= ] - € [autrement ait, v t,eH?(a), v t,eH(@h),
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( |f ) < Hf H Hf H cos(¥ - e).] En fait, on peut assimiler L2(F) a LZ(R)
172 LZ(I,) 12 '"2'2 2
en utilisant la longueur d'arc sur T. HZ(Q+), HZ(Q') sont alors, tout comme

HZ(P+) et H°(P”) des sous-espaces de LZ(R).

La démonstration de Coifman-Meyer, qui est basée sur une majoration de la
"vitesse de rotation" du sous—espacé HZ(Qt+ ) en fonction de Log <I>t' =t Logd',
nous donne Angle sup(H2(9+),H2( P)) < 5 (Cela signifie que V f, € H2(Q+),

Hf1” =1, I, € HZ(P+), (f1 |f2) > Hf2” cos 5‘). Bien enterdu, la méme inégalité est

valable pour Angle sup(HZ(Q'),HZ(P_)).

Le but de cette partie est de montrer une réciproque de ce théoréme : si les
deux sous-espaces H2(Q+) et HZ(Q') sont presque orthogonaux, ou si
.I_
Angle sup(Hz(Q ),H2(P"')) est assez petit, la courbe T est une courbe corde-arc,

avec une petite constante.

On peut noter que ces théorémes concernent seulement une "situation limite" :
d'une part, on ne sait pas si le théoréme de Calderon est vrai pour toute courbe corde-
arc (méme de grande constante) ; d'autre part, il est possible que la somme
H2(Q+) + Hz(Q-) soit directe sans que la courbe T soit corde-arc (par exemple T

peut &tre une parabole... )

Si T est une courbe ouverte simple, séparant le plan, (et que 1'on supposera
aussi de classe C1 ), il ést possible de calculer les projections de L2(I‘) sur
H2(Qh) et HA(Q). Soit U:LT)— L3(R) définipar U(x)=foa(x)a' (x)"/?
(! 1/2 est défini a constante pres parce que of est simplement connexe).

Alors U est un opérateur unitaire, et qui envoie les fonctions de H2(Q+) sur celles

de HZ(P+). La projection de LZ(I“) sur H2(Q+) sera

U'1(£2d- + % Jo)U = ;-(Id + iU-1JG U), obt  estlatransformation de Hilbert.
V' . . 2 - 1 . "1 N\, 2 2
De méme la projection sur H“(Q") est Q(Id -ivT#V), ou V:LI)->L%R)
est donné par V f(x)=f o (x) ¥ '(x)1/ 2. Dire que Angle sup(H2(9+),H2(P+)) < 5

veut aussi dire que les projections P, et P, sur HZ(Q"') et H2(P+)
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sont trés proches, de sorte que, comme 2(P1-P2) = U_126U - J6 est de la forme
M UhZGU;l1N -4, ou M et N sontdes opérateurs de multiplication par un facteur
unimodulaire et U f(x) =f oh(x) h' (x)1/ 2 est 1'opérateur de changement de variable
associé a 1'homéomorphisme h de R défini par Log(h"1 )' =Re Log ®, le théoréme

1, qui sera démontré plus bas, implique que HLog h! H < 8(5), et aussi

BMO
Im(Log ®') = J6. Log h', donc (modulo lethéoréme 1) : si Angle sup(HZ(Q+),H2(P+)) <e€
(e assez petit) alors T est corde-arc de constante inférieure & 1 + C(g)

(naturellement, C(e) tendravers O avec €).

THEOREME 1. Soit h un homéomorphisme croissant de R. Soit Uh

1'opérateur défini par Uhf(x) =f o h(x) h'(x)1/2 pour f€ L2(R). Soient m et n

deux fonctions : R +S1 , et M et N les opérateurs de multiplication associés :

Mf(x) = m(x) £(x), Nf(x) = n(x) f(x).

lln Up 36U, '~ -5l L (R)< e (e assez petit) Il désigne la norme d'un opérateur)

Sllrognlly <8, lnlo=8 @ ot Il =8,
Nous aurons besoin du lemme suivant :

”fHBMO =1. Soit I un intervalle de

R tel que l_TS ’f(x mfldx 4 Soit E={x€I,f(x)>mIf+;} et

LEMME. Soit f:R +R telle que

F={x€1,f(x mIf-,.).JL Alors |El_>.€o]I| 91|F|280|I' (e, estune

constante universelle).

Le lemme est une conséquence du résultat suivant : V. €¢> 0, IK >0,

v £ € BMO, VI intervalle,

lf(x)—mIf |ax < erHBMO ’

" §
1] 1 {ft-m.¢ | >KHfHBMO}

qui est lui-méme une conséquence de 1'inégalité exponentielle de John-Nirenberg Do :I .

‘ -1
Commencons par calculer le noyau de 1'operateur T = MUhJGUh N (nous
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laisserons cependant tomber le facteur qui apparaft dans la transformation de

Al

’

Hilbert). Si f€L” etsi x¢suppf, U, f(x) = oh(x) h'(x)'/2

- 1/2
PN
B _ 1x) = | 2B () n )] dy. On fait le changement de variables défini
h X-y
-1 du_ -1 1
par: u=h (y), g=h ()= , et
a§ hl(u)
U f(x)=g f(u)h'(u)"v2 h'(u) du ’
h! x - h(u)

)22
h(x) - h(y)

d'otn U, #U, _,f(x)= Y,

h(0)"/% b ()2 () nly) o
h(x) - h(y)

Nous allons commencer par prouver le résultat concernant

et T f(x) = g (y)

”n! 'BMO . Supposons

que ”nHBMO = § ~ L'une des deux coordonnées de n dans le plan complexe a une

norme supérieure a 29 . Supposons que ce soit la seconde.

Choisissons un intervalle 1 tel que, si m, = mI(Im n(t)),
1 _ 3 3

. _ 8
On considére E = {y€I, Im n(y) - m, > 5}

et F={y€1, Imn(y)-mls-g}.

Les inégalités IE 12 € II l et IF |2 €, [I | (e o constante universelle) découlent
par exemple du lemme. (On aurait pu les montrer directement ici car elles sont évidentes

du fait que |Im n(y) - my |s 2.)
Quitte a diviser €, par deux et diminuer E et F, on peut supposer que

chacun des deux ensembles n(E) et n(F) est inclus dans 1'un des demi-cercles

définis par Re(z)> 0 et Re(z) <O.

Alors, si TE et l‘F sont les demi-c8nes convexes

fermés s'appuyant sur n(E) et n(F), tout point du
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cercle unité est a une distance supérieure a T% de 1'un au moins de ces cdnes.
Posons f, =¥ et f,=% de sorte que Hf HZ + Hf HZ < lI i
1 E 2 F? 1'2 2'2 *

-y
h'( X)Vzh'(y)v2

E 40t (x h(x) - h(y)

Soit x un point de J=I+1OIII. Soit %f1(x)=g ;l—dy. Alors
E

T £, (x) - %88, (x) = m(x) 388, (0){ n(y) Ay - sy -

h'(X)1/2h'(y)1/2

n(y) dy - —— |

éme, Ti,(x)- J6f Jot
De méme,  TE,(x) - #y(x) = ey (x){f_ = i) () - h(y) m(x)

Les deux crochets sont les différences entre le complexe —(—1- de module 1,
m(x)

et deux éléments dont 1'un est dans I etl'autre dans Tp. 11 faut donc que
€
ITf1(x) - 56f1(x) l ou lT f2( x) - Z‘sz(x) |2 1%5. Nous avons démontré le résultat

concernant n, a savoir que Hn”BMO ) =>|HT 46 ‘H 8(3 ) (tendant vers O
avec O ). On en déduit le résultat concernant HmHBMO par simple dualité.

Le résultat concernant ”Log h' ” est un peu plus compliqué a prouver,

BMO

mais la démonstration se fait suivant le méme principe.

Log h'!

38,
S|L0gh'(x my | dx = 8—4HL°gh'H}3Mo T

Soit I un intervalle tel que si m; représente my

. d
Soit encore E = {yeI , Logh'(y) - m > 5}

et F={y€I , Logh'(y)—mI<-§}.

Nous sommes cette fois-ci obligés de nous servir du lemme démontré plus haut. Nous
obtenons }E \2 2(—:0 ‘I ‘ et . |F‘ lz 260 ,I l pour une certaine constante universelle Eo‘
Nous choisirons encore f1 et f2 a support dans I, et nous testerons le résultat
de 1'opérateur }(T -8) £, ‘ sur les intervalles J, =I-N II l y Jy=I+N ,I ’ .

(N est un entier assez grand qui sera choisi pour qu'en fait les variations relatives de

x -y pour y<I et x€&J; soient faibles). Comme

£(y) [h'( )"0 (1) 2m(x) nly)x=y)
T %) f(x)= | L X y) MmX)MYAXTY) _1|dy,
(T -850 SI X-y h(x) - h(y) } ’

notre travail consistera a rendre le crochet significativement non nul pour tous les y
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1/2
h ()" 2(x-y)
h(x) - h(y)
Le produit par h! (y)1/ 2 serait alors fondamentalement différent sur E et sur F,

de E oude F. Ce serait chose facile si

était trés régulieére en y.

. N . 1 .
et il nous suffirait de choisir f1 = Xg 63 et f2 = Xp Ppour obtenir Vx € J 1UJ ,

n\y
e |1l S
(T -3) 1,60 |+ [T -38) £, 00) |2 2 2.
N I 10
Le probleme est donc que —1— pourrait varier considérablement. Nous
h(x)-h(y)

allons tourner la difficulté en utilisant les propriétés de monotonie des fonctions
1

> pour x&J 1 ou x€J2.
h(x) - h(y)
Posons E = E1UE2, avec E1 = {er , XSC} et E2 = {erll , ‘x>c} pour
une certaine constante ¢ quisera choisie de fagon que ‘E1 |= IEZ t= —ZE—— . On peut

faire de méme avec F. On obtient donc quatre ensembles E1, E2, F1 et F2 tels

que IE1|2 eo‘Il et lFi‘?. eo|I‘ pour i=0,1, et V x€E V x'€E

1? 2’

x < x' (ce que nous noterons E1 < E2) et encore F1 < F2. Alors, 1'une des
deux propriétés suivantes est vraie :

1. E1SF2

2, F,<E

1 2°
Dans le premier cas, on pose f1(y) =Xg (y) n(y)"1 et f2(y) =Xp (y).
1 2

Soit x un point de J1 =]- N‘I ‘ . Alors, pour tout y1€E1 et tout Y, € F2’

on a
2
h'(x)1/2h'(y1)1/2(x-y1) h'(x)1/2(N—1)|I\emI/ e8/10
=
h(x) - h(y,) |h(x) - h(y,)l
8/10, , .. \1/2
NI T
h(x) - hy,) N+TT2
1) /2 hr (y1/2
- h'(x) h (yz) E;?I(x_YZ) e28/10.

h(X) - h(Y2)

(On a utilisé le fait que E, c E, que F,cF alaseconde ligneet E,<F, ala

2

troisieme).
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. 8 /10 . .
Si N est assez grand pour que N'—T (ce qui se produit pour

teg -1
N=>c€§~"...), ona Vx€J,, Vy,€E, V y,€E,,

1/2 1/2 1/2 1/2
00" 20 ) 2yy) g g 11002 (5y) Py,
=>e .
h(x) - h(y,) h( x) - h(y,)
Soit c, la borne supérieure du second terme et 4 la borne inférieure du premier.

(x étant fixé). On a, en plus de cy 2 e8/ 10 Cy, les inégalités :

1 1
(T -%6) f1(x) =S 1(y) (h'(x) /Zh'(Y) /Zm(x) n(y)(x-y) _ 1) dy

lx-yf h(y) - h(x)
i n) 22 1
§E1 e MO ) - =)y
€ (c -1)

I(T Jc)f (X)I>SE m(c -1)dy> oo si C121

(1 - h' (0% ()" 2mGon(y)x- =)y gy

et '(T _Je)fz(x) ’— S |x-y1 h(x) - h(y)

>S (1-c)dy>€(1-cz) si c,<1.
F, (+2)H 2 N+2 2

On a en tous cas

3
T - %6800 |+ 7 Bty 00 > (1 - )

et ceci pour tout x de J1 .

®e 8

On en déduit naturellement m T -JGH' > _N_-Qo_ > Cte 82.

Dans le cas ol F, < E,, on choisit
1
£,(y) = xF1(y) et £,(y)= sz(y) G

et on observe que pour tout x de J2 , ona

26
1/2 1/2 1/2 1/2
h'(x) /“ h'(y) ’ “(x-y,) o N=1 _T00 h'(x) ’ “h'( (x=y1)
V y,€F,, Vy,EE,, (%) 2L 2R—7e (W 1)

h(x) - h(y,) h(x) - h(y,)
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et on peut conclure comme dans le premier cas, ce cui finit de démontrer le théoréeme 1.

THEOREME 2. Soit T une courbe de Jordan que nous supposerons aussi

ouverte et de classe 031 . Soient et © les deux compcsantes connexes de

C -T. Soient erfin H2(Q+) et H2(§2') les espaces de Hardy associés. Si

L2(1“) = H2(Q+) + HZ(Q-) avec Angle(H2(Q+),H2(Q_)) > 72-7 - € (somme presque
orthogonale), alors T est corde-arc de constante inférieure 3 C(e) (e est toujours
< g).

La condition Angle(H2(Q+),H2(Q_)) > 127 - € signifie :

v Lern’(eh), vneri@), I, lfz)L2 <[l [Llle, L, cos( 2 - ).

Remarque. La condition'la somme de H2(Q+) et de HZ(Q') est Lz(l“)
tout entier" est er: fait superflue : elle découle de ce que la somme de ces deux sous-

espaces est presque orthogonale (voir [6:[ ).

La démonstration qui suit est largement inspirée de M. Zinsmeister [18:[ .

remve . |lvutgeuv el < 5€'/2.

Rappelons que U est défini a partir de la représentation conforme
®:P 20" etpar Uf(x)=1fod&(x) d?'(x)]/2 , et V est définipareillement a
partirde ¢ : P~ »Q .

Comme U et V sontdes opérateurs unitaires,

’J|VU‘136UV'136!1|= lluTsu - v vl
Si P1=%(I+1U_1§6U) et P2=%(I-iv_156V), il faut montrer que

|HP1+P2—IWS 551/2, ou encore que, pour tout x de LZ(F), si X=X, +X,

avec x; € H2(Q+) et x €H2(Q-), et si y estla projecticn orthogonale de x

2
sur H2(Q+), alors Hx1 - y” < g 61/2”}(”.
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On peut se restreindre a 1'espace de dimension 3 engendré par x , X, et y,
avec x et y dansun plan "vertical". L'inégalité HxH2 = Hx1H2 + ]!XZHZ + 2(x1 |x2), ,

\(x1 'x2) ‘g EHX1H HXZH suffit pour conclure.

COROLLAIRE. Si € est assez petit, HLog(CI>-1zp)' HBMO <%(e)=%

(avec &(g) —0 quand € —> 0).

11 suffit d'appliquer le théoréme 1.

Nous allons d'abord faire 1'hypothése "a priori" que T est une courbe corde-arc
(sans toutefois préciser sa constante corde-arc !). En particulier, on sait que
Log &' € BMOA(P+) et Log ¥'€ BMOA(P‘) (voir par exemple [73) Notons u
la partie réelle de Log ®', et v cellede Logd'. On ales relations
log®' =u+idu et logy'=v-ifv. Soit h= 2o . h est un homéomorphisme
de R, etnous savons que h €%. De ®oh=¢, ondéduit Log ¢'=Log®'o h+

Logh', cequis'écrit v-iv=uoh+ i®u)on + Log h'.
En séparant les parties réelles et imaginaires, on obtient

v=uoh+Logh', et Huoh +Logh')+ (#u)oh=0.

En appelant V, 1'opérateur continude BMO(R) quia f associe feh,

h
on a (Vh% + J@Vh)u =-¥Logh', ouencore

-1 _ -1 .
X + Vi v Ju=-Vy K logh'.

or ¥+ v#:fﬁvh 2%+ (v;11§6vh - %).

Si § est assez petit, le fait que IILog h' ”BMO < § entrafne que
- . -1 .
H th1§€Vh '%!HBMO(R) <1 car lafonction "Logh' —-V %Vh" est analytique

en Logh' € BMO assez petit. On en déduit
u=-+ v %y YT v Log nr
- h h h ’

<5, et llLogaerlly, =c*®s;

< ct®fliog n' || o S

T est donc bien corde-arc (ce que 1'on a supposé) avec une constante aussi proche de 1
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qu'on veut.

11 ne reste plus qu'a étudier le cas oii T n'est pas corde-arc. Dans ce cas,
on peut quand méme poser h = ¢I>-1¢b , e u=-(%+ V;138Vh)_1v;11 JLogh'.
La fonction u+iffu € BMOA(R) peut &tre écrite Log 3 , ol la fonction 3
est analytique, et méme est une représentation conforme sur un domaine limité par une
courbe corde-arc F, a condition que ”u”BMO soit assez petite. De méme,
v=uoh+Logh' s'écrit v=ReLogy', avec Logy'E€ BMOA(P-) :
;'E est aussi une représentation conforme de P~ sur un certain domaine, et si les
constantes ont bien été choisies, 5’1 o ZI; =h (ce qui veut dire que ce domaine est lui
aussi délimité par 1?) Ainsi la fonction h correspond a la fois a 1la courbe T
et 3 1a courbe T.

Un théoréme d'Ahlfors [1:' nous dit que dahs cecas I' et T' sont semblables.

I' est donc corde-arc, et le théoréme est démontré.

III. CONTINUITE D'UN OPERATEUR D'INTEGRALES SINGULIERES.
On peut donner du théoréme de Calderdn (L2(F) est la somme directe de
HZ(Q+) et de HZ(Q') quand T est corde-arc de constante assez petite) une version

de théorie des opérateurs. On définit 1' opérateur de Calderdn par 1'intégrale singuliere

(z(y)) dz(y) pour fec:(r) et x€ER lorsque T est

Tf(x) = lim AR

€0 X-y |>€ )
paramétrée par z(t). Cet opérateur est continu sur L~ lorsque IILog VA ”BMO est
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assez petite. On peut encore présenter ce résultat a 1'aide du groupe % des homéo-

morphismes croissants de R & dérivée dans A® et de la transformation de Hilbert.

On note, pour h€g, U 1'opérateur défini par Uhf(x) =fo h(x) h' (x)1/ 2.

Alors 1'application Log h'€BMO —s UhZGUﬁ]Gab(LZ(R)) est analytique réelle au
voisinage de Log h' = Log hé , avec h0€ 9’ quelconque. Nous allons maintenant donner
de ce résultat de commutation entre un opérateur pseudo-différentiel (d6) et un opérateur
de changement de variable (Uh) une généralisation.

T , Sera 1' opérateur pseudo-différentiel de symbole sgn(£) gi” (on se donne
. . iy * ot
une fois pour toutes une représentation de x —x sur R c € -iR").
1/2 1/2
1 1
_1 @ pour noyau K,y(x,y): h!(x) h15_31',)y .
h (h(x)-h(y))

démontrer (voir la thése de 3&éme cycle de Jean-Lin Journé) que Uh T,y U _, est
h
une fonction analytique réelle de Log h' € L°°(R) au voisinage de 0. Nous utiliserons

L'opérateur U On peut

hT,}/U

ce résultat pour montrer le théoréme qui suit, de sorte que comme ce résultat utilise le
théoréme de Calderdn pour les domaines "Lipschitziens", les opérateurs complexes dont
il sera question seront en quelque sorte "dominés" par 1'opérateur de Calderon.

h' )"/ nr ()72
Constat: d'abord K 1Y) = i
onstatons d'abord que 7,(X y) (h(x)-n) Y

il n'est pas invariant par les transformations affines sur h. On ne peut donc pas espérer
1

ne dépend pas que de Log h'€BMO :

montrer que U, T_U. est une fonction analytique de Log h' € BMO. L'inconvénient

h “v~h

n'est pas majeur : Ky(x,y) h'(x)'” est lui uniquement fonction de Logh'. (Ona

simplement rétabli 1' homogénéité). Notons donc M,y (h') 1la multiplication par la fonction
h'(x)"” .

Nous avons le théoreme suivant :

THEOREME 3. L'opérateur M,y(h' ) U, T,y U_;€ %(LZ(R)) est une fonction
h

analytique réelle de Logh' €EBMO t.q. h€ 9,

Nous montrerons le résultat suivant qui est un peu plus précis.

Si w estun poids de la classe A2 de Miickenhoupt, M, (U, T U | se
h
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prolorge analytiquement sur une boule HLog h' H < elw) en un opérateur continu
BMOR(R) ~ | N y[

2 \ L e . ’
sur o?f (R,w). Avant de chercher a définir ce prolongement, nous allons démontrer quel-

ques lemmes géométriques et techniques qui permettront d'alléger un peu la démonstration.

Soit b une fonction réelle de BMO telle que Hb” 1 (m>0) etsoit

<
BMO
z telleque z'-= elb. Soit enfin € > 0. On notera

X+€

m(x,e):mI(X’E)b=z1—£§ b(t) dt.

X-€
Pour x#vy,

z(x) - z(y) = Sy eib(t) dt
X

im__ b y ~ ib(t)-im
~ (x= [x,y 1
= (x-y)e (1+X_ygX [e

b
0¥ ] at)

i b
= (x-y) o TG (1+€(x,y))

(on notera toujours l__X,y l'intervalle d'extrémités x et y, mémesi x> y).

L'inégalité ‘elt -1 |< ]t . permet 12 conclusion ‘e(x,y) |< HbHBMO‘ Si
n <1, ondéfinira (z(x)- z(y))'Y de la maniére suivante :

. . -y b .
(z(x) - Z(Y))W = (X—y)ly e m[X’yJ (1 + e(x,y))ly; 1+ g(x,y) étant astreint a rester

dans le disque ouvert de centre 1 etderayon 1, la définitionde (1 + s(x,y))ly ne
pose pas de probleme : il suffit de prendre
1')’ oo (_1)n+1 n
(1 + elx,y))” = exp(ivLog(1+e(x,y))) =exp iy | T —— elx,y) |.
n=1
LEMME 1. Soit une courbe définie par une paramétrisation du type :
X .
B ib(t) R <
z(x) = So e dt + z(0), ol HbHBMO n.
’ ""1 \ .
Cette courbe vérifie la condition corde-arc avec la constante (1 - 1) ,c'est-a-dire
v (x,y) € R, |26) - 2(y) = (1-m) [x-y |.
im X b
(En effet, avec les notations précédentes, ‘z(x)—z(y) [: lx—y He Y H 1+e(x,y) ‘).

Soit encore z comme dans le lemme 1. On définit une fonction b1 de la maniere

suivante a partir d'un intervalle J ouvert .
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r *
Soit U= «{er , (be - mbeJ) (x) > Mn}.

(M est un réel positif qui sera déterminé bien plus tard, et * désigne la fonction
maximale de Hardy-Littlewood).
U est ouvert car la fonction maximale est s. c. i.

Soit U=U Jk = U:I ak’bk [ sa décomposition en intervalles disjoints.
k k

On prendra b1 =b sur J\U et

b1 = Cte sur chaque ]ak, bk [ de maniére a ce que

b .
e T__ 1 kelb(t)dt, avec lReb1—mJbls'n.

b, - a
k k a
Notons que b1 n'est pas toujours a valeurs réelles, mais que sa partie imaginaire est

majorée par ILog(1—n)l si n<1,

LEMME 2. On a alors les propriétés suivantes (concernant 1'intervalle J)

1. 3Ao, constante telle que HmJb - b1“°° < A0 Mn

2 l<lile,

(si m est assez petit).

C1 désigE la "norme" de f — f* de L1 dans Lgaible'

Démonstration du lemme.
*
En un point de JN UC, 1'inégalité (by 3= Xgm Jb) (x) < Mn entraine par le

théoréme de différentiation de Lebesgue, que ‘(b -m Jb)(x) ’s Mn p.p.

Si x estunpointde. U, soient a et bk les deux extrémités de
1'intervalle J, quile contient ; 1'une au moins est distincte des extrémités de J
comme le montrera la démonstration de la relation 2, (si M> C1). Supposons que ce

. * .
soit a . Ona alors (be - meJb) (ak) < Mn, et donc aussi
b
;S k' |bt) - m.b lat < M.
b, -a J
k 'k ay

La relation lei9 -1 ls }9 l implique
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by | i(b, (x)-m ;(b))
‘5-31'21_3 k (el(b(t) mJb) - 1)dt [< M7, qui s'écrit encore ’e ! I IS M.
k k-a
k
Si 1'on choisit 7 < 1 , cette derniere inégalité implique lm Jb - b1(x) |< AoMn

10(M+1)

avec A =2,
‘o

*
La relation 2 provient de la continuité de f —f de L1 dans L1

faible °
celle-ci nous donne en effet H
bx ~m bx H lJ‘”bf C
l(bx - m by )*>M17}is J J J1CS BMO 1
{ J JJ M 1 .
¢, ls]
<

M

(1e lemme est démontré).

On peut exprimer la signification géométrique du lemme 2 de la maniére suivante :
étant donnée une courbe vérifiant une bonne relation corde-arc, on peut 1'approcher par
une courbe lipschitzienne plate en la lissant sur un ensemble d'intervalles Jn ou

elle se comportait mal.

Le lemme suivant donne une idée de 1'approximation de la courbe par la courbe
lissée.
A 1'aide de la fonction by, on construit la fonction z, (sur J) telle que
ib
1

z% =e , etquicoincide avec la fonction z sur J\U.

LEMME 3. Soit y€U. Soit :Iab , bk[ l'intervalle de U contenant y et

. . 1
soit Ek = ‘bk-ak l . Ona 121(y) - z(y) )< 2€k. (Toujours si n < ).
10(M+1)

En effet, ‘21(y) - z(y) IS '21(y) - 21(ak) ’+ ’21(ak)-z(y) ,s 2%, car les applications
z et z, sont 1-Lipschitziennes, la premiére parce que sa dérivée est de module 1,
et la seconde parce que sa dérivée, moyenne de la précédente sur un intervalle, est de

module < 1.
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On peut définir (z1(x) - z1(y))-1_17 comme on 1'a fait pour la fonction z. On

a alors le lemme suivant.

LEMME 4. Avec les notations et les hypotheses des lemmes précédents, si

C

e-meb - e-meb | c, ek
(2,002,607 (2)-2(r) Jx-y [?

(1a constante c, ne dépendque de M, ¥y et 7).

Démonstration. Le membre de gauche peut s'écrire
1m b im b

HYy
o)™~ ey

Supposons un instant que nous avons montré que

1Hy

im im !

1+1'y 1+Hy
1&)— 1(y) <Z_(Y)—_Z%Y)Z>

J 1 imJb -1
(=¥ _ g ‘< 1 et (2 ("‘3')> -1 .< 15
zx-zy 10 z,(x)-z,1y) 20°
=-1-iy

Comme la fonction u —>u est a dérivée bornée dans le disque de centre 1
et de rayon ;%, on aura, par simple application du théoréme des accroissements finis,

le majorant

z(y)-z,(y) te Cyt
1 cte = b1 < € 28, I——Pz k (voir le lemme 3).
lx-y e Y (x-y) ey =y

I1 reste & montrer nos deux inégalités. La premiére se déduit de

X ib(t)-imb *
_‘_S (e J 18 b(t) -mblat< (b x -mpbx,) x
J J J-rJ
X-y“y xy y
| | L
et e, _<_M77<TU.

La deuxiéme s'en déduit parce que
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(y)-z(y) 2¢8
vy < n (lemme 1) ,

z(x) - z(y) = (1-mMe

z,(y)-z(y) 1
< , etparceque, si o« et B sont des complexes
z(x) - z(y)

2(1-n)
vérifiant loc—1 ‘<1-(17 et 18-1' 2(1 7?) , ona

1 10 _ 130 _ 15
|ocﬁ-1l<T- + 15+ T_<T8_O<TO‘

Ceci termine la démonstration du lemme 4.

Pour finir ces préliminaires géométriques, nous allons donner certains corollaires

1m [x y]b

évidents de 1'expression z(x) - z(y) = (1 + e(x,y)) ( ’e(x,y) ' ”b”BMO

déja utilisée pour le lemme 1.

| 1 -iy ™ eyl
COROLIAIRE 1. 1= |(z(x)- z(y) ™ e 31 [<2

des que HbHBMO (1+f7 |)< 1%.

COROLILAIRE 2. Soient ¢ et C deux réels positifs. I c¢', C" deux constan-
— o-ym(x, €) cn

))1+i‘y

tes >0, t.q.si c‘x-yl<£<C|x-yi, on ait ¢ <
E— — Ix-yl

(2(x)-2(y " x-y |

Le corollaire 1 est évident et le corollaire 2 se déduit de la relation corde-arc
(lemme 1), du corollaire 1, et de la propriété suivante des fonctions de BMO. Etant

données ¢ et C deux constantes, I K telle que pour deux intervalles I et J
. ls] |
vérifiant ¢ < ’I—l-< C et d(I,J)<C \J I , on ait |m.I(b) - mJ(b) I< KHbHBMO‘

Nous allons maintenant définir un opérateur maximal associé a la valeur du

prolongement de M(h') Uk T y U _q bour Log h' imaginaire pur. Soit donc, pour
h™

f bornée a support compactet €> 0,

. o~ ym(x,€)
T_f(x)= — f(y)dy ,

; . e) @2
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puis posons Tyf(x) = sup lTef(x) { .
>0

Nous allons montrer dans un premier temps que, si «w est un poids de A2 R

on a

bl o =ctonlil

L(R, wdx) L*(R, wdx)

N 1 o ¢
dées que 7 < no(w) —I-—-I- . Pour cela nous utiliserons le résultat classique suivant
1+]y

(inégalités aux bons X ).

Si u et v sontdeux fonctions positives de carrés intégrables pour la mesure

wdx, etsipourtout A

1
{x€R, v(x)> 21 et u(x)<)\}lwdx<5

{xeR , vix)> A}{

w dx
alors “VH 2 < CtelIUH 2
- L°(R,w dx) L°(R,w dx)

(voir par exemple [ 5:' ).

La fonction v serabienslr T, f(x), et lafonction u sera de la forme

2
te sup ! S l£(t)|dt (on sait que, pour w€A , f —f  est bornée sur
I3x m I

*
ctf (x)=cC

LZ(R , wdx)). Nous ferons pour commencer 1'hypothése qualitative que f est bornée

a support compact. Tef(x) est alors une fonction continue de x, et

O, = {xeR , [Tef(x) I>A} est un ouvert. Donc O, = E;JOOA e {xeR , T, f(x)> )L}
est ouvert. Soit O)\ = U Ik , Sa décomposition en intervalles ouverts disjoints.

k ?

On va montrer 1'inégalité aux bons A intervalle par intervalle, soit :

{xel T f(x)> 2% et f(x)< cx}

1
k,\’ wd;% IIk,A[wdx

2
Comme le poids w estdans A , il suffira de montrer que pour

1
N < no(w)m , ona

{XeIk,A’ fT*f(x) > 20 et fix)< CA}‘< ow) hk’)\ |

(nous verrons un peu plus tard la valeur qu'il faut donner a C).
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11 suffit bien siir de considérer le cas ou le membre de gauche n'est pas nul. Fixons X
et k.

Soit I=]a,b[=1 Alors,

K\

(1) Jte1, £(t)<c
(2) T*t'(a)s A

Nous allons maintenant couper la fonction f en deux morceaux. Soit

_ — la- 2 9(h _ —f_f -
J_1OI-]a 2(b a),b+2-(b a)E. Nous poserons f,=xf et f,=f f1-xJC

Nous allons commencer par majorer T€f1(x) la ou c'est possible, en le comparant a

f.

T'€f1(x), ol Té est un peu plus régulier que T . Nous utiliserons pour cela la

fonction zZ4 définie dans ces conditions pour le lemme 2. Soit donc

iy
zy (%)
T'e g(x) = S - g(y)dy  On définit également

1, 6y @2,

T, g(x) = sup IT' g(x) ‘ . Nous allons mzintenant utiliser le fait (démontré par exemple

€0 €

dans la thése de Jean-Lin Journé) que le théoréme que 1'on veut démontrer est vrai dans
-m;(b) ¥
e J

T+
(Z1(X)-Z1(Y)) Y -
opérateur de Calderon-Zygmund (voir p. ex. [5_‘ ) dont 1a norme CZ est une fonction

est a facteur borné prés celui d'un

le cas Lipschitz. Le noyau

de m etde Yy désque Hb”BMO <n< R (indépendant de ).

Comme, pour 7 assez petit (ce que 1'on supposera désormais),

21(x)"”
-':/_m('b') - 1< 1% , 1l existe une constante C3 telle que, si g€ L1,
e J

C
Irsell < oolell .
= L1 faible 200 ¢ L1
En particulier, si g= f1 , on obtient

*
3 c3|11f (t)

130,001 A= 2op 2§ Jey(o)lau < ccq,lil
{xei, T*f1(x)>m}sng f,(u) ldu < 24— <ccjl1l.

D'autre part, comme ”b(x) - mJbH 1, =1 {JI et f—»f" estbornée de L1

L '(J)
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1 . 1
dans Lisible * On @, Si nsn1(M)1—+—-[—y-[

1

€1, (x ,(t) b(t) - m (b) x (1)) (x) > L '5___
{X Xj m, XJ( ) (x m} i
Posons
s 1 | N
B = (110 JJU{xer, (x b -m b)) > m} U{xer, T 1,0 > 5}

LEMME 5. Pour tout «w dans A2, il existe M et 7, =171(M) tels que,

si C<m-1+c—)a(w) et si 17<171(M)/1+|7‘ ’ iE‘< |Il%a(w) est toujours vraie.
3

E est 1'union de trois ensembles. La mesure du premier est inférieure a

c, lyl
10 —r (voir la condition 2 du lemme 2), et donc inférieure a

1|

M est assez grand. Celle du second, inférieure a N’ vérifie alors la méme inégalité.

9‘%—) iI I des que

Quand a celle du troisiéme, qui est inférieure a CC3 |I ‘ , elle est encore inférieure a

“_3__(“’) g CC,< 9‘_(3“’_) . Pourtout x horsde E, ona
(3) T_x'_ f1(X) < % .
On a aussi
* 1
(4) (x jb-my(b) x ;) (x)< ’
Jo I 20(1+ | ¥!)

1
de sorte que 'm(x, g) - m_(b) ‘< quand €< 4 |I | . D'autre part,
J 1001+ |y

b, = m () [ < A_Mn  (temme 2)
1

1
< lorsque 17 < 71,(M) .
1001+1yl) 2 1+]y
-‘ym(x, E) ,
Dans ce cas, — <2, et par consequent
z}(x)
-ym(x, €)
. e < A
Te f1(x) ALY T0
z}(x)

Ce résultat s'étend d'ailleurs aux € plus petits que 100 'I I car alors
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1 . ’ Ve
'm(x, €) - m_(b) ]< aussi. (C'est 1a propriété des fonctions de BMO qui
J 10 (1+ 1y

( )
a été utilisée pour le corollaire 2.)

Puisque x esthorsde E, les conditions de validité du lemme 4 sont

satisfaites, et, si €< 100 }I l R

[ ity « )] Jrmy®) S 7m®)

T! £, (x - Tt o) :

= e T v, ) (22, (s)
~ym (b)

e

(z(x)-z(y))

iy ) dy

(ailleurs que dans U, z(y)=z1(y) et z(x)=z1(x)).

...... <2. T—p 4w |ay
Syeumc(x, g) XV

(Zk(y) désigne 1a longueur de 1'intervalle J telque ye€ Jk).

' e-)’m(x,e) 1f (y) l .
T€f1(x) z%(x)ly -T f1( x) <21§ Ekg C, W dy si x€E.
y€Jk

On peut sommer le second membre par rapport & X€I/E. On obtient C2 fois

222 lf l dxdy<27T ¢ 1f()| ! dx d
kg ), 1) S — y z kSJk 1y SXGI T_Px-—y y
x€I x€1OJk

52.2-‘28 l#(y) lay < 20 1] #(t) < 20 |1 |ac.
k 2
lf(y)ldydy>1%}

J X-y

Posons maintenant F = E U{xel , 2 X Bk S
. ye
k

k

(5) IF | < )I la(w) des que 7 < nz(M)/1+ ' 7| avec M comme dans le lemme 5

1 . 1 1
et C< § cx(w) 1nf(1—+-c-; ’ mz).

, » , )e—ym(x,e)' I © -ym(x, €) (
Pourtout x horsde F T f.(x) 1_ T'f +|T'f.(x - - T fx
! 1 €1 Z.'I(le €1 Zi(x)ly g
XX 2x
=70710=T0
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des que €< 100 /1. Comme T£f1(x) =0 pour les autres €, ona:
(6) vxEI\F Tf(x)<2>‘
’ #1710 -

Passons maintenant a 1'étude de f, : il nous faudra majorer T*fz(x) pour
x€I\ F.

Nous utiliserons le lemme suivant.

LEMME 6. 3C, , si x¢F, x€I, ousi £§100|II, et si x(y) estbornée,

1'intégrale 5 e—'ym(x, €) (z(x) - z(y))—1'w f(y) x(y) dy est majorée par
yeI“N10J
C, f*(t). Le méme résultat est valable pour 1'intégrale

e-‘)’m(x, e2)(z(x) _ Z(y))'1'17 f(y) x(y) dy a condition que

B yEI(x, 100:»:1 N I(x, 51)
&1

< <
156 €2 100081.

Dans le premier cas, la démonstration du lemme se fait en utilisant

e—ym(x, €)

v '< 2 et le corollaire 2. Dans le second, on utilise le corollaire 2 seul,
e x,y]

de sorte que sur toute la couronne d'intégration, 1'intégrant peut étre majoré par
te
C

() .
m (Y)

Montrons enfin le lemme technique suivant.

LEMME 7. Soit D! =§ | 1 oY mix, 1] N (2(x)-z(y)) "7 -
n-

n .
2N (2(a)-2(y)) ") £(y) dy ;
alors, si xel, |l = c () @),

(Rappelons gue a est une extrémité de 1'intervalle I = [a,b_-_[ .)

-ym(x,

;

Il )+7m[a ﬂb ,-e-ym[a’y]b
En effet, Dr'1 = 5 e ’ -
n-1 (z(x)-z(y))

20\ 2"y
-ym b
))1+i)/ '

(z(a)-z(y
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-'ym[a Y] 1+i'y
Le het s'écrit z(a) - -1k,
crochet s'écrit encore = z(y)T“y {Cz(x) - z(y) }
z(a) - z(y) _ f_ z(a) - z(x) 1 ,a-x‘
ol i | T T, e
1+1y 2C II'
Donc ’{\z ZZ = Zy) ;(y ) pour une certaine constante C%.
—ym[a,b]b Ca
Comme < =< (corollaire 2)
(z(@)-2(y)) 7" a-yl
et Im(x , 2n|11)_ m(x , 2™ 1| | I < ZHbHBMOs 2 , on a finalement
‘ | (1+]7]) 10
2ly
, (m5) cy 2cy 1l
,DH‘SS *TOTTT) 2 |t(y) gy
2nJ\zn—1J |a—y| ‘X—y[
Ipr |< @™ 100 2 c 1] () | ay
n (2 5 5 2 n J S2nJ\2n_1J

*
< Cgf (1) (%)n
(et Ie lemme 7 est démontré).

Le lemme 6 implique la relation

(7) lef(a) - T|I|f2(a)| <C, £(t).

—ym(x,| II) o-vm(a,l1l)
D'autre part T, f,(a) - T, f5(x) = -S ( ™ Zareon >f(y) dy

est 1la somme de deux termes D1 et D2 avec

Ip, |= 7, @ [lem7mEc ym@AID) | b ¢ @)

(si m est assez petit);

D, = Ty1y (@) = Ty L&) - T fp(a) + Tmfz(a)ewm(a"“)_m(x’m)
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S ( o—7m(x, 1 11) o=y m(x,111) >
N ) e

|

Dr'1 et en utilisant le lemme 7, on obtient

(8) le £,(a) - Ty (x)ts %6|T|I'f2(a)‘+c6 £(t) .

Si 1'on tient compte de |T|I|f(a) l <T, f(a) |s A (inégalité (2))

. . . 1
(7) implique | T, t,(@) | = (cc, + A <2n s C<rre e

v(8)implique lTIIIZ )‘ < CC )\+)\+T—O+CC A—)(T(')T)“LC(C +C )>+A

o-ymix, €) _ -Vm(X,lIl)

(z(x)- (y»””

Comme T, f2(x) - T|I| ) (x) = g f(y) dy

o-ym(x, elrym(x, I)
= Ty (x)(e™ T YIRS )

?

déesque €< 38 II l , le terme entre parentheses est de module < ; pour m assez

. 2 6y _7X .
petit. Alors, pour x & F, ITE £,(x) < A1+ 155+ c(c4+C6))(-57) =% si C
est assez petit. Donc, pour tout x €I\ F ettout €<38 'I 1 , 'Tsf(x) I < g A.

Soit maintenant x €EI\F, et €= 8|If.

Le lemme 6 implique 1'inégalité suivante

lTef(a) - S o~Ym(a,€) [z(a) - z(y):J “1-174(y) dy |< C, £ (t) < CCy .
JNIC(x, €)

On en déduit que

$

. ’ - \ Zk
est inférieur a TT)” le '+CC4)\) <100 -

o~y mi@, e)(z(a)-z(y))-1-iyf2(Y) dy - S &7, E)(Z(a)_z(y))1 -iyfz(y) dy |

1°(x, €) 1°(x, €)

Enfin, on la majoration
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SIC( )e'“‘("’ N 202y (zla)2 ()" e (y) ay l <c fi=cen,
X, €

qui est obtenue comme le lemme 7, en remplacant 'I I par € et

n-1 n1(

2"\ 2" par 2"Mi(x,€)\ 2 x,e).

On en déduit que, si CC7 est assez petit, ona pour tout x de I ettout € > 8II|,
9

T g00l< con + B rccp+ T s@)l< 2.

D'ou 1'inégalité aux bons X.

Nous avons jusqu'a présent démontré que si f est bornée & support compact,

et si HT*fHLZ(R,w dx)< +o0, alors

”T*fHZ < C(wm)”fH2 des que < n3(w) m :

Nous allons maintenant montrer que si f est bornée a support compact,
’ *
”T*fH2 < 400, En effet, pour ure telle fonction, f < cte etsi A estassez grand,
nous avons en fait montré que l{xeR, T*f(x) > 2A}| < ;. l{xeR, T*f(x) > A} l

condition que ces deux mesures ne soient pas infinies (ce qu'on va montrer).

Soit K 1le support de f, ® son diametre, et x unpointde R dontla

distanced K est d=8 . Ona

d
D e lay -

T #(x) | < | e=ymlx, elym(x,d) || e
a SIc(x,e) (Z(X)-Z(Y))HW

Pour simplifier, on supposera que K contient 0, et on ne s'intéressera qu'a

!x |> 280. Alors |T€f(x) ls 10 KM e‘ylm(x,e)-m(x,x) l

X
D'autre part, gardons a 1'esprit que les seules valeurs de € qui peuvent poser des

problémes sont les petites valeurs : pour €> d + 20, T, f(x) = 0.
LEMME. IC>0, V(n,p)€ N> ,

I{xe [2n+1g 2m28 T 228, 216 ] |T*f(x) > o Pl <cangP.

La justification est assez simple : il suffit de montrer que



45.

| {xer , 2™18 < |x | <228, e lm(x’e)'m(x”‘) ’>2p | <caMgP.
i e, e }

Comme |x|2 2n+182%[-2n+23,2n+28]’ =211"In| et ‘x‘ < ,Inl’ on peut se

contenter de montrer que
‘)’lm(x, t»:)—mI (b) l

[ {xer , 2™18 < |x |< 228, su n >2Pl|<cangP,
‘ <
yIm(x, €)-m; (b) | ylb(X)—mI (b)l
De plus, e n <m [x-¢,x+€] e n .
3y [ bx)-my_(b) | o
I1 suffit donc de prouver que H (e n ) ” <2'C, ouencore que
Ltaiblen’

Bylb(x)-mI (b) o . 1 :
n H <2 C' car f—>f &estborndede L dans L faible.

e
1
()

Cette derniere inégalité est exactement le théoréme de John-Nirenberg ( E@[ ).

A

Ce lemme nous permet de majorer la norme de la restriction de T f a

{xer , 2™18 < Ix |< 2"} par ctefam @ + % 2 =3P y=2n 2"} <ctepn
p=1

On en déduit que T*f(x) est dans L2(R) (1'apport de 1'intervalle [—26 , 23]

étant contrdlé par 1'inégalité aux bons XA, qui a maintenant un sens). On aurait pu
montrer que T, f(x) € L2(R, w dx) tout aussi facilement : il suffisait de contrdler le
défaut de régularité de poids sur I'intervalle I en exigeant une ﬂlus grande régularité
c(w) Ib X)-mI (b) n
<2 c¢').
L (I )

Ainsi, HT f(x) H ”fHZ pour toute fonction bornée a support compact.

de la fonction b (en clair, en demandant que He

Le cas général en découle simplement en exprimant f € L2 comme une série normalement
convergente de fonctions bornées a supports compacts, et en passant a la limite pour
chaque €>0. Enrésumé, onamontréque: 3IC>0 Vf¢€ LZ(R), T*f(x) existe

p. p. et HT*fH2 < CHfHZ (un tel résultat est également valable pour L2(R , wdx)).

Pour toute fonction 2z telle que ”Log vA HBMO <7, on définit

~

T ()= | M) ()-a(y) T 2102 2092 1) ay
y€IC(X, E)

N — 1
ou m(x,€)= M1y €) Log z'.
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On note aussi T*(z)f(x)z sup ,Te(z ) £(x) l .
e0

Lorsque Logz' estimaginaire pur 1'inégalité ”T*(z)f”2 < Cte”f” ,

valable pour tout f€L2, découle de T*(z) f = lz' |1/2 T,(f 2! 1/2),

Si h est un changement de variable de tgz tel que ”Log h! ”BMO <n,
UpT (e _gt) = § 700, 5 0 nix)-zo () 21 ()2 22 (3 /2
~+C

_ 1M 5 4 n(x)z 0 n(y) "7z 0 bt/ 2(x)z o ' () ?1(y) dy.
|h(y)-h(x) [>e

Si nous comparons avec une intégrale du type TS (zoh):

S e!Ym%:8)z 6 hix)-z 0 () 72 0 1 1/2(x) 2 0 bt V() £(5) ay
|y—x [>

o m(x,d) est mI(x,S)Log(Z"h)'=mI(x,8)L°gh‘+mI(x,8)L°gZ'°h

etol & est choisi de la taille de 1'intervalle d'intégration de la premitre intégrale,

te

la différence due aux intervalles d'intégration sera inférieure & C f*(x) comme dans

le lemme 6.
1 L} 1
Il reste a comparer 1‘y(mI(x’ S)Log h' + mI(x,S) Log z'o h) avec
. ' . . ' . -
WmI(h(x, €)) Log z'. Le premier terme 17"‘I(x, 8) Log h' est imaginaire pur et
donnera donc une exponentielle de module 1. La différence
mI(x,S )Log z'oh- mI(h(x) €) Log z' est aussi petite qu'on veut (pourvu que 7
’
soit assez petit). En effet, V,:f—>foh est continue sur BMO(R), ce qui
j L ! -m Log z' |. La majoration de
permet de majorer lmI(x,S) ogz'oh h(I(x,5 ) g l J ion
lmh(I(x,S )) Logz' - mI(h(x), €) Log 2! ’ est évidente car la moyenne est prise sur

deux intervalles de tailles comparables contenant h(x).

Remarquons que si h est telle que ”Log h' ”BMO <m, h peuts'écrire
Zo h1 , avec Logz' imaginaire pur et Log h{ réel, et aussi

”Log z! HBMOS n', ”Log h{HBMOS n'.
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11 suffit en fait de constater que h'(x) = z'(h1(x)) hi(x) implique
Log h'(x) = Log z' (h1(x)) + Log h%(x). On doit donc choisir Log hi(x) = Re(Log h'(x))
et Logz'(u)=Logh' (h;1(u)) - Log hi(hﬂ(u)). En résumé, on a montré que si

”Log Z'”

Mo < s etsi teLAR), HT*(Z)fH2 < C”sz.

11 est facile de montrer (des raisonnements analogues sont faits plus en détails
dans la thése de Jean-Lin Journé) que pour tout € et tout couple (f,g) de fonctions
de C:;, <T€(z)f,g> est une fonction analytique de Log z'. Il en va de méme pour

2m
. dx ¢ . 2 . €
1 —_ !
TE(z) = BO 'l‘eeM y (z) 57 Les dérivees en O de Te(z) serort notées Dk T.

Pour HLog Z'H assez petit, on a T'€(z)= z 1?1" DE T(Log z', ... Log z') avec
i KT

BMO
convergence normale.
On peut choisir une suite € —>»0 telle que pour tout Log z' dans un sous-

espace vectoriel de dimension finie ; , on ait
€
lim Dkrl T(Log z', ... Logz')= DkT(Log z', ... Logz') existe
n4oo

(1a limite est bien sfir prise pour la topologie faible).

0
La série X
k=0
>
n—o pour Logz' €v de norme assez petite. La limite est une fonction analytique

en Logz', dontils'agitde trouver la ressemblance avec M(h' )UhT7U;11 .

o Dk T(Log z', ... Log z') converge normalement quand

Calculons la différence entre

iym N Log h! _
tim { o etV (he)-hy) " he (02 () 1(y)ay
X Xq/Y 2w
Ny =44 }x—yl>ene
et
tim § sy &8 OUm0nr T 00 e ) ety 5
n 2" Ih(x)-h(y) }>ene

On sait que cette différence est de la forme A(x)(x) car les deux opérateurs limites ont

le méme noyau. On peut donc considérer £ telle que f(y) =1 sur un voisinage de x

et composer avec U a gauche et Uh a droite. La différence entre
h
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i 1
iym A /y Log h dx

lim e ', -y 1(y) ay 1

A
nyee A ’h_1(§,r)—h_1(x)’>ene1

i 1 -1 . da
11m§/\ S "y JiyLog h'(h™ (x)) (x-y)" "7 (y) dy 2?2
Ix-yl >€ e .

sera A(h' (x)).
iym Log h'

. _— -1 .
Comme S’ l (eryLogh (h™ () _ e Ih (x),e) )(X—y)_1_1yf1(3’)dy
X-y =€

tend vers O, il reste

iyLogh' (h_1(x)) 1 [
© n;To{SA S

1 Jx-y |> € e

-S'

La fonction (x-y) s'intégre en (x-y

)y (-y)"" "1 1(y) dy

1-
e (rToy-le 2 a7 | 35
x-yl>€_ x))

Y17 .t de sorte que 1'astuce consiste 2

choisir A2(A1) pour que [en e/\1/y)-1( 2/7( '1( ))"1):I =1,

Alors la fonction A est nulle.

1=lm T_ (Id), nous savons que M(h' )UhT1Uh1 est une fonction
n° n
analytique de Log h' € BMO.

Si T

Or, Ty-T, estla multiplication par une constante (les opérateurs ont méme

1

noyau et sont invariants par translation).

1 1

Comme les deux opérateurs M(h')UhT1Uh et M(h')Uh Y, ne dépendent

1'un et 1'autre que de Log h' € BMO, etque M(h') est loin d'étre invariant
par transformations affines sur h, c'est que la constante est nulle.
Nous avons donc démontré 1'analyticité de Log h' — Mh('y) Uh T,U _;

h™
dans un voisinage de 1'origine. Il s'agit de passer au cas général. Soit

h "y
voisin de Loggc'). Si h=gogo, Logh':Logg(')+Logg'og0 et

Log gé ’ go€ 9,, et montrons que Mh('y U_T Uh 1 est analytique en Log h'



49.

My)U T U ,=JHU MgUu T U ,U ,, ot ob estlamultiplication par un
h vy h—1 g5 g v g—1 g—1
(e}

facteur unimodulaire fixe. Or M(g) Ug T y U _; est une fonction analytique de

g
Log g' € BMO pour HLog g' HBMO assez petit. Il ne reste plus pour pouvoir conclure
qu'a constater que Log g' = Log 82,1 + Log h'o g;1 est analytique en fonction de

Log h'. Ceci démontre le théoréme.

Remarque. Les deux opérateurs suivants sont aussi des fonctions analytiques

de Logh' € BMO: U TVU _M(h') et M(h')1/2U T,U _ M(h')1/2 (1e premier

h h h)’h

opérateur n'est que le transposé de celui du théoréme ; le second est le produit des

1 1

deux autres pour y' = %7).

Remarque. Les résultats d'analyticité comme le théoréme que 1'on vient de
montrer sont surtout intéressants parce qu'ils engendrent toute une classe d'opérateurs
continus et donnent des bornes assez précises pour les normes de ces opérateurs. (On
peut par exemple développer 1'opérateur du théoréme en série de Taylor. Chaque terme
est majoré. On peut encore recombiner ces termes avec des coefficierts différents,

ce qui donne d'autres opérateurs, etc...).

Ve Ve -1
1 _ 1 -
Remarque. Nous avons montre que 1'operateur T(h) = My (h)UhT 'yUh Ty

tend vers O en norme quand Logh' € BMOR(R) tend vers 0. Il en est d'ailleurs
1
de méme pour son prolongement complexe aux z t. q. HLog Z ”BMOC(R) est assez
petit.
La démonstration de la seconde partie du théoréme 1 peut étre copiée (presque
mot pour mot) pour montrer que, réciproquement, si H]T(z)”l< € avec € assez

petit, alors HLog z' H < 9 (g). Iciaussi, sil'on veut paramétrer T(z) de

BMO
maniére continue a 1'origine, il nous faudra utiliser une topologie plus fine que celle de

Log z' € BMO sur 1'espace de départ.
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