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1.

COURBES DE LAVRENTIEV ET INTEGRALES SINGULIERES

par Guy DAVID

La notion de quasi-cercle a été introduite en 1963 par L. Ahlfors [ j  J . Un 

quasi-cercle est une courbe de Jordan T telle que, s i A et B sont deux points 

de T et s i C est su r l 'a r c  AB, on ait toujours |Iac11 < Cte |Iab11. Ahlfors 

a montré que les quasi-cercles sont les images de la droite réelle par les bijections 

quasi-conformes de C (d 'où leur nom). La notion de quasi-cercle s ' est révélée 

productive (voir par exemple [2]  ).

Nous allons étudier une classe un peu plus restrein te de courbes, introduite 

par Lavrentiev : les courbes de Lavrentiev, ou courbes corde-arc . Une courbe de 

Jordan rectifiable r  satisfait à une condition corde-arc (ou plus simplement est 

corde-arc) s ' i l  existe une constante C telle que, pour tout couple (A,B) de points 

de T, la longueur de l 'a r c  AB (on prend le plus court s i r  est fermée) est 

inférieure à C fois la distance |]a b ||.

La constante corde-arc de r  sera  la plus petite des constantes C telles 

que l 'o n  ait cette inégalité.

La première partie concerne la description géométrique des courbes co rde-arc . 

Plus précisément, on attache à toute courbe corde-arc r  orientée et sur laquelle on 

a choisi une origine, une fonction réelle  dans BMO(R) qui est un argument du vecteur 

unitaire de la tangente orientée, en fonction de la longueur d 'a rc .  On étudie alors la 

correspondance entre r  et b (surjectivité sur une boule, e tc .) .



L'ensemble des courbes corde-arc est invariant par les automorphismes de

la sphère de Riemann. De tels automorphismes affectent d 'a illeu rs assez peu la mesure

harmonique su r les courbes corde-arc.

Notons pour terminer que les courbes corde-arc jouissent de propriétés

remarquables vis à vis des représentations conformes. Citons par exemple le théorème

suivant, dû à D. S . Jerison  et C. E. Kenig ( C 7 l  ), et qui fait suite à des travaux de

L avrent'ev [ 14]  et Pommerenké C »] : si r  est une courbe de Jordan, on considère

une représentation conforme <ï> du demi-plan supérieur de C sur un des ouverts

Çl+ délimités par T. Alors r  est corde-arc si T est un quasi-cercle si

I $  ' (x) IG A^ (classe de Muckenhoupt), et si $ 1 ext extérieure , Ce résultat a été 

démontré de manière indépendante par M. Zinsmeister ( M ) .
Dans la seconde partie, nous attachons à toute courbe rectifiable, orientée

et séparant le plan en deux composantes connexes et les d eux espaces de

2 2Hardy naturels H (0^) et H (f22). La disposition de ces deux espaces à 1 ' intérieur
9

de L (r) est un problème ouvert. P ar exemple, on ne sait pas quelles sont les courbes

2 2 2r  telles que L (r) = H (O^) + H (02) : ce problème est une reformulation de celui de

la continuité de l 'opéra teu r de Calderon. On sait cependant que, pour toute courbe r

2 2 2de constante corde-arc assez petite, L (r) = H (£2.j) + H (£22) et ces deux espaces 

sont presque orthogonaux (voir |j> 1 ).

2 2
Nous montrerons que, réciproquement, si H (fî^) et H (f^ ) sont presque 

orthogonaux, la courbe r  est corde-arc avec une petite constante.

Dans la troisième partie , nous montrerons que, s i z(x) est le paramétrage

Z'(x)1/ 2 z '(v)2+i^
normal d 'une courbe corde-arc de constante assez petite, le noyau —-----------r-4--------

(z(x)-z(y))
2 2 

définit un opérateur continu de L (R), et même de L (R , w dx) quand w est un

poids de la classe A2 de Mückenhoupt (lorsque y -  0, on retrouve un équivalent 

de l'opéra teu r de Calderon).



I. PROPRIETES GEOMETRIQUES DES COURBES CORDE-ARC.

Cette première partie est consacrée à la démonstration de quelques résultats 

simples sur la géométrie des courbes corde-arc . Nous nous intéresserons d 'abord à 

la manière dont on peut définir une courbe corde-arc ouverte à p artir de l'ab sc isse  

curviligne et d 'une fonction argument dans BMO(R). Nous utiliserons beaucoup 

l 'e sp ace  BMO(R) des fonctions à oscillation moyenne bornée. Rappelons que 

f e  l 1oc(r ) est dans BMO(R) si I  C, t . q .  V I G R  un intervalle borné, 

p y  Ç |f(x) -  mTf |dx < C (où mTf est la moyenne de f sur I).
Ill J I

La plus petite constante C est notée HflIgMO es* une norme sur BMO(R). 

Exceptionnellement, nous utiliserons sur BMO la norme suivante : 

i lb I IbmO 2 = Su^ { n S j  lb(t) -  m^b |2 d t |  , la borne supérieure étant prise sur tous

les intervalles bornés de R. L'équivalence des normes e* ^^BMO 2

est une conséquence classique de l'inégalité de John et Nirenberg [ j o l .

3.

PROPOSITION 1. Soit b une fonction R —> R . Soit T la courbe paramé- 
g

ib(t) „7n\ q-î ILII c fi < iltrée  par z(s) = ^ e ^ ' d t  + z(0). Si llbllBMO 2 “  0 < 2 ’ alors r  admet une
°  1 

constante corde-arc inférieure à c£g-ÿ’

Avant de démontrer la proposition nous allons faire quelques rem arques.

1. Les constantes de la proposition sont les meilleures possibles comme le 

montre clairement l'exemple où b(x) = 0 pour x < 0  et b(x) = 20 pour x > 0.

2. Le résultat plus simple mais aussi utile : "si IÎ Uqj^q  est assez petite, 

la constante corde-arc de r  est aussi petite qu ' on veut" est de démonstration très 

facile :

| z(x) -  z(y) I = K y elb^ W  I = I y-x
x

—  \ y ei(mtTx,y]b- b(t)<lt 
(y-x) x

> ly -x l{ l- i lb l lBMO} ca r lel(m& ,y jb‘ b(t:î-  1 I s  I m ^ b - b ( t )

3. Nous appellerons le groupe des homéomorphismes croissants de R



qui préservent les ensembles de mesure nulle et induisent par composition un isomorphis­

me de BMO(R) (c 'e s t-à -d ire  tels que l'application linéaire : f — »f oh soit un 

isomorphisme de BMO(R)). P . Jones a montré \ j2 \  que les éléments h de ^  

sont les homéomorphismes croissants qui sont des primitives de poids de l'ensemble A°° 

de Mückenhoupt. Cela signifie que V a e ] o ,  1 3 fi c ] o ,  1 [, V E mesurable c  I

intervalle, ■■^Ü< a = »  < 0 . En particulier, h £ â  =»Log h'GBMO(R) et si
Il Ih(l) I *

Log h ' IIqMq  est assez petite, alors h est dans

Si b est une fonction complexe et est assez petite,

z(x) = z(o) + ^ e*b^  dt est un paramétrage d 'une courbe de constante corde-arc
o

aussi petite qu'on veut : on fait le changement de variable défini par Log h ' = Im b 

pour se ramener à l 'ab sc isse  curviligne, et on utilise la continuité de l'opéra teu r de 

changement de variable associé pour se ramener au cas où b est rée lle .

Démonstration de la proposition 1. Soit r  la courbe paramétrée par 

z(s) = z(0) + ^ eib^ d t .  Supposons que 3 ( s , t ) G R x R ,  3 0  €  [p ,^! tels que

I z(s) -  z(t) I = I s - t  I cos 0 . Nous voulons montrer que HblIg^Q 2 “  0 * 0,1 se 

ram ener au cas où z(0) = 0 et z(1 ) = cos 0 ^ 0  en faisant subir à la courbe une 

similitude directe (on change la fonction t > b(t) en t —» b(at) + B).

LEMME. V (a ,0)  C R x ]o , f f  [, (cos a -  cos 0 ) + a2 > 02 .
sin 0

20 2 —20 
Démonstration. Soit gfl (a) -------- (cos a -  cos 0 ) + a , gk (a) --------- sin a + 2a.

sin 0 sin 0

La fonction x — ►-*£— est injective su r [o ,ir[ (sa dérivée est du signe de
sin x

sin x -  x cos x, dont la dérivée est x sin x > 0 sauf en 0)j g^ (a) ne s'annule 

donc qu 'en <x = 0 et a = 0 su r [o,w [  et g"(0 ) = — + 2 > 0. Le minimum

r  r  i  r  0de g0 su r Lo,7tL, donc aussi su r J-7r,7r|_ par parité, et sur R tout entier, 

est atteint en 0 , d ' où le lemme.

En intégrant un tel résu ltat entre 0 et 1, on obtient le

4.



5.

COROLLAIRE, Soit o t: |~ 0 ,ll—»R une fonction intégrable. Soit 0 €  [p,irQ

Si nous revenons à notre fonction b, nous constatons que \  cos b(t) dt = cos 0

Nous allons maintenant donner une sorte de réciproque de la proposition 1. Pour

toute courbe corde-arc r ,  nous construirons un argument oc(s) de l'angle de la

tangente à r  au point d 'absc isse  curviligne s .  Nous montrerons que cet argument

est dans BMO(R). Nous pourrions bien sû r prendre pour <x(s) l'argument principal

(compris entre -tt et n ) de l'ang le  de la tangente, nous obtiendrions sans nous

fatiguer a(s) G L°°(R). Nous voulons cependant que a(s) rende compte le mieux

possible de la géométrie de r .  En particulier, nous voulons que,si r  est de classe 
1

C , <x(s) soit continue.

Soit r  une courbe ouverte rectifiable séparant le plan. Soit z(s) un paramé­

trage de r  par la longueur d 'a rc . Soient aussi Q+ et ü~ les deux ouverts 

simplement connexes séparés par r .  On définit su r (Q+x OT) (qui est simplement 

connexe) un argument A (z ,z ')  de l'ang le de z -  z ' , où z est dans Q+ et z ' 

dans OT. Un tel argument est unique à partir du moment où l 'o n  connait sa valeur en
I —, I l  j j \ (z  Z 1 )

un point. On  a u r a  bien sû r V z £ ü  , V z 'e î î  , z -  z ' = |z - z ' le v * .

2
On peut maintenant définir la fonction F (s ,t)  : R -  A — ►  R par 

F (s ,t)=  lim A (z ,z \) pour s < t  et F (s ,t)  = F (t,s ) sinon.
Q+ 3Z  -*■ Z (t)  
0 " 3 Z '- *Z (S )

L a  fonction F (s ,t)  ainsi définie est continue.

oc(t) = lim + F(u,v) existe presque partout. Ce sera  notre argument.
u -♦ t 
v •* t
U j ^ V

Si cos a(t) dt = cos 0 , alors Ç oc^( t )dt^0^.  
o J o

r 1 r 1
et \ sin b(t) dt = 0. On en déduit \ cos b(t) -  mr  -,b dt = cos 0 cos mr  -ib ,

o o L Lo,iJ J Lo,iJ
ce qui implique Ç (b(t) -  mr  -,b)^dt > [Arc cos(cos 0cos mr  -,b)J^ > 0^ et

o  L o , i J  L o , i J

||b|lBMo 2 ~ ® * La Pr °Positi°n est démontrée.



PROPOSITION 2. Si T est une courbe corde-arc ouverte de constante C, 

la fonction a définie plus haut est dans BMO(R), et ||a|lBMO < K(C).

Démonstration. Pour un intervalle [ s , t ] ,  F (s ,t) est précisément le rée l 

qui jouera le rôle de la "bonne constante". F étant la partie imaginaire d'une 

détermination de Log(z(t)-z(s)) vérifie |^ F ( s , t ) |< i ---------------------------------------

6.

La condition carde-arc  nous donne

z(s)-z(t) I |z(s)-z(t)

£f(m)Iŝ V
LEMME 1. Si s < Ç : < u < t

|f (s , u) -  F ( s ,t ) |<  C Log 2.

On choisit un segment [ a b !  assez loin de l 'a r c  z (s ),s (t)  et tel que 

z(s),z(t),A ,B  forment un rectangle dont les grands côtés sont [z(ty \] et [z(s)bJ 

E contient la "projection" de IÂb] suivant la direction [z(t),A l et

| ê I> ||a b II> .

^ z ( t )  .....................  A

E L
z(s) ].

La démonstration est évidente :

|F (s ,t)  -  F (s ,u ) |<  ^ F (s,v ) Idv < *\ I—Ç-r dv < C Log 2.
s+t ov s+t I s —v I
TT T -

Fixons un intervalle compact Ls,tJ . Soit E le sous-ensemble des points de r 

compris entre z(s) et z(t) desquels on peut mener une demi-droite ne coupant pas

l 'a r c  z(s) z(t).

(on a hachuré E )
z (s ) '3* z ( t) .

LEMME 2. | e | > ^  (E est la fermeture de E).



7.

LEMME 3. Soit u un rée l tel que z(u) £  E .

V (v,w) £  Cs,tJ , |f (u ,v )  -  F(u,w) | < 2it .

Il suffit, vu la continuité de F , de supposer que z(u) £  E et de considérer 

le plan privé d 'une demi-droite issue de z(u) et ne rencontrant pas l 'a r c  z(s),z(t) 

en un autre point. On y définit un argument continu de z(t) -  z(s) et qui doit coïncider 

avec F (s ,t)  ; la conclusion suit.

Passons maintenant à la démonstration de la proposition.

Soit F le complémentaire de E, et soit F son image réciproque par

t — » z(t). Soit F = U F^ une décomposition de F en intervalles ouverts disjoints .

Soient s et t les extrémités de F . Comme F est distinct de l s , t j , l'une n n n n

au moins de ces extrémités est dans E (plus précisément dans son image récirpoque par 

la fonction z). Supposons que ce soit sn . D 'après le lemme 1,

I F (s ,sn) -  F (s ,t)  | < C Log 2 (si s n > 2+L)

I I | 4-

ou | F(sn ,t) -  F (s ,t)  |<  C Log 2 (si s^ < - j - )

et d 'ap rès  le lemme 3, | f ( s , s  ) -  F(s , t  ) \< 2 u’ n n n

et |F (sn , t ) - F ( s n , tn) |<  277 .

Donc I F(s , t  ) -  F (s ,t)  I < C Log 2+27t . n n

D 'au tre  part, en combinant à nouveau les lemmes 1 et 3 avec u à la place de s^, on a

z(u) £  E = »  | oc(u) -  F (s ,t)  I < C Log 2 + 277 p. p.

En appliquant à chaque intervalle [sn , t 1 la construction qui vient d 'ê tre  faite  avec 

[js,t] , on obtient un nouvel ensemble E^ tel que z(u)£E^ =» | a( u) -  F (s ,t) l<

2(C Log 2 + 2tt) et IE^ | < | Ec |< | s - t  I (1 -  ^). On définit ainsi une suite d'ensembles 

E , E 1, . . .  En . . .  disjoints et tels que

V z(u) £  En , | a(u) -  F (s ,t)  |<(n+1)(C Log 2 + 2 tt)



et I (E U E 1 U . . . U En)c | < (t—s )( 1 -  1 )n+1.

On en déduit l'inégalité  souhaitée

r t | I 00

\  I oc(u) -  F(s ,t) I dt < (C Log 2 + 277 ) L(t-s)(n+l )(1 -± )n 
s n=0 u

< C2(C Log 2 + 2tt)(t-s)  c .q .f .d .

On peut donner de la proposition 2 une version légèrement différente. On considère

1 ' ensemble des courbes corde-arc ouvertes pointées et orientées (c ' est-à -d ire

l'ensemble des paramétrages normaux de courbes corde-arc), quotienté par le groupe des 

isométries directes de (C. Chaque élément de ~à> a un certain nombre de représentants 

param étrés par z(s) avec z(0) = 0 qui se déduisent les uns des autres par simple 

rotation autour de 0. Pour chacun, on peut définir la fonction oc(S) comme précédem­

ment. La fonction oc(S) est alors connue (à partir d 'un élément de % ) à une constante 

p rès . On a donc, d 'ap rès  la proposition 2, une application injective $  de “é  dans 

BMO(R).

En fait, l'im age de ^  est un ouvert.

Soit r  un représentant de e €  <5, soit a £  BMO^(R) qui lui est associée.

Si la constante corde-arc de r  est C , on a , pour tout intervalle I de R

8.

d'extrém ités x et y , |z(x) -  z(y) |> C-1 (y-x) ; et si libilgMo*' 2 et 

z1( t ) - $ t e lo<u>elb<u ) du , I z j M - z ^ y j l a C - V ^ - ^ l l - e ^ I d u

1> 2  C" (y-x).

Comme il est presque évident que z^ est bien représenté par oc(t) + b(t), la démons­

tration est terminée. (En fait $(z^) = a + b découle de ce que la fonction F ^(s,t ) défi­

nie à partir de z.j comme F (s ,t)  l 'a  été à partir de z diffère de

F (s ,t)  + mr- -jb(t) de moins de j ,  ce qui prouve que a,(t) diffère de oc(t) + b(t) 
LP,tJ

de moins de |  . . .  ).

On peut maintenant se demander à quoi ressemble l'image de '~h> dans BMO(R).

Il est c la ir que cette image n 'e s t  pas convexe : on considère la courbe suivante :



On associe à r  une fonction a(s) : lcx(s) = 0 pour s < 0

'a(s) = 7 7 - - ^ 5 pour 0 < s < 1

oc(s ) = 2 it-  pour 1 < s < 2 -  ^

^ s) =  7T ~ Tüfe pour s > 2 " TÜÜ
q

et la courbe définie par ta (s ) ( 0 < t < 1 )  a un point double pour t = |  , par 

exemple.

Le problème de savoir s i est connexe e s t, sem ble-t-il, beaucoup plus

difficile. On peut cependant donner une réponse partielle en utilisant une représentation

conforme $  de R2+ su r le domaine f2+.

Les valeurs au bord de $  donnent une param étrisation de r .  Le théorème

de J .  et K. [ 7 ]  , qui dit que la mesure harmonique est équivalente à la longueur d 'a rc

à A°° p rès , peut ê tre  in terprété ainsi : la param étrisation de r  par $  est obtenue

à p a rtir  de la param étrisation normale par un changement de variable dans

L 'utilisation des représentations conformes permet de montrer que ' é  est

connexe, s i on le munit de la topologie faible induite sur BMO(R) par la dualité avec 
1

H . Dans le cas d 'une courbe fermée, on utilise les images de cercles concentriques 

par une représentation conforme du disque unité sur la composante bornée de C -  r  

pour faire un chemin continu reliant r  à une courbe C°°. Le cas d'une courbe ouverte 

n 'e s t pas fondamentalement différent comme on le verra  plus tard  (propositions 3 et 5).

Remarque. Si r  est une courbe co rde-arc , et $  une représentation conforme
O f

de R+ su r f2+, la fonction Log $ ' est définie à 2kni  près et ( $ ' )  est 

définie à constante multiplicative p rè s . Soit l'application holomorphe de dérivée 

($ ' f  nulle en 0. ^  n 'e s t pas toujours une représentation conforme, car sa re s tric ­

tion à R n 'e s t pas toujours injective.

9.

r
B,

A



[La non-convexité de ' é  dont il était question plus haut n 1 est pas uniquement 

due au fait que le paramétrage par la longueur d ' arc n 1 est pas le bon paramétrage. Il est 

cependant amusant de constater que le contre-exemple donné plus haut ne convient pas ic i.]

Démonstration de la remarque.

On appelle A et A ' des constantes appelées à tendre vers +°°. On considère

$  l'application holomorphe de R2"1" dans C telle que le graphe de Im Log ^  soit 

le suivant

10.

“  3^

—  " T

A A+2
1— i................. = = ----------------------------------- i----------1---------------------y-

-  1-A1 -A ' /
’ -V4 -----

—Tî ________________  _____________

En choisissant convenablement A et A ',  la courbe r  aura l 'a llu re  suivante :

On voit que dans ce c a s , pour t < 1 et t assez proche de 1, sera co rde-arc .

Il suffit donc de trouver t ' < 1 tel que 1^, ait un point double (r^ est la courbe 

paramétrée par <&^|p).

Im Log $j'R(x) = sg(x+A ' +1 ) -  ^  sg(x+A ' ) -  r  sg x 

+ Sg(x-A) -  j î  sg(x-(A+2)) + Cte ,

l , „ J  Re L o g ÿ 'fx )  » B « L 0 8 ® 'RXx) | X4A, ,3/4 , |X_(A+2)|3 /4 
l«>'(x)l = e e = C 1 ' jÔHÇT+T1 1x1 ' ^ T ^ r 1 '

Soit M (arbitrairement grand) et e (petit) deux réels fixés. On suppose 

A et A ' supérieurs à M et t C [ l - e  , l ]  , moyennant quoi les majorations et

o

X

u
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s 'évalue comme U ^ ,  soit ŴX̂ . ~  2C^ A '*I. On peut fixer

1 1 
Ĉ . = — (c ' es t -à-di re  choisir la "taille" de la courbe r p .  Soit r) = ■^5̂ .  Si

A ' I

A ' est fixé, OW est une fonction continue de A , ainsi que OV. Il existe donc 

A(A' ) tel que OW = OV -  rj . De plus, A(A' ) ~  A' à cause des équivalences déjà 

calculées. Soit t^ = 1 -  ^q-^t » ^  aura un point double et sera  du type suivant :

avec U, V, ~ 1 
T 1 X 1

et (X = W Â J‘

Il suffit pour le montrer de vérifier que

v t 
■ 1,

wtL1

u t

x tl *\

oc
° t

l 1

équivalences écrites plus bas seront uniformes.

Evaluons les longueurs U.V., V.O., O.W, et W,X+ t t ’ t t ’ t t t t

l™ | T | x | t | T ^ r |4 dt 

1 2
UtVt ~  Ct A 1 * I où 1 = ^ ( ^ 4 dx

r ° l i t  a 1V.O. -  C. \  Ix 1 ~ C,
* *  °-A'+Vff' * 2

A i f l \  A
n u r  ~  r  \ I I* C At Ix-A-2 |T  .
°twt ^ c t \ o 1x1 + \ a . æ a  ' t t x '  * ■

Lorsque A — ►-h», le second terme est de l 'o rd re  de A*+^ ,  donc

At+i 

° tWt “ Ct ~ ~ T ~  ‘

u tv t = c ,

-A'

- A '  - 1

vt °t  T1 r 1

W. X. -2 
t 1 t 1

r  O
*1

Wt
T1

s /
A'
2T



12,
1

lv t 1° t 1 ~ ° t 1wt 1 l < m  *

soit encore que

l(vo -  Vt ot i ) -  (wo -  Wt ot i ) l< 4 , =  f a

VO -  V, O, = 2 Ç 1 (x) -  ($ ' (x)) 1]  dx .
l 1 l 1 1 J -A '

I *1u I
Remarquons que V u e  R, le -  e |<  (1 —t^) sup(1,eu).

Soit J =  [-A ' + A '2/ 3 , -A ' e“ 10V̂ ~ '] .

Si x G J ,  $ ' ( x ) ~ J ^  et Log $> '(x)~L og£^j ;

& '( x ) -  3>'(x)1] d x ~ ^  - ~ p Ÿ Q lx lL° g ^ r  *  »i 

et

l$ '(x ) -  3>'(x) 1 |dx < — -— *\ 11+ |$ '(x )  lldx < — Vtt •

1 r 1/I I i i lOn voit que VO -  V. O, tend vers «  \  I x I Log |x Idx lorsque A' —►  +°°.
l ï î '\ , U J o

Il en va de même pour WO -  W, O, . La différence tend vers 0, ce qui termine la
r 1 r 1

démonstration.

La plupart des résultats que l 'o n  montre à propos des courbes corde-arc ouvertes 

(ou fermées) sont aussi vrais dans le cas fermé (ou ouvert), et la même démonstration 

s ' applique (voir par exemple E 7 J  ). Cette similitude des théories est bien sû r la 

conséquence de la similitude des notions de courbes corde-arc fermées et ouvertes. Dans 

certains c a s , on peut aussi rem arquer que le résultat démontré est invariant par une 

inversion polaire appliqué à la courbe. En effet, la condition corde-arc est invariante 

par une telle inversion.

PROPOSITION 3. Soit T une courbe, ouverte ou fermée, vérifiant la condition 

corde-arc avec une constante C. Son image par une inversion polaire vérifie alors la 

condition corde-arc avec la constante 64 C (dans la suite, on confondra allègrement

i t  n 
L -a ',oJ /j

l$ ' (x )  -  $ ' (x )  ' IdX <  --------  ̂ | 1+ |$ ' (x)  lldx < ---- Ir-™- .

10A [-A ’ ,o ] /J  3 a 7 W

|x I
A T Log



\
inversion et application du type z — ►  =— - + a).

1 1 Z — 3

3
Remarque. Une estimation du type K. C est ce qu1 on peut espérer de mieux. 

Nous allons donner un exemple de courbes de constante C dont les inverses ont une
3

constante en C . Ce sont les graphes de fonctions lipschitziennes de rapport n 

(C = Vn+1) :

13.

(-2,n) * n (2 ,n)

I \ / \ (la pente est toujours +n)

/ V  V r 3  -2  0 1 2 3\ /V V  '

Il est immédiat de voir que les images des points (-2 ,n) et (2,n) sont distantes

d'environ et que les tra je ts  pour a ller de l'une à l 'a u tre  seront sensiblement égaux, 
n

de l 'o rd re  de grandeur de n. Avant de passer à la démonstration de la proposition, 

démontrons deux lemmes.

LEMME 1. Soit r  une courbe corde-arc de constante C . Son intersection 

avec un disque de rayon R est de longueur inférieure à 4CR.

Dans le cas ouvert, il suffit de considérer le premier point où l'o n  ren tre  dans 

le disque et le dernier d 'où  on en so rt. Ces deux points sont distants d 'au  plus 2R : 

la portion de courbe qui est dans le disque est par définition moins longue que l 'a r c  qui 

les joint, de longueur < 2CR.

Dans le cas fermé, si la courbe est incluse dans le disque, on considère deux 

points partageant la courbe en deux arcs de longueurs égales ; I r  | = I I\j | + I I <

2 x  2CR =  4CR. Sinon, soient A et B les extrémités d 'un intervalle maximal 

compris hors du disque. Si le chemin le plus court entre ces deux points passe par le

disque, on se ramène au cas ouvert ; s i c 'e s t  le chemin le plus long qui passe par le disque



on appelle C le point qui sépare ce chemin en deux arcs égaux.

Si C est dans le disque, IT fl D |<  AC + BC < 4CR.

Si C n 'e s t  pas dans le disque, soient E et F les derniers points du disque
I I ''"N /-N

en allant de A vers C et de B vers C . Alors I r  fl D I < AE + BF < 4CR. Le 

lemme 1 est démontré.

LEMME 2. Soit T une courbe corde-arc de constante C. La longueur L

de l 'in v e rse  d 'une portion de la courbe située hors du disque de rayon R centré sur
8c

le pôle est inférieure à .

Soit S(r) la longueur de la portion de courbe comprise entre R et r

(r  est > R). S(r) est croissante et inférieure à 4Cr d 'ap rès  le lemme 1. Soit r R

une suite croissante de rée ls  positifs, vérifiant r  = R et lim r  = +°°
n*°°

14.

oo S (r ) -  S(r .,) oo 1 00 r  (r -  r  1)

l  * "  /  ■  w - T - 4c  ^  rn=1 (r J  n=1 r  1 r  n=1 r  r  1' n -1 n-1 n n n-1

r ° °  n p

donc L < 8C ^ “2 = "R" • Le lemme 2 est démontré.

Passons à la démonstration de la proposition 3.

Soit 0 le pôle de l'inversion  et A un point de r  qui minimalise la distance

à 0. Soit d(0,A) = R^ cette distance.

On note T' l'image de r  par l'inversion , A ' celle de A, e t c . . .
/"N I p  I

Appelons w le point de T tel que wA = si r  est fermée, et le point à l'in fin i 

s i r  est ouverte.

LEMME 3. Soient B et D deux points de r  tels que A ne soit pas sur
PJ

BD. Alors BD H D(0 , - ^ )  = 0  si BA < DA.

Démonstration. On peut supposer RD > 4C R ^ . Soit E un point de BD 

qui minimalise d(0,E) = RE ,



15.

R + R  > | A F l > Æ > A B > R B " R A > RB
E A * ' TT TT C 'ZE >

r r
d 'où  Re > ^ .

Le lemme 3, combiné avec le lemme 2, donne immédiatement

LEMME 4. Soit B £ T  et d(0,B) = RQ. Alors w 'B ' <
TtB

2 2
LEMME 5. Soient B et D deux points de T. Si RgR^ ^  64C R^ ,

B 'D '

Démonstration. B 'D ' < -SP et Ib 'D ' |>

r a

I BD 
FO ?

I BD
'  2  2  ’

B D 64 C

..  ̂ B 'D ' ^  c .„2 BD ^  . „3 d 'ou  i---------r < 64C I----- r < 64 C ,
IB'D'  I |BD I

Nous pouvons maintenant vérifier la condition corde-arc pour T ' .

2 2On suppose que RgRp ^  64 C R ^. En particulier Rg + Rp > 16 C R^.

r~\ r \ .2 , 1 1 EF
E ' F '  < E ' w '  + F ' w '  < 32C (»ÿ- + r r - )  (lemme 4) et | E ' F '  ! =

KE F E F

d'où
E ' F '

E ' F '
< 32C

2 RE + RF

I e f  I
r \  r \

I | EF EA + FA 
Si A est compris entre E et F , I EF I > ^ ^ ----

RE + RF " 2RA ^  RE + r f
--------- C---------  -  — 2C— ’

et alors
E ' F ' < 64 C'

IE ' F ' I
r \  r-\

Si  A n 'e s t  pas entre E et F , supposons que AE < AF et appliquons 

16 C2 ^
le lemme 3 : E ' F '  < — EF d' où

R
e  7 o

E ' F '  < 1 6 C ^  R R EF

E F ^ VEE ' F '

Si Rt-, < 4Rp,, on a bien i—E F r ^  63C3 .
E ' F '

B'D' < 64 C .



La proposition 3 est démontrée.

Nous utiliserons dans la proposition 5 un résu ltat semblable à celui de la 

proposition 2 (et concernant des courbes ouvertes).

PROPOSITION 4. Soit r  une courbe corde-arc de constante C. Soit z(s) 

un paramétrage de r par la longueur d 'a rc . Soit 0 un point de r° et 

bQ(s) = Arg(z(s) -  0), défini de manière à ê tre  continu su r R. A lors bQ G BMO(R)

e t  ^ b o ^ B M O  ~  1 6  1 T C  *

Démonstration. Soit [jB,tJ un segment de R. Soit J  = 1a,b1  un segment 

du plan complexe te l que A , B , z(s), z(t) forment un rectangle, et que la droite 

contenant J  ne coupe pas l 'a r c  de r  compris entre z(s) et z(t). Soit n la 

projection de cet a rc  r . su r la droite D(A,B).

On appelle E l'ensem ble des rée ls  u de [s ,t]  te ls que t t (z (u )) soit sur 

J  et que le segment [z(u), ir(z( u))] ne coupe pas non tangentiellement Tg

I I Dp Rrp-2Rp Rp, Rp, + Rp
Si RF ^ 4 R E , | e f | > r f - r e > ^ + -£1t - ^ > ^ :  + r e > ^ t _ e ,

D  i D

E ' F '  ^  r 2  KE+KF  ^  ^2 _  ^  ^3 d 'ou  I-------- - < 32 C p  p  < 64 C < 64 C .
j E ' F  ' | E l?

16.

z(E)



E est fermé dans [ s , t ] .  (Ec n  [ s , t ]  est ouvert dans [ s ,t ]  ). On peut d 'au tre  

part supposer que 0 n 'e s t  dans aucun des segments [z(u) , ît(z(u|]  par u € E. 

(Autrement, on choisirait un intervalle A 'B ' de l 'a u tre  côté de la courbe). Alors 

on peut prolonger de manière continue Arg(z(s) -  0) à tous les points z de ces 

intervalles. On a a lo rs, pour u et v dans E,

I bQ(u) -  bQ(v) I < | bQ(u) -  Arg(7r(z(u))-0) I + | bQ(v) -  Arg(77(z(v))-0) |

+ |Arg(rr(z(u))-0) -  Arg(7r(z(u))-0) |

< 4n.
* S ■■ tIl existe donc un fermé E de mesure è  ^—  et une constante a telle que

u €  E = >  I b (u) -  a I < 277 . On continue comme dans la proposition 2 : soit F = U Fo r n

une décomposition du complémentaire de E en intervalles ouverts. Sur chaque F ,
IF I n

il existe un sous-ensemble fermé E 1 dans F de mesure au moins —— tel quei n  c

pour u et v dans E^, |bQ(u) -  bQ(v) |<  477.

De plus, s i  F = [a , b J ,  l 'une  des extrémités de F (mettons a ) est n n n n n

dans E, c 'e s t-à -d ire  qu'on peut mener une demi-droite de z(an) sans couper

r s ,t  f"1 r a ,b "°n Plus>-
* n ’ n

Quand on prolonge la fonction Arg(z -  0) aux segments [z(u) , 77 ^(z 

pour uGE1, on peut en profiter pour la prolonger aussi a la demi-drcite en question.

Notons que si l 'o n  fait le parcours suivant : départ en z(an)> parcours de la 

demi-droite, puis grande boucle loin de Ta ^ et de 0 pour rejoindre 77^(z(u)), 

segment |j7^(z(u)) , z(u)] , et arrivée en a^ ensuivant r ,  on tourne au plus 

une fois autour de 0. Par conséquent, |bQ(u) -  bQ(an) 677 pour tout u dans 

E^. Ainsi, su r E^, on a |bQ(u) -  a l<  277 + 677.

On construit par récurrence et suivant le même procédé des ensembles En

disjoints, tels que I (EUE^U..  •UEn)c I < (t—s)( 1 -  ^)n+1 et tels que su r En , on ait

lb (u) -  a l< 277 + 677n. La conclusion suit en sommant :o

17.



18.

1 r I I 1 00 c l I 00 1
£ s j  I bQ(u)-oc | du = E ^ |bQ(u)-a  I du <  2 tt + E (1 -  - ) n 6 n n

s n=0 E n=1n

< 2tt(1 + 3c2) < 8ttc2 .

(La proposition est démontrée).

On considère le cercle de diamètre C -i. o ] dans le plan complexe. Son image 

par l'inversion  de pôle - i  est la droite rée lle . On identifiera ce cercle au tore 

T , et le tore à l'in te rv a lle  1-77 ,v~] . L 'inversion est cilors l'application 

x — ►  tg 2 restre in te  à J - t t  , n }..

PROPOSITION 5. L ' application F :  b ( . ) — »>b(tg j )  est un isomorphisme 

de BMO(R) su r BMO(T).

Nous donnerons de cette proposition la démonstration la plus géométrique possible,

mais pas forcément la plus d irec te .

Montrons que F est continue. Soit b G BMO(R), ||b||BMO< e .  On peut

supposer b rée lle . La courbe définie par z(s) = Ç eit5̂ d t  + cte est corde-arc,
o

ainsi que son inverse de pôle 0 (proposition 3). (On l'appellera  l\j).

1 _eib^  _eib(s)-2b0(s)
(-r—r) ' = — k----- ---------j—k---- 1— (b est la fonction de la proposition 4).
z(s) z (s) °

Supposons que C ait été choisie de sorte qu'on ait le cas de figure suivant :

y\
z(-D \ 0

I 2 IA lors I z (s) I est équivalent (avec des constantes universelles si e est assez 

petit) à (1 + s2).

Soit t = 2 Arc tg s

1 1 2 

(■aH  = (ïTsT*' 2(1 + s

t est donc un paramétrage de équivalent à la longueur d 'a rc  (au sens que



dt 00 1gg- C L  et -gp £  L avec des normes bornées).

La proposition 2 nous donne b(tg ^) -  2 bQ(tg ^) £  BMO.

La proposition 4 nous donne bQ(tg ^) £  BMO (avec des normes bornées). On 

en déduit bien que b(tg j )  est dans BMO (avec une norme bornée).

Il nous res te  à montrer que la réciproque G de F envoie continuement 

BMO(T) dans BMO(R).

On s'appuiera  su r le lemme géométrique suivant :

19.

LEMME. ï £ > 0 .  î c  > 1  t.  q. ’ o
V b G BMOr (t ), llbllBMO< e ,

1 b e  BMO(T), l|b-b||M < 4 ,  \ el^ S* ds = 0 ,
°° — 7T

et la courbe paramétrée par z '( s )  = e*b^  est corde-arc avec une constante inférieure 

à C . (On fabrique une courbe corde-arc fermée à partir d 'une courbe corde-arc 

périodique).

Démonstration (abrégée). La fonction b définit une courbe corde-arc périodique

et de constante corde-arc inférieure à (1 -  e)“ . On peut enfermer la courbe entre

deux droites y = 1 — 77 et y = 1 + 7 ? ( à  condition de lui faire subir d 'abord une

rotation), oîi r\ ne dépend que dé e (et est aussi petit qu'on veut).

Si L est la période de la courbe (L ~  2w), on considère l'application

de la bande D comprise entre les deux droites dans une couronne <3 définie par :
. 2nx
1 Lx + iy —► y  e

D

On obtient une courbe périodique, paramétrée par z '(s )  = eib ŝ \  qui reste  corde-arc ,

et il est évident que ||b -  b|| e st majoré. L 'in té rê t de ce lemme est qu'on peut se 

limiter aux fonctions réelles b telles que C e*b ŝ \ i s = 0 ,  c 'e s t-à -d ire  aux
—17



paramétrisations de courbes corde-arc de constantes inférieures à . La partie 

réciproque de la proposition 5 se démontre maintenant comme la partie directe : à la 

fonction b, on associe la fonction b et la courbe associée, et on fait une inversion
«v

de pôle 0 €  T. tg(^) sera  un paramétrage admissible de la courbe inversée et on 

pourra conclure.

COROLLAIRE. Soient F et F  deux courbes corde-arc , transformées 

l 'une  de l 'a u tre  par inversion plane. Cette inversion, restre in te  à r  et T' , 

induit par composition un isomorphisme entre BMO( T) et BMO(r' ).

Le résultat est évident lorsque T et F  sont deux courbes fermées (l'inver­

sion a alors des dérivées directes et réciproques bornées sur T et T' . . . ) .  

Supposons que r  est une courbe ouverte ne passant pas par 0. Soit d la distance 

de 0 à T. On peut en fait supposer que d = 1 : remplacer la courbe T par une 

homothétique par rapport à 0 revient à composer notre isomorphisme par

l'isom étrie  : b £  BMO— ►  b' C BMO, où b '(x) = b(ax) pour un a > 0. On peut 

choisir l'o rig ine  d 'un paramétrage normal de T en un point qui minimise la distance. 

(On se met dans un cas semblable à celui de la proposition 5, partie directe). Alors 

Iz(s) I est équivalent à y ï+ i?  (les constantes de l'équivalence ne dépendent que 

de la constante corde-arc de T). Cela implique que le paramétrage de T' par

x — ► --------  est équivalent (à L°° près) au paramétrage par la longueur d 'a rc .
z(tg j )

Le résultat découle alors de la proposition 5.

Si T est une courbe ouverte passant par 0, alors !z(s)| est équivalent 

à s si on prend z(0) = 0. Cela veut dire que le paramétrage de T' par 

x — >•—L- est L°°-équi valent au paramétrage de T' par la longueur d 'a rc . l in e

res te  plus q u 'à  prouver que l'opéra teu r V : b(x) — ►  b(-) est un isomorphisme de
.X.

BMO(R). Or V n 'e s t autre que le conjugué de l'isom étrie b(x) — ►  b(TT-x) (de 

BMO(R/2ïïZ) su r lui-même) par l ' isomorphisme de la proposition 5.

20.



(En effet, pour tout x rée l, tg (-~ 2 ^ rc t§ x ) = tg ( | -  Arctg x) = cotg Arctg x = 1). 

Le corollaire est donc démontré.

21.

Remarque. On pourrait par exemple u tiliser le corollaire pour déduire 

l'équivalence (à A°° près) de la mesure harmonique et du ds pour une courbe 

corde-arc fermée, connaissant le résultat pour une courbe ouverte :

C

m
inversion . I '

R

(le diagramme commute . . .  )

H. PRESQUE ORTHOGONALITE DES ESPACES DE HARDY.

Dans ce qui va suivre, r  sera  une courbe de Jordan ouverte orientée de C. 

On notera f2+  et Çf les deux composantes connexes de C \  r. On notera aussi 

P+ et P“ les demi-plans supérieur et inférieur limités par R. $  (resp. tf) 

se ra  une représentation conforme de P ’1’ (resp . p ” ) sur Q+ (resp. 0 “ ).

2 i 2
Soit H (O )  (resp . H (£2- )) l'espace  de Hardy des fonctions analytiques 

dans (resp . 0 “ ), et ayant des valeurs au bord de carré  intégrable. Ce sont

deux sous-espaces de L2(r). Pour une définition plus précise, voir C183 •

H2(P+) et H^(P") sont deux sous-espaces fermés orthogonaux de L*(R), et 

H2(P+) © H2( P" ) = L2(R).

R. Coifman et Y. Meyer ont montré [ ô] qui si T est une courbe corde-arc 

de constante C < 1 + 8 (e) (8 assez petit, et tendant vers 0 avec e), on avait 

encore H2(0+) © H2(£2“ ) = L2(r), avec une somme presque-orthogonale, c 'e s t-à -d ire  

que Angle(H2(0+),H2(0 - )) > |  -  e [autrement dit, V f1£H2(n+), V f2GH2(f2+),

Dans le cas où r  est R, nous avons le résultat suivant : 

t2 / „ -



(f.j lf2 ) 2 -  llï-jH2 Hf2^2 cos(2 “ e)*-l En fait, on peut assim iler L2(r) à L2(R)
L 2 + 2 —

en utilisant la longueur d 'a rc  sur r .  H (fi ), H (0~) sont a lo rs, tout comme 

H2(P +) et H2(P~) des sous-espaces de L2(R).

La démonstration de Coifman-Meyer, qui est basée su r une majoration de la 

"vitesse de rotation" du sous-espace H2(fî +) en fonction de Log ^  = t Log $  ' ,  

nous donne Angle sup(H2(fi+),H2( 1 )̂) < | .  (Cela signifie que Vf^ G H2(fi+),

||f-||| = 1, 3  f2 C H2^ ) ,  (f  ̂ lf2) ^  HfJI cos | ) .  Bien entendu, la même inégalité est 

valable pour Angle sup(H2(£2' ”),H2(P~)).

Le but de cette partie est de montrer une réciproque de ce théorème : si les
2 1 2 —

deux sous-espaces H (fi ) et H (fi” ) sont presque orthogonaux, ou si
2 + 2 +

Angle sup(H (fi ),H (P ))  est assez petit, la courbe T est une courbe corde-arc, 

avec une petite constante.

On peut noter que ces théorèmes concernent seulement une "situation limite" : 

d 'une part, on ne sait pas si le théorème de Calderon est vrai pour toute courbe corde- 

a rc  (même de grande constante) ; d 'au tre  part, il est possible que la somme
o , -p

H (fi ) + H (D~) soit directe sans que la courbe T soit corde-arc (par exemple r  

peut ê tre  une parabole. . .  )

Si r  est une courbe ouverte simple, séparant le plan, (et que l 'o n  supposera

1 2 
aussi de classe C ), il est possible de calculer les projections de L (r) sur

H2(fi+) et H2( fi“ ). Soit U : L2(r) — ►  L2(R) défini par U f( x) = f o $(x) $ ' (x)1//2

(<£>>1/ 2 est défini à constante près parce que fi+ est simplement connexe).

Alors U est un opérateur un ita ire , et qui envoie les fonctions de H2(fi+) sur celles

de H2(P+). La projection de L2(r) sur H2(fi+) sera

U - Y # 4  $)U  = j ( Id + iU-1$ U ) , où % est la transformation de Hilbert.

De même la projection sur H2(fi” ) est g(ld -  iV ^fév), où V : L2(r) -*L2(R) 

est donné par V f(x) = f 0 ÿ(x) ij) '( x ) ^ 2 . Dire que Angle sup(H2(fi+),H2(P+)) < |  

veut aussi dire que les projections P^ et P2 sur H2(fi+) et H2(P+)

22.



2 3 .

sont trè s  proches, de sorte que, comme 2(P ,-P 2) = u"1æu-j6 est de la forme

•—I ,

M U^36U~ N -  $6 , où M et N sont des opérateurs de multiplication par un facteur

1 /2
unimodulaire et f(x) = f o h(x) h 1 (x) est l ' opérateur de changement de variable

-1
associé à 1 ' homéomorphisme h de R défini par Log(h ) ' = Re Log <3?, le théorème 

1, qui sera  démontré plus bas, implique que ||Log h' IIBm o - ^ £^  et aussi 

Im(Log $  ' ) = 36. Log h ' , donc (modulo lelhéorème 1) : si Angle sup(H^(C+),H^(P+)) < e 

(e assez petit) alors T est corde-arc de constante inférieure à 1 + C(e) 

(naturellement, C(e) tendra vers 0 avec e).

THEOREME 1. Soit h un homéomorphisme croissant de R . Soit

1/2 2
11 opérateur défini par U^f(x) = f oh(x)h '(x) pour f G L (R). Soient m et n

1 /• deux fonctions : R -*-S , et M et N les opérateurs de multiplication associés :

Mf(x) = m(x) f(x), Nf(x) = n(x) f(x).

IIIm Uh ^ Uh N -  36 III 2 < e  (e assez petit )f ||[ ||| désigne la norme d'un opérateur)
L (R)

= ^ . 1 !  L ° g  h , l l B M O <  S ( e ) ’  I ^ H b M O -  6  ( e )  6 t  l ln l lB M O S 5 ( £ ) -

Nous aurons besoin du lemme suivant :

LEMME. Soit f : R + R  telle que IHIBm o = 1 * Soit 1 un intervalle de 

R tel que |f(x) -  m̂ f I dx > | .  Soit E = |xG I , f(x) > m̂ f + ^ j  et

F = jxG I , f(x)< mjf -  ç j  . Alors | E | > c0  11 1 et_ IF I > e0  11 1 (eD est une

constante universelle).

Le lemme est une conséquence du résultat suivant : V e > 0, 3 K >  0, 

V f G BMO, V I intervalle,

r r S  f 1 m i , Iftxt-mjf Idx s elkll M 0 ,
I I I  l> K l l f l lBMO)

qui est lui-même une conséquence de l'inégalité exponentielle de John-Nirenberg ] . 

Commençons par calculer le noyau de l'opéra teur T = MU^SôU^ N (nous



laisserons cependant tomber le facteur -  qui apparaît dans la transformation de 

H ilbert). Si f G L°° et s i x ÿ. supp f, Uh f(x) = f 0 h(x) h '(x )1/̂ 2 ,

-1  r -1  ~i
%\J 1 f(x) = V h ^—  dy. On fait le changement de variables défini

h" J x -  y

p a r :  u = h " 1(y), î j  = h” 1(y)' = — 1 - ,  et
y h'(u)

jeu , f(x) = s: i(u)h’(u r1/ 2 h'(u)du (
h" J  x -  h(u)

d 'où U  &U ^f(x) = Ç % ) h ' ( y ) ^  h '(x ) dy , 
h h" 1 J  h(x) -  h(y)

et T l(x) = f(y) h'(x)1/ 2 h'(y)1/ 2 m(x)n(y) dy
h(x) -  h(y)

Nous allons commencer par prouver le résultat concernant lUlg^O* Supposons 

que ||n |!g^o -  SQ. L 'une des deux coordonnées de n dans le plan complexe a une 

norme supérieure à -j- . Supposons que ce soit la seconde.

Choisissons un intervalle I tel que, s i m̂  = mj(lm n(t)),

IUn n(y) -  nij Idy = 8 £  \  ||lm n(t)|lBMQ > \  &Q.

24.
1

&

On considère E = |y G I, Im n(y) -  m̂  > |  j

et F  = jyGI, Im n(y) -  nij < -  .

Les inégalités | E | > e  III et | F I ^  eQ 111 (eQ constante universelle) découlent 

par exemple du lemme. (On aurait pu les montrer directement ici car elles sont évidentes 

du fait que I Im n(y) -  nij I < 2. )

Quitte à diviser eQ par deux et diminuer E et F , on peut supposer que

chacun des deux ensembles n(E) et n(F) est inclus dans l 'un des dem i-cercles

définis par Re(z) > 0  et Re(z) < 0.

A lo rs, s i IV. et IV, sont les demi-cônes convexes 
f E F

fermés s'appuyant su r n(E) et n(F), tout point du

I n(E)

r(F2/ T \

^f(F) 7n(F)



cercle unité est à une distance supérieure à ^  de l 'u n  au moins de ces cônes.
0

25.

Posons f i = XE et *2 = * de sorte que llf^]2 + ||f2 ll2 < Il I .

Soit x un point de J  = I + 1 o | l | .  Soit % tA x )  = C —— dy. Alors
E X"^"

T f-j(x) -  Jfôf^x) = m(x) Jôf^xVjY 1 ---- n(y) dy -  g i y }  .
1 1 1 E ^Cf1(x) h(x) -  h(y) m(x,J

1/2 1/2
De même, Tf0(x) -  KtëtJx) = m(x)J6f~(x){Ç — -—  ÎL iïl— iLlï}— n(y) d y ---- -— 1.

2 2 2 ^ F j g t j W  h(x) -  h( y) m(x)

1
Les deux crochets sont les différences entre le complexe ------ de module 1,

m(x)

et deux éléments dont l 'u n  est dans r E et l 'a u tre  dans Ip .  Il faut donc que

I I I  I eo^
I Tf^(x) -  $ f.,(x ) I ou IT f2( x) -  ïêf2(x) |>  Nous avons démontré le résultat

concernant n, à savoir que I lnl IqMO “  ^ ^  111T -  111 > e(8 ) (tendant vers 0 

avec 8 ). On en déduit le résultat concernant IUIIBMO Par simple dualité.

Le résultat concernant ÜLog h ' IIqmo es* un peu ^ us comP ^ u® a prouver, 

mais la démonstration se fait suivant le même principe.

Soit I un intervalle tel que si rrij représente m̂  Log h'

38
| l j ^ |L o g h '( x ) - m j |d x =  8 > 2 ||L o g h 'llBMOs T ° .

Soit encore E = |y € I  , Log h ' (y) -  nij > | } 

et F = { y d  , Log h '(y) -  mj < -

Nous sommes cette fois-ci obligés de nous se rv ir du lemme démontré plus haut. Nous

obtenons E ^  2e I et F  > 2e I pour une certaine constante universelle e .o o o

Nous choisirons encore f ̂  et f2 à support dans I, et nous testerons le résultat 

de l ' opérateur I (T -36 ) t  I sur les intervalles = I -  N 111, J2 = I + N 111 .

(N est un entier assez grand qui sera  choisi pour qu 'en fait les variations relatives de 

x -  y pour y£I et x£J. soient faibles). Comme

(T -J6 )  I.(x) = V ^  rh '(x)1/ 2h '(y )1/2m(x)n(y)(x-y) .  , 1 ^  ^
1 J j  X -  y L h(x ) _

notre travail consistera à rendre le crochet significativement non nul pour tous les y



h ide E ou de F. Ce serait chose facile si hfc)— était très régulière en y.
Le produit par h1 (y) ̂ 2 serait alors fondamentalement différent sur E et sur F,

1et il nous suffirait de choisir f1 = xE et f2 = xF pour obtenir V x C J.jUJ2
I I I  I eJ j| SI (T -$j) f/x) I + (T -$>) fp(x) I > —i—j —.

N III 10 

1Le problème est donc que ------- pourrait varier considérablement. Nous
h(x)-h(y)

allons tourner la difficulté en utilisant les propriétés de monotonie des fonctions 
1y —► -------- pour x£J1 ou x£J0.

h(x) - h(y) 1 2
Posons E = ÊUE2, avec Ê = |x£E , x<c| et E2 = x̂£E , x>cj- pour

I II I Eune certaine constante c quisera choisie de façon que IÊ I = IE2 I = . On peut
faire de même avec F. On obtient donc quatre ensembles Ê , E2, F̂ et F2 tels
que |e. |> e |l| et |F. |Sr e |l| pour i = 0, 1, et Vx£E1, V x'£E~, î o  î o ’ ’ 1’ 2’
x < x' (ce que nous noterons Ê < E2) et encore F̂ < F2> Alors, l'une des 
deux propriétés suivantes est vraie :

1. E , < F 2

2. F , < E 2 .

Dans le premier cas, on pose f̂ y) = xE (y) n(y)“ et f2(y) = xp (y).

Soit x un point de J-j = I — N111 . Alors, pour tout ylGE1 et tout y2 e F2, 
on a

h1 (x)1 ̂ 2h'(y 1 )1 ̂ 2(x-y 1 ) h'(x)1//2(N-1)ll le ^  e^10
h(x)-h(y1) |ti(x) - ti(y1)l

h'(x)1/ 2 e28/ 10h'(y9)1/ 22' N - 1/ \ >-------------------  ^ (x  - y2)
h(x) - h(ŷ

^'M1/2h'(»2>lAw.i 2s/10
"  h (x ) -h (y2)

(On a utilisé le fait que E1 c E, que F2cF à la seconde ligne et E1 < F2 à la 
troisième).

2 6 .



Si N est assez grand pour que rfer- e- ^ 10 (ce qui se produit pour

2 7 .

N+
N > cteS " 1 . . .  ), on a V xGJ.,, V ŷ GÊ  V Y2GE2 ,

h, (x)1//2h'(y|)1///2(x-y^) ^ g h ' ( x )1/ 2 h'(y2 )1/ 2(x-y2) 

hM -hfy.,) h(x)-h(y.,)

Soit c2 la borne supérieure du second terme et ĉ  la borne inférieure du premier, 

(x étant fixé). On a, en plus de ĉ  ^ e^ ^ ° c2, les inégalités :

(T -36) f,(X> = Ç -  r ~ ' (x) ' /2 h '(y)1 /2 m(x) n(yXx-y) _ , } ^
J E1 Ix-y I h(y) -  h(x)

= S “ F x  m(xX^-^— —  (x-y) - — ) dy , 
E1 y h(x) - h(y) m(x)

e0(c,-D
N+2

si ĉ  > 1

et k T - æ W x ) ! ^  W (1 -  h'(x)1/2h'(y)1/2m(x)n(yXx-y ) )dy
jF2 Ix-y I h(x) -  h(y)

C 1  ̂”̂2 ̂
------- r-r(1 - c 2 ) d y > ---------- si c2 < 1 .

«-> TT» / k t . O  \  T  "  1VT . O  ^’F2 (N+2) | l |  2 N+2

On a en tous cas

e . 8  

IT - J6 f (̂x) I + IT-jfiSf2(x) |> jq^-(l -  e ^ )

et ceci pour tout x de J1.
Cte c 8

On en déduit naturellement 111T - 2&\11 ^ ^ £ — > Cte 8 2 .

Dans le cas oîi < E2, on choisit

f^y) = xF i(y) et f2(y) = Xg^y) ^  , 

et on observe que pour tout x de J2 , on a

28
V yie F , , V y2€E2 , h'(x)1/2 ii'(a>.1/2f e y 2). a  Njl e155

h(x)-h(y2) h ^ - h ^ )

>

e i
[N+2 ) 111

I
(c <| ” 1 ) dy > ■

1
I (T - 36) i(x)

h'fv ' / 2h id 2(x- y i )
h(x) -my.,)



et on peut conclure comme dans le premier cas, ce qui finit de démontrer le théorème 1.

THEOREME 2. Soit T une courbe de Jordan que nous supposerons aussi 

ouverte et de classe C . Soient £2+ et CT les deux composantes connexes de

2 + 2
C -  T. Soient enfin H (fi ) et H (ft“ ) les espaces de Hardy associés. Si 

L2(r) = H2(f2+) + H2(£T) avec Angle(H2(fl+),H2(fi- )) > ?[ -  £ (somme presque 

orthogonale), alors r  est corde-arc de constante inférieure à C(e) (e est toujours 

*  eo>-

La condition Angle(H2(fi+),H2(£2- )) > ^ -  e signifie :

V fieH2(fi+), V f2eH2(0"), |(f1 l f 2 )  2  | < 1 ^ I l 2 l | f 2 l l 2  cos( 2 -  e).
L

2 i 2 — 2 
Remarque. La condition"la somme de H (Q, ) et de H (fl- ) est L (r)

tout entier" est en fait superflue : elle découle de ce que la somme de ces deux sous-

espaces est presque orthogonale (voir IjdJ ) .

La démonstration qui suit est largement inspirée de M. Zinsmeister D e ] ,  

LEMME . |||V U "136UV"-Ï6|||< 5e1//2.

Rappelons que U est défini à partir de la représentation conforme 

<ï> : P+ -»• 0 + et par Uf(x) = f o 3>(x) <&' (x) , et V est défini pareillement à 

partir de 0 : P-  -*■ Q~.

Comme U et V sont des opérateurs un ita ires,

| | | v u “ 126u v ”- * 6 ||| = 11 ! u ” 126 u  -  v “ 136 v  111.

Si P 1 = j( l  + iU-1 36U) et P2 = ^(1 -  iV-1 36V) , il faut montrer que

(UPi + P2 - i ll l^ 5 e ^ 2 , ou encore que, pour tout x de L^(r), si x = x , j +x2 

avec x.j C H2(£2+) et x2CH2(Q_), et si y est la projection orthogonale de x 

sur H2(fi+), alors ||x.j -  y|| < |  e1//21|x||.

28.



On peut se restre indre  à l'espace  de dimension 3 engendré par x , et y ,

I I I 12 II | |2 II I 12 Iavec x et y dans un plan "vertical" . L 'inégalité ||x|| = |]x̂  11 + ||x2 l| + 2 (x^ |x2),

|(x^ |x2) l< ellxjl Hx̂ ll suffit pour conclure.

COROLLAIRE. Si e est assez petit, ||Log($~ V ) ' Hqj^q  -  ^ (£) = ^

(avec S ( e ) — quand e — ►  ()).

Il suffit d'appliquer le théorème 1.

Nous allons d 'abord faire l'hypothèse "a priori" que T est une courbe corde-arc 

(sans toutefois préciser sa constante corde-arc !). En particulier, on sait que 

Log $ ' C BMOa (P+) et Log G BMO^(P- ) (voir par exemple GQ. Notons u 

la partie réelle  de Log <3? ' ,  et v celle de Log 0 ' .  On a les relations 

Log <£' = u + icfêu et log 0 ' = v -  i#£v. Soit h = o 0 . h est un homéomorphisme 

de R , et nous savons que h £ ^ .  De 3> o h = ^ , on déduit Log 0 ' = Log $  ' o h + 

Log h ' , ce qui s 'é c r i t  v -  \% v  = u o h + i$£u) o h + Log h ' .

En séparant les parties réelles et imaginaires, on obtient

v = u o h + Log h ' , et <f6(u o h + Log h ')  + ($>u) oh = 0.

En appelant 1 ' opérateur continu de BMO(R) qui à f associe f oh,

on a (V^ïG + 2£>Vh)u = -ÏÊLog h ' , ou encore

(3C+ V^1& V h)u = -  Log h ' .

Or $ + V jJ1$ V h = 2 # + (V ^ 1$ V h -  % ).

Si S est assez petit, le fait que | |Log h ' | Igj^Q < ^ entraîne que

^  Vh1 ̂ Vh " ̂  BMO(R) < 1 car la fonction "Log h ' — * Vh 1 ̂  Vh" est analyticlue 

en Log h ' €  BMO assez petit. On en déduit

u = -(SC + V” 1# V hr 1 V"1 fêLog h ' , 

et llu l!BMO< c te l |l0 g h , |lBMO£ c t e ? ’ 6t Ü ^ ^ 'U b M O ^ 0 *6

T est donc bien corde-arc (ce que l 'on  a supposé) avec une constante aussi proche de 1

29.



qu'on veut.

Il ne reste  plus qu1 à étudier le cas où T n ' est pas co rde-arc . Dans ce c a s , 

on peut quand même poser h = $ “ V  > et u = -(Jfê + V“ 1$  Vh)“ V " 1 %  Log h ' .

La fonction u + iïCu G BMO^(R) peut ê tre  écrite  Log $  ' ,  où la fonction $  

est analytique, et même est une représentation conforme su r un domaine limité par une 

courbe corde-arc r ,  à condition que Hullgj^Q s°it assez petite. De même, 

v = u o h + Log h ' s 'é c r i t  v = Re Log if) ' ,  avec Log 0 ' G BMO^(P- ) ;

0 est aussi une représentation conforme de P" sur un certain domaine, et s i les
/v — 'j v

constantes ont bien été choisies, $  « 0 = h (ce qui veut dire que ce domaine est lui
/v*

aussi délimité par r) . Ainsi la fonction h correspond à la fois à la courbe r  

et à la courbe r .

Un théorème d'A hlfors [ l]  nous dit que dans ce cas r  et F  sont semblables, 

r est donc corde-arc , et le théorème est démontré.

30.

m .  CONTINUITE D'UN OPERATEUR D'INTEGRALES SINGULIERES.

2
On peut donner du théorème de Calderon (L (r) est la somme directe de 

H2 ^ )  et de H2 (£2“ ) quand T est corde-arc de constante assez petite) une version 

de théorie des opérateurs. On définit l 'opéra teu r de Calderon par l'in tégrale  singulière

Tf(x) = lim ^ | | z f i f j  z(yT pour £ G Co ^  et x£R lorsque r  est
I x-y J £

2 II II
paramétrée par z(t). Cet opérateur est continu su r L lorsque | |Log z ’ | lBMO est



assez petite. On peut encore présenter ce résultat à l 'a id e  du groupe ^  des homéo-

morphismes croissants de R à dérivée dans A00 et de la transformation de H ilbert.

On note, pour h£ ̂ 1 ' opérateur défini par U^f(x ) = f o h(x ) h ' (x )1 ̂ 2 .

Alors l'application Logh'GBM O— ►  U.36U ,£o6(L2(R)) est analytique réelle au
h

voisinage de Log h ' = Log h^ , avec hQ£ quelconque. Nous allons maintenant donner 

de ce résultat de commutation entre un opérateur pseudo-différentiel (36) et un opérateur 

de changement de variable (U^) une généralisation.

Ty sera  l'opéra teu r pseudo-différentiel de symbole sgn(£) (on se donne

une fois pour toutes une représentation de x — *»xiy su r R*c C -  iR+).

, /  J / 2  , J / 2
L 'opérateur U .T  U 1 a pour noyau K (x,y) = ——-----  / v — . On peut

h y h-1 y (h(x)-h(y))

démontrer (voir la thèse de 3ème cycle de Jean-Lin Journé) que U. T U - est
oo h

une fonction analytique réelle  de Log h ' £  L (R) au voisinage de 0. Nous utiliserons

ce résultat pour montrer le théorème qui suit, de sorte que comme ce résultat utilise le

théorème de Calderon pour les domaines "Lipschitziens", les opérateurs complexes dont

il sera  question seront en quelque sorte "dominés" par l'opéra teu r de Calderon.
h ,/ J / 2  h i( \1/ 2

Constatons d 'abord  que K (x,y) = ——------- —  ne dépend pas que de Logh'£BMO
r  (h(xMi(y))

il n 'e s t  pas invariant par les transformations affines sur h. On ne peut donc pas espérer
1

montrer que T^U” est une fonction analytique de Log h ' £  BMO. L'inconvénient 

n 'e s t  pas majeur : K^(x,y) h '(x)1^ est lui uniquement fonction de Log h ' . (On a 

simplement rétabli l'homogénéité). Notons donc M^(h' ) la multiplication par la fonction 

h '(x)i y .

Nous avons le théorème suivant :

THEOREME 3. L 'opérateur M̂ (h' ) Uu T„, U , £  <à£(L2(R)) est une fonction
y n y h" 1

analytique réelle  de Log h ' £  BMO t. q. h £ £ ,.

Nous montrerons le résultat suivant qui est un peu plus précis.

Si oo est un poids de la classe A de Mückenhoupt, M^(h' ) T^U se

31.



prolonge analytiquement sur une boule |! L o g h '|L 4<_ ( .<  en un opérateur continu
C 1+lyl

sur £ 2{r  , oj). Avant de chercher à définir ce prolongement, nous allons démontrer quel­

ques lemmes géométriques et techniques qui permettront d 'a lléger un peu la démonstration.

Soit b une fonction réelle de BMO telle que ||b|lBMo < r> C7? > 0) et soit 

z telle que z ' = e ^ .  Soit enfin e > 0. On notera

32.

m(x' e)=m I(x ,£) b = À S x_£ b (t)d t-

Pour x /  y , y

z(x) -  z(y) = ^ e*k^  dt
X

im v1b i Py r  ib(t)-im b -,
= (x-y) e r* ’y:i (1 [e rx’yJ -  i jd t )

im b 
= (x-y) e x ,y  (1+e(x,y))

(on notera toujours [x ,y l l 'in tervalle  d'extrém ités x et y, même si x > y).

L'inégalité le** -  1 |< It I permet la conclusion le(x,y) l< llbllBMo- Si

r? < 1, on définira (z(x) -  z(y))iy de la manière suivante :
_ym b

(z(x) -  z(y))iy = (x-y)iy e x ,y  ̂ (1 + e(x,y))iy j 1 + e(x,y) étant astreint à re s te r 

dans le disque ouvert de centre 1 et de rayon 1, la définition de (1 + e(x,y))iy ne 

pose pas de problème : il suffit de prendre

[ - 0° , 1 01+1
(1 + e(x,y))iy = exp(iyLog(1+e(x,y))) = exp iy S ----  e(x,y)n

n=1

LEMME 1. Soit une courbe définie par une paramétrisation du type :

î(x) = jj' e lb^  dt + z(0 ), où llb|lBMO < V .

'J
Cette courbe vérifie la condition corde-arc avec la constante ( 1 -  r?) , c 1 est-à-d ire

V (x,y) G R2 , Iz(x) -  z(y) |>  (1-7?) |x -y  | .

I I I  11 *m b 11 I
(En effet, avec les notations précédentes, |z(x)-z(y)|=  I x—y 11 e x ,y  111+e(x,y) I ).

Soit encore z comme dans le lemme 1. On définit une fonction b  ̂ de la manière 

suivante à partir d 'un intervalle J  ouvert .



Soit U = |x G J , (bXj -  m jbX jftx ) > Mr?]•.

(M est un rée l positif qui sera  déterminé bien plus tard , et * désigne la fonction

maximale de Hardy-Littlewood).

U est ouvert car la fonction maximale est s . c. i.

Soit U = U = u ja , ,b. [~ sa décomposition en intervalles disjoints, 
k k

On prendra f b^ = b su r J \ U  et

b^ = Cte su r chaque Ja^ , b^ [  de manière à ce que

e 1 = , 1 f  k elb^ d t ,  avec k e  b, -  m.b Is  n . 
k “ k 1 J

Notons que b  ̂ n 'e s t  pas toujours à valeurs rée lles , mais que sa partie imaginaire est

majorée par I Log(1—r?) ( si î? < 1.

LE MME 2. On a alors les propriétés suivantes (concernant l'in tervalle  J)

33.

1. 3A q , constante telle que ||mjb -  b-JI^ < Aq Mr?

2 - lul<y ci
(si r? est assez petit).

1 1C.j désigne la "norme" de f —►  f* de L dans 

Démonstration du lemme.

En un point de J  fi Uc , l'inégalité (bXj -  Xjmjt>)*(x) < My entraîne par le 

théorème de différentiation de Lebesgue, que I (b -  m^b)(x) |<  Mr? p .p .

Si x est un point de U, soient a^ et b^ les deux extrémités de 

1 ' intervalle qui le contient ; 1 ' une au moins est distincte des extrémités de J  

comme le montrera la démonstration de la relation 2, (si M > C-j). Supposons que ce 

soit ak . On a alors (Xjb -  XjHijb) (ak) < Mrj, et donc aussi

g—— k lb(t) -  nijb I dt < Mr?
k k a

K
I 1 0  I I I

La relation l e  -  1 I <  10 I implique

dans L 1 
faible '



l _ f bk (ei(b(t) -  mjb) _ 1)d(
b, -a.  ̂k k a, k

I Ub̂ xJ-m (b)) ;
<M t?, qui s 1 écrit encore |e - 1 |<Mt?.

34.

1 I ISi l'on choisit V < -----  , cette dernière inégalité implique |mTb - b-(x) |< A Mr?10(M+1) J 1 °
avec A = 2.o

I 1La relation 2 provient de la continuité de f —*f de L dans L, .L1 :faible
celle-ci nous donne en effet

* 1 I t— ® jbX JL I I -̂'ibXj - mjbXj) > Mt7 j |< ----—-—— c1 < -----—1
Mr) M ri

c 1 |J
< M

(le lemme est démontré).
On peut exprimer la signification géométrique du lemme 2 de la manière suivante : 

étant donnée une courbe vérifiant une bonne relation corde-arc, on peut 11 approcher par 
une courbe lipschitzienne plate en la lissant sur un ensemble d1 intervalles Jn où
elle se compor^

Le lemme suivant donne une idée de l'approximation de la courbe par la courbe
lissée.

A l'aide de la fonction , on construit la fonction (sur J) telle que
i b 1z = e , et qui coïncide avec la fonction z sur J \ U.

LEMME 3. Soit y€U. Soit lâ  , bk [ 1 ' intervalle de U contenant y et
soit £,, = lb,,-a,, I. On a |z.,(y) - z(y) |< 2 6,,. (Toujours si rj <-- -—).

K k  k  I k  10(M+1)

En effet, Iẑ y) - z(y) l< |z.,(y) - ẑ â  | + | z1(aR)-z(y) | < 2 car les applications 
z et ẑ sont 1-Lipschitziennes, la première parce que sa dérivée est de module 1, 
et la seconde parce que sa dérivée, moyenne de la précédente sur un intervalle, est de 
module < 1.



On peut définir (z^x) -  z^y))-1 -^  comme on 1 ' a fait pour la fonction z. On 

a alors le lemme suivant.
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LEMME 4. Avec les notations et les hypothèses des lemmes précédents, si

e J n ( ü 1 0 J k)c et y e ] a k , b k C 
k

-ynijb -■ynijb

<zl (x)-z1(y))l+iy '  (z(x)-z(y))1+iy

C 2
I----Ix-y I

(la constante c2 ne dépend que de M, y et 77).

(

Démonstration. Le membre de gauche peut s 'é c r ire

t  J+ iy  ,  O +iy

V  " M?(x) -  z(y)v

im Tb im Tb im^b 1+i^

z ^ x j-z ^ y ^
1

ix-y

imJ b v. 1+iy

- ( 4 ^ )

Supposons un instant que nous avons montré que

0

im Tb 1
e (x-yh"

1  )  ~z(x)-z(y) <1(5 et G
imj b -1

e _ J x - y h "  
z-|(x)-z^(y)y

15
2(5*

“ 1 “iyComme la fonction u — ►  u est à dérivée bornée dans le disque de centre 1

16et de rayon on aura, par simple application du théorème des accroissements finis,

le majorant

——r cte
Ix-y

z(y)-z-|(y)
im Tb 

e (x-y)

0te C9 «.
< ------ *2 2 $k = |------ (voir le lemme 3).

ix-y ix-y

Il re s te  à montrer nos deux inégalités. La première se déduit de

x -y '"y

,x ib(t)-imTb
-  1) dt < —  f I b(t) -  mjb I dt < (b X J  -  mjb x j) (x) 

x-y y

et I ................. I < Mr? < .

La deuxième s ' en déduit parce que



z-,(y)-z(y) 

z(x) -  z(y)

z-j(y)-z(y)

z(x) -  z(y)

36 .
2 «

< n

(1-77)4 g
(lemme 1) ,

n

< J__

2(1-17)
1

Tô

, et parce que, s i a et fi sont des complexes

1vérifiant Ioc-1 |<  rr? et | £ -  1 |<  , on a
2 .7ô

a ! | .  10 1 10 ^  130 .  15 
a F “ 1 1 TB + TÔ + T8Ô Î8Ô  20 *

Ceci termine la démonstration du lemme 4.

Pour finir ces préliminaires géométriques, nous allons donner certains corollaires

i m f  l b  I I ! I l  !
évidents de l'expression  z(x) -  z(y) = (x-y) e y (1 + e(x,y)) ( | e(x,y) |<  IblL.

□  M U

déjà utilisée pour le lemme 1.

COROLLAIRE 1. i <  | (z(x) -  z(y))“ir e7 x̂ ,y  ̂ |< 2

dès que llb|lBMO (1+ I 7 I ) < TÜ*

COROLLAIRE 2. Soient c et C deux rée ls  positifs. Z c ' ,  C" deux constan-
I l  I I  r* l

tes > 0, t .  q. si c I x-y I < e < C I x-y I , on ait
Ix-y

-ym(x, è)

(z(x)-z(y)) 1+iy
C"

Ix-y

Le corollaire 1 est évident et le corollaire 2 se déduit de la relation corde-arc 

(lemme 1), du corollaire 1, et de la propriété suivante des fonctions de BMO. Etant 

données c et C deux constantes, 3  K telle que pour deux intervalles I et J  

vérifiant c < C et d (l,J) < C IJ  I , on ait Im^b) -  m^b) l< k |UIbm o.

Nous allons maintenant définir un opérateur maximal associé à la valeur du 

prolongement de M(h')U. T U 1 pour Log h' imaginaire pur. Soit donc, pour
K / I

h

f bornée à support compact et e > 0 ,

T £ f(x) = $
-ym (x,e)

T+Tÿ t(y) dy ’
rc (:t ,e ) (z(x) ■z(y)!
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puis posons T*f(x) = sup |T £(x)|.
£>0

2
Nous allons montrer dans un premier temps que, si to est un poids de A ,

on a

|T £ 11
* L2(R,oodx)

< c ( to ,r  )|]f|]
L (R,todx)

dès que 77 < r? (to) 1
o' . Pour cela nous utiliserons le résultat classique suivant

1+lyl

(inégalités aux bons X ).

Si u et v sont deux fonctions positives de ca rrés  intégrables pour la mesure 

to dx, et s i pour tout À

•|x£R, v(x) > 2X et u(x) < X

alors ||v|| y < cte ||u|| 9
L (R,to dx) L (R,todx)

(voir par exemple E ^3 )•

< 1

to dx
|x £ R  , v(x) > Xj

05 dx

La fonction v sera  bien sûr T^f(x), et la fonction u sera  de la forme

•x* 2
Cte f (x) = Cte sup pX Ç |f(t)|dt (on sait que, pour to€A , f —»-f* est bornée sur

I^x III J I
9

L (R , 00dx)). Nous ferons pour commencer l'hypothèse qualitative que f est bornée 

à support compact. T gf(x) est alors une fonction continue de x, et

£ = |x € R  , |T £f(x) |> x }  est un ouvert. Donc = U g = |x £ R  , T ^f(x )> x |

est ouvert. Soit 0< = U L x sa décomposition en intervalles ouverts disjoints.
k

On va montrer l'inégalité aux bons X intervalle par intervalle, soit :

{ xeIk , V T»f(x )>2X  et I* (x )< C X } „ rtv< 5 llk , x L d x

rj < r? Je 0 )

to dx 

2
Comme le poids 00 est dans A , il suffira de montrer que pour 

1
on a

1+ I y I

{xCIk x , l iy (x )  |> 2X et f*(x) < ex} < oc(w) l l ^  I 

(nous verrons un peu plus tard la valeur q u 'il faut donner à C).



Il suffit bien sûr de considérer le cas où le membre de gauche n 'e s t pas nul. Fixons X 

et k.

Soit I = l a , b  C= Ik ^ • Alors,

(1) 3 t e l ,  f*(t)<CX

(2) T^f(a) < X .

Nous allons maintenant couper la fonction f en deux morceaux. Soit 

J  = 1 0 I = 3 a  -  ^(b-a) , b + ^(b-a) C Nous poserons f  ̂ = Xjf et f2 = f -  = x cf • 

Nous allons commencer par majorer Tgf^x) là où c 'e s t  possible, en le comparant à 

T^f^x), où est un peu plus régulier que T . Nous utiliserons pour cela la

fonction définie dans ces conditions pour le lemme 2. Soit donc

r  z^i r (x)
T ' g(x) = \  --------- —---- r-T- g(y) dy On définit également

I(x,e)cn j

T ' g(x) = sup | t '  g(x) I . Nous allons maintenant utiliser le fait (démontré par exemple 
e>0

dans la thèse de Jean-Lin Journé) que le théorème que l 'o n  veut démontrer est vrai dans
-mj(b) y

le cas Lipschitz. Le noyau -----------------t t t  est à facteur borné près celui d'un
(z^x j-z^y )) +iy

opérateur de Calderon-Zygmund (voir p. ex. ) dont la norme CZ est une fonction

38.

de y  et de y dès que llbllBMQ < ^ -  77o (^dépendant de y).

Comme, pour r\ assez petit (ce que l 'o n  supposera désormais),

zJj(x)i r  

e- r m j ( b ) -  1
1 1< ^  , il existe une constante C^ telle que, s i g G L ,

T*gll 1 -  o tIIs ii 1
L faible L

En particulier, s i g = f^ , on obtient

2 0 Con | | c j l | f * ( t )
<r n  c

'3{ x e i ,  lT4 t 1( x ) l > ^ } < 25!n3 \  | £l( u ) l d u < - i ^ --------s c c , l i
'J

D 'au tre  part, comme llb(x) — m Tb | f 1 < V j J  | et f —*f* est bornée de L^
J  L (J)



3 9 .
1 1 dans Lfaible , on a, s i r? < r?.,(M) — ,

1+ I yl

-[xei , (xj(t) b(t) -  m^b) Xj(t))*(x) > ----- î - p r j
20(1+1 r l )

<
M •

Posons

XE = dru 10 J j u j x e i  , (x Tb -  m T(b)x /  > -----V t I  U { x e i , T4 U x )  ^  ~  
k------------------------- J J  J  20(1 + |y| ) L 1 20

£
LEMME 5. Pour tout 0) dans A , il existe M et r)  ̂ = rj^M) tels que, 

s i C < ) oc(oî) et si i? < rj^(M)/l+| y| , IE | < 111 ^ oc(co) est toujours v ra ie .

10
c 1 | J

E est l'union de tro is ensembles. La mesure du premier est inférieure à

a(^)-^j— (voir la condition 2 du lemme 2 ), et donc inférieure à |i  | dès que

M est assez grand. Celle du second, inférieure à vérifie alors la même inégalité,

Quand à celle du troisième, qui est inférieure à CC^ i l l ,  elle est encore inférieure à 

oc(oo) I l
" 3 “

si CC^< . Pour tout x hors de E, on a

(3)

On a aussi

(4)

T* f-j(x) < 2ü

(X Tb -  m (b) x T)*(x)<
J  JV 7 AJ' 20(1+ lyl)

1
de sorte que I m(x, e) -  m (b) I < -

10(1+ l y l )

|b-(x) -  mT(b) |<  A Mî? (lemme 2)
I U o

quand e < 4 II | . D 'autre part,

Dans ce cas,

10(1+|y| ) 

5-ym (x,e)

2 \{x)i y

'J
lorsque r? < t/9 (M) — 1—1 .

1+lyl

< 2 , et par conséquent

T ' f,(x)
-y m (x ,  e)

TÔ *
£ 1 Z ’ f x ^

Ce résultat s 'é tend  d 'a illeu rs  aux e p lu s  p e t its  q u e  100 II I car alors

1
3(1+cq)

a(w)



Im(x,e) -  m jb )  l< 1
aussi. (C 'est la propriété des fonctions de BMO qui

10 (1+ | y| ) 
a été utilisée pour le corollaire 2. )

Puisque x est hors de E , les conditions de validité du lemme 4 sont

satisfaites, et, s i  e < 100 III,

-ym(x, e)

T e M x ) ------- W -  - T Ef l (x)
L e 1 z\{x)17 e 1 J

+ymj(b)

+ym(x

- y m j ( b )

y e u m c(x,e)
1+iy

-ym^b)

(z(x)-z(y))1+iy

(ailleurs que dans U, z(y) = z 1(y) et z(x)=z.j(x)).

- • S
y e u n iC(x,e) lx_y

C2 M y) I Iv If̂ yjUy

(<k(y) désigne la longueur de l'in tervalle  Jk tel que y G J k).

T ^ f ^ x )
-y  m(x, e)

rrr - ^ (x ) If (y)
Ix-y

^ dy si x E .

On peut sommer le second membre par rapport à xCl/E . On obtient fois

2 l  8k S ,  lfi (y) lL r f c r J ^ dx d s, s 2 ,  ̂ « k S ,x^E |x -y  
x e i

k J, xGI | x-y 
XÇÎ10J.

dx dy

< 2.1 £ \ I f (y) I dy < 20 II | f*(t) < 20 II U c .
4  1 ,  J  T

Posons maintenant F  = E u{xGI , 2  T  ^k ^ ^  dy > ^  }
k “ ° yGJk I x-y

(5) If  I < Il Ia(o>) dès que ri < T70(M)/1+ I yl avec M comme dans le lemme 5

4 0 .

et C < 2 oc(to) i n l t ^ i -  , 2^ ~  ).

. , , -y m (x ,e ) , , -ym(x,E)
Pour tout x hors de F , |T f^ x ) | < I T ' f ^ x ) ------- jr;— 1+ JT’f 1(x )--------r— - T f/x)

z \ (x)  r z^(x) 7

^  À À _  2À 
TÜ tïï ÏÜ

X (y) dy

T
k ek! C2

yeJk '

f y)

(Z1(x)- Z1 y)'

I f1(y)
1



alors, si xC.I, Id̂  f*(t) (|)n.
(Rappelons que a est une extrémité de l'intervalle I = [a,b] .)

-ym(x, III )+ymr -.b T "yin[a,y]l:)
En effet, D' = \ e L ,;yjn j -I

2nJ\2n J
e- y W  -

(z(a)-z(y))1+1

41 .

(zx).zly)) ■i y ~

dès que e < 100 III. Comme T£f̂ (x) = 0 pour les autres e, on a :

(6 ) v x e i\ f,

Passons maintenant à l'étude de : il nous faudra majorer T*f2(x) pour
xGI \ F.

Nous utiliserons le lemme suivant

LEMME 6. 3Ĉ , si x  ̂F , xCI , ou si e < 100 II I, et si x(y) est bornée,

11 in téora le e (z(x) - z(y))- -̂  ̂f(y) x(y) dy est majorée par

<2X 
-  TÜ •

yeicmoj
*/ \ 

C4 f (t). Le même résultat est valable pour 11 intégrale

y€l(x, 100e..)\ l(x,ej
e-ym(x,e2)(z(x) _ z(y))- ”̂̂  f(y) x(y) dy à condition que

TÜÔ <  e2 <  1000 £1

Dans le premier cas, la démonstration du lemme se fait en utilisant
e-ym(x,e) 
-y m_ T>

p Py vl

2 et le corollaire 2. Dans le second, on utilise le corollaire 2 seul,

de sorte que sur toute la couronne d'intégration, l'intégrant peut être majoré par
xec

l x -y  I
If (y)
Montrons enfin le lemme technique suivant.

LEMME 7. Soit e ym(x’ ̂  \(z(x)-z(y)) 1 17 -
(z(a)-z(y)r1- i r ) f(y) dy ;

T, f 1 [x)

e -ym(x,e

D'n
2nJ 2n"



4 2 .

Le crochet s 'é c r i t  encore

Or

? tl̂ a * y~* f( z(a) - z(yK 1+iy 11 
Z n Z v J + î ÿ  IVz(x) - z(y)y " J(z(a)-z(y))

z(a) -  z(y) 1 _ z(a) -  z(x) 1 la -  x 
z(x) -  z(y) “ z(x) -  z(y) ~ 1 _ ^  |x _ y (lemme 1).

Donc

Comme

f f  z(a) -  z(y)^1+iy .1 
IVz(x) -  z(y) )  J. Vz(x) -  z(y) 

r ymCa,b]b

<
2 C £ |I |

T x - y l
pour une certaine constante C,L.

(z(a)-z(y))1+i y

c "
S

la -  y
(corollaire 2)

et Im(x , 2n | l | ) - m ( x  , 2n_1| l | ) |  < 2 | | b | L ^ <BMO
(1+lyl) 10

on a finalement

D' < n
2nJ \2 n-1J

l o ' U l | ) n iooS q  l i l  $

a-y | I x -  y |

I f(y) I dy
2 J |  2nJ \  2n”1 J

< c 5 f*(t) ( |)n

(et le lemme 7 est démontré).

Le lemme 6 implique la relation

(7) lTm f(a) -  T| I ( f2(a) | < C4 f  (t).

-ym(x,lll) -ym (a,|I |)
D 'autre  part T m t>(a) -  T|T|t,(x) = -  \  ( -------------------------------------- tttz / ( y )  dy

1112 1112 J jC (z(x)-z(y)) (zlaj-zfy))1^ y

est la somme de deux termes D  ̂ et D2 avec

Id I - I t  f (a ) l le " rm(x>,I,)+ym(a’, I , ) -  1 I < J - I t  f (a) I |L>1 *“ 1 l |e  TÔÜ 1 \l\  2Kd) 1

(si V est assez petit);

d 2 = TII| £2<a > -  TII | h W  -  T ^ O » )  + Tufcfa) e+rm(a,IH)-ym(x,II|)

+
e

2 m
I0(1+ly|) (n+5) r " 2C,I 11

f(y) dy ,



4 3 ,

c s G-rm(x,II|) -ym(x,III)
= \ (------- T^ÿ +------ îTrpJf̂y)dy

(zfrj-zfy))1* ^  (z(a)-z(y))JC
00

D0 = - £ D' et en utilisant le lemme 7, on obtient2  ̂ n ’

(8) |T|ijf2(a) - T ^ f^x ) |< | T jj^ la )  1+ f (t) .

Si l'on tient compte de ITjj|£(a) | < T^f(a) |< X (inégalité (2))

(7) implique l l^ ^ C a )  | < (CC4 + 1) X < 2X si C < , et
4

(8) implique ITj j|f2(x) | < CC^ X+ X+ + CC^X < -̂(̂ q̂q + C(C^ + ^ *

-ym(x, e) -ym(x,|I|)
Comme T f2(x) - T U x) = \  -------- -----^ - r--------- f(y) dy

£ 2  11,2 J jC (z(x)-z(y)) y

= TlI|f2(x)(e-ym(x>£>4-’/m(x' I ) - 1 ) (

I I 1dès que e < 8 111, le terme entre parenthèses est de module < j> pour ri assez

petit. Alors, pour x ^ F ,  | t £ f2(x) |< X(1 + C(C4+C^))(^) < ^  si C

est assez petit. Donc, pour tout x G I \  F et tout e < 8 I I  I , I T£f(x) I < |  X .

Soit maintenant x G I \  F, et e>8| I I .

Le lemme 6 implique l'inégalité suivante

I T f(a) - V e-y m(a >£) [z(a) _ z(y)] “^”^f(y) dy |< C . f*(t) < CC. X .
£ -  r  r

JT1I (x,e)

On en déduit que

^ e-ym (a , e ) ( z ( a ) _ z ( y ) ) " 1 " l '>/ f 2 ( y )  dy -  ^ e“ rm x̂ ’ e\z (a ) -z (y ) )1~i r f2 (y) dy

I  ( x ,  e) I  ( x , e )

est inférieur à ~  ( I T£f(a) I + CC4X ) .

Enfin, on la majoration

. 2À



^ e-ym (x,e)^(z(x)_z(y))-1-iy_(z(a )_z(y))-1-iy^f2(y) dy < f*(t ) < c c ^x ^

Ic (x,e)

qui est obtenue comme le lemme 7, en remplaçant 111 par e et 

2nJ \ 2 n_1J  par 2nl(x ,e ) \  2n_1l(x ,e).

On en déduit que, s i CC^ est assez petit, on a pour tout x de I et tout e>8I I I ,

I T £f2(x) | < CC? X + ^  + CC4X + | T gf(a) I < \  X .

D ' où 11 inégalité aux bons X .

Nous avons jusqu' à présent démontré que s i  f est bornée à support compact,

et s i | | t  f|| 0 < +0°, alors
L (R,co dx)

Ht f|L < C(co,y)||f|L dès que î? < 77 (co) —L-, .
z  ̂ 3 1+1 y|

Nous allons maintenant montrer que si f est bornée à support compact,

II II * te||T f |L < +00. En effet, pour une telle fonction, f < c et s i X est assez grand, 

nous avons en fait montré que I |x £ R , T^f(x) > 2x}I ^  ^ I {xCR, T^f(x) > X } I à 

condition que ces deux mesures ne soient pas infinies (ce qu'on va montrer).

Soit K le support de f, % son diamètre, et x un point de R dont la 

distance à K est d > 8 . On a

| T J(x)l<< : | e-rm (x,e)+y m (x ,d )||e - ym(x’d) | | f(y ) | _

E V ( x , e )

Pour simplifier, on supposera que K contient 0, et on ne s ' in téressera qu ' à

44.

îx l> 2 8 . A lors lT ef(x) l< 10 |^? e rln.(x,e)-m(x ,x) I

D 'au tre  part, gardons à l 'e sp r i t  que les seules valeurs de e qui peuvent poser des 

problèmes sont les petites valeurs : pour e > d + 20 , T g f(x) = 0.

LEMME. ï O O ,  V ( n , p ) e N 2 ,

x€ [2n+1S ,2n+2 8 ] u  [-2n+28 ,-2 n+18 ]  , I T#f(x) l> l ^ H . 2 - n 2P}l < C 2n 8‘ P . 

La justification est assez simple : il suffit de montrer que



i'xeR , 2n+18 < l x l < 2 n+2 8, sup ey lm(x ,e)-m(x>x ) i> 2P|| < C 2n 8~P .
e< I X I +2$

Comme I x | > 2n+”* 8 > 11 [j- 2n+2 8 , 2n+2 | = 1 11 | et I x I < 11 |, on peut se4 4 n n
contenter de montrer que

, i~ i i  ,o y\ m(x, e)-mT (b) I . ,xGR , 2 8 < |x |< 2n+2S, sup ,e n > 2P| | < C 2n 8"P .
e<|x I J

y|m(x,£)-m, (b) I yl b̂ -mu. (b) I
De plus, e n < m  ̂ £ x+£-j e n

Il 3ylb(x)-nL (b) |*||
Il suffit donc de prouver que 11 (e n ) 11 < 2 C , ou encore que

I Lfaiblê
Il 3rlb(x)-mI ( b l  * , 1 1Ile n II 1 < 2 C' car f—*f est bornee de L dans L faible.

l\ i )n
Cette dernière inégalité est exactement le théorème de John-Nirenberg ( Dol ).

Ce lemme nous permet de majorer la norme de la restriction de T f à
00

{x£R  , 2n+18 < |x l< 2n+2 8} par Cte{2 n.(2-n)2 + £ 2n 2‘ 3P 2-2n 22P} <Cte 2 'n.
P= 1

On en déduit que T̂f(x) est dans L2(R) (1 ' apport de 11 intervalle C-2 8 , 28]
étant contrôlé par l'inégalité aux bons X , qui a maintenant un sens). On aurait pu
montrer que f(x) G L (R, 00 dx) tout aussi facilement : il suffisait de contrôler le
défaut de régularité de poids sur 1 ' intervalle I en exigeant une plus grande régularité

nn c(to) [bM-nu (b) In
de la fonction b (en clair, en demandant que f  je n || 1 <2 c').

l\ i )
Il II II IIAinsi, Ht f(x)|L < C ||f|L pour toute fonction bornée à support compact.* z o

2Le cas général en découle simplement en exprimant f G L comme une série normalement
convergente de fonctions bornées à supports compacts, et en passant à la limite pour

2chaque e > 0. En résumé, on a montré que : îC>0 VfGL(R), T̂f(x) existe 
p. p. et IIt̂ ïIL, < C|Jf|̂  (un tel résultat est également valable pour L2(R , codx)).

Pour toute fonction z telle que I (Log z ' | Iq̂ q < V, on définit 

T (z)f(x)= Ç eiym(x,e) z'(x)1//2 z'(y)1//2 f(y) dy

4 5 .

où m ( x , E )  = m^ j L o g z ' .

T
€

z)f(x)= \

y e ic (x, e)

e iym(x,e) z i(x)1/ 2 z '(y)1/ 2 f(y) dy(z(x) (-1 - i  y



On note aussi T (z)f(x)= sup It ( z  ) f(x) I.
e>0 E

Lorsque Log z' est imaginaire pur l'inégalité ||t (z)f|L < Cte ||f|L , 

valable pour tout f£L2, découle de T (z) f = | z' | ^ 2 T (£ z' ^ 2).

Si h est un changement de variable de <Sp tel que ||Log h' IIq^q ^ V > 

UhT e(z)U _ 1f(x) = J  e irm (h (x ) ,e ) (z o h (x )_z o h (y ) ) -1“ i y z .(h (x))1/2 z .(h (y ))1/2

h h(y)€Ic(h(x), e) h'(x)1/ 2h'(y)1/2f(y) dy

=  ̂ eiym(h(x) ê) ẑ o h(x _̂z 0 h(y))-1_iyz o h' 1//2(x)z o h' (y)1/̂ 2f(y) dy.

Ih(y)-h(x) |>e

Si nous comparons avec une intégrale du type Tg (z o h) :

 ̂ eiyro(x,8 )(z o h(x)_z 0 h(y))“ ”̂ ŷz o h1 ^ 2(x) z o h1 ^ 2(y) f(y) dy

Iy-x I > 8

où m(x, 8) est m ^  gjLog(z o h)1 = m x̂ gjLog h' + Log z' 0 h

et où 8 est choisi de la taille de l'intervalle d'intégration de la première intégrale, 

la différence due aux intervalles d'intégration sera inférieure à Cte f*(x) comme dans 

le lemme 6.

Il reste à comparer iy(naĵ x g)L°g h' + m x̂ g  ̂Log z' 0 h) avec 

iyml(h(x e)) Log z ' * Le premier terme iynij^ g ̂  Log h' est imaginaire pur et 

donnera donc une exponentielle de module 1. La différence 

mi(x g  ̂Log z' 0 h -  mj^x) Log z' est aussi petite qu'on veut (pourvu que rj 

soit assez petit). En effet, : f —►  fo h  est continue sur BMO(R), ce qui 

permet de majorer I m x̂  ̂̂  Log z ' » h -  mh(i(x g ^ Log z ' | . La majoration de

m̂h(l(x 8 )) Log z ' “ ml(h(x) c) Log z '  ̂ est évidente car la moyenne est prise sur 

deux intervalles de tailles comparables contenant h(x).

Remarquons que si h est telle que ||Log h' IIqmo <  ̂  ̂ s , ĉrire 

zoh^,  avec Log z' imaginaire pur et Log h} réel, et aussi

46.
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Il suffit en fait de constater que h ' (x) = z ' (h^x)) hj(x) implique

Log h 1 (x) = Log z '(h ^x )) + Log hJj(x). On doit donc choisir Log hJJ(x) = Re(Log h'(x))

-  1 -  1et Log z '(u ) = Log h'(h^ (u)) -  Log h|(h^ (u)). En résumé, on a montré que si 

llL°g z 'IIBm o < T7, et Si f e  L2(R)» llT*(z)f||2 < c | |f | |2 .

Il est facile de montrer (des raisonnements analogues sont faits plus en détails 

dans la thèse de Jean-Lin Journé) que pour tout e et tout couple (f,g) de fonctions 

de C“ , <T£(z)f,g> est une fonction analytique de L o g z ' .  Il en va de même pour

T^(z) = \ TgeV'y Les dérivées en 0 de T^(z) seront notées Dk T.

I I I I g»
Pour ||Log z ' llBMQ assez petit, on a T^.(z) = Z Dk T(Log z ' , . . .  Log z ' ) avec

le

convergence normale.

On peut choisir une suite en —>-0 telle que pour tout Log z 1 dans un sous-
-b

espace vectoriel de dimension finie v , on ait 
£

lim Dk T( Logz ' ,  . . .  Log z ' ) = DkT(Log z ' , . . .  L o g z ' )  existe
n-»oo

(la limite est bien sûr prise pour la topologie faible).

00 1La série  £  r j  D T(Logz ' ,  . . . L o g z ' )  converge normalement quand 
k=0 k * k

n — pour  Log z 1 G v de norme assez petite. La limite est une fonction analytique

en Log z ' , dont il s 'a g it  de trouver la ressemblance avec M(h' .

Calculons la différence entre
iym . / v Log h '

lim ^ V x /  e I x̂ »ene 1 ) (h(x)-h(y)r1_irh '(x )1^2h '(y )1̂ 2f(y)dy<̂  
n->oo ^ x „ L __ V y

4 7 .

et

l i m? V w  el’,U« h,(ïc)(h(x)-h(y)r1-lrh-(x)1/ 2h-(y)1/ 2f(y)<ly^.
X2 lh(x)-h(y)l>ene 2

On sait que cette différence est de la forme A(x)f(x) car les deux opérateurs limites ont 

le même noyau. On peut donc considérer f telle que f(y) = 1 sur un voisinage de x

et composer avec U 1 à gauche et U. à d ro ite . La différence entre
h

M(h' IUh r r



iym _ j  X j y  Log h'

“m S S| . X/ ye !<h (X),ee ’ (x-yr’-^ M d y^
A 1 Ih (y)-h (x)l>e e

4 8 .

et

i V ’' eiyLÆ 8h' (h’ <x))(x- y r ' ' l r i ( y ,d y ^2 x-y > e  e
J n

1
sera  A(h (x)).

1 iym 1 Log h'
(elrL ogh '(h - ( x ) ) . e I (h '(x ) ,e )  )(x-y )-1- l r f l (y)dyComme

Ix-y |>e 

tend vers 0, il res te

,iyLogh' (h’  (x)) Um r  C / (x -y r1-ly I(y) dy
n*oou X „ LJ| L  AV y1 x-y > e ej n

- S  , , -,
x-yl>en(h (x))' e

—1—i y
La fonction (x-y) s 'in tég re  en (x-y)-1^ .c , de sorte que l 'a s tuce  consiste à

/ y  1 'Xof^ 1 1 
(e e r ( e e  (h" (x))'" )

iy
= 1 .choisir ^ (A ^ )  pour que 

Alors la fonction A est nulle.

-1
Si T.j = lim (Id), nous savons que M(h' est une fonction

n-*°° n 
analytique de Log h ' G BMO.

O r, Tp- T 1 est la multiplication par une constante (les opérateurs ont même 

noyau et sont invariants par translation).

Comme les deux opérateurs M(h' ) U^T^U~^ et M(h' ) ne dépendent

l 'u n  et l 'a u tre  que de Log h ' C BMO, et que M(h') est loin d 'ê tre  invariant 

par transformations affines su r h, c 'e s t  que la constante est nulle.

Nous avons donc démontré 1 ' analyticité de Log h ' — ►  M.(y) U, T U  1n n y h~ i

dans un voisinage de l'o rig ine . Il s 'a g it  de passer au cas général. Soit

Log g^ , gQe ^ . ,  et montrons que M ^y) Uh Ty U _1 est analytique en Log h'

voisin de Log g^. Si h = g o g Q, Log h' = Log g'Q + Log g' o gQ et

y (x-yJ
1-i y£

d X 1
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M(y ) Uh T U  ̂ = J i u  M(g) U T U  ̂ U  ̂ , où 0/6 est la multiplication par un 
h” 8o 8 7  g" g"

facteur unimodulaire fixe. Or M(g) U T U est une fonction analytique de

Il II g ~Log g ' G BMO pour | |Log g 11 Iq^ q  assez petit. Il ne reste  plus pour pouvoir conclure

- 1 - 1
qu' à constater que Log g ' = Log gQ + Log h' o gQ est analytique en fonction de 

Log h 1. Ceci démontre le théorème.

Remarque. Les deux opérateurs suivants sont aussi des fonctions analytiques

de Log h ' G BMO : Uh T^U _1M(h' ) et M(h' )1^2 UhTy U _1M(h' )1//2 (le premier
h h

opérateur n 'e s t que le transposé de celui du théorème ; le second est le produit des 

deux autres pour y  ' = ^ y ).

Remarque. Les résultats d ' analyticité comme le théorème que 1 ' on vient de 

montrer sont surtout intéressants parce q u 'ils  engendrent toute une classe d 'opérateurs 

continus et donnent des bornes assez précises pour les normes de ces opérateurs. (On 

peut par exemple développer l 'opéra teu r du théorème en série  de Taylor. Chaque terme 

est majoré. On peut encore recombiner ces termes avec des coefficients différents, 

ce qui donne d 'au tres  opérateurs, e t c . . . ) .

-1Remarque. Nous avons montré que l'opérateur T(h) = ^ (h jU ^ T  U^ -  T 

tend vers 0 en norme quand Log h ' G BMOp(R) tend vers 0. Il en est d 'a illeu rs 

de même pour son prolongement complexe aux z t. q. |ll-og z 11 ( r )  est assez

pe tit.

La démonstration de la seconde partie du théorème 1 peut être  copiée (presque 

mot pour mot) pour montrer que, réciproquement, si 111 T(z)|11< e avec e assez 

petit, alors ||Log z ' llBMO < 8 (e). Ici aussi, si l 'o n  veut param étrer T(z) de 

manière continue à 1 ' origine, il nous faudra utiliser une topologie plus fine que celle de 

Log z ' G BMO sur 1 ' espace de départ.

49.
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