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INTRODUCTION S

Dans ce travail nous nous pencherons sur quelques questions

concernant le probléme suivant, posé dans un ouvert borné et régu-

lier Q@ de frontiére 930 deiRN :

- Au = APKu dans
(*) u = 6¢ sur 3R , 6 €R inconnu
A fPK(u)w = I, I > 0 donné,

ou K est un convexe fermé de LZ(Q), ¢ € H1/2(89) donné et Yy sa relevée

harmonique (c.a.d., =AYy = 0 dans Q et ¥ = ¢ sur 99).

Lorsque K = {V'€L2(Q) ; v2 0 p.p. dans Q} et ¢ = 1 sur 3Q,
nous retrouvons le probléme introduit par R. Temam [34] et étudié
également par de nombreux auteurs (cf. Berestycki-Brézis [3], J.P.
Puel [26] , A. Damlamian [7], M. Sermange [28]) :

- Au = Au+ dans
u = 06 constante inconnue sur 3Q
ou _
-J-g'ﬁdr—]:.
af

Ce dernier a son origine dans les recherches de l'énergie
par la fusion magnétique. Plus précisément, c'est un probléme mathé-
matique correspondant & une modélisation simplifiée pow 1'équilibre
d'un plasma confiné a 1l'intérieur d'une machine Tokamak.

Notre travail s'organise en trois chapitres :

Dans le premier, nous présentons une formulation équivalente
de (*) (correspondant a un découplage), pour laquelle on étudie les
questions d'existence, d'unicité et de régularité des solutions.
Nous donnons aussi quelques exemples qui illustrent les résultats



théoriques. Ces résultats ont été présentés dans |6] et feront
1'objet d'une publication ultérieure.

Dans le deuxiéme, nous étudions 1l'approximation numérique
du probléme (sous la deuxiéme formulation). Nous proposons un al-
gorithme pour le calcul des solutions, le probléme étant discrétisé
par une méthode d'éléments finis. Une estimation d'erreur pour cer-

taines valeurs de )\ est aussi établie.

Le troisiéme chapitre donne des résultats qualitatifs pour
les solutions de deux exemples correspondant a des problémes a
frontiéres libres. Ce sont des inégalités de type isopérimétrique
qui s'inspirent des travaux de J. Mossino [21] et I. Stackgold [32].



CHAPITRE I

EXISTENCE, UNICITE ET REGULARITE

§ I-1. EXISTENCE DE SOLUTIONS.

Etant donné Q ouvert borné et régulier deZRN, on consideére

le probléme :

Déterminer u défini dans @ a valeurs réelles tel que

- Au = APK(u) dans
(1.1) u = 6¢ sur 92, 6 € R inconnu

AJPK(u)w = I, I > 0 donné,

ou Py est l'opérateur de projection sur un ensemble convexe fermé
K de LZ(Q), A # 0 est un parametre, ¢ 6H1/2(BQ) (¢ non identiquement

nulle) et y eH1(Q) sont données et liées par

g - Ay = 0 dans @

y/T = ¢
Définissons
(1.2) K, = Kn{ver?(@ ; [vy = 1/3)

KA est un convexe fermé de L2(Q) (éventuellement vide).

Une condition nécessaire pour que (1.1) ait une solution est :

(1.3) KA # Q.
Une forme affaiblie de (1.3) est
(1.3a) inf va < I/X £ sup va
v € K v ¢ K

Nous allons voir gque la condition (1.3a) est aussi "presque"

suffisante (cf. Théoréme I.1).



I-1.1 : Une formulation équivalente.

Pour tout A satisfaisant (1.3), on considére le probléme :

déterminer (w,0) € H;(Q)ﬂR tel que

- Aw = AP_, w dans
Ky
(1.4) w = 0 sur 3N

AJPK(w+6w)w = I.
Alors nous avons :

LEMME I.1 : (1.1) a une solution u.eH1(Q) st et seulement st
i) (1.3) est satisfaite
i1) (1.4) a une solution (u,8) € H (2) xR
De plus les solutions de (1.1) et (1.4) sont liées par
% u=uw+ 0y

PK(u) = P, (w).

Ky

Démonstration : Supposons que (1.1) a une solution (u,6). Comme
JPK(u)w - 1/)
nous avons
(1.5) PK(u)e Ky
Soit w = u - 8yY. Alors w ¢ H;(Q) et
AJPK(w+8¢)w = I
Pour montrer que w est solution de (1.4) il suffit de montrer

que

P,(u) = P, (w).
K KA

Or, d'apreés la définition de projection,



(1.6) (u—PK(u) i V=P (u)) £ 0 V v ek

0 V veK

IN

(1.7) (w=-P, (w) ; v-P, (w))

K

Ky A

Vua (1.5), en substituant v = PKA(w) et v = PK(u) dans (1.6)

et (1.7) respectivement, on obtient :

2
|7g (@) - By, @]+ e([PKA(w)w - [PK(u)w)

]
o

et on conclut

(w) .

PK(u) =P )

K

Les mémes arguments s'appliquent pour la réciproque.

Nous allons traiter maintenant 1l'existence de solutions pour

le probléme (1.4).

I-1.2 : Un résultat d'existence.

On fait 1'hypothése :
21 = inf fvw < sup va = 22
v € K v € K

En outre, on suppose que K satisfait la condition suivante :
(HE) Voelo i, {vek va = %} est borné dans L' (Q).

Posons

A={x=0; 21 < I/X < 22 }. Alors :

THEOREME I-1 : Le probléme (1.4) admet au moins une solution

(w,0) € H;(Q)nm pour tout Ae A Si I/A > L, ou I/A < Ly, (1.4)

n'admet pas de solution.



Démonstration : Elle utilise de facon essentielle le

LEMME I-2 : Pour tout ueLz(Q) , la fonection
ta(8) = [ppturen)y

est lipschitzienne et croissante dans IR. De plus

eifg T () = 4y
lim Tu(e) = 12

>+

Démonstration du Lemme I-2 :

i) Tu est lipschiztienne :

|ru(e1) - Tu(62)| IPK(u+61w) - pK(u+ezw)|L21w|L2

IN

2
lvl“,]6,-6,]

L2 1 72
ii) T est croissante :

(81-0,) (1, (81)=7,(0,)) = | [Py (wstyihiy (as0,9)] (8,-0,)

= f[}K(u+e1w) - P (ut6y)] [(u+e y) - (u+6,9)] 2 0
iii) D'apres i) et ii), il existe

| I : | - .
21 = lim Tu(e) et 22 lim T__(08)

f>=0 0>+

Soit veK et en¢ +o, Alors
{(u+enw - PK(u+enw)(v - PK(ufenw)) <0 Vn.

Donc
enJ(v - Pp(u+d ¥) )y s -[[p - Pp(u+e )] [v = Py (u+b y)
2

S % |u+v|L2 - [uv < + o



Comme

f(v - Pp(u+b v))y -~ JVW = Qé
et Gn + +o on déduit que

va < 25 Vvek

Donc

IA
P

22 = sup fvw
v € K

Comme v, = PK(u+enw) satisfait

[vpr > 1

on obtient

L = sup [vw = 2,5,
2 v € K 2
D'une facon analogue,
2; = inf va = 21.
v ¢ K

L'existence découle alors des Lemmes suivants :

LEMME I-3. On considére le probléme d'optimisation suivant

P : inf {e(w) ; v« H;(Q)}
avec el(w) = % “Vw|2 - A((w - %PK w)PK w 4 Ky étant donmné par (1.2).
A A

Alors, pour tout A€l , le probléeme P admet au moins une solution.

Démonstration : On la fera en trois étapes.

lére_étape : K, # ¢

C'est une conséquence du Lemme I-2 ; pour u = 0, il existe

90 tel que



T (8,) = [pK(eow)w - 1I/a

Donc PK(eow)e Kx

On consideére deux cas :

i) A > 0 :
e(w) = % fle[2 - A [(w - %PK W) Py w
A A
1 2 A 2
=5 V| 5 = A Jw PKAw + 5| Py w|L2
2 1wl - alel lpg ol _, ¢ A al
2 L2 P K Lp* 2 KA L2

pour tout p, p*, 1 < p, p* < +» tels que 1/p + 1/p* = 1.

Soit p = ﬁ%% ; Si N2 3 oup >2 siN-= 2. Alors, pour tout
o1
weHo(Q)
lw] . ¢ c.|Vu|
P 1 12
Donc
! a] V6] 51 vl e wl
e(w) 2 5|Vw - c,|Vw P, w + 5|P, w
2 L2 2 20k Clpr T 2R 0 2
2 C,0 2 c 2 2
1 2 2 A
2 =|Vw| , - 5|Vl , - 5=|P, w] + | P, w]
2 L2 2 L2 20 Kl LP* 2 KA L2

Si on choisit o = 1/2c2, alors

2 2
1 2 2 A
e(w) 2 £|Vw|“ - c5|P, w] + 5|P
4 2 KA Lp* 2 KA L

Soit s = 2/p. Alors 0 < s < 1 et 1-s + s/2 = 1/p*, et donc

1-s s
|P, w] < |P, w] P, w]



ce qui entraflne

2 2(1-s) 2s

1 2 A
e(w) 2 ¢|Vw| , - c5|P, w] P, w] + =|p
4 L2 2 KA L1 Kk L2 2
Comme K satisfait (HE), il existe C3 tel que
IPKAw|L1 S cy .
Donc
L T Y e P
e(w) 2 5|Vw + =P w - c,|P, w
4 L2 2 Kx L2 4 Ky L2
Comme 0 < s < 1, il existe c tel que
A2 %S¢ Veiemw
2 4
et
1 2
(1.8) e(w) 2 ZIVwI , - C
L
ii) A < 0 :
Soit g € K, fixé. Alors, comme
[
(w - Py w) (g - Py w) £0 V ow
’ A A
on déduit
’ 1 1 I2
(w - 5 P, w)P, w 2 5|P, w + [(w - P, wg
J 2 °K, 'K, 217K, 712 K,
Or,
1,0 2 1
e(w) = ilel 5 *t Sy J(w -5 Py w)BKAw
L A
avec c, = - A > 0. Donc,

1 2 <, 2
et 2 Jlvul , + e [ - B w9 + 17wl

v

2

[\

,
V0] 5 = cylVul Slgl e -cqlgl ,IPg
2170l 2 7 ColVel ol9l pr 181 21¥k Wl 2

4+ —

2

IPRE: 1
|V, = c lw| _|g] - c. gl P, w| , + = |P, w]
2 L2 1191 pl9l px 1191 215 @l 2 7 7 1% @ 2
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ou encore
)

11 |2 czal I | | C1l ]
e(w) z - V(x) - — vw - — g - —— g

2 L2 2 L2 20 LP* 2 L2
En choisissant o = 1/2<§ on obtient

2
(1.8a) e(w) 2 %|Vw|L2 - c

avec
¢ = 2lgl .y - Dl
P L

3eme_étape : il existe w  solution de P .

Soit {wm} une suite minimisante

1 .
wme HO(Q) et e(wm) -+ inf e.

D'apres (1.8), {wm} est borné dans H;(Q). Donc il existe une

sous-suite (encore notée {wm}) et w e H;(Q) tels que

1 .
Wy —= Wy dans HO(Q) faible

W — W dans LZ(Q) forte.
m o

Comme

2 . . 2
fIVwo| < lim inf fIVwml
m
et
1 _ . _1

J(wo - 5PKAwo)PKAwo = lim [(wm 7 Pk 9n) P Yn
on conclut

e(wo) éllmmlnf e(wm) = inf e.

Donc We est une solution de €P.

LEMME I-4. La fonctionnelle J : LZ(Q) + IR définie par

JW) = f(v-%P V)P, v

v K
est convexe et Fréchét-différentiable dans LZ(Q) avee différentielle
J'(v) = Py v V ver?(o)

A
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Démonstration : On trouve dans Zarantonnello [38| une démonstra-
tion de ce lemme (cf. aussi |15]). Nous donnons ici une autre
démonstration, inspirée de B. Mercier [18], qui utilise la théorie
des sous-gradients.

Considérons la fonctionnelle convexe et s.c.i.

5 : %@ >R

jv) = %[ v’ * Xy )

avec ZIKA la fonction indicatrice de Kx. La fonctionnelle j¥*,

polaire de j, est définie par

j*(v*) = sup {Jv*v -3} .
ve.L2
Donc
j*(v*) = sup {[v*v - % Jvz}.
V<EKX

Or le sup est atteint au point v si et seulement si

A

ce qui équivaut a

v =P (V*)
Ky

Donc
. 1 2
j*(v*) = |v*P, v* - Z|P, v*|" = J(v¥).
k 27K
A A
J étant la polaire d'une fonctionnelle convexe et s.c.i., elle

est aussi convexe et s.c.i.. En outre, d'aprés Ekeland-Temam [9],
v* e 3j (V) si et seulement si v €dj*(v*),
ce qui équivaut a dire, dans notre cas

oJd (v*) = {PK v¥} .

A
Mais dire que la sous-différentielle d'une fonctionnelle convexe

et s.c.i. J , & un point v*, est composée d'un seul élément équi-
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vaut a dire que J est, & ce point Gateaux-différentiable. Donc J

est G-différentiable dans LZ(Q) avec J' = PK .
A

K est un opérateur continu dans LZ(Q) on
A
conclut que J est F-différentiable.

De plus, comme P

Revenons maintenant au théoréme I-1.
Si K satisfait (HE) et A € A , alors, d'aprés le Lemme I-3,

il existe Wg solution de

P : in {e(w) =1I|Vw|2-}\[(w—lP w)P_ w}
weHi(Q) 2 2 KyTURy

D'aprés le Lemme I-4, e(w) est F-différentiable dans H;(Q) avec

e'(w) = - Aw - APK W
A
Donc
g- Awo = APK Wy
A
Yolan ~ 0.

D'aprés le Lemme I-2, il existe 6, tel que

w
@)

T (90) = JPK(wO + Gow)w = I/
Donc (wo,eo) satisfait (1.4).
Les résultats de non existence sont immédiats d'aprés la

condition (1.3).

REMARQUE I-1 : Dans le cas limite, c'est-a-dire, I/X = &, ou

1

I/x = Lo il peut ou non y avoir une solution. Voir les exemples

au paragraphe I.4.

REMARQUE I-2 : Lorsque K est un cdne de sommet en 0 (voir exem-

ple 1, § I-4), 6 peut étre calculé explicitement en fonction de

w de la maniere suivante :
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Pour toutlléLz(Q) nous avons la décomposition
u = Ppu + Ppu (cf. Zarantonello [38]),
ou K" désigne le cdne orthogonal de K, défini par

k' = {ve LZ(Q) ; [vg <0 VYV gek}

Soit u = w + 6y solution de (1.1). Alors

J(u - PKu)PKu = [(w + 0y - PK w)PK W

O=JPuPJ_u
K™K r o Ky

w)PK w

0 I/\ + f(w - P
Ky A

d'ou nous obtenons

:
8 == [(P, w = WP, w
I KA KA
De plus, comme - Aw = APK w on obtient
A
- A - = 2
6 =7 f(Pka w)Pwa = 7 e(w).

Il convient de remarquer aussi que, dans ce cas, l'unicité de w

entraine l'unicité de 6 et donc l'unicité de u, solution de (1.4).

§ I-2. UNICITE DE SOLUTION.

I-2.1 : Un lemme préliminaire.

Avant d'établir le résultat d'unicité nous montrons le

LEMME I-5. Les valeurs propres Ai* de

- Au = Au dans Q

u = 6¢ sur 92, 6 inconnue
(1.9)

Jg%quir:o
of
sont positives. Plus précisément
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avec
2 2
(1.10)  A. = inf 17l A* = inf f1ve]
. = inf —s— , ... * = in —_— .
T oyew juz ’ TE o yew [u? ’
u#o0 fuuj=0
§=1,2..i=1

ou W = {v eH1(Q) 5V = 0¢} et u, est une fonction propre corres-
|3§2 j prop

pondant a Xg r Jo=1,2,...,1i-1.

IA

De plus nous avons 0 £ A# k1 avec X? = 0 s7 et seulement

si ¢ est constante. Dans ce cas (¢ cte non nulle)

ou A1 et Xz désignent les deux premieéres valeurs propres du probléme

de Dirichlet homogéne pour le laplacian.

Démonstration : Soit L : Lz(Q) > LZ(Q) l'opérateur défini par
Lf = u

avec u l'unique solution de

JVU..VV + Juv = va VveW

Il est immédiat que u est l'unique solution de

- Au + u=f dans Q

u = 6¢ sur 90

et que L est un opérateur linéaire auto-adjoint et compact.

Soit donc Ky < o < Ha < ... les valeurs caractéristiques
de L. Alors

A*¥ est valeur propre de (1.10) si et seulement si

(1.11)
A; = u, = 1.

Si s est valeur caractéristique de L, alors il existe v # 0 tel que

v = uiLV. Donc v satisfait
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- Av = (ui - 1)v dans 9

(1.12) v = 06¢ sur 90

ov
= =0

982

—
1

Donc

JIVVIZ (by - 1)(v2

ce qui entraine p, 2 1, et, d'apres (1.11)
i

*
Ai

v

0.

|
-
~

o

pIMUIGIRERLE 2
i 1o k’\\\{\.‘

Or, L étant compact, auto-adjoint et strictement positif (ie,

(Lf;f) > 0 V f # 0) toutes ses valeurs propres 1/u.i sont simples

(cf. Dieudonné [8]). Donc 1

IA

u1 < u2 < ..., et

Pour montrer (1.10), nous remarquons que 1/ui étant la i

valeur propre de L nous avons (cf.[8])

.

eme

1/ui = ||L]| = sup iéﬁégl = sug (Lf; £)
2 | £] fel
(1.13) £70 1.2
1/ui = sug iéiéﬁl j=1,2,...,i-1
feLl(@) [£]7,

(f;vk)=0 L
ou vj est la fonction propre correspondant a 1/up

Montrons que (1.13) nous donne (1.10).

Soit ¢ = inf {IIVuI2 ; ueW , |u|22 = 1}
L
trer que ¢ = A?. Soit
u € w

j.

. Nous allons mon-

une suite minimisante. Il existe donc ume:H;(Q) et 6 c¢R tels que
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Comme )
IVum|2 < cte
il s'ensuit que
f
lem|2 < cte
L,
lemlz < cte.

Donc, on peut choisir une sous-suite notée encore U telle que

1 .
W w dans HO(Q) faible

0 ——> 0 dans R

m
Comme

H;(Q) [ LZ(Q) est compacte

W, > W dans Lz(Q) forte,
et donc

u, T u =+ 8y dans LZ(Q).
De plus,

. . 2 2 2

JIVU| < llmmlnf {I|Vwm| + 0 IIVWI }

et comme |u] , = 1 on déduit
L
J|Vu|2 -0 .

En outre, puisque u - J]Vu[z est F-différentialbe, on a
JVu-Vv = oJuv Vvew, uew

ce qui équivaut a

Au = ou dans Q

u = 6¢ sur 9N
ou, _
[3me = o
R
ou encore
_ 1
Lu = s Y-

Donc, d'aprés (1.13) (puisque fuz = 1)



7.

a1 1

= (Luju) £ sup (Lf;f) = ||L|]| =
| £]=1

1
T+ag *
1+0 u1 A1+1

[\

et o Aq

Pour montrer que o < A?, il suffit de remarquer que si

u, est une fonction propre de (1.9) associée a Aq et satisfaisant

1
_[|u1|2 =1, on a

1
ET (Lu,;uy)
- bug rug = gy
u, = 8¢ sur 90

du

1
J on ¢ 0
of
2
Donc 0 £ f|Vu1| = uy-1 = A%,

D'une fagon tout a fait analogue, nous montrons gque

[lvu]?

A¥ = inf ——— = inf [|Vu|2
fvju=0 fu? uew
a0 |u|L2=1
uew
fuvj=0

L'estimation Aq < A1 est une conséquence directe du fait que

1
HO(Q) C W

D'autre part, si ¢ = cte, alors A? = 0 est valeur propre de (1.9).

Réciproquement, si Aq = 0, by = 1 et il existe v # 0 tel que

- Av =0

Viag = 99
ov, _
fﬁﬁ"’

et donc

0 = J(—Av)v - leVlz - e[%§¢ - f|\7v|2
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ce qui entraine v = cte sur Q et de méme

¢ = cte.

Montrons maintenant que si Yy est une constante non nulle,

A1 < AE (ce qui égquivaut a montrer que by > A1+1).

Supposons 1 < Mo < A1+1. D'apreés (1.12) on obtient :

J(-Av)(v - By) = (u2 - 1)[(v - oY)V

Si on appelle Vo =V - 6y, alors voe_H;(Q) et

J|Vvo|2 = J(-Avo)vO = (K, - 1)Ivo(vo + 0Y)
2
= (u, - 1)JvO + (b, - 1)evao
Mais
(b, - 1)Jvo = (u, - 1)Jv - (b, = Ney|a|
= J- Av = (b, - 1)6y (0|
= - (b, = Ney|a|
(car JAV = %% = 0 si ¢ est une constante).
N
Donc
2
x1fvg < JIVVOI = (b, = 1) vg - 02w2[9|(u2 - 1)

IA

2 2,2
A1[vo - 8% (u, - 1) ]9

ce qui entraine 6 = 0.
Or, dans ce cas hy = 1 = A1 et v = Vs est la premiére

fonction propre du probléme de Dirichlet, ce qui est impossible car

0 = - f %X = [- Av = (u2 - 1)[v
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Montrons maintenant que AE < Az : d'apres (1.10),

L
= ln ———
2 ue€ew fuz

fu=0

u#0
Donc

J|Vu|2 > )\ﬂuz Vuew, Iu = 0.

Soient v, et vy deux fonctions propres correspondant a A1 et Az

respectivement, et soit

w = v2 + t v1

avec t = - [v,/fv,. Alors

Jo =0

et nous avons
Ai[wz < I|Vw|2

Mais
2 _ ,2( 2 _
Jw =t [V1 + [vz car Iv.lv2 =0,
et
2 _ .2 2 2
I|Vw| =t A1[v1 + AZIV2
Donc

IA

21 2 2 21 2 2
Agt Jv1 + A;Jvz A1t Jv + AZJVZ

Comme A1 < A; nous concluons

A; S Ay

On remarque finalement que si jvz # 0, nous avons t # 0 et donc

A§ < AZ .
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I-2.2. Un théoréme d'unicité.

Soit K un convexe fermé de LZ(Q) satisfaisant (HE). On

dira que K satisfait la condition (HU) relativement a ¢ si

v u.eLz(Q), la fonction Tu(e) JPK(u+6w)w est strictement

-1 -
1, J202,0)

(HU) croissante dans ]L1(u);L2(u)[

6en(@) ; &, < T,(0) < 2,)

1

Nous avons

THEOREME I-2 : Si K satisfait les conditions (HE) et (HU) , le

probléme (1.1) admet une solution unique pour tout A€ N tel que
A< A1.
En outre, si ¢ = cte # 0, (1.1) admet une solution unique

pour tout A€ AN tel que A < A§

Démonstration : D'aprés le Lemme I-1, il suffit de démontrer
l'unicité de solution pour le probléme (1.4).
Le cas A < 0 est immédiat d'apreés la stricte convexité de
=1 2 _ -1
elw) = 3 fle| Aqu 5 Py WP, W
A A
Soient (w1;91) et (wz,ez) deux solutions de (1.4) avec X el ,

0 < X K A1. Alors

A1f(m1-w2)2 < IIVw1—Vw2|2 = [(—Am1+Aw2)(w1-w2) =

= XJ(P w, = P, w,) (w,=w,) $ AP, w, =P, w,| ,|w,-w,|
KX 1 KA 2 1 72 KK 1 KX 2 L2 1 72 L2

Donc
2 2
X1Iw1-w2| < A|w1—w2|
ce qui entraine

U)1 = wzt
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D'aprés la condition (HU), 81 = 62 et donc (1.4) a une

solution unique.
Supposons maintenant ¢ = cte # 0 et A e A tel que O<A<A§.

Soient u, et u, deux solutions de (1.1). Si on décompose

u, = vi+ti dans W = WO@EQ, avec

W= {uew ; fu = 0}

alors, d'apres le Lemme I-5

|2 |2
L2

L

= |Vu -Vu,

1

2
A§|V1’V2|L2 S |Vvy- Yy, 2

(1.14) =J(-Au1+Au2)(v1+t1—v2-t2) = J(-Au1+Au2)(v1—v2) +

(t1-t2)f(-Au1+Au2).
Comme J-Aui = I/y et —Aui = APKui, on obtient d'apres (1.14)
2
A51v1-v21L2 < AJ(PKu1-PKu2)(V1-v2)

ou encore
A
(1.15) lv,-v,| , £ 35%|P u,-P u_|
1 72 L2 Az K71 "K 2 L2
D'apreés (1.14) et (1.15)

2 _ = - -
|Vu1-\7u2|L2 = f(—Au1+Au2)(v1—v2) = AJ(PKu1 Ppu,) (v =v,)

< A|PKu1-PKu2| W1-v2| < %%IPKu1-PKu2|2
Or, comme
J(PKu1-PKu2)(u1-u2) 2 IPKu1—PKu2|2 V'u1,u2eiL2(Q)
et comme
|\7u1—Vu2|2 = AJ(PKu1—PKu2)(u1-u2),

on obtient

2 12 A2 2

IA
2
v
c
|
o
c

M Ppu —Ppu, | © < |Vu,-Vu

2

ou encore
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2|2 < 0.

A
(1 - _X_;_) |PK1.11—PK11

Comme par hypothése A < Aa, il nous reste

PKu1 = PKu2
ce qui entraine
-Au1 = -Au2
ou
—Aw1 = —Aw2
avec u, = wi+eiw et w; € H;(Q).

Donc w4 woy et de nouveau, d'aprés HU,

REMARQUE I-3. Le probléme de l'unicité pour ) < A§ dans le cas

ol ¢ = cte est ouvert.

REMARQUE I-4. D'aprés la remarque I-2, si K est un cbéne de sommet

zéro, l'unicité de w entraine l'unicité de 6, méme si K ne satis-
fait pas la condition HU (relativement a y).

En fait, on remargque facilement que la condition HU peut
étre affaiblie puisque I/)X n'atteint jamais la valeur zéro. De ce

fait, on pourrait poser
\ u¢£L2(Q), la fonction Tu(e) = [PK(u+6w)w est
(HU)bis strictement croissante dans ]L1(u);L2(u)[\{e;Tu(e)=0}

= {8eR; L <1, (8)<, et 1 (6)#0}

1

Et nous avons :

LEMME I-6 : Soit K un céne de sommet zéro. Alors K satisfait

(HU) b5 -
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Démonstration : Il suffit de démontrer que si Tu(61)= Tu(ez) = %

avec 2 # 0, alors 61 = 62.

Supposons donc t,.(6,) = 1,(8,) =2 # 0. Alors

J(PK(U+91W)-PK(U+92W))¢ =0
Comme

(u+eiw-PK(u+6iw) ; g—PK(u+Giw)) <0 i=1,2 pour tout
g ¢ K on obtient

Pp(u+b 9) = Py (u+b,y)
Or, K étant un cdne de sommet zéro on a

JVPKV = |PKv|22 A4 veLz(Q)

L

Donc

I(u+eiw)PK(u+eiw) = IPK(u+Giw)[§2 i=1,2,

ce qui entraine

(6 -62)2 = 0.

1

Comme & est supposé # 0, il nous reste

§ I-3. REMARQUES SUR LA REGULARITE DES SOLUTIONS.

Il est immédiat d'apreés (1.4) que
weH! (@) nE®(0).

Donc, si u est solution de (1.1) nous avons

ueH (@) AH(Q) @ Ry.

Si ¢e,H3/2(BQ), alors y eHz(Q) et

ueH(Q).
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Ce résultat ne peut pas étre amélioré sans faire des
hypothéses de "régularité" sur K. C'est ce que nous allons faire
dans la suite. On suppose K satisfaisant 1'hypothése de régularité
HR suivante

pour tout p, 1 £ p < + , si ut£W1’p(Q), alors
(HR)

1,p
PKu.eW ().

Dans ce cas, nous avons

THEOREME I-3 : Soit Q ouvert borné et régulier deZRN (N = 2 ou 3)

(Q satisfaisant la condition forte de Lipschitz local,cf.Adams [1] )

et ¢ € H5/2

(3Q). S7i K satisfait HR et (w,0) est umne solution de
(1.4), alors

wew ' d(Q)

A
le}

pour tout q, 1 S 9 £ 6 si N =3, 1 < +» si N = 2, Done

W eCz’a(Q)

IA

pour tout a, 0 £ a £ 1/2 st N=3, O a <1872 N=2.

Démonstration : Soit (w,6) une solution de (1.4). Alors

5/2

w eH;(Q)nHz(Q). Mais ¢ ¢ H (32) nous donne \peH3 (Q)cHZ(Q). Donc,

u = w+op e HE(Q) c HN (),

et d'aprés l'hypothése (HR)
P ucH (Q)
K .

w = P,u €H1(Q), ce qui entrafne

D'apreés le Lemme I-1, P X

K
1 3 A

weHo(Q)nH (),
et de méme

11eH3(Q).

Comme H1(Q)G.Lq(9) pour tout q, tel que 1 s q £ 6 si N 3,

1 $g < +0 si N = 2, on déduit
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B (2) oW 'A(Q).

De nouveau, d'apreés l'hypotheése (HR)

- 1,9
PK)\ (w) = PKu eEW ()
et donc
wewd(q).

Or, d'aprés les théordmes d'immersion de Sobolev (cf. Adams [1])
wd@) oc? %)

avec 0 £ 00 £ 1/2 si N=3,0u0<a<1siN=2,

§ I-4. EXEMPLES.

On considére dans ce paragraphe quelques exemples simples
qui illustrent les résultats précédents. Pour chacun des exemples,

on analyse l'existence de solution dans les cas limites.

1/2

Fixons une fois pour toutes ¢ ¢H (3Q), ¢ # 0 et

q)eH1(Q) la solution de -Ay = 0 dans Q, y = ¢ sur 3Q.

I-4.1 EXEMPLE 1 : Un modéle simple de la physique des

plasmas (avec P, local).

K
Soit K =‘hf€L2(Q) ; v20p.p.l. Alors

THEOREME I-4 : S7 infess¢ > 0, le probléme

-Au = Au+ dans Q
(1.16) u = 06¢ sur 3R, 6 constante
A[u+w =150
admet une solution dans H1(Q) st et seulement st 0 < X < +o ., En

outre, la solution est unique si 0 < A < A1 (0 < X < A§ si ¢ = cte).
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Démonstration.

K = {veLz(Q) ; v20p.p.}

alors

PK(V) = v'.
Comme ¢ 2 m = inf ess ¢ > 0, nous avons, d'aprés le principe du
maximum e

Y 2m >0 p.p. dans Q
Donc

21 = inf [vw =0

v eK
22 = sup fvw = 4o

veKkK
L'existence de solutions pour 0 < A < +» et la non-existence pour
A £ 0 résultent du Théoréme I-1 pourvu que 1l'hypothése (HE) soit

vérifide : ¥V 2 > 0

Ag = {veK ; va = 2}

est borné dans L1 (). Or, si veA

L = fvw m[v
Donc J[vl = Iv < 2/m

P alors

(4%

L'hypothése (HE) étant vérifiée, le Théoreme I-1 s'appli-
que. Ce résultat d'existence est identique a ceux obtenus par
R. Temam [35] et Berestycki-Brézis [3] dans le cas ¢ = 1. L'unicité
résulte du Théoréme I-2. Il suffit de vérifier 1'hypothese (HU).
Vérifions la.

Soit u €& LZ(Q) et ru(e) = J(u+ew)+w , alors

inf {6 ; 7,(8) > 0} = inf ess (- ulx),

L1(u)
Q Y (x)

et

]
+
8

Lz(u)
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L'hypothése (HU) découle immédiatement du fait que Ty

est convexe et que T (8) = 0 Vo < L, (u).

REMARQUE I-5. On peut montrer (voir R. Temam [35] et J. Puel [26])

avec des arguments différents que le probléme (1.16) a une solu-
tion unique pour tout A € (O,Aé] si ¢ =1, ou A, est la deuxiéme

valeur propre du probléme de Dirichlet homogéne pour le laplacian.

A

Il convient de remarquer que, d'aprés le Lemme I-5, AE A En

2.
outre, G. Schaeffer [27] a montré que, en général, la solution de

(1.16) n'est pas unique pour A > AZ.

I-4.2 EXEMPLE 2 : Un cas ou P, est opérateur non local.

K
Soit K = {veL?(@Q) ; v 5 < 1}
L
Alors on a
THEOREME I-5 : Le probléme
A
-Au = u dans §

1+ (|u -1
|L2 +

(1.17) u = 0y sur 3R, 6 ¢IR Znconnu

A

Juw = I>0
1)

1+ (|ul , = My

L

admet une solution dans H1(Q) s1 et seulement si

-lvl , < I/x < |y
L2 L2
La solution est unique si A < A1 (resp. A < A; si ¢ = cte) et

/x|l < vl ..
| .2

Démonstration :

K={V€L%Q);|VI2§1}
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Alors
v si |v] 5 £ 1
L
ERU R ’
1 + (|v - 1)
Y sifv| L2 L2t
|v| 2 L
L
D'aprés le Lemme I-2
%, = inf fvw = lim IPK(Gw)W = -|y] 2
veK f->=c0 L
1, = sup v = 1im (2 ovry = vl
2 v € K 6> 400 K L2

L'existence de solutions dans H1(Q) pour

-lv] 5 < 1I/x < |yl
L2 L2

est la non existence pour I/A > [y| , ou I/X < -|y| , résultent
L L

du Théoréme I-1 car K étant borné dans LZ(Q) satisfait évidemment
1'hypotheése (HE).

Nous examinons maintenant le cas limite :

I _
(1.18) 3 = |w|L_2
(le cas I/x = =|y] 2 étant tout a fait analogue). Dans ce cas, nous
L
avons
K =

,= L /leL2 }

D'aprés le Lemme I-1, (1.17) équivaut a déterminer (w,6) tel que

-Aw = AP, w
K

A
(A)IBQ =0

AJPK(w+6w)w = I.

Donc, dans le cas limite (1.18) ce probléme éguivaut & déterminer

6 tel que



.29.

I
(1.19) IP (——By + 6y) =

ol B est l'inverse du laplacian (B = (-0)~ ") avec condition

homogéne au bord de Q. D'apreés l1l'inégalité de Cauchy-Schwartz
I I
P By +0 < |P, (+—BY+0 .
J KVWJ;;‘P vy | K(HW ¢+UU|L2N4L2 V oer

1'égalité n'étant atteinte que si

I - _
PK(TETBw+ew) = oy avec c = 1/[w|L2.
Or, PKV est proportionnel a v (PKV = c(v)v avec c(v)e IR). Donc

si (1.19) a lieu, on a

I
lwlp2

By+6y = cy

ol ¢ est une constante.

De plus ¢ # 6 car By # 0 (¢ # 0). Donc

b= Bl eflwl ¥)
c—
L2
c'est-a-dire
I
-AY = Y dans §
(c-e)IWI 2
L
0

Y|sq
qui est une absurdité, par définition de y.

Ainsi il n'existe pas de solution dans les cas limites.

L'unicité est conséquence du Théoreéme I-2 ; il suffit

de vérifier la condition (HU). On a, pour tout ue;Lz(Q) :
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2
8|y + juw si |u+0y <1
12 |L2
1,(0) = JPK(u+ew)w =

2
olvl2y + [uy

[urev] ,

sinon

IA

Or, il est évident que |u+ew|2 1 si et seulement si
L

(1.20) ez|w|22 . 2eIuw +Jul®, =150
L L
Deux possibilités se présentent :
0 Ju? - wiZaue?, - 0 so
L L
ii) (fuw)z - Jwl?,(ul?, - 1) >0
L L
Dans le premier cas nous avons
(an? < Jun? + lwli2 s lul?|v|?
et
[u+ey| 2 1 V 6eRr
Donc | |2
CARY + Iuw
T, (8) = LZ Ve
|u+oy|
et
dt vl 2ful? - (Juw)2 w2
= 3 2 3 >0
dae lu+oy | [u+oy |

Dans ce cas Tu est strictement croissante dans IR et nous avons
L1(u) = -0 Lz(u) = 4o

Dans le cas ii), il existe 91 < 62 tels que
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olu|? + Juw si 8 ¢[0,,6,]

. (8) =
h olvl? + fw
| ewl sinon
u+
L2
et
2 :
dar |y si 96]61,92[
u
% lal2912 - (Jup)?

si ® <6, oubd > 8
|u+ew|3 1 2

D'aprés l1l'inégalité de Cauchy-Schwartz

Jan? s 1u)?|v)?

Si |1p|2|u|2 > (Juw)z, alors 1 est strictement croissante dans R

et, de nouveau
L1(u) = - , Lz(u) = 4o

Par contre, si lw[zlul2 = (Juw)z, alors

2
-|w]L2 si 6 56,

1,(8) = elwle + Iuw si 6 6[61,92]

si 6 2 62

avec, d'apreés (1.20)
~1 1= lwl-fuw
L1(u) = 91 = ——T;TE—— et LZ(u) =0, = —8m————

Donc, dans tous les cas T est strictement croissante

dans ]L1(ui,L2(u)[ , ce qui montre que K satisfait (HU).
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I-4.3 EXEMPLE 3 : Un probléme a frontiére libre avec

PK non local.

soit K = {veL?() ; v 2 0 p.p. et |v] 2 s 1}

THEOREME 1.6 : Le probléme

A

+
-Au = " T U dans
1+(|u”| >=1)
L
v = 8¢ sur 3N
A +
T Ju p = I >0

1+(Ju*] -1
12

a une solution dans H1(9) pour tout A # 0 tel que

- I +
=l x < v
£ X Y
Il n'en admet pas st % > o7 2 % <=y 5.
L L

Démonstration : Montrons d'abord que

]
P u = ut

K 1+(|u+l 1)+

L2
Soit veILz(Q). Alors [(v—v+)(g—v+) € 0 pour tout g 2 0. Si

*| <1, alors vieketvi =P

[7a%

|v v.

K
Supposons donc |v'| 2 1 et soit ge K. Alors

w- ) g-- = ([t -t -] (g- v,
+| g +| +| g +l

| v

1

| v

[7aN

(1 -

+

)Jv+g - (1 - |1+ ) [v7
v

N

(|V+|-1)(|g|—1) <0 (car |g| s 1).
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Donc
vhosi v s 1
K o

+
|

v
-

. +
si |v|
| v

De plus, d'aprés le Lemme I-2,

2. = inf fvtp = lim IP (6y)y = '|¢_|

! veKk grmew ) K r?
2, = sup (le = lim [P (6y)y = |w+l

2 v € K 6> +o0 K L2

Donc, d'aprés le Théoreéme I-1 (puisque K étant borné dans LZ(Q)
satisfait la condition (HE)), il existe une solution pour tout
A # 0 tel que

- I
-y | < x +|

< |y

REMARQUE I-6 : Les questions de l'existence de solutions dans

les cas limites et 1l'unicité pour l'exemple 3 sont ouvertes.

I-4.4 EXEMPLE 4 : Un probléme a deux frontiéres libres.

On considere f,geZLz(Q) avec f £ g p.p. On fait les hy-

pothéses
H, : mes {xeq ; £(x) < g(x)} > 0.
H2 inf ess ¢ > 0

aQ

Soit K = {ve:Lz(Q) ;: £f<$v<sgp.p.} . Alors nous avons

THEOREME I-7 : Le probléme

-Au A[f+(u-f)+ - (u—g)f] dans Q

]

(1.21)(u 8¢ sur °9f

xj(f+(u-f)+ - (=) Hy =1>0
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admet au moins une solution dans H1(Q) pour tout A # 0 tel que

[fw < I/X K ng

et 71 n'en admet pas si I/X > Igw ou I/ < ffw
Dans les cas limites, si I/\ = ng (resp. I/) = [fw)

alors il existe une infinité de solutions.

u = ABg + 6y, beR (resp. : u = ABf + 6y)

st Eg = sup ess(g(x) - ABg(x)) / Y(x) < +

(resp. : Ef = inf ess(f(x) - ABf(x)) / Y (x) > =)

et 71 n'y a pas de solution si gg = +o (resp. gf = -»),
La solution est unique si X < A1 (resp. A < A; st

¢ = cte) et wa < I/X < fgw.

Démonstration : D'aprés les hypotheéses H, et H,,

21 = inf [vw = Ifw < ng = sup [vw = 22
v €K v eK

Comme PKv = f+(v-f)+—(v-g)+, l'existence de solution pour (1.21)

pour 21 < I/X K %, et la non existence pour I/\A < &, et I/A > &

1
découlent du Théoréme I-1 car K satisfait 1l'hypothése (HE).

2

Voyons maintenant le cas limite.

Supposons Igw # 0et A = I/ng. Alors nous avons
(1.22) &, = {g}

D'aprés le Lemme I-1, (1.21) égquivaut a déterminer (w,6) tels
que

w dans Q
A

-Aw = XPK
k[PK (w+oy)y = I
A
Donc le probléme (1.21) dans le cas limite (1.22), équivaut a

trouver 6 tel que
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o

Or il est évident que pour 6 tel que

(1.23)  [pg(E By + oviv = [ay

(1.24) 8 2 sup Sss (g(x) - (I/ng)Bg(X)) / ¥ (x)
X €

(1.23) est satisfait. Donc

u = —E—Bg + 0y

[av

est solution pour tout 6 satisfaisant (1.24), d'ou une infinité de

solutions.

Les mémes arguments s'appliquant pour le cas A = I/[fw.

Montrons maintenant 1l'unicité.

Soit ue:Lz(Q). Alors

L, (u) sup {6 ; T,(8) =2 }

1
sup {6 ; (u+oy-£) " - (u+9w-g)+ -

inf ess (f(x) - u(x)) / ¥ (x)
X €N

D'une fag¢on analogue nous obtenons

L,(u) = sup ess (g(x) - u(x)) / v(x)
X e

Soient 6, et 6265]L1(u),L2(u)[ tels que
T.(89) = 1,(6,).
Alors
Ifw < JPK(u+ew)w = fPK(u+62w)w < ng
ou encore
(1.25) 0 < [rto)y = [Flov < [(g-00

ou

F(6,) = (u+d y-£)" - (u+6,0-g)* 2 0 p.p.

0 p.p. dans Q1}

De plus, 6 » F(0) (x) satisfait la propriété suivante : pour presque

tout x ¢ © on a
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i) 8 v» F(9) (x) est croissante
ii)8 » F(0) (x) est strictement croissante dans

[f(x) - u(x) . g(x) - u(x) ]
w(x) ! W(x)

On peut supposer sans perdre la généralité que 61 < 62. Si 61 < 62
alors, d'apres i)

F(6,) (x) < F(6,) (x) p.p. x€Q

Deux possibilités se présentent

1lére possibilité : F(6,) (x) = F(GZNX) p.p. X€N

IA

Dans ce cas, d'apreés ii) 61 2 Lz(u) ou 62 L1(u), ce
qui est impossible d'apreés le choix de 61 et 62.
2e possibilité :d Q' c @, |Q'| # 0 tel que

F(91)(X) < F(Gz)(x) p.p. x € Q!

F(61)(x) = F(ez)(x) pP.-P- X € 2\ Q

Dans ce cas

fF(e1)w = (F(e1)w + I F(61)w < JF(ez)w + JF(SZ)W
Q Q=" Q Q=-Q"
= IF(GZ)U),

ce qui est contradictoire avec (1.25). Donc 61 = 62

REMARQUE I-7. Dans tous les exemples 1,2,3 le convexeK satisfait

1'hypothése de régularité (HR). De plus, si f et gegw1’p pour tout
p, 1 £ p < +o, alors le convexe K dans l'exemple 4 satisfait aussi

5/2

la condition (HR). Donc, si ¢ € H (32) les solutions u dans tous

les exemples appartiennent a Cz’a(ﬁ) (cf. Théoreéme I-3).

REMARQUE I-8. Le probléme (1.21) est un probléme a deux frontiéres

libres. Par exemple, si
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Fh
1"
V1]
A
o
"
Q

on résoud

IA

a siu

-Au = A u si a dans Q,

oA

o e o
1A
o

b siu
les régions {u < a}, {a € u £ b} et {u 2 b} étant inconnues "a prio-
ri". Dans ce cas, les deux "frontiéres libres" sont

{u = a} et {u = b}
On remarque que l'on a alors
a — (I/afy)Ba

Ef = Ea = lnfﬂess ” > - (car BaelL (9))

b - (I/bfy)Bb
(resp. Eg = gb = suerss "

< +o )

Pour I/X = afy ou I/Y = bfy il y a une infinité de so-

lutions.
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CHAPITRE 11
APPROXIMATION DES SOLUTIONS

Comme on a vu dans le chapitre précédent, le probléme

(1.1) peut &tre résolu en deux étapes, a savoir :

1ére étape : on cherche w<aH;(Q) telle que

!Vw.VV = foK wv Vvenl @)
(2.1) A
2e étape : w étant calculé, on cherche 6eR tel que

IPK(w+SW)w = I/\

Dans ce chapitre nous développons une méthode 4'approxi-
mation des solutions pour la premidre étape de (2.1), basée sur

l'algorithme standard des approximations successives.

§ II.1 UNE METHODE D'APPROXIMATION

Pour A€ A , on considére l'opérateur

- 1
S, ¢+ H (@) —> H (Q)

w — SAw
défini par
Sx(w) = S solution de

-AS = APK w dans Q
(2.2) { )
SIaQ = 0
On définit par récurrence une famille {wk} d'éléments de H;(Q) :

on part de w@¢ H;(Q). wk étant calculé, on définit wk+1 par

(2.3)  of* = 5, (u®)
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Alors nous avons :

THEOREME II-1 : On suppose que K satisfait 1l'hypothése (HE)

Alors, pour tout AE A, A > 0 , la suite {u*) définie par (2.3)
k.
contient une sous-suite {w J}j qui converge dans H;(Q) vers une

solution w du probléme.
Démonstration : Elle résulte du lemme suivant :

LEMME II-1 : Pour tout A > O tel que K, # 0

A
i) e(Sx(w)) < el(w)
ii) e(SA(w)) = e(w) si et seulement si SA(w) = w
2
e(v) = 1/2J|Vvl - A[(v - 1/2 P, V)P, v
Ky Ky

Démonstration : Pour'u)eH;(Q), dénotons S Sx(w). En multipliant

(2.2) par S-w on déduit (en posant a(u,v) JVu.Vv)

a(s;s) - a(w,S) = A[PK (w) (S-w)
A
Donc

(2.4) 1/2 a(s,s) - % alw,w) = X[PK w(S-w)
A

D'aprés le Lemme 1-4, la fonctionnelle
1
w »—ef(w - =P, wP, w
2 KA KA
étant convexe et F-différentiable, nous avons
1

(2.5) (P w(S=-w) = J(S - 3Pg S)PK S - f(w - %PK w)PK W

Ky A A A A

Donc, d'apres (2.4) (en utilisant A > 0)
e(s) < e(w).

Pour montrer ii), supposons que
e(s) = el(w).

Alors, d'aprés (2.4) et (2.5) (puisque A > 0)

1 1
A[PKAw(S—w) < xf(s EPKAS)PKAS - Af(w - iPwa)Pwa
= % a(s;s) - % a(lw,w) < AfPK w(S-w)

A
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et nous obtenons

1as,s) - I a(w,w) = xpr (0) (S-w)

2 A

Comme a(S,v) = A[PK (w)v ¥ V’éH;(Q), on conclut

A
1 a(s-w; S-w) = 0
i w; w - ’

et donc

Reprenons maintenant la démonstration du Théoréme II-1.

D'apreés (2.2) et (2.3)

(2.6)  a(hv) = foK WHv Y ver ().
A (o]
Alors, pour v = wk+1 on a
I|wk+1||2 IR SA TR S P AIPK (X) ok *
A
k+1

IA

Mo [P IPKA(wk)ILp*

avec p = 2N/N-2 si N 2 3 et p > 2 si N = 2 et p* le conjugué de p.

D'apreés le théoréme d'immersion de Sobolev

k+1 k+1
lo™ "7 5 s eqlfum T[]
LP !
Donc
k+1,,2 k+1 k
o™ [T s Aeql o™ T[] [Py w7
1 Ky Lp*
ou encore
k1), . k
< Ac, |P
| |w | 1| wa le*
Soit S = 2(1-%;) < 1. Alors
k ki1-s ks
|P, w| < |P, w| |P, 0|
Ky P” DU Ky 12
et d'aprés (HE)
k k,s
|P, w | < c,|Py, w]
Ky P* 20K L2
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Donc

k+1 k,s
571 s eqlpg o

Or, P étant un opérateur contractant nous avons

Ky

k k
|P, w | , = |P, O] < |p, w - P,o0| , %5 |w
K" 2 Ky 12 Ky Ky 12 L
d'ol on obtient

k+1 k S
™" | s egfu™] , + [Py o])
3 L2 KA
k k .
Comme |w | 5 S 1/x;||w™||, on peut choisir c, > 0 tel que
L

2.7 |u®*] ks

IA

c, (1 + | |w

Si on dénote a = es(llwk||+1)s et b = 1/e° avec ¢ > 0 fixé,

alors, d'aprés l'inégalité de Young :

p p*
abé%—*bgp*—

c'est-3a-dire

P (1 1o®][+1)%P + —1
p*esP

k s 1
(Ilw l|+1) §§'

En choisissant p = 1/s > 1 et p* = 1/1-s, on a

(llwk||+1)s < se(||wk][+1) + (1-5)5'9/1'5
Donc d'apres (2.7)
IIJH1H écguskH +Cﬁ€-+c4ﬁﬁﬂeé/%€

= cel|wk|[+ c'.
En choisissant € tel que ce < 1, on obtient

k+1 k+1 !
e s e e + 755

Donc, {wk} étant bornée dans H;(Q), on peut extraire une sous-

k.
suite {w J} telle que
k.
w Jd — w dans H;(Q) faible
k.
w3 —w dans LZ(Q).
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D'aprés la continuité de l'opérateur Py
k

j 2
(2.8) PKAw - PKAw dans L°(R).

Comme {wk} est bornée dans Hl(Q), la suite décroissante e(wk) est

A

minorée, donc convergente :

ew) + 2
K~ +oo
Alors
ky k
e(w) $ 1lim inf e(w J) = lim e(w™) = 2
j k
et d'apres (2.8)
2 ky 1
w = SA(w ) ~»> Sl(w) dans HO(Q)
Donc
k

ew ') + e(s, ) = 2 2 elw)
Comme e (S, (w)) S e(w), on déduit
2= elw) = el(s,(w).
D'aprés le Lemme II-1, SA(w) = () et w est solution de (2.1)=-1&re

étape.

§ II-2 : REDUCTION A LA DIMENSION FINIE ; LE PROBLEME DISCRET

II-2.1 : Discrétisation des espaces.

On considére deux familles {Y,}, et {Vh}h d'espaces vecto-
riels de dimension finie indexées par h positif et décroissant

vers zéro, telles que

(2.9) v, cHl(@) ,yhc:.z(m ¥ h

(2.10) Vv, CYy Vnhn
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(2.11) v ve:H;(Q) (resp. yeng(Q)), on peut construire Ve Vy
1
(resp. yhe;Yh) tel que vy TV dans HO(Q) (resp. Y > Y

dans LZ(Q)) lorsque h + 0.

En particulier, nous désignons par yy, une suite donnée
d'éléments de Y, telle que

¥, > ¥ dans LZ(Q).

II-2.2 : Discrétisation du convexe.

On considere pour chaque h un ensemble Kh tel que (cf.

R. Glowinski, J.L. Lions, R. Trémolidre [14])

(2.12) K, est un ensemble convexe fermé de Yh (ot la topologie

de Yh est, par exemple, celle induite par Lz(Q)).

(2.13) Kh "approche" K au sens suivant :

i) pour tout ge K, on peut contruire 9 € Kh tel que
9, > 9 dans Lz(Q),

ii) si 9y € Ky et 9y, T 9 dans LZ(Q) faible, alors ge¢ K.

Soit

(2.14) 21,h = . i?i Jvhwh ’ Rz,h = v 2?5 [vhwh
h h h h

Alors nous avons :

LEMME II-2 : Sous les hypothéses (2.9) a (2.13) :

i) 1lim inf ¢ 2 L, = sup va
h 2/h 2 vek

ii) lim sup 21 h £ 2, = inf [vw
h ! veKk J

i
-

Démonstration : Pour € > 0, il existe v®e K tel que

€
11 S I vy < 21 + €
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Fixons v° et soit, d'aprés (2.13) v;<aKh tel que

v; — v® dans Lz(Q).
h->0
Comme
- : >
£1,h = inf Jvhwh < Jvhwh
vy € Kh

nous déduisons

. . £ _ €
llmhsup 21,h < lim Jvhwh = fv P < 21 + €
€ > 0 étant arbitraire nous obtenons

lim sup 21 <2

h +h

1

D'une 'fagon tout a fait analogue nous déduisons

lim inf 2 2 %

h 2,h = 72

REMARQUE II-1 : Dans le cas particulier ou th_K et wh = ¢y , pour

tout h nous avons

I N B WD
L . .
Donc 21 < lim inf 21,h et 22 2 llmhsup Zz,h et d'aprés le Lemme
précédent
i = 1i = %
m &y p =8 0 Hmiyp =

COROLLAIRE II-1 : Sous les hypothéses (2.9) a (2.13), stz g < %2,

alors 4 < % pour tout h suffisamment petit.
1,h 2,h

II-2.3 : Formulation du probléme discret.

Etant donné Yh' Vh' Kh et wh comme précédemment, on
définit

(2.15) Kh,A = Kh(\{vhé'Yh ; [Vhwh = I/\}
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qui est un ensemble convexe fermé de Y, - On dénote P 1l'opérateur
de projection sur Kh,k (pour le produit scalaire induit par LZ(Q)).
Alors on pose la probléme :

Déterminer (wh,eh) ¢ thR tel que

1ére étape : [th.Vvh = A[Ph(wh)vh " vath

(2.16) g
2e étape : IPK (wh+ehwh)wh = I/
h

Nous allons traiter maintenant l'existence et 1l'unicité

de solution du probleéme (2.16).

II-2.4 : Un résultat d'existence.

On suppose Kh satisfaisant la propriété suivante
(HE)h : pour tout h tel que 21,h < Qz,h , et pour tout

Le]s 1l'ensemble

1,07 %2,nl
{Vhelﬁ1; Ivhwh = 2} est borné dans Y,
Soit
Ay = {» # 0 ; 21'h < I/) K< kz,h}
Alors nous avons

THEOREME II-2 : Sous la condition (HE)h, le probleme (2.16) admet

au moins une solution pour tout A € Ah. ST I/\A > 22 n Y I/Xx < 21 h
’ ’

(2.16) n'admet pas de soluttions.

Démonstration : Comme dans le Théoréme I-1, elle suit des lemmes

suivants :

LEMME II-3 : Pour tout w, €Y, , la fonetion

T, (6) =IpKh(wh+ewh)wh
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est lipschitaienne et croissante dans IR. De plus

lim rh(e) =

f+=-0

lim ru(e) = %

1,h ! f>+oo

2,h

Démonstration : elle est identique & celle du Lemme I-2.

LEMME II-4 : La fonctionnelle Iy ¢ Y, >+ R définie par
_ _ 1
Inlvp) = J(Vh 2 Ph(Vp) )P (vy)

est convexe et F-différentialbe dans Y, avec différentielle

v -
J' = Ph

Démonstration : Kh est un convexe fermé de Yh' Donc il est fermé

dans L2(Q). Considérons la fonctionnelle
J : LZ(Q) + IR
- - l
Alors d'apreés le Lemme I-4, J est F-différentiable et convexe dans

LZ(Q) avec Ph = J'.

Comme J, = Jth' il en est de méme pour Jpr 1.e. Jy, est

convexe et F-différentiable dans Yh avec J'h = Ph'

LEMME II-5 : On considére le probléme d'optimisation
gph : inf {ep (wy) 7 wy eV}
avec e (w) = |V |2 - Ml -3 pw )P
h**h' ~ 2 h h = 2 "h*h’“h”h

Alors, pour tout Ac;Ah ,th admet au moins une solution,

Démonstration : Comme au Lemme I-3, on la fera en trois étapes.

. lére étape : Kh,x # 0
C'est une conséquence du Lemme II-3.

. 2e étape : i1 existe c€IR tel que

A1 2 .
e (W) 2 'T'lehl -c Vwev,
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ou,k1 est la premieére valeur propre du probléme de Dirichlet

homogene.
A 2
ep (uy) [vahl [whphwh ¥ flph‘*’hI 2
1 A 2
> 3 [190y1% = [lugl Doyl + 5 [0
A
2 A 1 2
2 [‘whl 2 JI pl” * 200 - E)[lphwh|
M
En choisissant a = - on a
_ Al 2 A 2 2
eplw) 2 7 flwhl +5 (1 - 7;)J[Phwh[
A
. A 2 1 2
sis (1 - XT) 2 0, alors e, (w,) 2 flwhl
A 2 ‘g
Si 5 (1 - <) <0, on utilise (HE), :
2 A1 h
I1 existe ¢4 tel que
I|Ph hl < e Vo ey,
Donc
ey lw) 2 flwhl 5 (1 -)\—1) c, \Y wy, € V-

3e étape. Il existe Wy solution de‘gL
Soit {wg}m une suite minimisante :

m m .
Wy € Vh ’ eh(wh) -+ inf ey

m->co
D'aprés la deuxiéme étape,{wg} est bornée dans Y, . Donc il existe

une sous-suite (encore notée mﬁ ) et wy, € Yh tels que

w, - w, dans Yh

m

h h

Comme wgl €V ¥ m, on obtient
wy, € Vh.

Donc, comme eh(wh) = inf e, Wy est une solution de Ph.
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Revenons maintenant au Théoréme II-2
Kh satisfait (HE)h et l1,h < I/X KL 22,h ; on obtient

7

d'aprés le Lemme II-5, l'existence d'une solution Wy de he

D'apreés le Lemme II-4, w, est caractérisée par
[thVvh - A[Ph(wh)vh =0 \Y vy € Vh

(ce qui est équivalent a dire que
, 1
-Awh - APhwh € Vh
avec V; 1l'orthogonal de Vi dans Lz(Q)).

D'apreés le Lemme II-3, il existe Bhe R tel que
JPKh(wh+ehwh)wh = I/X .
Quant au résultat de non existence, il est trivial d'apreés le

Lemme II-3.

II-2.5 : Un résultat d'unicité.

On suppose que Kh satisfait la condition (HU)h ¢ pour

tout uhe Yh’ la fonction
T (8) = [pKh(uh+ewh)wh

est strictement croissante dans ]L1(uh);L2(uh)[

= {peR ; & < rh(e) < zz’h}

1,h
Alors nous avons :

THEOREME II-3 : S7 Kh satisfait les conditions (HE)h et (HU)h , le

probléme (2.16) admet une solution unique pour tout A GAh,A < A1.

En outre, 8t ¢h = cte # 0, (2.16) admet une solution
unique pour tout A eAh, A< A;.
Démonstration : Le cas A < 0 est immédiat d'apres la stricte con-

vexité de ep-
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Supposons donc A > 0 et soient
11 2 2
(wh'wh)' (whlwh)ejvh)CR

deux solutions de (2.16). Alors nous avons

2
1 2,2 1 2 1
A1flwh-wh| < fIth—Vw | f(P

h
AP w

IA

h h Py hI leh hI

2

. 1 _
Donc, si A < A1 nous avons w, = Wy .

Supposons maintenant 0 < A < AE

i i

i
w, * ti ’ tieIR tel que Iv =0,

h
nous avons, d'aprés le Lemme I-5 (puisque Ph(w;)

dont 1'intégrale sur Q est indépendante de i) :

h®hPh h)(wh h)

et ¢h = cte # 0. Si

= PK(w;+9wh)

A% | v - 212 < |Vol-v 2|2 (P, w]-P, w) () -w?)
21Vp™Vh!_ 2 = [VORTV®, L2 h“h~Fhn! (@h~%y

L

< AlPLw

,
J(Ph up-Prup) (vp-va) § A|Rwl-Prupl [vi-v

et donc

lp

A | Ppwp,—Ppwp

A

1 .2
Aalvh—vh|

ce qui donne

1 2 1 2 1 .2
|th-th| < J(Ph h Phwh)(vh vh)
2
1 A2 1 2
< AIPhwh-Phwhl|vh-vh| < Tgiphwh—Phwhl
2 2
A 1 o Al
§ Xg J(Ph h h h)(wh h) - Tgiv h thl
et
A 1 2,2
(1 - 7§)Ith-th| < 0,
ce qui équivaut a
1 _ 2
wh wh L3
1 2

D'aprés la condition (HU)h, eh = eh

v2|
n
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REMARQUE II-2 : le Théoréme est encore valable sous les hypotheéses

A < A1,h (resp. X < Az,h si ¢h = cte)
ou
| |vv, |2
A1’h = y t?é Ivz 2 A1
h h h
vh#O
* . Ivvh|2
(resp. Az,h =v eénéR 5 )
h*"'h Jvh
fvh=0
vn#O

II-2.6 : Un résultat de convergence.

Nous nous intéressons maintenant a la convergence des
solutions (wh;eh) de (2.16) vers une solution (w,6) de (1.4). Pour

cela, on suppose que les convexes Kh satisfont la condition suivante :

Il existe ¢ > 0 tel que pour tout h suffisamment petit,

pour tout Qé]21,22[r\]21'h;22’h[ et pour tout

(2.18) vhe.Khr\{vhc Yh : [Vhwh = 2} on a

[v. | < c.
h L' (@)

THEOREME II-4 : On suppose K et Kh donnés satisfaisant respective-

ment (HE) et (HE)h . Alors, sous les hypothéses (2.9) a (2.13) et
(2.18), pour tout Ae A ﬁ\Ah, les problémes (2.16) admettent des solu-
tions respectives (wh;eh) dont on peut extraire une sous-suite (enco-
re notée (wh;eh)) telle que

Wy —> W dans H;(Q)

eh — B dans IR.
avee (w,0) satisfaisant (1.4). En outre, st (1.4) admet une solution

unique, c'est toute la suite qui converge.



.51.

Démonstration : elle résulte essentiellement du lemme suivant :

LEMME II-6. Sous les hypothéses {(2.12) et (2.13) , si {wh} est

une suite d'éléments de LZ(Q) telle que Wy > w dans LZ(Q) , alors

PKh(wh) - PK(w) dans LZ(Q)

En outre, si A€ A’E‘Ah’ alors

Py lup) > Py () dans L2 (2) .

Démonstration : Comme

(2.19) [Py wy-Pro| s o -w| + IPKhw-PKw|

Y

il suffit de démontrer que PK w > PKw. Or, d'apreés (2.13), il existe
h

Vi € Kh tel que

2
vy PKw dans L°(Q).

Comme

|vy~w| pour tout h,

A

|P, w-w]
Xn

on obtient

IPKhw[ < |w| + Ivh-w| < cte.

Donc on peut extraire une sous-suite h' telle que

P, w =y dans LZ(Q) faible.

KH

D'apreés (2.13), y€ K. Mais, par définition de la projection

IPKhw-wI s |gh-w| \% ghETKh

Soit ge¢K et 9y, € Kh tel que 9, > 9 dans LZ(Q). Alors

p

IA

|y-w| € lim inf |P 'w-wl |g-w|

et nous avons

Donc

P w —= P_w dans LZ(Q) faible.
Kh' K
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D'aprés l'unicité de P, w, c'est toute la suite qui con-

K

verge. Pour montrer la convergence forte, on consideére ghé.Kh
telle que 9, > 9 €K dans LZ(Q). Alors, comme

P, w-w ——P_ w=-w
Kh K

|p, w-w| £ |g.-w]
Kh h

nous obtenons

(2.20) |PKw-w| < lim inf |PK w-w| € lim sup |PK w-w|
h h h h

IA

lim |g,-o| = |g-u|

En particulier, pour g = PKw, 1'inégalité (2.20) entraine

|Pyw-w| = lim IPKhw—w|

et nous avons

PK w > PKw dans LZ(Q).
h

Donc

2
Khwh > PKw dans L (Q)

(2.21) P

Soit maintenant AG'A§§Ah. D'apreés le Lemme II-3, il

existe ehEZR tel que
IPKh(wh+ehwh)wh = I/
Donc, comme dans le Lemme I-1,
Pywy = PKh(wh+6hwh)
Il suffit de montrer donc que
(2.22) |6, | < M

ol M est une constante indépendante de h. En effet, si (2.22) a
lieu, on peut extraire une sous-suite h' telle que eh, + 6 dans

R et donc, d'apres (2.21) :
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Ph'(wh') = PKh'(whl+ehlwh|) > Px(w+e¢) dans LZ(Q)I

et comme
Iph"wh')wh' = I/A
on a
IPK(m+e¢)w = I/X
Donc
PK(w+6w) = PKA(N)
et de fagon classique, c'est toute la suite qui converge vers

P, w.
Ky
Montrons donc (2.22). Supposons par contradiction que

pour tout neN il existe hn tel que

|léeh_| 2 n
n
avec

+8h wh )wh = I/A
n'n n

Tn(ehn) = JPKhn(mhn

On peut supposer, sans perdre la généralité, que

Comme A€ A , il existe 8*c¢ R tel que

T,(6%)

fPK(w+ew)w = I/

En outre, comme

T_(6%) fP (0, +0*Y. )y > T (B%) = I/A
n Khn hn hn hn w

et comme Tn est croissante dans R, pour £ > 0 fixé et pour tout
n suffisamment grand on a

0 < I/\ - tn(e) < €

pour tout § € ]6*;0 [33]6*;n[. En faisant tendre n vers l'infini

hn
on obtient
Tw(e) = I/A pour tout 6 e]G*;w[ ce qui est une absur-

dité car I/X < 22.
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Revenons maintenant a la démonstration du Théoréme II.4.
D'apreés ce théoreme, Ky satisfaisant la condition (HE)h et
A€y entrainent 1l'existence de (wh;eh)f ViR solution de (2.16).
I1 s'agit donc de montrer que

Wy > w dans H;(Q)

6, - 6 dans R

h
avec (w,8) solution de (1.4). Or

Jth.Vvh = AIPh(wh)Vh v vhe Vh
Donc
o112 s Alepep] oyl
h H1 = h*h %' h
o P LP
_ 2N . . _
avec p = g—5 Si N23oup>2 siN= 2,
Comme
lo | o € cql ol
h!_p 1 h H1(Q)
o
on obtient
| Juy | | S e, Py |
h 1 2'"h"h
H_ (2) P*

Soit s = 2(1 - 1/p*) < 1. Alors

lphwhle lPh hl : I hwh|
L L

et d'aprés la condition (2.18) (car A € A)

o || . € ealPrw |5, < cqlw | + |P.o| )
h H; 3'""h™h L2 3 h L2 h L2
ou encore
1 1 s
o 1115 < ey Twp ||+ c2/5(p, ol 5
o
D'aprés l'inégalité de Young
t t*
Ilwhl| Cy
Syl lopll + pour tout 1 < t*,t < +=»
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tels que 1/t + 1/t* = 1.

En choisissant t = 1/s > 1, on a
1/s

IN

(1-s) | |w cg (1 + lPhol 5)

nll .

Donc d'aprés le Lemme II-6 il existe c > 0 tel que
<
INIEE:
et on peut extraire une sous-suite (toujours notée wh) telle que

w, >~ © dans H;(Q) faible
(2.23)

Wy W dans LZ(Q).
D'aprés le Lemme II-6

> P, w

P,w
h™h KA

(2.24)

Montrons que w satisfait (1.4). Soit V'eH;(Q) et vy € Vy tel que

1
vp TV dans HO(Q). Alors

JVm.Vv = lim [th.Vvh = lim[APh(wh)vh = A[PKA(w)V

Comme dans la démonstration du Lemme II-6, on peut extraire une
sous-suite h' telle que

B> © dans R
avec 0 satisfaisant

fPK(w+6w)w = I/
Pour finir la démonstration, il suffit de montrer que Wy > w
dans H;(Q) fort. Or, -

2 2
Hag=ol12 = Hal 2= 2[vepvu + [yl 1? =

(w) .w - ZA[PK (w)wh + A[Ph(wh)wh

3 [oy

D'apreés (2.23) et (2.24)

A A

| Jw,=wl|? + 0.
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REMARQUE II-3 : Un probléme largement ouvert est celui de l'es-

timation d'erreur entre les solutions approchées (wh;eh) de
(2.16) et les solutions (w,6) de (1.4). Nous présentons mainte-

nant un résultat partiel dans cette direction.

§ II-3. UNE ESTIMATION D'ERREUR.

Dans le § II-3 nous faisons les hypothéses (HE), (HU),

(HE), et (HU)p, et deAnfy

THEOREME II-5. Pour A < A1 (resp. A < /A1A5 st ¢, = ¢ = cte),

les solutions respectives w et Wy de (2.1) et (2.16)-1ére étape
sont uniques et vérifient
(2.25) Ilw-thIH1 s ¢ inf {[|w-v || + IPKAvh-thhle}
o Vh‘ivh
De plus, si K et Kh sont des cdbnes de sommet zéro, alors O et eh

vérifient respectivement (2.21) et (2.11)2e étape, sont uniques

et satisfont

(2.26) le-6,| s c inf {[|w-v + |P

¢ int KAVh—Pthl}
h€ Vp

nll

ou ¢ dénote des constantes indépendantes de h.

Démonstration. i) Considérons d'abord 0 < A < Aqe Alors d'apres

les ThéorémesI-2 et II-3, w et Wy satisfaisant (2.1) et (2.16)1ere
étape, sont uniques (indépendamment d'avoir (HU) et (HU)h).

Soit Vh€ Vh' alors
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ilwh-vh||2 = Jleh-Vvh|2 = IV(w-vh).V(wh-vh) -

(2.27)
- Aﬁp k,“Fh Ppwy) (0 =v,)
Donc
2
o |15 Hlumvy [T [lag=vy [T+ Al2g oPyay | lop-vy |
ou encore
A
Hop=vyl |5 Humvp ||+ o= g w-pyop|
1
Mais
|P )\w Ph hl < |w—whl + lPhw-Pwal
et donc
A A
Hogvpl |5 Humvpl L+ 2ol lomuy |1+ 2= [Py w-Pol
1
Comme
[Homup || = [o=vyp |1+ [loy=v, ]
on obtient
A A
(1 = 2 omupl | s 2[Jumvy || + == |pg w-Pu]
X h h o
De plus
P, w-PLu| s [Py K, %Pk P Avhl + IPvah-thhl +
(2.28)
+ [P vy Pyl € 2fe-vy | o+ IPKAVh'Pth|
d'ol on a
A A
(1= ol | = 2004 | omvy |+l v pys,

1

Vi étant arbitraire et A <)\, on conclut

1
| lo-w, || s c inf {[Jw-vy ] + [Py vy ~Ppvy |3

v, €V

h h

ii) Supposons maintenant A < 0 et soit

£ > 0 tel que A = =&
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Alors
||wh-vh||2 = fV(w-vh).V(wh—vh) - €J(P Aw Ppwy) (v =0p)
= [V(w-vh).v(wh—vh) - EJ(P w=Ppw h)(vh h)
'EJ(PKAw-Phw)(vh-wh)
Donc
o=yl 12 5 vy || Hagmwy || = €[ @pomppo,) euy)
- EJ(P w- Ph h)(V -w) - EI(PKAw-Phw)(Vh-wh)
ou encore
£1Ppu-Ppopl 2+ [lug=vp 112 5 [lo-vy || |]o, v, ||

£ | 3
+ =P w-P o | [|w-v || + |Pp w=P w| [|v,-w ||
K1 h h™'h h /—T KX h h
EZ 2 a 2
vyl Hoyuyl | Salzgamry |28 fomwy |
2
2 2
+ 2§A1|Phw-Pkal + 2llwh-vhll

Donc
2
E(1 - %%)IPhw—Phwhl + IIwh—vh||2 < Bllwh—vh||2

2

1 2
+ oy * 2§1)||w-vh|| +7§T_|P w- PKAwI

En choisissant o = £/2 > 0 et B = 1/2 par exemple, on obtient

2
2
(1 + g2 [o=vy [1? + =P =Py u

1 1 A

1/2] | w |2

IA

h—vhll

Donc

[og=vy || s VI 7 E788) | Ju-vy || + 22&|p u-p

wl
X )
et d'apres (2.28)
||w-wh|| < ¢ inf {||w—vh|| + |Pvah-thh|}
Vh€Vh
iii) Soit maintenant ¢h ¢ = cte et supposons

0 <AK ¢A1A§
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D*aprés (2.27}
2

IA
€
<
L
3
o)
|
<
T
|
>
—_
]
=
€
|
el
=
=
:J:-r
B
=y
|
<
o

l | wh"vhl |

Considérons

ny
Wh

et
Y

1
IQ]

V., =V, = ! v

h h |Q[ h

Alors, comme

IPK w = fPhwh = I/

X
on a
A ) (0, =v, ) = x| (P, w-P, w ) (4 -V, )
(Pg, 0"Bpip) {0~V ) = 2By w=Ppup) (o =V,
et donc, d'aprés le Lemme I-5
2
[ lop=vy 117 s [o=vp 1 [ og=vy [+
v 2 e wppe | | lug-v, ||
s SR
Comme
1
|Pp w-Ppwp| € [P w-Pyuw| + — | |w-wp | |
)y A ]
on obtient
up=v || s vy ||+ =2 [lu-op| | + 2P w-Pyol
WY 25 T
ou encore
A A
w=w < 2] |w-v || + | |o-w, || + | P, w-P, w]

Donc, comme plus haut
| lw-wy || < € inf{||w-vy || + IPvah-Pthl}
Vhé Vn
iv) Toujours sous les hypothéses A < A1(ou A < /A1A§ si
¢h = ¢ = cte}, supposons K et Kh des cdbnes de sommet 0. Alors

d'apres la remarque I-1
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(P, w-w)P, w
( Ky Ky

f(Phwh-wh)Phwh

H|> >

Donc

g | = 1AL l , 2 _
|6-6,| = T |PKAwlL2 IPhthL2 wPwa + |wpPpop

A

|l
— (P, w-P w | ,{|P, w| + [P w. | 5} + |P, w| |w-w_| +
= ( K,“Pnnl 2" 1Pk, h“nl 2 K, h

|y, | |PKAw-Phwh|)

1Al [(2|wh| +Ipg ol v [pol) 2 w-Bpay| + |2l Iw-whl]

+

IA

I
ou encore
| Al
|9-6h| S 4 (2]wy | + IPKAwI + |Ppol) IPwa-Pth
v (2lugl + 212, 0l + [P0]) Iw—whl]

D'aprés le Théoréme II-4 et le Lemme II-6, {wh} et {Pho} sont
bornées dans LZ(Q).
Donc il existe c tel que

lo-6, | < c(IPwa-Pth + Jw-wp )

et d'apres (2.28) et i), ii) et iii) on obtient (2.26).

REMARQUE II-4 : Une estimation du genre (2.26) pour le cas ol K

et K, ne sont pas des cbnes est un probléme ouvert.

h

REMARQUE II-5 : Les estimations (2.25) et (2.26) du théoréme pré-

cédent présentent 1'inconvénient du terme |P, v, - P v | qui
KA h h'h L2

est compliqué a estimer par rapport a h.

En vue de simplifier ces expressions, on va considérer
le probléme discret (2.16) sans l'approximation des convexes, a
savoir : on suppose wh =y Vh . Alors, (2.16) devient : déter-

miner (wy;6,) € V;XR tel que.
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1ére étape : Ith.Vvh = XIPKA(wh)vh ' VeV

(2.29) g
2e étape : [PK(wh+eh¢)w = I/A

ou P est l'opérateur de projection sur Ky défini dans (1.2).

K

Cela éorrespond (dans la pratique) a modifier la triangulation
de 2 a chaque itération ; c'est la méthode introduite et étudiée
par M. Sermange [28] pour le cas ol K = {vern? ; v 2 0} et

Y = cte sur Q.

Nous avons :

THEOREME II-6 : Sous les hypothéses du Théoréme I-1, le probléme

(2.29) admet au moins une solution pour tout A €A
De plus, sous les hypothéses du Théoréme I-2, (2.29)
admet une solution unique si A < A1 (resp. A < X; &P = ¢h = cte).
La démonstration est tout d fait identique d celle des

Théorémes I-1 er I-2. (ef. aussi Sermange [28]).

THEOREME II-7 : Pour A < A, (resp. X < /X1A§ ¢h = ¢ = cte) les

1

solutions respectives w et w, de (2.1) et (2.29)-1ére étape sont

uniques et vérifient

| lo-wy || s ¢ inf ||w=vy ||

Vh<th

De plus, st K est un cdne de sommet 0, alors 6 et eh vérifiant
respectivement (2.1) et (2.29)-2e¢ étape, sont uniques et satisfont

le-6,| < c inf | lw=vy ||

Vh ¢V

ol ¢ dénote des constantes indépendantes de h.
Démonstration : Elle est tout & fait analogue a celle du Théoréme

II-5.
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§ 2-4. APPROXIMATION PAR LA METHODE DES ELEMENTS FINIS.

Nous indiquons dans ce paragraphe la construction d'une
discrétisation "concreéte", ou les résultats des paragraphes précé-
dents s'appliquent ; il s'agit de la méthode des éléments finis.

Nous nous bornerons au cas conforme, lorsque { est un
ouvert polygonal deIRZ. Pour ce faire, on considére pour chaque
valeur du parametre h une triangulation $h de T satisfaisant les

propriétés suivantes :

(2.30) ifh est une triangulation "admissible" au sens suivant :
a) tout élément Te Jh est un triangle continu dans Q de

diametre hT < h.

b) si T, T'(Erh, alors ou bien TNT' = ¢, ou bien
TNT' = un cd4té tout entier, ou bien TNT' = un sommet.
(2.31) La famille de triangulation {th}h de I est "régulidre" au

sens suivant :
Il existe 90 > 0 tel que, pour chaque h et pour chaque
Te«Jh, si 6(T) désigne le plus petit des angles de T, alors

6(T) 2 60.

Ceci étant dit, on définit

(2.32) Yh = ensemble de fonctions h continues sur 0 telles que,
pour tout Te Tn

Vh|T = fonction affine

(2.33) v, = {v_eY = 0}

h h *h ¥ Vn|an

Il est clair que Yy et Vi ainsi définis satisfont les
hypothéses (2.9) a (2.11).
Sur Y, on considére une base de la maniére standard, a

savoir, on définit £1,£2,...,gM ol M est le nombre de sommes Pi
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et gi est la fonction de Yh telle que
(2.34) gi(Pj) = Gij'

Alors nous avons

THEOREME II-8 : Pour tout V'GH;(Q)/\Hz(Q), 11 existe ¢ > 0 indépen-

dant de h tel que
inf v-v < ch
L ing [ [v=v |
(cf. Ciarlet [5) théoréme 3.2.2.).

II-4.1 : Exemples numériques.

Nous envisageons de résoudre le probléme (2.16) en utilisant
l'algorithme décrit au § II-1. La difficulté repose sur le calcul de

Ph'
Dans la suite, {§ est un ensemble polygonal de:lR2 sur lequel

on définit une triangulation Cﬁ; satisfaisant (2.30) et (2.31). On
consideére les espaces Yh et Vh comme dans (2.32) et (2.33) et on se

2 .
donne Y, € Y, tel que ¥y, > ¥ dans L°(Q). Si {€1,£2,...,£M} est la base

de Y, donnée par (2.34) , nous avons

M M
Vp o T ; Viki v ¥y T ; Vi&y

Donc

Jvhwh = igj Vivy Jgigj

) ou

Désignant A la matrice (a,

ij'ij
3 [t

alors

) . M
Ou$= (V1,V2,.oo,VM)I$= (w']’wZ'...’wM)CR.
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Donc, l'hyperplan (cf. (2.15))
{vhe Yy g Ivhwh = I/\}
peut étre identifié a 1'hyperplan de ®M.

(2.35) (FerM ; a7 = 1/}

Voyons maintenant comment on peut approcher le convexe K

dans les exemples cités au § I-4.

EXEMPLE 1. On considere

[\

K = {ve LZ(Q) ; v2 0 p.p.}
et on définit

Kh = KrWYh = {vhe Y, : vy 2 0 sur Q}F .

Comme v, = 1 viEs

alors

vy € K si et seulement si v, 2 0, ¥i=1,...,M
Donc, on peut identifier Kh au convexe

Ky = (VeR" ; v, 20, i =1,...,M)

D'apres (2.15) et (2.35), K ), peut étre identifié a
’

h

M 2

K = {VeR ;vi=0et3A§5=I/A}.

M,)\

EXEMPLE 2. On considere

K = {veL?(@) ; vzo p.p. et |v| , S 11,
L
et on définit

= = ; . <
Ky = KNy, = {vy€y, ; v, 20 sur T et IvhlL2 < 1}
Donc vhe’_Kh si et seulement si

vy = ) v,E; et v, 20, VAV <.

Donc, dans ce cas, le convexe Kh peut étre identifié a

KM={VtIRM;vizOetx7A$g1}

De méme, Kh N s'identifie au convexe
’

-> M -> -»>
= d . >
KM,A {(veR" ; v, 20, VAV S

IN
-
<
>
<4
1]
H
~
>
——
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EXEMPLE 3. On considere
K={VGL2(Q);a§v§bp.p. a <beR}

D'une fagon analogue aux cas précédents, nous pouvons identifier Kh

et K respectivement a
h,A

K. = {(verM ; a

IN
<
IA
o’
—

K ={VeR ; as<v, <b etvA] = I/} .

REMARQUE II-6. Dans les exemples qui précédent, nous avons

Ky € K ¥V h (cf. Remarque II-1).
Voyons maintenant un exemple ou cela n'est pas nécessaire-

ment vrai.

EXEMPLE 4. On considere
fec°@) , £20 sur @
et

K ={VELZM); 0 g v

A

f p.p.} .

Alors on peut définir

Ky = {vhe Yy 0 < vy, S fh sur O}

ou f£f, est l'interpolée de f dans Yy ie fh est la fonction de Y,

h
telle que
£, (Py) = £(Py),

qui peut étre identifié a

- (2 M
KM = {veR ; 0 < A < f(Pi)}

Dans tous les exemples qui préceédent, K, 4 @ pu étre iden-
’

tifié a un convexe K de R". Dans ce cas on peut calculer P, v, par

M, A
intermédiaire de Py y ! la projection canonique sur KM,A'
’
D'une facon générale, Ky o étant donné, supposons qu'on
4

1'ait identifié a un convexe KM N deZRM. Alors
[



.66.

LEMME II-7 : Soient vy = Evigi et y, = Eyigi deux fonctions de Yh.AZors
Yh = PpVn
s1 et seulement s<

(2.36) v = PM,A(§ - pAy + pAv) Yo > o0
- ->

avec y = (y1,y2,...,yM) et v = (v1,v2,...,vM).

Démonstration :

I € Kp, 2 si et seulement si g, = Egigi' et
+ — .
g = (911921-..,9M)& KM,K
Donc
Yh ZYiEi = Pyv, si et seulement si

Igh—vhl pour tout g € Kh,A ,

IA

Yh€ Kh,l et th-vhl
si et seulement si

>
y = (y1'Y2[--olyM)€KMAet

14
(§-$)A(§—3) < (§-§)A(§-$) pour tout ge Ky, \
’
ce qui équivaut a

2A(¥-v) + 3L,  (¥) 20,
M, A

ou, d'une fagon équivalente

Y = Py A(§—uA§ + paAv) 4 > 0.
M,

L'équation (2.36) nous améne a définir le schéma itératif
suivant

i) on initialise par ;oe:mM quelconque
(2.37) ii) §k (k = 0,1,2...) étant donné, on calcule

-> _ > -> ->
Y1 = PKM A(yk - BAY)p + HAV)
’

Alors,

LEMME II-8 : Pour un choix convenable de w > 0 le schéma (2.37) con-

verge vers l'unique solution de (2.36).
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Démonstration : Il suffit de montrer que, pour un choix convenable

de u, l'opérateur

T :ZRM —%ZRM
-> > - -> ->
y +— Ty = Py (y -= nAy + pAv)
est une contraction stricte. Soit
VAV A
0 < o = inf X—Xz sup Z—Xz =
v#0 |v]| v#0 |v|

IA

Alors
|T+ -T+ |2 B |+ _ A+ 2 N A+ 2 _
Y1-Ty, |7 = |y -nBy, -y, +uhAy,|” =
> > 2 > > > > 2, > > 2
|Y1-Y2| - 2u(Ay Ay,  Y47Y,) t oM lAy1—Ay2|

> o 2 > 2, 2.2 2
1¥1-¥,17 - 2u0]¥,-v,1° + wB8%|¥,-v,|

IA

2.2 2
(1 - 2pa+u"8%) |¥,-v,|
Donc, comme 0 < a £ B
1-2pa+u28% < 1

pour tout 0 < p < 20/B.

REMARQUE II-7 : Si a < B le schéma (2.37) converge avec vitesse opti-

male égale a
/1 - (a/8)°.

REMARQUE II-8 : Pour la résolution effective du probleéme (1.1), 1la

formulation (1.4) (ou (2.1)) a l'avantage de ne pas avoir besoin de
calculer 6 & chaque itération de l'algorithme. Cet avantage est anéan-

ti par le fait que la projection Py est plus difficile a calculer
M, A

que P, en général. Néanmoins, pour l'exemple 1 cette projection

Ky

Py est tres simple a déterminer. En effet, soit
M, A
(2.38) € = {Ver"

->

i vz2o0etv.t

cl FemrM avec £, >0 vV oi.
Nous présentons maintenant un procédé qui permet le calcul
exact de la projection sur C par un nombre fini d'opérations treés

simples.



soit H = {weR" ; 0. = ¢} avec c,f, > 0. Pour §eRM,
on pose
10 > > -{z%—c >
. V. =Py =y - ( ) £
o H 2
| £]
2°, gké H étant donné k 2 0 on pose
Ly > _ >+ i _ i
(2.39) i) Vier/2 = Vk (c.a.d. Vke1/2 = Max {O,Vk})
. i . i
ii) v, défini par £f = )& ST Vkeqp2 > 0
0 sinon

->
Vk+1 /2.%k-c
2
| £x |

L) . + — -)
iii) Vk+1 = Vk+1/2 - fk
Alors nous avons

THEOREME II-9. S%i £, > 0 V ietc>0 pour tout y € R

le schéma (2.39) converge vers Poy aprés un nombre fint
d'itérations.
La démonstration est une conséquence directe des considérations
suivantes.

LEMME II-9. Soit H un hyperplan et KCH un convexe fermé d'un espace

de Hilbert Y. Alors pour tout y €Y nous avons
Pry = PyPuy.
Démonstration : en effet, par définition de projection
(y—PKy ; PKPHy—PKy) <0
(Pyy-PyPuy ; Ppy-PyP.y) < 0
ce qui nous donne
2
| PPy = Ppy|® + (v - Ppy 5 PgPuy = Ppy) < 0
H étant un hyperplan et K CH nous avons
(y - Puy i PPy - PKY) =0

Donc
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Soit C le convexe donné par (2.38) avec fi > 0 pour tout
i=1,...,M, ¢ > 0. Considérons 1l'opérateur A défini par

a:r? = w’Y
(2.40) >+
> >+ v . -C,

AV = v - (————)f
HE

fi si vi >0

i .
v 0 sivy; <0

Alors A satisfait les propriétés suivantes :

LEMME II-10.

. > M > > .
i) pour tout veIR , AveH. De plus, veC si et seulement

-> ->
st Av = Vv
ii) sz vy £ 0 alors (Av)i =0
iii) pour tout veH, |av| s |V'| < |V| et |AV] = |V|
. . -> ->
s1 et seulement si Av = veC

iv) pour tout seH, 11l existe k = k(;)el\l , k £ M, tel que

k+j>

k> .
A v = A’V pour tout j 2 1.

-> - >
V) Pour tout v eH, Po(v) = P,(AV).
Démonstration : ii) est immédiat d'apreés la définition de A.
i) soit 3eIRM. Alors

>+ -t:
-> >+ vo. -c
AV..E = Vv .f - (—f—}',—z—)f.% = C
v
| £]
n
De plus, si Ve C, alors V. = 3+.f = ¢ et donc A3 = 3.
. -> -> ->
Supposons maintenant que Av = v. Alors ve H et
c=%.F=3".F - ¥.%,
d'ol nous obtenons

(2.41) TPt =3".% 2 c.

+ >=- -> >+ (

Alors v = v, - Vv =Av = v - )% entraine
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vi.E-c
v, = (

A VN
2
* | £

S'il existe i tel que v; >0, alors £, = £, > 0, ce qui

)£, 2 0 Vi

est une absurdité d'apreés la définition de %. Donc

v£=0 Vi

ce qui équivaut a veC.

iii) |A\7|2 = I~>+|2 - —%_5 [(3+.%)2 - cz] et d'apres (2.41)
H
%1% < 3717 5 912
De plus, si |AV| = |v| alors
> >+
vV = v

f et
mﬂ2=wﬁ-léiwfﬂ-cﬂ

. Donc veC, et d'apres i)

ce qui donne

K

N CH
"

vi
ou encore v

= c
- -
Av = V.
iv) Soit J(v) = {i PV o= 0}. D'aprés ii) nous avons

I c Tah ¢ FaFe...
Comme
Jady) cir,2,...,M V3,
il existe k = k (V) tel que
TJia%3) = gak+Ig) Y352 1.
Donc, d'apreés ii)
(Ak\’F)i 20 Vi
et d'apres i)
A - A ee V32,

LT . > >
v) Soit ve€H. Si v 2 0, alors veC et

V = PoV = Pc(av)
Supposons donc Géic. Soients \FORAL

g oo 'Vi toutes les coordonnées
)

k
négatives de v.
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(k < M car v eH = {GeJRM v.E=c) et c,fi > 0), et soit
Hy = (xR ; X; =X, 0= ...0= X 0= 0}.
1 2 k
Il est évident que
> ->
Pov = P Vv
1
avec C1 = Cr\H1. D'aprés le Lemme II-9
PnV = P PV
C - *C ’
1 1 Hy
p > >+
oW Py Vv = V.

Soit % = PH f. Alors, comme
1
C,cH ={§61RM;§%=C}
1 2 N

nous avons

Mais d'apreés ii)
(A$)ij = 0 pour tout j = 1,...,k, et donc

> _ >

Revenons maintenant 3 la démonstration du Théoreme II-9 :

M

- > >
Soit yeR " et soit vy = PHy.

D'apreés le Lemme II-9
> >
Pcy - Pcvo .

Considérons la suite

> > o> >
VO’V1,V2'---,Vj,oo.
avec
> i .
vy = A3vO jo=1,2,3,...

D'apreés le Lemme II-10, nous avons

-> _ -> _ -> _
PCVo = PCV1 = Pcv2 = ee.

et il existe k k(z) tel que

AK*1g - AkGO c.

Donc N ke _ ks
Y = PA VY, = Vor
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CHAPITRE I11

DEUX INEGALITES ISOPERIMETRIQUES ET APPLICATIONS

Dans ce chapitre nous donnons des estimations concernant
les solutions u du probleéme (1.1). Ces estimations sont essentiel-

lement dues a deux inégalités générales :

. La premiére est une inégalité de type isopérimétrique. Les ré-
sultats obtenus ici sont en majorité des cas particuliers d'un
résultat général dfi & J. Mossino [21] (communication personnelle,

cf. aussi [22]).

. La deuxiéme est une inégalité due a L.E. Payne et I. Stackgold

|25] et généralisée par J. Mossino |[21].

§ III-1. UNE INEGALITE ISOPERIMETRIQUE - APPLICATIONS.

Pour établir notre inégalité, quelques rappels sont néces-

saires.

ITI-1.1. Rappels.

On considére un ensemble mesurable deZRN et u une fonction

mesurable définie dans Q.

DEFINITION III-1. On appelle "fonction de distribution de u" l'appli-

cation mesurable by définie par
u.u t: R > ]R+
u,(t) = mes {x ; ulx) > t}

Ky jouit des propriétés suivantes :
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1i) By est monotone décroissante ;

1ii) L, est p.p. différentiable (puisque monotone) ;
1iii) By est continue a droite, c'est-a-dire,
lim uu(t) = uu(to)
t+to+

DEFINITION III-2. On appelle "réarrangement décroissant de u”

l'application u* définie par

u* : [b,IQI — IR
u*(s) = inf {teR ; by (t) < s}
u* (0) = sup ess u

9]
u* jouit de propriétés remarquables. En particulier

2i) u* est la plus petite fonction décroissante v, telle

que v(p, (t)) 2 t, V t.

2ii) u et u* ont la méme fonction de distribution, c'est-a-

dire By = Haxe
2iii) pour tout p > 0, f|u|P = I Iu*(t)lpdt
9/ 0

2iv) sup ess u = sup ess u* = u*(o").

DEFINITION III-3. On appelle "réarrangement sphérique de u"

l'application M définie par

¥ :RmY — 1w

n N . ‘N
u(x) = u*(oy|x|7) = inf {t ; n () < og|x|™)
HN/2 N
Ol O, = ———— est la mesure de la boule unitaire dans R .
N F(N+2)
N

N . .
u satisfait

. . Y . "
3i) les ensembles de niveau de u, ie, {x ; u(x) > t} sont
des boules concentriques dont la mesure coincide avec la mesure
des ensembles de niveau de u. En particulier

by (t) = wy(t) V t.
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3ii) pour tout p > 0, J |u|P = Jmlﬁ]P
Q Q
N

N
ou  est la boule de rayon R =

ca v
3iii) sup,ess U = sup ess u
Q Q

Une autre propriété importante - et qui nous sera fort
utile - est le résultat suivant, d0i a Hardy et Littlewood : si u

et v sont deux fonctions mesurables définies dans Q, alors

|9
I u*v* < [% 4 3
0 9

[[7a%

(3.1) [ uv
Q

En particulier, lorsque v = Xb avec ' sous-ensemble me-
surable de 2, on peut conclure :

Y
V*— X(OIIQ'I) etV— X?ZI

Donc (3.1) nous donne

Q! .
(3.2) [ u < [ u*(s)ds = Jw u
Q! 0 Q!

De plus, si Q@ est une boule de rayon L et de centre xO et
u(x) = g(ix—xol) avec g continue et strictement décroissante dans

[0,1), alors Y(x) = u(x) p.p. et

Q' "
(3.3) I u(x) = [ u*(s)ds = [m u (x)
Q' 0 Q!

pour toute Q' boule de centre X et rayon R £ L.

En effet, si g est strictement décroissante dans [O,L) elle
y est inversible. Soit donc x € 0 tel que

t = ulx) = g([x-x_|).
Par définition nous avons

B(x) = uk oy lx-x M) = uk(u () = t.

ol
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§ III-1.2 La premiére inégalité.

Nous sommes maintenant en mesure d'établir notre premieére

inégalité. C'est le résultat suivant (dQl a J. Mossino).

THEOREME III-1. Soit Q ouvert borné régulier de R, N 2

N 2 2 et

>

(3.4)

(3.5)

soitt uzc HZ(Q) . Alors, pour presque tout t.&]A,B[ avec

max {inf ess u, sup ess u}
Q o

sup ess u
Q
nous avons

A

1}

B

W2adMu 2N () 5 [-bw) ug o)
u>t
ou J désigne 1l'intégrale sur {x ; u(x) > t}

u>t
De plus, l'inégalité (3.4) devient une égalité si

i) ¢ = {x€Q ; A < u(x) S B} est une couronne d symétrie
sphérique (limitée par des sphéres de rayon 0 = Ry s RB).
ii) Comme fonction du rayom r, u est strictement décroissante

et de classe & dans [RA,Ré].

Démonstration : c'est une conséquence des lemmes suivants :

LEMME III-1 : Sott u<aH1(Q). Alors, pour presque tout tarWA,B[

(A et B donnés dans le Théoréme III-1) nous avons

-4 1 [vul = P ({x ; ulx) > t})
us>t

PQ(E) désignant le périmétre (au sens de De Giorgi) de E

dans 2, c'est-d-dire

3¢ - )
PQ(E) = sup{JEZ 5—}—% PR CTO(Q), mgXZ ¢i(X)

N

1}

Démonstration : D'aprés Fleming et Rischel [10], pour ucH (Q)

(3.6)

+00
J |vu| = [ Po({x ; u(x) > s})ds.
Y]

- 00
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Pour t ¢ |A,B| fixé, soit
u' = (u-t)t o+t

Alors u'ce H1(Q) et d'apreés (3.6)

+o0
I |vu'| = J PQ({X ; u'(x) > sl)ds
Q -0

Mais si s < t, alors {x ; u'(x) > s} = Q@ et donc
PQ({x ; u'(x) > s}) =0

Si s 2 t, alors {x ; u'(x) > s} = {x ; u(x) > s} et donc
Po({x ; u'(x) > s}) = Po({x ; u(x) > s})

Donc

+00
f 17| = [ Ivu'| = J P ((x ; u(x) > s})ds
Q -t

-1 J [vu] = Po({x ; u(x) > t}) p.p.
u>t

LEMME III-2. S% ue:Hz(Q), alors

é% [ |Vu|2 = { Au
u>t u>t

pour presque tout t¢ |A,B| .

Démonstration : Soit f = -Au<aL2(Q). Alors

j-Auw jfw YV yern?(@).

Considérons v (u—t)t + t avec t eJA,B[_. Alors Y ¢ H1(Q) et

nous avons

J -fuy = J f(u-t) + t[ f
& u>t 2
De plus,
ou 2 ou
-Auyp = J vu.Vy - J =y = [ |[vul|© - tJ —
JQ Q 30°n 300

u>t

Donc
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f [Vul2 = J f(u-t)
u>t u>t

I1 suffit de démontrer donc que

d = -
dt uitf(u—t) ) uitf.

Or, pour tout h > 0

i) l[ I £ (u-t-h) - If(u-t)] =%[— I fh - I £ (u-t)

h
u>t+h u>t u>t+h t<ust+h
_ 1
= - J f - H f(lJ."t)
u>t+h t<ust+h

On veut montrer que

lim [- £ -z I f(u—t)-] = - J £
+
h~>0 u>t+h t<ust+h - u>t

Soit Hy = £X et H = £
{x;u(x)>t+h} © {x;u(x)>t}

H, et H_ sont mesurables, H, ~ Hj p.p. et IHh(x)| < |£(x)| p.p..
Donc, d'aprés le théoréme de Lebesgue

[t~ (5
c'est-a-dire

f - J f
u>t+h u>t
De plus
1 1
'H j £lu-t) | s 1 €] |u-t]| s [ £
t<ust+h t<ust+h t<usu+h

et de nouveau d'aprés le théoréme de Lebesgue (puisque
Hy = | £]X + 0 p.p.), nous avons
{x;t<u t+h}

% £(u-t) + 0.
t<usgt+h
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ii) - %[ f f(u-t+h) - J f(u-t{l = - %{ I fh + J f(u-t)f
u>t-h . u>t u>t-h t-h<ust -
= - £ - £ (u-t)
h
u>t-h t-h<ust

Les raisonnements précédents nous donnent :

lim I £ = J £

+
h>0 u>t-h uzt
et
1 1
|H j f(u—t)’é 1 1£] |u-t| s £
t-h<ust t-h<ust t-h<ust

Donc, pour tout t tel que mes {x;u(x) = t}

0, nous avons

| J £ (u-t+h) - f f(u-t):l - [f

u>t-h u>t u>t

1}

g e

lim -
h-0*

i) et ii) sont équivalents a

lim o |Vu|2 - |Vu|2 = J Au
|h]>0
u>t+h u>t u>t

pourvu que mes {x;u(x) = t} = 0.
Comme {t ¢]A,B[ ; mes {x;u(x) = t} = 0} est de mesure nulle

dans IR nous avons

7%; {IVu|2 = [ Au pour presque tout t ¢ |A,B| .
u>t u>t

Revenons maintenant a la démonstration du théoréme III-1.
D'apreés l'inégalité de Cauchy-Schwartz
1 2 2, 1 N
(3.7) (5 |Vul) < (5 [val %) 5 |u,(t) - u,(t+h)
t<ust+h t<ust+h
D'aprés les lemmes précédents et la propriété 1ii) nous avons

(3.8) P({x;u(x)>t})2 < | J -Au)(-u&(t))
u>t
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D'aprés l'inégalité isopérimétrique de De Giorgi

a1/N u1—1/N

ooy )

(3.9) P({x;u(x)>t}) 2 N

(1'égalité étant atteinte si u a la symétrie sphérique et décroit
le long du rayon).

Donc (3.8) et (3.9) entrainent (3.4).

Pour finir la démonstration, il suffit de démontrer que
1'égalité est atteinte dans (3.4). Pour ce faire, supposons (3.5).
Alors, pour tout t ¢]A,B[

uu(t) = mes {x;u(x)>t} = rN(t)aN

ol r(t) désigne le rayon de la boule

{x;u(x)>t} c{x;u(x)>A}

Donc
2 2/N 2-2/N 2 2 2N-2
(3.10) N ay by (t) = N ay r(t)
De plus
pt(e) = Nowr(8)¥ et () pup. t
u N .P.
et
_ au - '
(3.11) f -Au = - J sﬁdf = - u'(r(t)) J ar
u>t u=t u=t
= Noyr ()N Tt (x (1))
Donc

_ o _ 2. 2_2N-2 d
( f Au) (-ul(£)) = NToyr (t) ggu(r(t)) p.p.
u>t
Comme u est strictement décroissante (par rapport a r),
mes {x;u(x)=t} =0 Vv t

et
u(r(t)) =t

Donc
d -
gc (ulr(t))) =1

et nous avons 1l'égalité dans (3.4).
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IIT-1.3 Applications.

Nous- envisageons maintenant l'application du Théoréme
III-1 aux solutions des problémes du type (1.1). Comme dans le

Théoreme III-1, nous supposons N 2 2.

K étant toujours un convexe fermé de LZ(Q), on considere

u solution de :

[ —Au = APKu
u = 06¢
AJPK(u)w =1
Alors u eHz(Q) et d'aprés le Théoréme III-1

(3.13) Nzaé/N i 2/N () < AI Pu (-u! (t))

u>t

pour presque tout ttel que

(3.14) t ¢ (max(inf ess u, sup ess u) ; sup ess u)
9 1Y Q

En particulier, si ¢ = 1 (3.13) et (3.14) deviennent :

(3.15) Nzaz/N n2" 2Ny < xf Pul-n'(t)) p.p. t > 8
u>t

L'inéquation (3.15) nous permettra d'obtenir quelques in-

formations sur les exemples traités au chapitre I, §I-4.
EXEMPLE 1. On consideére

K = {v eLz(Q) ; asvsb p.p. avec 0 £ a < b}
Soit u solution de

-tu = Afa + (u-a)’ - (u-b)*] dans @

u = 06 sur 99
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ol la premiére équation est prise au sens des distributions. Nous

avons remarque (cf. ch. I, §I-3) que u<aC2(Q). Alors

THEOREME III-2

i) S7 8<a £ max u alors

I-ia|g] ﬁ |§-1 | I%—j Aa [l Ié | I%
a - u>a - | - Y] - ju>a
. 2/N 27N
(3.16) 6 2 N(N=2)oy 2Nay ,
si N > 2,
I-1a|Q| || Aa
a - ——— log - — {]|a]l- |u>a] Ssi N = 2
41 |lu>a| 4@
ou |u>al = mes {x;u(x)>al}l = b,(a) (avec la convention Oxe= 0 si

a = max u).

Q

ii) SZ7 6<b < max u alors
Q
Ab 2/N
max u < b + __—§7ﬁ |u>b|
Q 2NaN

Ces inégalités deviennent des égalités lorsque Q est une boule.

Démonstration :

i) S8i 6 < a, alors pour 6 £ £<a

K A J PKu-A J PKu =1 - Aaf dx

A I P_u
u>§g Q usg usg

L}

I-aalle] - w, (€))
Donc, d'apres (3.15)

deé/Nui-Z/N(g) < (1 - Aa|Q|)(—u;(€)) + Aauu(i)("u;(i))

Comme nécessairement I - Aa|Q| 2 0 (d'apreés la condition nécessaire

d'existence) et comme )a 2 0 (puisque a 2 0 entraine A > 0), on ob-

tient :
a _ |u>a| |u>al
[ a < - I-)a|@] [ g2/N-2g, _ @ $2/N-1 4
5 N2a27N N2a2 N

N |2 N Q]
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d'od (il faut remarquer que -p)(£)dE 5 d(-u (E))

(I-xal|)N 2.1 21
a -0 g {|u>al - |Q] } -
2 2/N(2 -N)
2 2
Aa N N N .
- 3 2/N (—){|u>a| = IQI } Si N> 2
A\ 2
N
ou encore
I-xa|Q] Z 21 a Z z
6 2 a - 2/N{|u>a| = 1ef” F —zgtlal™ - [uwal™}
N(N-2)a 2N0LN
si N > 2
ou
I-)a|Q| Aa
a-96< - {log|u>al - log|Q]|} - —{|u>al| - |2]}
41 41
si N =2
ce qui nous donne
I-ralQ] 2] a
e 2 a - —— log - — {|e] - |ual}
41 |lu>a| 4@

ii) Supposons maintenant 6 £ b < max u. Alors pour

Q
b g £ <max u
Q
A f PKu = Abuu(g)
u>§g
Dans ce cas, (3.15) s'écrit
N2a2/Mu272/N ey < apu(E) () (£)
Donc
max u max u
Ab 2/N 1
ag < ( (&) (- Hy '(&))dE
Jb N§a27N b
N b
ce qui nous donne
b 2/N

mag u<b + ;——§7ﬁ |u>b|
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Lorsque Q2 est une boule, la solution u vérifie la condition
(3.5) ; c'est une conséquence du principe du maximum et d'un résul-
tat de Gidas-Ni-Niremberg [12] (cf. aussi P.L. Lions r1f]). De plus
d'aprés la régularité de u dans ce cas, nous avons
1
d(-p (E)) = - u’(E)AE.

Donc, toutes les inégalités précédentes deviennent des égalités.

REMARQUE III-2. Lorsque a 0, (3.16) se simplifie et devient

si 6 £ a<max u
Q 2 2

£ -
- L 27N{|u>o|N - 1elN } siwNo> 2
N(N-Z)aN
(3.17) 6 2 T IQl
- — log si N = 2
41 |u>0]

On voit facilement que les expressions (3.17) sont encore valables

si u est une solution de (3.14) avec :

v 2@ ;vzo0 p.p. dans Q}

"

i) K

v 1@ ;vzoet|vl,s1)
L

ii) K

En fait, l'inégalité (3.17) est valable pour toute solution de pro-

blémes du type

Af(x,u) si uz20
-Au = dans §
0 si u<o
u =6 sur 90
ou  _
- 55 = I
an

(avec f(x,.) 2 0 p.p. x ), lorsque 6 < 0 (cf. Mossino-Temam [24]).

EXEMPLE 3. On consideére

K = {V(ZLZ(Q) ; vz O0et |v 5 1}
L
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Si u est solution de

A +

-Au = u dans

+ +
T+ (Ju'| , -1
L
(3.18) { u = 6 sur 3%
- Mgr-150
an
af

Nous remarquons que max u > 0 et méme

max u 2 I >0

Q AlQ]

puisque I/ = JPKu < max u |Q]
Q

Nous avons :

THEOREME III-3 : On suppose 6 £ 0 . Alors

! { o|f?i“1 |Q|‘ff‘1}
- u> -
N(n-2) a2/
i) 0 2
I |u>0]|
— log si N=2
41 |2
(cette inégalité étant isopérimétrique)
4-N 4-N
2\ 5 -
- 27N{|u>o|2N - o] M)
N(N—2)o¢N
ii) B 2
A u>0|
—— log - si N =4
821 |9
N 2
N
iii) NV |lu>0|™ 2 1
2ch2 N
N
En outre, on a, soit |u’| , £ 1, soit
L
2
+ A N
1< |ut] , £ —=rs |ur0|
L2 2N0L2/N

N

si N > 2

22
h .\

L= V)
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2Na§/N 0
iv) max u 2
9 A (Juso|2/N - || 2/N)
Dans le cas N = 2 ou 3 on a encore
4-N
2\ 5N . .
37N | u>0| si 6 <0
N(4-N)a
N
max u s
Q 4-N
2A iQIZN + 6 . S
77N si 6 20
N(4—N)aN

Les inégalités ii) a v) ne sont pas isopérimétriques.

Démonstration : La partie i) est identique a celle du théoreme pré-

cédent (cf. remarque III-3).

On suppose 6 £ 0. Alors, d'apres (3.15)

2 2/N 2-2/N
(3.19) N oy By

[[7aN

(€) AlgPKu (-uu(i)) p.p. &€ > 6

u
Puisque IPKuI , £ 1 on obtient, d'apreés 1l'inégalité de
L

Cauchy-Schwartz :

A 2/N-3/2 ,
(3.20) 1 g 5 2/N by (E)(-uu(i)) p.p. & > 8
N aN
Si on intégre (3.20) de 6 a 0 (puisque max u 2 |I| > 0),
AR
A |lu>0| 2/N-3/2
- 0 ﬁ-m[ s ds
N ||
) 2_1 2_1
N 2 N 2 .
N N 2
A Q|
lo si N =4
16/&2 |u>0|
IIN/2
Comme o, = on obtient (ii)

N r1 o+ n/2)
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Si on inteégre (3.20) de 0 a max u, alors pour N < 4

o o 2.3 ) 2_1
0 € max u £ sV %as = |u>0|N 2
= 3 = N2a27N NzaZZN(Z-l)
N |u>0]| N ‘N 2
Si 8 2 0, on intégre (3.20) de 6 a max u pour avoir
2 3 2 1
max u - 9 < - ———ﬁ—— ° Sﬁ fds = § || N2
a = N2a2/N N2a2/N(g__l)
N |2 ] N ‘N 2

d'ou l'expression dans (v).

Pour démontrer (iii) et (iv), on consideére (3.19). Alors,

d'apreés (3.18)

(3.21) N2a2/M22N(g) < e (u) f ut (- (€))
udE
avec c(u) = 1 si |u”| , $ 1 etc(u) = 1/|u”| sinon.
L

D'aprés l1l'inégalité de Cauchy-Schwartz

Ac (u) 2/N-1 .
(3.22) 1 8 /N MaX U b, (E)(-uu(i))
Na
N

On intégre (3.22) de 6 a 0 pour avoir
|u>0]|

Ac (u) 2/N=-1
- 06 £ - Nz 57N max u s ds
ON 2]

Comme c(u) £ 1 on obtient (iv)

Si on intégre (3.22) de 0 a max u, alors

max u Q
Q Ac(u) 2/N-1
JO dg = N2 57N ma% u [ S ds
ON |u>0]|
2/N
Ac (u) .
= 5/ Max u |u>0]|
2ch2 N

N
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Donc
Ac (u) | !Z/N A |2/N
18—y (w0 S —7y [u>0
2Na§ N 2Na§ N
d'ou, soit
¥ o lwol
u £ 1 £ u>0
L2 2Na§ N
soit
], € e w0l
1 < |u < u>0 .
L2 2Na§ N

COROLLAIRE III-1. Pour X assez petit 2l n'y a pas de frontiére

libre dans le probléme (3.18) . Plus précisément, st

o 2/N
A < 2N(—£i)
|2

alors 6 > 0.

Démonstration. D'aprés le Théoreéme III-3, iii), si 6 5 0,

A lwol
u>0 2 1
2Na§ N
ou encore
Oy 2/N Ay 2/N
A 2 2N( ) 2 2N (—)
|u>0| |9

Dans le cas N = 2, on a d'autres informations concernant le

probléme (3.18), a savoir :

I

THEOREME III-4. On suppose toujours 6 < 0. S N = 2, alors

2 2 1/2
. , I + I
i) 8¢ A z g on a |u |L2 s (7 <1
I2
ii) S7 X < g on a
2
. + I
soit |u'| , s 1 < 77,
L
2
. Lt I
sott 1 < |u’| , s I
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Par conséquent :

2 1/2
111) 8¢ 2 2 & alors max u s 221 |uso]
41 Q 3NV
IZ IZ 1/2
iv) $7 X < = alors max u £ — |u>0]|
41 Q 81

Démonstration. Lorsque N = 2 l'inéquation (3.21) prend la forme

(3.23) 4Huu(€) < Xc(u) J u+(-u;(£)) p.p. £ 2 6
u>g

Donc, si 6 £ 0, pour 0 £ £ <max u, on a d'aprés (3.2)
Uy (€)

(3.24) 4Huu(€) < Ac(u) (J
0

u* (s)ds) (- (£))

Si on multiplie les deux cOtés de (3.24) par 2£(>0) et on

intégre de 0 a », on obtient :

© © Uu(g) '
8HJ guu(i)dg < 2Ac(u)f £ (I u*(S)dS)(-uu(E))dE

0 0 0
” My (€) .
S Ac(u) f 2u* (u, (€)) (f u*(s)ds) (-u (€))dg
0 0
® 3 Hy (€) 2 Hy, (o) 2
= -Ac(u)[ IE (I u*(s)ds) dg s Ac(u) (J u* (s)ds)
0
0 0
2 A 2 IZ
= Ac(u) ( I u) = ([PKU) =
u>0 c(u) Ac(u)
Donc
o I2
J 2€uu(£)d€ s —
0 4T xc (u)
Par ailleurs, d'aprés le théoréme de Fubini :
J 2gu,(g)dg = J ZE([ {u>£}dX)d€ = f (f 2¢g dg)dx
0 0 @ o o (uwEl

u (x) + 2
= [ <J 2edg) = |u’| ,
Q0 L
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Donc
2 2
Iu+| 2 é_.l.______
L 4TIxc (u)
ou encore
2 2
c(u) [u”| 5 & I
L 41 A
Si |u’| , 1, alors c(u) = 1 et
L
2 1/2
I
lu| < ()
L2 41
. + 1
si |u| , > 1, alors c(u) = —; et
L |u| 2
L
2
NP
5 S
L 411

Donc, si X 2 12/4H , alors
2 1/2
Yl s E—) <1
L 41\

Par contre, si ) < 12/4H , alors

2
soit |u® | , 8 1¢ I
L 41A
2
soit 1 < |u¥| 5 S L
L 4112

On revient a 1l'inéquation (3.23). Alors, d'apreés 1l'inégalité

de Cauchy-Schwartz, comme c(u) £ 1 ,

+ 1/2 '
amp, (g) < Alu |L2uu (£) (=p,(E))
ou .
AMu|_ 2 -1/2 '
1 ¢ —L- By (&) (-u, (€))
41
Donc, si 6 < 0, par intégration de 0 & max u :
Q
Aut] g w0l rMutlpo 1/2
max u < — ds = —|u>0]
Q 41 Vs 21
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2
Si X 2 %ﬁ alors d'apreés i)
2 1/2
I
w5 5 ()
L2 411
et
1/2
max u £ /A I u>0|
Q 41v/T
I2
Si A« i alors d'apres ii)
2
I
Aut] L s =
L2 II
et nous avons
IZ 1/2
max u $§ = [u>0|
81

Nous pouvons dire que le probleéme (3.18) est local si

5 S 1, le deuxiéme membre de la 1ére équation (3.18) se rédui-

sant & Au'. Comme conséquence immédiate du Théoréme III-4, nous avons

COROLLAIRE III-2. Dans le cas N = 2, une condition nécessaire pour

que le probléme (3.18) soit non local est
2

A< T

REMARQUE III-3. Pour l'exemple

K = {ve:Lz(Q) ; v20p.p.}

nous avons

+
PKu—u

Donc la plupart des raisonnements précédents sont valables ; il

suffit de considérer c(u) 1 dans (3.21). Plus précisément :

EXEMPLE 3 : Soit

[\

K = {veL?(@Q) ; v20p.p.}



.91,

Si u est solution de

-Au = Au+ dans Q

(3.25) { u = B sur 3N

Ju
- 2= =1
IBQ on
THEOREME III-5. On suppose 8 £ 0 . Alors
I {[ I2/N—1 | l2/N-1
- u>0 - | } si N > 2
N(N-2) 0 2/N
i) 6 2
I | u>0|
— log si N = 2
411 |2 ]
A 2/N
ii) 2—27N |u>0| 2 1
Na
N
2Na§/N 8
iiji) max u 2
o A (Jwo| 2N || 27N,

De plus, st N = 2 alors

2 1/2
iv) [u®| 5 S (E—)
L 41
I/ 1/2
v) max u s |u>0 |
Q 4nvT

. 4 e, 2 . o . . s e 4 .
Seules les inégalités 1) et iv) sont isopérimétriques.

§ III-2. LA DEUXIEME INEGALITE - ABRPLICATIONS.

Nous passons maintenant a la deuxiéme inégalité ; elle
nous permettra d'obtenir des estimations ponctuelles pour Vu, avec

u solution des problémes du type (1.7).



.92,

Les applications qu'on envisage ici sont inspirées des tra-
vaux de I. Stackgold |32] et J. Mossino [21]. Elles sont les consé-
quences directes d'une inégalité générale due a L.E. Payne et I.

Stackgold [25] (cf. aussi R. Sperb [30]) et généralisée par J. Mossino

dans [21].

Pour ce faire, on considére  ouvert borné deIRN de classe
C2'€ et u solution de

-Au = f(u) dans Q
(3.26)

u = cte sur 9N

ou f est une fonction continue positive (f(u) # 0). On fait 1'hypo-
these :

(3.27) uwewr9@) g>Nz 2

Or, d'aprés le théoreéme d'immersion de Sobolev nous avons
u eCz’v(ﬁ) avec 0 < vs1 - N/qg

Alors

THEOREME III-6. Pour tout X €

max u
(3.28) 1/2|Vu(x)|? s J (0 + £(s))ds
u(x)
ot a = max {0, (N-1)max k(x) (x)}
o

k(x) étant la courbure moyenne de 30 au point X (k(x)

[\
o

st Q est convexe).

Démonstration. On considére pour tout x ¢

u
2 max

IQJ

- f(s)ds + au(x)
j u(x)

QJ

Jx) =5 ]
j

avec o ¢R a choisir convenablement. Alors, d'aprés la régularité
de u et f

Jec(q).



(3

(3.

(3.

29) L.y 3Ly 2, gy 20,420
J

.93.

En différenciant J par rapport a X, on obtient

2

Q

)
oxX xj axjaxi Bxi Bxi

'-l.

et d'apres (3.26)

2 2
oJ au 9°u d°u 9Ju ou
30) o = ¥ ) S - L L
Bxi 3 ij ijaxi 3 ij axi axl

Vu les hypothéses (3.27), toutes les dérivées dans le se-
cond membre de (3.30) sont dans H1(Q). De plus, d'apreés 1l'hypothe-
se (3.27) on peut différencier (3.30) au sens faible (cf. Gilbert-

Trudinger (théor. 7.4) liﬂ ).

Alors
3
32J 32u 2 du 3 u 3%u du
7 = 2 (——) +2 > = 2 ( 3 )
09X, 3 ijaxi 3 ij axjaxi 3 axj axi axi
-3 3%u_ 3%u +(x82u
3 axj’ Bxi’ axi’
et
d9%u 2
31) AJ = z (W) + (d. - AU)AU.
i, ] 771

Si on dénote g le deuxiéme membre de (3.31), alors

geclV@)

De plus, si x ¢ 902, alors
max u

2
QH(X). - f f(s)ds + gc ¢ c°(aQ)
on c

I (x) =%

Donc, (cf. D. Gilbart-N.S. Trudinger [13], Théordme 6.13)

Jec?V@nco@.

Considérons P ¢l tel que J(P) = ma% J(x)
X€



‘94.

Deux possibilités se présentent :
. Soit P ¢ 9, soit Pcec Q

On va montrer que, pour un choix convenable de o, P
ne peut pas appartenir a 93Q. Pour cela, vu la régularité de 3Q,
on introduit un systéme de coordonnées normales dans un voisi-

nage de 3Q. Alors pour chaque x ¢ 3 nous avons

2 max u
1 |du
J(x) = 5 |==(x) - f(s)ds + ac
2 |9n c
et
3J ., _ 8u 32u 3u du
EH(X) = %n 3n? " £(u) 5n © % 5n

Oou encore
2
a—J=-g§[-g—1u-+f(u)+u:l

Mais, par rapport a ce systéme de coordonnées, l'équa-

tion (3.26) (restreinte a 3Q) prend la forme

2
- %ﬁé‘l - (n-1)k g—g = £(u)

pour tout x ¢ 90 (avec k la courbure moyenne de 3 au point x).

Donc

|
518
1]
vl
5le

[ - (N-1)kg—‘lﬂ V x €0
D'apres le principe du maximum fort (cf. D. Gilbert-Trudinger
[13])

%%(x) <0 pour tout x ¢ 9Q

En choisissant o > (N-1) max k(x) %%(x) on obtient
X € 9f2

%%(x) < 0 pour tout xe 3Q

Donc, pour ce choix de o nous avons nécessairement P ¢ Q .
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Mais 12 aussi deux cas sont possibles : soit |Vu(P)| # O,
soit |Vu(P)| = 0. On va montrer aussi que pour un choix conve-
nable de a, |Vu(P)| # 0 est impossible.

Si |Vu(P)| # 0, on choisit ¢ > 0 tel que

e < |vu(p)|
et on définit

e, = {(xeQ ; |Vu(x)]| > e}
qui est un sous-ensemble ouvert de Q contenant P. D'apres (3.29)

2 2
0J ou ou 9%u
] Loxy X, ils3 ij ijaxi

2

IA

2 9%u
|Vu| _2_(§xia"x'j)

1,7

Donc, d'apreés (3.31), pour tout xe_Q€

2
1 0J ou 9J
AT 2 ) (—) - D (o + £() 55— 55—
lVL’l'z i 3Xi IVU|2 3Xi BXi
+——-——2 (0 + £(u))? ( )2+ (o = Au)Au
|vu|?
z - 2 W CE. (o + f(U))2 = (o + £(u))f(u)
|VU|2 ax N 1 E)xi
2 ou
avec w, = (o + £(u)) qui est borné dans Q
i 2 ax
| Vul
Donc,
(3.32) AT + Yu, 2L 2 a(a + £(w)) 2 a® >0 sia>0
: iox, = = ’

Or, si Pc’:Q€ est un point de maximum pour J, alors

%%T(P’ = 0 i=1,2,...,N
1

AJ(P) = 0.

ce qui est impossible d'apreés (3.32).
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Il ne nous reste donc que la derniére possibilité

|vu(P)| = 0. Dans ce cas,
max u
J(P) = - f(s)ds + au(P)
u(P)
max
= max {ou(p') - [ f(s)ds ; P'e Q et Vu(P') = 0}
u(p')
Comme £ 2 0 , en choisissant o 2 0, la fonction
max u
t +—> ot - [ f(s)ds
t

est croissante et
J(P) = a max u.
Donc
J(x) £ a max u Vxen

ce gui équivaut a
max u

%qu(x)Iz < J [0 + £(s)]ds
u(x)

REMARQUE III-4. L'inégalité (3.28) devient une égalité dans le

cas N = 1 ; dans ce cas, pour a = 0

COROLLAIRE III-3. On considére u solution du probléme (3.14)

20ou 3. Alors, si a = max{0, (n-1)max k(x)ég(x)}

30 on

aveec N

{Vt:LZ(Q) ; asv

7Y

i) Pour K b p.p.} avec 0 £ a < b, on a

2
%IVu(x)| < (o + 2a) (max u

u(x)) +

%-{(u(x) - b)i - (u(x) - a)i - % {(max u - b)i-(maqu-ai}
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ii) Pour K = {ve LZ(Q) ; v20p.p. et |v| 5 S 1} on a :
L

2
%|Vu(x)| < a(max u - u(x)) +

A 2 +.
{(max u) “-u(x) ')2}
2[1+(|u* ,-17]
L

ITI-2.1. Applications.

Dans la suite, Q est un ouvert borné convexe deZmN de classe

2,¢

C . On considére :

IN

(3.33) K =1{velL?@) ; 0svsbl ,b>o0.

On suppose u solution de (3.14) avec K donné par (3.33).

1. Estimations pour la distance entre les frontiéres libres.

THEOREME III-7. Soit Pe Q tel que u(P) = max u = M . Alors nous

avons :
1) Si 6 S 0SM<Sb (4l existe une frontiére libre : {u=0})
i) d({u=0}, 30) 2 =2
Y AM
ii) d(p, {u=0} 2z -
2V X

2) Si 6 S0 < b SM :(il existe deux frontiéres libres
{u=0} et {u=bl).

0

i) d({u=0} ;23Q) E—
/b (2M-b)

v

ii) d({u=b},{u=0}) 2 71_-arc sin \/'Z_M_E-b
A

iii) d(P, {u=b}) z\/%

3) 0 £ s M

7%

b (i1 n'existe pas de frontiére Libre).

d(p,3Q) 2 j% ( I/2 - arc sin %)
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4) 0 <6 <bsM (une frontiére libre :{u=b} ).
d({u=b};3Q) 2 - (ar sin \/2_1\/?—5 - ar sin —%——
VX Vb (2M-b)
5) 0<b<86 <M (pas de frontiére libre).
a(p;a9) z 24
Toutes ces inégalités deviennent des égalités lorsque N = 1.

Démonstration : D'apreés le Corollaire III-3

2

(3.30) Lvue| s 2?2 - uw?) - 2cwp? - w

) .

I1 suffit de montrer un des cas ; les autres découlent du
méme procédé. Montrons par exemple 2ii).

Si xe{0 £ u £ b}, alors (3.34) nous donne

2

2
%IVu(x)| < %{ZMb - b? - u(x)?)

Donc

[Vu|] ¢ VA vV T - u
avec

c = /b(2M-Db)

Soit B¢ {u=b} et A {u=0} . Alors, le segment qui joint B
4 A a pour égquation paramétrique

>
t— tv + B

avec N
> BA
v [BA|
et donc
QE < QE < \ -
du \dt < |vu| s /X JeT = aT

ce qui donne
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b d
J —gu < VX d(B,A)
o Vc? = u?

Donc

1 . b
(3.35) d(B,A) 2 — arc sin \/——:—
ox 2M-b

Comme le membre droit de (3.35) ne dépend pas du choix des

points A et B, nous avons

d({u=b},{u=0}) 2 arc sin /=

2
2

2. Une condition suffisante pour l'existence de la frontiére

libre {u=b}

THEOREME III-8. Pour b assez petit, la frontiére litre {u=b}

existe pour X bien choisi. Plus précisément, pour

b<I —1817
|90
I I2
st < A< 3 alors M = max u > b
b|o]| b“|aq| 1]

IA

Démonstration : Si M b, d'apres (3.34), pour x € 92 , on a

2
Ju 2 2 2
ls'r-ll < )\(M -(6+) ) < )\M
Donc
2
2 _ du 2 2
1° = (f =5 S T[]

ce qui équivaut a

M > —I
/x| 30|
I

/’Xlam=

N

A
o

Donc, si M £ b, alors M

Mais alors, si

1

> Db
V|9 |
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nous avons M > b, pourvu que A satisfasse la condition nécessaire

d'existence, a savoir

I
= <
x=b|9|
Or, comme b < _Elﬂ% on peut toujours choisir
| 32|
2
I o, I

< < .
blo| b2| 0|2
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