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INTRODUCTION

Dans ce travail nous nous pencherons sur quelques questions 

concernant le problème suivant, posé dans un ouvert borné et régu­

lier fi de frontière 8fi de ]RN :

/ - Au = ^PKU dans fi 

(*) < u = 0<f> sur 3fi , 0 i 1  inconnu
I t

1 À P„(u)ÿ = I, I > 0 donné,

2 1 / 2
où K est un convexe fermé de L (fi) , <{> e H (3fi) donné et ÿ sa relevée 

harmonique (c.a.d., - A i p  = 0 dans fi et ÿ  = <p sur 3fi) .

2 _
Lorsque K = {v€L (fi) ; v è 0 p.p. dans fi} et <j> s 1 sur 8fi,

nous retrouvons le problème introduit par R. Temam [34] et étudié

également par de nombreux auteurs (cf. Berestycki-Brézis [3], J.P.

Puel [26] , A. Damlamian [7] , M. Sermange [28j ) :

Î
- Au = Àu+ dans fi

u = 0 constante inconnue sur 9fi

3u , _ T 
JE d r  "  1  *

3fi

. 1.

Ce dernier a son origine dans les recherches de l'énergie 

par la fusion magnétique. Plus précisément, c'est un problème mathé­

matique correspondant à une modélisation simplifiée pou: l'équilibre 

d'un plasma confiné à l'intérieur d'une machine Tokamak.

Notre travail s'organise en trois chapitres :

Dans le premier, nous présentons une formulation équivalente 

de (*) (correspondant à un découplage), pour laquelle on étudie les 

questions d'existence, d'unicité et de régularité des solutions.

Nous donnons aussi quelques exemples qui illustrent les résultats

- Ди = Ли+ dans fi

и = 0 constante inconnue sur

’ 3u _ T 
J ñ  dr " 1 *

Э Çl
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théoriques. Ces résultats ont été présentés dans |6] et feront 

l'objet d'une publication ultérieure.

Dans le deuxième, nous étudions l'approximation numérique 

du problème (sous la deuxième formulation). Nous proposons un al­

gorithme pour le calcul des solutions, le problème étant discrétisé 

par une méthode d'éléments finis. Une estimation d'erreur pour cer­

taines valeurs de X est aussi établie.

Le troisième chapitre donne des résultats qualitatifs pour 

les solutions de deux exemples correspondant à des problèmes à 

frontières libres. Ce sont des inégalités de type isopérimétrique 

qui s'inspirent des travaux de J. Mossino []2lJ et I. Stackgold [32] .
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CHAPITRE I 

EXISTENCE, UNICITE ET REGULARITE

§ 1-1. EXISTENCE DE SOLUTIONS.

Etant donné fi ouvert borné et régulier de HN , on considère 

le problème :

Déterminer u défini dans fi à valeurs réelles tel que 

/ - Au = XP^Îu) dans fi
I

(1.1) | u = 6<j) sur 3fi, 0 € ]R inconnu

( X P^îuJiJj = 1, I > 0 donné,
\ J\

où PR est l'opérateur de projection sur un ensemble convexe fermé

2 1 / 2  K de L (fi) , X f  0 est un paramètre, <p i- H (3fi) (<f) non identiquement

nulle) et \p e H (fi) sont données et liées par

Î
- Aip = 0 dans fi

ip/r = <f>

Définissons

(1.2) K x = K n{v e L2 (fi) ; Jvi|> = I/X}

2
est un convexe fermé de L (fi) (éventuellement vide).

Une condition nécessaire pour que (1.1) ait une solution est :

(1.3)  Kx f 0.

Une forme affaiblie de (1.3) est

(1.3a) inf vip S I/X û sup v\p
v c K J v t K

Nous allons voir que la condition (1.3a) est aussi "presque"

suffisante (cf. Théorème 1.1).
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1-1.1 : Une formulation équivalente.

Pour tout X satisfaisant (1.3), on considère le problème : 
i

déterminer (w,0) € H (Œ)*aR tel que
o

/ - Aw = XP„ w dans 0,

\ X
(1.4) < w = 0 sur

\ X P_ (cü+Sij))̂  = I.
J 1\

Alors nous avons :

1
LEMME I.1 : (1.1) a  u n e  s o l u t i o n  u e H  (ft) s i  e t  s e u l e m e n t  s i

i) (1.3) e s t  s a t i s f a i t e
i

ii) (1.4) a  u n e  s o l u t i o n  (w, 0 ) 6 Hq (fl) ><IR

D e  p l u s  l e s  s o l u t i o n s  d e  (1.1) e t  (1.4) s o n t  l i é e s  p a r

Î
u = w + 0^

PK (u) = P.K (w) .
X

Démonstration : Supposons que (1.1) a une solution (u,0). Comme

*

PR (u)ÿ = I/X

nous avons

(1.5) PK (u) € Kx

i
Soit a) = u - 0ü>. Alors w e H (Î2) eto

X P^iw+Oipjÿ = I .J\

Pour montrer que w est solution de (1.4) il suffit de montrer

que

PR (u) = PR (w) .
X

Or, d'après la définition de projection,
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(1.6) (u-PK (u) ; v-PR (u)) â 0 V v (K

(1.7) (w-P„ (w) ; v-Pv (w)) < 0 V v 6 K
K x K x

Vu (1.5), en substituant v = P„ (w) et v = Pr (u) dans (1.6)
X K

et (1.7) respectivement, on obtient :

2 f f 
|PR (u) - PK x <w)| 2 + " j PR (u) Tp ) < 0

et on conclut

PR (u) = PK (w) .
X

Les mêmes arguments s'appliquent pour la réciproque.

Nous allons traiter maintenant l'existence de solutions pour 

le problème (1.4).

1-1.2 : Un résultat d'existence.

On fait l'hypothèse :

Jl1 = inf vÿ < sup vip = Z2
1 v c- K J v 6 K

En outre, on suppose que K satisfait la condition suivante :

(HE) V l e 3 , ¿2 [' (v 6 K ; v\fj = £} est borné dans L1 (fi) .

Posons :

A = {X * 0 ; < I/X < ¿2 >• Alors :

THEOREME I-1 : L e  p r o b l è m e  (1.4) a d m e t  a u  m o i n s  u n e  s o l u t i o n  

(w,0) € (fi) XDR p o u r  t o u t  X 6 A. S i  I/X > % 2  o u  I/X < , (1.4) 

n ' a d m e t  p a s  d e  s o l u t i o n .
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Démonstration : Elle utilise de façon essentielle le

2
LEMME 1-2 : P o u r  t o u t  u e L (fi) , l a  f o n c t i o n  

Tu (0) = PR (u + 0l|>)ÿ 

e s t  l i p s c h i t z i e n n e  e t  c r o i s s a n t e  d a n s  M .  D e  p l u s  

lim tu (6) =• l *
0-*--oo

lim Tu (9) = *
0 + + OO

Démonstration du Lemme 1-2 :

i) tu est lipschiztienne :

|xu (ei) - Tu (02)l = iPjjtu+e^) - PK (u+02 )̂ I 2 |i(»| 2
L L

S l * l 2 2 | e , - 8 2 |
L

ii) tu est croissante :

(er e2) (Tu iei)_Tu (e2) ) = J [>K (u+e1ii*-PK (u+02i{>)] ce1-e2)Tii

(Pjçiu+Ô^) - PK (u+02̂ )"] jju+0^) - (u+02 )̂] S 0

iii) D'après i) et ii), il existe

I l = lim t (0) et I I  = lim x (9)
0->—.00 0 -^ +00

Soit v c K  et 0^ t +°°. Alors n

(u+0_ÿ - Pv (u+0_ÿ) (v - P.,(u.+0 ÿ)) S O  V n .n J\ n j\ n

Donc
» f 

9n (V " PK (u+en )̂ ) 'l' S - [u “ PK + [ÿ “ pk*u+V ï

1 2 r
<, -T |u+v| 0 - UV < + »

4 L J
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Comme
' r
(v - Pjç (u + 0 ^  ) ) \p -> vip -  i ' 2

et 0 t +00 on déduit que 
n

Vip i  l ' 2 V  V € K

Donc

£2 = sup v\p £  Z i  
v  e K

C o m m e  v = PT, (u+0 \p) satisfait n K nY

v j  *

on obtient

I L  = sup v\p =  
v  é. K

D ' u n e  façon analogue,

l \  = inf VIp = i,1 .
1 V 6 K J

L'existence découle alors des Lemmes suivants :

LEMME 1-3. O n  c o n s i d è r e  l e  p r o b l è m e  d ' o p t i m i s a t i o n  s u i v a n t

: inf {e(w) ; w e H^(Œ)}

1 2 f 1 
avec e(w) = -~ |Vw| - X (to - -~P„ w) P., w , K, étant donné par (1.2).

Z Ja. ̂  ̂ À

¿4Z.ors, pour tout À £ A , Z-ë problème J admet au moins une solution.

Démonstration : On la fera en trois étapes.

1ère_étape : f 0

C'est une conséquence du Lemme 1-2 ; pour u = 0, il existe 

0Q tel que
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To (eo> = j W ^  = I/X 

Donc PK (0Q )̂ è Kx

2É5îê_é£§E§ : H  existe c€3R tel que

e (a)) > |  | Vu| 2 - c V  u) € H^(fi) .

On considère deux cas :

i) X > 0 :

e(w) = ^  | Vto |2 - X (ai — ^PR w)PR ai
X X

2 c 2

- 1  ly “ lL 2 - X j“ PK X“ + l |PK xu | L 2

1 1 |VU | 22 -  * |o, |  |PK 0.1 ♦  | | P K 0,1 2
Xj L L À L

pour tout p, p*, 1 < p, p* < + ca tels que 1/p + 1/p* = 1.

O  Vf

Soit p = 1^2 ; s i N £ 3 o u p > 2 s i N = 2 .  Alors, pour tout

to e H*! (fi)o

|0>l p s <= 1 IVWI
L L

Donc
2 2

e(w) £ "2 I I 2 " c 2 ̂ Vui IT 2 l PK A œ i p *  + 2lPK , w l 2 
L L A L A L

1 2 c9ot 2 c_ 2 , 2

2 }|Vu|^ . -§-|Vio|^2 - + 2 I V ' l 2

Si on choisit a = 1/2c2> alors

2 2 
8(0» i | | V o , | 2 - c 2 |P o,| + | | P K »1 .

À Ij À Li

Soit s = 2/p. Alors 0 < s < 1 et 1-s + s/2 = 1/p*, et donc 

lPK x“ lL P* - lPK x“ l’ï S |PK x"lJ’2
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ce qui entraîne

1 2 2 2 (1-s) 2s , 2

e M  i  1 V ' l 2 + 5 ' V ' l 2

Comme K satisfait (HE), il existe c^ tel que

|PK^ I L 1 i c3 .

Donc

e U >  i {|Vu|^2 * fl V ' l 2 - C4l V ' l "

Comme 0 < s < 1, il existe c tel que 

|  Ç2 - c4Ç2s  ̂ c V U I

et
! 2

(1.8) e (w) à j|Vco| 9 - c
* IT

ii) X  < 0 :

Soit ge fixé. Alors, comme

(u - Pv u) (g - Pv u) S 0 V w
J KA KX

on déduit

1 1 2 f 
(w - 2 PK “IPr w = iIPr wl 2 + (w - PR w)g

J X X  X L J À

Or,

1 2 f 1 
e(w) = ^ | Vco | 2  + c-| " 2 Pk w)pk^w 

L À

avec c1 = - X  > 0. Donc,
1 2 f c 2

e(w) £ -̂ | Va) | 2 + ci (w - PR w)g + ~2~IPk w l 2
L A À L

“ liVwl 2 “ °1 I “ I plg T̂p* " °1 ̂ g ̂ T 2 I PK W l 2 + T l PK,W l 2 
L L L L À L  A l i

1 2 ci 2
> -2 I Va) I 2 ” c 2 I Va> ̂ _2 lglp* " G1 I g I T 2 i PK J 2 + "2"IPK w l 2

L L L  L À L  A L
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Soit {w } une suite minimisante m

oo € (fi) et e(ü) ) inf e. 
m o m

i
D'après (1.8), {um} est borné dans Ho (fi). Donc il existe une

sous-suite (encore notée (w }) et u> é H (fi) tels quem o o
1

w — ». oo dans H (fi) faible m o o
2

w —> co dans L (fi) forte, 
m o

Comme

[iVoo I2 S lim inf 1 Vco |2
1 o 1 m 1J m

et

(wo ” 2PKxwo)PKxwo = lim ( (wm ” 2 PKAwm )PKxwm

on conclut

e(w ) S lim inf e(u) ) = inf e. 
o _ m

m

Donc ai est une solution de <i7>. 
o

2
LEMME 1-4. La fonctionnelle J : L (fi) ->■ 3R définie par

J(v) = i (v - \ PK v)PK v
X X

2
est convexe et Fréchét-diffêventiable dans L (Œ) avec différentielle 

J' (v) = P„ v V v é L2 (fi)

il existe Ш solution de *3* :o

ou encore
1 2 c2a 2 c2 2 c1 2

e(u) à "21Va) I 2 " — lVü)lT2 " 2a I 9l p* " t M  2
L L L L

En choisissant a = 1/2 on obtient

-i 2
(1.8a) e(w) > -r|Voo| 0  ~  c

4 IT

aV6C 2 2 c1 2

c = ° 2 l g l Lp *  "  ~ l 9 l L 2

3ème étape :
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Démonstration : On trouve dans Zarantonnello [38j une démonstra­

tion de ce lemme (cf. aussi [_151 ) . Nous donnons ici une autre 

démonstration, inspirée de B. Mercier [jC / qui utilise la théorie 

des sous-gradients.

Considérons la fonctionnelle convexe et s.c.i. 

j : L2 (fi) 3R

j(v) = j  v2 + (v)
X

avec la fonction indicatrice de K^. La fonctionnelle j*,

polaire de j, est définie par
»

j* (v*) = sup { v*v - j(v)}
V € L2

Donc

j*(v*) = sup { V*V - -J V 2}. 

v e KX J

Or le sup est atteint au point v si et seulement si

v* e v + 9 X  (v) ,
KX

ce qui équivaut à

v = P (v*)
KÀ

Donc

j* (v*) = v*P, v* - -il P v*| 2 = J(v*) .
J À 2 KA

J étant la polaire d'une fonctionnelle convexe et s.c.i., elle 

est aussi convexe et s.c.i.. En outre, d'après Ekeland-Temam [ 9 ] ,

v* e 9j (v) si et seulement si v e 9j*(v*),

ce qui équivaut à dire, dans notre cas

9J(v*) = { P v  v*} .
À

Mais dire que la sous-différentielle d'une fonctionnelle convexe 

et s.c.i. J , à un point v*, est composée d'un seul élément équi-
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vaut à dire que J est, à ce point Gateaux-différentiable. Donc J

2
est G-différentiable dans L (fi) avec J' = Pv .

KÀ
2

De plus, comme P„ est un opérateur continu dans L (fi) on 

conclut que J est F-différentiable.

Revenons maintenant au théorème I-1.

Si K satisfait (HE) et H  A , alors, d'après le Lemme 1-3, 

il existe a)Q solution de

1 * 2 * 1 
(P : inf (e(w) = -7T |Va)| - X (w -  t  P„ w)P„ w}

ü)£H^(fi) 2 J J 2 K À KÀ

-j
D'après le Lemme 1-4, e(w) est F-différentiable dans HQ (fi) avec

e ' (to) = - Aoj - ÀP„ a)
À

Donc

(- A“o " APKx"o

'“o|30 = °'

D'après le Lemme 1-2, il existe 0Q tel que

« V  - [pK (“ o * V *  = I/xo

' D o n c (co ,0 ) satisfait (1.4).
O 0

Les résultats de non existence sont immédiats d'après la 

condition (1.3).

REMARQUE 1-1 : Dans le cas limite, c'est-à-dire, I / X  = ou 

I / X  -  % 2 ’ ^  peut ou non y avoir une solution. Voir les exemples 

au paragraphe 1.4.

REMARQUE 1-2 : Lorsque K est un cône de sommet en 0 (voir exem­

ple 1, § 1-4), 0 peut être calculé explicitement en fonction de 

to de la manière suivante :
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Pour tout u€L (fi) nous avons la décomposition 

u = pRu + PKj.u (cf. Zarantonello [38j ) ,

où K désigne le cône orthogonal de K, défini par

K1 = {v e L2 (fi) ; vg  ̂ 0 V g e K}

Soit u = w + dip solution de (1.1). Alors 
* f f

0 = PRu PRiu = (u - PRu)PRu = (w + Qip — Pjç w)PR w
X X

- 0 I/X + (w - P„ co)P„ w ,
J K x A

d'où nous obtenons

0 = 4  (P„ 0) “ (OJP̂ . ü)
1 j K x K x

De plus, comme - Aw = XPK w on obtient
X

À f 2 
0 = Y (pK w " w)pk w = ï e <w) •

 ̂ X  X

Il convient de remarquer aussi que, dans ce cas, l'unicité de w 

entraîne l'unicité de 0 et donc l'unicité de u, solution de (1.4).

§ 1-2. UNICITE DE SOLUTION.

1-2.1 : Un lemme préliminaire.

Avant d'établir le résultat d'unicité nous montrons le 

LEMME 1-5. L e s  v a l e u r s  p r o p r e s  X^* d e

- Au = Xu dans fi

\ u = 0<J> sur 3fi, 0 inconnue
(1.9) j

( j | H  4, d r  = o
3fi

s o n t  p o s i t i v e s . P l u s  p r é c i s é m e n t

0 < X* < Xj§ < X* < ...

2

x
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a v e c

* J1 Vu|2 /1 Vu|2 
(1.10) X1 = inf --- x—  , ... , À* = inf ---=—  , ...

u e W  Ju 1 u e W  Ju
u f 0 Juuj =0

j=1,2,..i-1

o ù  Vï = {v t H (fi) ; = uj e s t  u n e  f o n c t i o n  p r o p r e  c o r r e s ­

p o n d a n t  à Ài , j = 1,2,...,i-1.

D e  p l u s  n o u s  a v o n s  0 û  û  X ^  a v e c  À* = 0 s i  e t  s e u l e m e n t  

s i  <() e s t  c o n s t a n t e .  D a n s  c e  c a s  ('(J) = c t e  n o n  n u l l e )

*1 <  X2 “  *2

o ù  X ^  e t  X 2 d é s i g n e n t  l e s  d e u x  p r e m i è r e  s  v a l e u r s  p r o p r e s  d u  p r o b l è m e  

d e  D i r i c h l e t  h o m o g è n e  p o u r  l e  l a p l a c i a n .

2 2
Démonstration : Soit L : L (fi) L (fi) l'opérateur défini par 

Lf = u

avec u l'unique solution de

Vu.Vv + uv = fv V VfcW 

Il est immédiat que u est l'unique solution de

!
- Au + u = f dans fi 

u = d(p sur 3fi 

3u , _ n

us * -  0
3fi

et que L est un opérateur linéaire auto-adjoint et compact.

Soit donc  ̂n2 = M-3  ̂ ... les valeurs caractéristiques 

de L. Alors

(1 .1 1)
AŸ est valeur propre de (1.10) si et seulement si 

-  « i  -  1.

Si ij,̂ est valeur caractéristique de L, alors il existe v i- 0 tel que 

v = n^Lv. Donc v satisfait
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- Av = (|i. - 1)v dans ü/ i

(1 12) J v  = 0<̂  s u r

( P- * = 0\ 3n r

Donc

| Vv I 2 = (M-i - 1 ) fv2 

ce qui entraîne i-u  ̂ 1, et, d'après (1.11)

X* à 0.

Or, L étant compact, auto-adjoint et strictement positif (ie,

(Lf;f) > 0  V f f 0) toutes ses valeurs propres 1/u^ sont simples

(cf. Dieudonné [8]). Donc 1  ̂ < •••' et

0 < X* < X *  < X| < . . .

s
01110

Pour montrer (1.10), nous remarquons que 1/jij_ étant la i 

valeur propre de L nous avons (cf. [8])

/ 1/|x. = I |l| I = sup S h î ' î } . = SUp (Lf ; f )

f e L2 (Q) 1*1*2 .i,615.

(1.13, fi<0 1 'l 2 “ 1

f 1/u. = SUD L̂-f À£-̂ j = 1 / 2,. .., i-1
1 fiL 2 (Q) |f| ,

' (f;vk )=0 L

où Vj est la fonction propre correspondant à 1/n.j.

Montrons que (1.13) nous donne (1.10).

2 2 
Soit o = inf {/1 Vu ! ; u e W  , |u| „ = 1} . Nous allons mon-

L
trer que a = X̂ . Soit 

€ Wm
1

une suite minimisante. Il existe donc um fcH0 ^) tels que

u = to + 6  ti) m m ni
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Comme

|Vu |2  ̂cte 
1 m 1

il s'ensuit que

I
IVw I2  ̂cte 
1 m 1

|0 I2 û cte.
1 m 1

Donc, on peut choisir une sous-suite notée encore um telle que

1
a) — =■* a) dans H (fi) faible m o

0  * 0 dans 3Rm

Comme
1 2 

HQ (fi) Cg, L (fi) est compacte

2
ai — a) dans L (fi) forte, m

et donc
2

u -- * u = to + 0üj dans L (fi) .m

De plus,

| Vu | < lim inf { | VooJ 2 + 02 |V^|2} 
m J

et comme |u| 9 = 1 on déduit 
L

| Vu | 2 = o  .

f 2En outre, puisque u | Vu | est F-dif férentialbe, on a 

Vu*Vv = a u v  V v <£ W, u t W

ce qui équivaut à

- Au = au dans fi 

V u = 0<J> sur 3fi

/ Î3u* - n 
[ ân* ' 0

9fi

ou encore

Lu = TT? »•

Donc, d'après (1.13) (puisque Ju = 1)

il s'ensuit que

IVw I2 S cte 
1 m 1

|0 I2 S cte.
1 m 1
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= (Lu; u) < sup (L f ; f  ) = | | l | |  = -p  =
1+0 | f j = 1 n 1 "J

e t cr à X^

Pour m ontre r que a ^ X*, i l  s u f f i t  de remarquer que s i  

u.j e s t une fo n c t io n  p ropre  de (1.9) associée à X| e t  s a t is fa is a n t  

| | u ^ | 2 = 1, on a

¡¡7 = »-V u1>

/ -  Au1 + u 1 = u1u 1

J u^ = 0<J> sur 9fi

I  f ^U 1
Sn*1 = 0

\ 9fi
2

Donc a û J|Vu^|  = n^-1 = X^.

D'une façon to u t  à f a i t  analogue, nous montrons que

JI Vu |2 f
Xt = i n f  ----------- = i n f  | Vu |

1 fv .u=0 fu 2 u é W •*

« l  'U 'L2=1

U 4 W  fuv .=0
J D

L 'e s t im a t io n  XÜf û X̂  e s t une conséquence d ire c te  du f a i t  que

H 1 (fi) C  Wo

D 'a u tre  p a r t ,  s i  <f> h c te ,  a lo rs  X* = 0 e s t v a le u r propre de (1 .9 ) .  

Réciproquement, s i  X| = 0, ^  = 1 e t  i l  e x is te  v f 0 t e l  que

! -  Av = 0

v |an = 9*

*3vA n 
.IH* = 0

e t donc

0 = f ( -Av)v = | Vv l 2 -  6 !̂ <f> = | Vv | 2

et donc

0 = f ( - A v ) v  = I V v I 2 -  9 |^ф = I V v I 2
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ce qui entraîne v = cte sur fl et de même 

4> = cte.

Montrons maintenant que si ip est une constante non nulle, 

X.j < Xi£ (ce qui équivaut à montrer que |i2 > -̂|+1)-

Supposons 1 < m,̂ = X̂  +1. D'après (1.12) on obtient :

» e
(-Av) (v - dip) = (u2 - 1) (v - e^)v

1
Si on appelle vQ = v - 0^, alors vq £ HQ (fi) et

I Vv q | 2 = ( - A v o ) v q  = (U.2 -  1)  v Q ( v Q + dip)

= (n2 - 1) v2 + (u2 - 1)0ÿJvQ

Mais
• ç

(n2 - 1) vQ = (u2 - 1) v - (M-2 “

= - Av - (U 2 - 1 ) 0ÿ | Œ |

= - (U2 - 1 ) 0ip | Î21

(car Av = = 0 si <J> est une constante) .

3fi

Donc

Xlfvo “ i |Vvo |2 = (ti2 “ 1) vo " ©2^2 |̂ l (^2 " 1)

= X1 [Vo " q 2 ^ ^ 2  " 1) lfil

ce qui entraîne 0 = 0.

Or, dans ce cas jx2 - 1 = X1 et v = vQ est la première 

fonction propre du problème de Dirichlet, ce qui est impossible car

0 = ’  | l ï ï  =  f -  i v  =  < U2 “  1) f v
3fì

Donc X.j < X*.



Montrons maintenant que X2;  ̂X2 : d'après (1.10),

||Vu|2
X* = inf ---x—

u e w  lu
|u=0
û O

Donc

|Vu|2  ̂ X* u2 V  u 6 W, u = 0.

Soient v.j et Vj deux fonctions propres correspondant à X̂  et X2 

respectivement, et soit 

w = v2 + t v1

avec t = - Jv2/Jv.|. Alors

w = 0 

et nous avons

X| w2  ̂ | Vto | 2

Mais

2 2 f 2 f 2 f 
w = t v1 + v2 car v v̂ 2 ~

et

| Vco | 2 = t2X1 v2 + X2 v2

Donc

X2t 2 i v 1 + X2 | v 2 £ X1t 2 | v 1 + X2Jv 2

Comme X̂  < X^ nous concluons

X J  s  x 2 .

On remarque finalement que si jv2 ? 0, nous avons t / 0 et donc 

X *  < x2 •

.19.
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Nous a v o n s

THEOREME 1 -2  : S i  K  s a t i s f a i t  l e s  c o n d i t i o n s  (HE) e t  (HU) , l e  

p r o b l è m e  ( 1 .1 )  a d m e t  u n e  s o l u t i o n  u n i q u e  p o u r  t o u t  X (z A  t e l  q u e  

X ^ X .j .

E n  o u t r e ,  s i  <■p = c t e  s* 0 ,  ( 1 .1 )  a d m e t  u n e  s o l u t i o n  u n i q u e  

p o u r  t o u t  X €  A  t e l  q u e  X < X|

D é m o n s t r a t i o n  : D ' a p r è s  l e  Lemme 1 - 1 /  i l  s u f f i t  d e  d é m o n t r e r  

l ' u n i c i t é  de  s o l u t i o n  p o u r  l e  p r o b lè m e  ( 1 . 4 ) .

Le c a s  X < 0 e s t  im m é d ia t  d ' a p r è s  l a  s t r i c t e  c o n v e x i t é  de

e  (co) = j  | Vco | 2 -  X.(w--j  PR w).PK u  
J  ̂ X X

S o i e n t  (co1 ; 9 1 ) e t  (w2,0 2) d eu x  s o l u t i o n s  de  ( 1 .4 )  a v e c  X e A  ,

0 < X < X1 . A l o r s

2 2 f 
X1 (oû̂  —to2 î S IVu^-Vü^I = (-AW.J +Aü)2 ) (w1~w2 ) =

= X ( P R  w1 -  pK w2 ) (u)i-w2 ) £ X | P  (*>i -  pR w2 1 2 1 W1_Ü)21 2
J A  A À A L  Li

Donc

X̂  0)2 | 2 S X|ü).|-ü)2 | 2

c e  q u i  e n t r a î n e

co -j ü ) 2  •

1-2.2. Un théorème d'unicité.

2
Soit K un convexe fermé de L (fi) satisfaisant (HE). On 

dira que K satisfait la condition (HU) relativement à ip si

(HU)

9 (V u e L (fi),  la fonction t  (0) = P„(u+6ÿ)ÿ est strictement
U

croissante dans ] L1 (u) ;L2 (u) [ = tu (]&.j,&2[_) =

{0 e L2 (fi) ; ¿.j < tu (0) < %2} .
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D'après la condition (HU), 0̂  = ©2 et donc (1.4) a une 

solution unique.

Supposons maintenant <p - cte  ̂0 et X e A tel que 0<X<X£. 

Soient û  et u2 deux solutions de (1.1). Si on décompose 

u^ = vi+t  ̂dans W = W^©nR , avec

W = {u e W ; fu = 0}
0 4

alors, d'après le Lemme 1-5

X||v,-v2 |22 s |vvr  vv2| 22 = |vui-vu2 |22
/ JLi -L» -L»

(1.14) <= (-Au1+Au2)(vl+t1-v2-t2) = (-Au1+Au2)(v1-v2) +

\ (t1~t2) (-Au1+Au2).

Comme -Au. = I/ÿ et -Au. = XP^u., on obtient d'après (1.14)
1 1 i\ 1

X$|vr v 2 |22 i xj (PKu,-PKu2) (v,-v2)

ou encore

(1.15) lvi"v2l 2 “ X* ̂ PKU1”PKU 2 ̂ 2
Li Z .L

D'après (1.14) et (1.15)

2 f f 
|Vu1-Vu2| 2 = (-Au1+Au2)(v1-v2) = X (PKU1“PKU2)(V1~V2)

L
a 2 2

< X|Pk U i -Pk u 2 | k r v 2l £ X|lpK u r PK u 2l 

Or, comme

P̂KU1-PKU2 ^ U1-U2* ” I PrU1 _PKU2 ̂ ^ ur u2 eL

et comme

|Vu1-Vu2 |2 = X (PRu1-PKu2)(u1-u2), 

on obtient

X|p K u i-PK u 2 |2 i |vur v u 2 |2 i ^ | P K u r PK u 2 |2

ou encore
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11 - I | )|PKUr PKU2|2 £ °-

Comme par hypothèse X < il nous reste

PKU1 = PKU2 

ce qui entraîne

-Au^ = -Au2

ou

-Au^ = ~ & u > 2

-|
avec u^ = ük+0^  et a>^eHo (fi).

Donc = w2 et ^e nouveau, d'après HU,

U1 =  U2 *

REMARQUE 1-3. Le problème de l'unicité pour X < X2 dans le cas 

où <p = cte est ouvert.

REMARQUE 1-4. D'après la remarque 1-2, si K est un cône de sommet 

zéro, l'unicité de u entraîne l'unicité de 0, même si K ne satis­

fait pas la condition HU (relativement à \p) .

En fait, on remarque facilement que la condition HU peut 

être affaiblie puisque I/X n'atteint jamais la valeur zéro. De ce 

fait, on pourrait poser

o f
I V u€L (fi), la fonction t (0) = P.„ (u+0ü>) ü; est 
I

(HU)bi s  strictement croissante dans Ql^(u);L2 (u)[\{0;tu (0)=0}

[ = {0 € ]R ; <xu (0 ) <i-2 et tu (0)7*0}

Et nous avons :

LEMME 1-6 : S o i t  K u n  o ô n e  d e  s o m m e t  z é r o .  A l o r s  K s a t i s f a i t

<HUW
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Démonstration : Il suffit de démontrer que si Tu (0-|)= = ^

avec 5, f 0, alors 0̂  = 02»

Supposons donc tu (01) = tu (02) =  l  f  0 . Alors

(PK (u+01^)-PK (u+02 )̂ = 0

Comme

(u+0 . \ p - P v  (u+0 . ÿ) ; g - P v  (u+0 . ÿ) )  ̂0 i = 1,2 pour tout1 J\ 1 J\ X

g é K on obtient

PR (u+0 ̂ip) = (u+02 )̂

Or, K étant un cône de sommet zéro on a

vPRv = |prv |22 V v e L 2(Ü)
 ̂ L

Donc

2
(u+0i^)pK (u+0^) = I PK (u+0^) I 2 i=1, 2,

L
ce qui entraîne

(0 -i _e2) ̂  = °*

Comme H est supposé ? 0 , il nous reste

9 1 =  0 2 *

§ 1-3. REMARQUES SUR LA REGULARITE DES SOLUTIONS.

Il est immédiat d'après (1.4) que

w 6 Ĥ (fi) r\ H2 (fi) .

Donc, si u est solution de (1.1) nous avons 

u € (fi) n  H2 (fi) eüRÿ.

3/2 2
Si i() £ H Ofi) / alors ip e H (fi) et

u £ H2 (fi) .
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Ce résultat ne peut pas être amélioré sans faire des 

hypothèses de "régularité" sur K. C'est ce que nous allons faire 

dans la suite. On suppose K satisfaisant l'hypothèse de régularité 

HR suivante :

1 Di pour tout p, 1  ̂p < +°° , si u î W  ,p(fi), alors

(HR) ] 1 p( PRu fcW ,p(fi).

Dans ce cas, nous avons :

N
THEOREME 1-3 : S o i t  fi o u v e r t  b o r n é  e t  r é g u l i e r  d e  ÜR (N =  2  o u  3 )

(fi s a t i s f a i s a n t  l a  c o n d i t i o n  f o r t e  d e  L i p s c h i t z  l o c a l ,c f . A d a m s  [ij ) 

5 /2e t  <.J) € H (9fi). S i  K s a t i s f a i t  HR e t  (w,0) e s t  u n e  s o l u t i o n  d e

(1.4), a l o r s

w 6 W3,q(fi)

p o u r  t o u t  q, 1 £ q S 6 s i  N = 3, 1 £ <3 < +00 si N = 2, D o n c  

w e C2,a(TT)

p o u r  t o u t  a, 0 < a < 1/2 s i  N = 3 ,  0  ̂a < 1 s i  N = 2.

Démonstration : Soit (w,0) une solution de (1.4). Alors 

w é H^ (fi) n H2 (fi) . Mais <{> e H5/2 (3fi) nous donne ÿ e H3 (fi) c H2 (fi) . Donc,

U = w + 0ÿ € H2 (fi) C H1 (fi) , 

et d'après l'hypothèse (HR)

PRu é H 1(fi).

D'après le Lemme 1-1, PR w = PRu ce qui entraîne

1 3 ^
w <l Ĥ (fi) n H (fi) ,

et de même

u î  H3 (fi) .

Comme H1(fi)<̂ L̂ (fi) pour tout q, tel que 1 £ q £ 6 si N = 3,

1 £ q < +oo si N = 2, on déduit
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H3 (fi) Q.W1 ,q ( f i ) .

De nouveau, d'après l'hypothèse (HR)

P„ (w) = Pvu 6 W1 'q (fi)
K X K

et donc

ü> € W3,q(fi) .

Or, d'après les théorèmes d'immersion de Sobolev (cf. Adams [l]) 

W3,q(fi) c-^c2 ,a(fi) 

avec 0 < a  ̂ 1/2 si N = 3, ou 0 S a < 1 si N = 2 .

§ 1-4. EXEMPLES.

On considère dans ce paragraphe quelques exemples simples

qui illustrent les résultats précédents. Pour chacun des exemples,

on analyse l'existence de solution dans les cas limites.

1 /2
Fixons une fois pour toutes <f> fc H (9fi) , <|> 5* 0 et

1
ÿ e H (fi) la solution de -Aÿ = 0 dans fi, ÿ = <J> sur 9fi.

1-4.1 EXEMPLE 1 : Un modèle simple de la physique des 

plasmas (avec Pp. local) .

Soit K = {v € L2(fi) ; v £ 0 p.p.}. Alors

THEOREME 1-4 ; S i  inf esi<f> > 0, l e  p r o b l è m e

(1 .1 6)

-Au = Au+ d a n s  fi 

u = 9<j> s u r  9fi, 9 c o n s t a n t e  

X u+i|) = I > 0

1a d m e t  u n e  s o l u t i o n  d a n s  H (fi) s i  e t  s e u l e m e n t  s i  0 < À < +00 • E n  

o u t r e ,  l a  s o l u t i o n  e s t  u n i q u e  s i  0 < X < X-j (0 < À < si $ = cte) .
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Démonstration.

K = {veL2 (fi) ; v è 0 p.p.}

alors

PR (v) = v+.

Comme ({>  ̂m = inf ess <}> > 0, nous avons, d'après le principe du
9fi

maximum

ip £ m > 0 p.p. dans fi

Donc

= inf vip = 0
V € K J

= sup vÿ = +°° 
v a  J

L'existence de solutions pour 0 < À < +® et la non-existence pour 

A S 0 résultent du Théorème 1-1 pourvu que l'hypothèse (HE) soit 

vérifiée : V l > 0

Ajj = {v e K ; v\p = 1 }  

i
est borné dans L (fi). Or, si v e A^ , alors

£ = v\p  ̂m v 
f f 

Donc |v| = v £ l / m

L'hypothèse (HE) étant vérifiée, le Théorème 1-1 s'appli­

que. Ce résultat d'existence est identique à ceux obtenus par 

R. Temam [35] et Berestycki-Brézis [3] dans le cas <j> e 1. L'unicité 

résulte du Théorème 1-2. Il suffit de vérifier l'hypothèse (HU). 

Vérifions la.

2
Soit vu ë L (fi) et tu (0) = (u+0^)+ÿ , alors

L1 (u) = inf {0 ; T (0) > 0} = inf ess (- — )
' U fi ÿ(x)

et
(u) = +°°.
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L'hypothèse (HU) découle immédiatement du fait que 

est convexe et que tu (0) = 0 V  0  ̂L^(u).

REMARQUE 1-5. On peut montrer (voir R. Temam [35] et J. Puel [26j ) 

avec des arguments différents que le problème (1.16) a une solu­

tion unique pour tout X € (0,X2̂  si ()i = 1, où X2 est la deuxième 

valeur propre du problème de Dirichlet homogène pour le laplacian. 

Il convient de remarquer que, d'après le Lemme 1-5, X* S X2 . En 

outre, G. Schaeffer [27] a montré que, en général, la solution de 

(1.16) n'est pas unique pour X  >

1-4.2 EXEMPLE 2 : Un cas où P„ est opérateur non local.----------  ------------ ---------------------------

Soit K = {v6L2(fi) ; |v| < 1}
L

Alors on a

THEOREME 1-5 : L e  p r o b l è m e

X
-Au = --------------- u d a n s  ü

1 * ( | u |  -  1)
L

u = Q\p s u r  , 0 € 3R - i n c o n n u

* i — ------------ uÿ = I > 0
1 + ( M  2 -  1)+ J

L

(1.17)

1a d m e t  u n e  s o l u t i o n  d a n s  H (Q) s i  e t  s e u l e m e n t  s i

-|ÿ| <  I / X  <  \i>\
L L

L a  s o l u t i o n  e s t  u n i q u e  s i  X < X̂  (resp. X < X2| si <f) = cte) e t

II/X | < 2 -
LZ

Démonstration :

K = {v € L2 (Œ) ; | v | - $ 1}
Lz
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D'après le Lemme 1-2 :

= inf vÿ = lim PK ( 0 =  ~kl 2 
v e K ■* 0-»—» J L

£„ = sup vip = lim .P (0ÿ)ÿ = kl _ 
v e  K  J 0-̂+oo J K L

i
L'existence de solutions dans H (fi) pour

-|<H < I/X < 1̂ 1 2 
L Z L Z

est la non existence pour I/X > kl - ou I/X < ~kl 0 résultent
L z L i

2
du Théorème 1-1 car K étant borné dans L (fi) satisfait évidemment 

1 'hypothè se (HE).

Nous examinons maintenant le cas limite :

(1.18) \  = k| 2 .
X j

(le cas I/X = “ kl ^ étant tout à fait analogue). Dans ce cas, nous
Lz

avons

Kx = ■{ y  / kl 2 }

D'après le Lemme 1-1, (1 .17) équivaut à déterminer (co,0) tel que

Alors

( V S i  i V i T 2 = 1 ) 1
P (v) = L = --------------- v

) v ( 1 + (lv l ? " 1) +
M ~ 2 SÌ !V|T 2  ̂1 L

' L L '

-Aw = XPV w 
K X

“ |»n = 0

X Pj^(ü3+0^)^ = I.

Donc, dans le cas limite (1.18) ce problème équivaut à déterminer 

0 te1 que
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( 1 .19)  PK (] ÿ f — B^ + = l'H  2
L

où B est l'inverse du laplacian (B = (-A) ) avec condition 

homogène au bord de fi. D'après l'inégalité de Cauchy-Schwartz

pK ( h jr f— 1Bÿ +eW  * I PK (T ^ r Bli;+e^ } I 2 ^ 1  2 V  6£3R • 
Ij2 L L

l'égalité n'étant atteinte que si

PK(j|j-B^+e^) = a p  avec c = '\/\ty\ 2-

Or, PRv est proportionnel à v (pKv = c(v)v avec c(v)elR). Donc 

si (1.19) a lieu, on a

— ï — B ÿ + & \ p  =  c i p
i* il2

où c est une constante.

De plus c s* 0 car B\|> f 0 (if>  ̂0) . Donc

\p = B ( ---------- -----------ïp)
(c-e ) | ip | 2

L

_ i

c'est-à-dire

I
—Aip = ---- ------ \p dans fi

(c—0 ) k| 2 
L

*|9fi = 0

qui est une absurdité, par définition de \p.

Ainsi il n'existe pas de solution dans les cas limites. 

L'unicité est conséquence du Théorème 1-2 ; il suffit

2
de vérifier la condition (HU). On a, pour tout u € L (fi) :
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/ + Uÿ si |u + 0 4'| 9 ^ 1

C I L •> L
T „(0) = P»» (u+0iJj ) ip =

J i 2 f
/ 0 l’H T 2 + Ul̂
[ ----— ---J—  sinon
' i U+0 Î

L z

Or, il est évident que |u+0ÿ| 0 S 1 si et seulement si
L

(1 .20) 02 |ÿ |2 + 20 fu^ + | u | 2 - 1 ^ 0  
L J L

Deux possibilités se présentent :

i) ( uip) 2 - |ÿ | 2 ( |u| 2 - 1 ) ^ 0
J IT IT

ii) (fû )2 - |^|2 (|ul2 - 1) > 0
J IT IT

Dans le premier cas nous avons

( uÿ)2 < ( u i p ) 2 + U |29 £ I u I 2 I ̂  I 2 
j J L

et

| u+6  ̂| S 1 V 0 i l

Donc 2 f
0 |̂ | 2 + ui|;

T (0) = ----—----J—  V 0
u |u+0i|>|

et

dx k | 2 |u|2 - (fuÿ)2 |^|2

—  = ---------- t 2 ---  ̂------5 > 0
d0 |u+0ÿ| |u+0 |̂

Dans ce cas x est strictement croissante dans 3R et nous avons 
u

L 1 (u) = , L 2 (u) = +“ .

Dans le cas ii), il existe 0̂  < 02 tels que
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| 0 | | 2 + juif* S i 0 é [ 0 i , 0 2l

T„ (0) = 2 f 
) ©kl + Ju^
| -------- i-- sinon
' |u+e^|  ~

IT

et

d ( k l 2 si e t]er e2[
__u _ I

ae | u | 2 |lj) | 2 -  ( fu * ) 2
l ------------------ -̂--------  s i  9 < 9. ou 8 > 0,

|u+0ÿ| 1 2

D'après l'inégalité de Cauchy-Schwartz

( uÿ ) 2 < I UI 21 ip l 2 

2 2 f 2Si k| |u| > ( uip) , alors xu est strictement croissante dans 3R 

et, de nouveau

L1 (u) = -» , L2 (u ) = +«> .

2 2 f  2  
Par contre, si kl |u| = ( uÿ) , alors

. - k | 22 si 0 S 0

Tu (0 ) = 0k l  2 + Si 0 t [ 0 1#02]
■ L

' k | 22 Si 0 i 9,
IT ^

avec, d'après (1.20)

— || — uxp |ij> | - uÿ

L, (u) = 0- = -----5—  et L_(u) = 0, = -
1 1 M  2 2 2 l*l2

Donc, dans tous les cas tu est strictement croissante 

dans ]L^(u),L2 (u) [ , ce qui montre que K satisfait (HU).
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1-4.3 EXEMPLE 3 : Un problème à frontière libre avec 

PT„ non local.J\ "

Soit K = {v( L̂ (fi) ; v  ̂ 0 p.p. et |v| _ S 1} .
Lz

THEOREME 1.6 : Le problème

* + ,-Au = ----------- — u dans fi
1 + (|u+| ?-1)+

LZ

u = e<j> sur  afi

 ̂ +------------- u i(j = I > 0
1 + ( | u +1 ?-1) + J 

L
-J

a une solution dans H (fi) -pour tout À * 0 tel que

< j < l 1l 2

Démonstration : Montrons d'abord que

PrU " 1+(|u+| 2-1)+ U 
L *

Soit v <: L (fi). Alors (v-v+) (g-v+) S 0 pour tout g £ 0. Si

|v+| £ 1, alors v+€ K et v+ = PRv.

Supposons donc |v+| £ 1 et soit g€K. Alors

( v-- -̂— •) ( g-- — ■_) « f|"(1--- ~-)v+ - v” ( g-- )
j IV | | V | J L | V | J l V |

- (1 - -  (1 - - J r - ) | v t |
IV | J IV |

< (|v+|-1)(|g|-1)  ̂ 0 (car |g| S 1).

Il n ’en admet pas si -y > |tj>+| 2 X < ^   ̂ 2*
L L
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Donc (
v si |v | £ 1 

PKV = +
- V  si lv+l * 1

( i v  I

De plus, d'après le Lemme 1-2,

? e
i>1 = inf vif; = lim PK (0ip ) tfj = — | ip | 2 

v é K J 9-»--“ J L

% 0 = sup vÿ = lim = |ÿ+| „
V é K J 0++«> J L

2
Donc, d'après le Théorème 1-1 (puisque K étant borné dans L (fi) 

satisfait la condition (HE)), il existe une solution pour tout 

X j* 0 tel que

- | iTI < J < k +l .

REMARQUE 1-6 : Les questions de l'existence de solutions dans 

les cas limites et l'unicité pour l'exemple 3 sont ouvertes.

1-4.4 EXEMPLE 4 : Un problème à deux frontières libres.

2
On considère f,geL (fi) avec f  ̂g p.p. On fait les hy­

pothèses

H.j : mes {x 6 fi ; f (x) < g(x)} > 0.

H~ : inf ess <j> > 0
* 9fi

o
Soit K = {vtL (fi) ; f i v < g p.p.} . Alors nous avons

THEOREME 1-7 : L e  p r o b l è m e

I - Au = X[f+(u-f)+ - (u-g)+J d a n s  fi 

( 1 .21 ) I u = 0<J) s u r  3fi

(x (f+(u-f)+ - (u-g)+)ÿ = I > 0
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a d m e t  a u  m o i n s  u n e  s o l u t i o n  d a n s  H (fi) p o u r  t o u t  X f  0  t e l  q u e  

»

fÿ < I/X < gip

e t  i l  n ' e n  a d m e t  p a s  s i  I/X > gip ou I/X < jfij/ .

D a n s  l e s  c a s  l i m i t e s , s i  I/X = g\p (resp. I/X = fip) 

a l o r s  i l  e x i s t e  u n e  i n f i n i t é  d e  s o l u t i o n s .

u = XBg + 0ÿ, 0 e3R (resp. : u = XBf + 0ÿ) 

s i  £ = sup ess(g(x) - XBg(x)) / ÿ(x) < +0°
y

(resp. : = inf ess(f(x) - XBf (x) ) / ip (x) > -°°)

e t  i l  n ' y  a  p a s  d e  s o l u t i o n  s i  = +°° (resp. = -«>) .

L a  s o l u t i o n  e s t  u n i q u e  s i  X < X̂  (resp. X < X| s i  

(J) = c t e )  e t  fty < I/X < g i p .

Démonstration : D'après les hypothèses et H2,

fi,1 = inf vip =  fip <  gip = sup vi|; = 
v a  J J J v € K J 

+ +
Comme PRv = f+(v-f) - (v-g) , l'existence de solution pour (1.21) 

pour < I/X < ¿2 et non existence pour I/X < et I/X > 

découlent du Théorème 1-1 car K satisfait l'hypothèse (HE).

Voyons maintenant le cas limite.
* f 

Supposons gÿ f 0 et X = 1/ grp. Alors nous avons

(1.22) K x = {g}

D'après le Lemme 1-1, (1.21) équivaut à déterminer (w,0) tels 

que

( -A00 = XP„ w dans fi
1 KX
| w = 0

( x|p„ (oi+eip)x/j = 1 
\ J Kx

Donc le problème (1.21) dans le cas limite (1.22), équivaut à 

trouver 0 tel que

1
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» f

(1.23) pk ('T_ Bg + = ^
J I gxp

Or il est évident que pour 0 tel que

(1.24) 0  ̂ sup ess (g(x) - (1/ g^)Bg(x)) / ip (x)
Xé fi

( 1 . 2 3 )  est satisfait. Donc

u = -r——Bg + Qip 
giP

est solution pour tout 0 satisfaisant (1.24), d’où une infinité de 

solutions.

Les mêmes arguments s'appliquant pour le cas X = 1/ fip.

Montrons maintenant l'unicité.

2
Soit u € L (fi). Alors

L1 (u) = sup {0 ; tu (0) = £.j}

= sup {0 ; (u+0ip-f)+ - (u+0^-g)+ = 0 p.p. dans fi}

= inf ess (f(x) - u(x)) / \p (x)
x € fi

D'une façon analogue nous obtenons

L~ (u) = sup ess (g(x) - u(x)) / *Mx)
X G fi

Soient 01 et ©2 tJL^(u),L2 (u)[ tels que 

W  = Tu ,92)-

Alors

fip < PK (u+0ip) = Jpk (u+02ip) Ip < gip

ou encore

(1.25) 0 < F (0n ) ip = F (02) ip < (g-f ) ip 

où

F(0i) = (u+0i^-f)+ - (u+02^-g)+  ̂ 0 p.p.

De plus, 0 h- F (0)(x) satisfait la propriété suivante : pour presque 

tout x £ fi on a



i) 0 h- f(0) (x) est croissante

ii)0 h- F (0) (x) est strictement croissante dans

f (x) - u (x) . g (x) - u(x) “1 
_ ip (x) ' ÿ (x) J

On peut supposer sans perdre la généralité que 0̂  â 02* Si 0̂  < 02 

alors, d'après i)

F ( d < j ) ( x )  è F(02)(x) p.p. xefi 

Deux possibilités se présentent 

1ère possibilité : F(0^)(x) = F(02)(x) p.p. x€fi

Dans ce cas, d'après ii) 0̂  k L2 û  ̂ ou (u), ce

qui est impossible d'après le choix de 0  ̂ et 02.

2e possibilité : 3 fi' c fi , |fi'|  ̂0 tel que 

F ( 01 ) (x) < F(02) (x) p.p. x <£ fi '

F ( 0 ̂ ) (x) = F (02) (x) p.p. x é fi\fi

Dans ce cas
f f c
F (0 1 ) iJj = F (0 1 ) ip + F (0 n ) tP < F ( 0 2 ) ip + F(62)ip 

fi' fi-fi' fi' fi-fi'

= F(02)ÿ,

ce qui est contradictoire avec (1.25). Donc 0̂  = ©2 •

REMARQUE 1-7. Dans tous les exemples 1,2,3 le convexeK satisfait

1 D
l'hypothèse de régularité (HR) . De plus, si f et g ^ W  pour tout

p, 1 û p < +°°, alors le convexe K dans l'exemple 4 satisfait aussi

5/2
la condition (HR) . Donc, si <J> e H (3fi) les solutions u dans tous

2  a  —les exemples appartiennent à C ’ (fi) (cf. Théorème 1-3).

REMARQUE 1-8. Le problème (1.21) est un problème à deux frontières 

libres. Par exemple, si

.36.
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les régions {u â a}, {a û u S b} et {u > b} étant inconnues "a prio­

ri". Dans ce cas, les deux "frontières libres" sont 

{u = a) et {u = b}

On remarque que l'on a alors

a - ( I/aJiMB.a ^
£ 3 £ = inf es s ------------- > (car Ba c- L (fi))
f a a *

b  -  (I/ tofiHBb < w  .
(resp. Ç = Ç. = sup ess ------ ■------

9 b fi *

Pour I/X = a/ip ou I / t y = b Jip il y a une infinité de so­

lutions.

f e a < b = g

on résoud

-Au - X

a si u û a

u si a < u i b dans fi, 

b si u £ b



CHAPITRE II 

APPROXIMATION DES SOLUTIONS

Comme on a vu dans le chapitre précédent, le problème 

(1.1) peut être résolu en deux étapes, à savoir :

.38.

(2 .1 )

1

1ère étape : on cherche w e H o (Œ) telle que 

Vtt.Vv = A Pv (w)v V  v £ h 1(R)
-y O

; J A

2e étape : w étant calculé, on cherche 0fc3R tel que 

PK(w+ê )̂  = i/a

Dans ce chapitre nous développons une méthode d'approxi­

mation des solutions pour la première étape de (2.1), basée sur 

l'algorithme standard des approximations successives.

§11.1 UNE METHODE D'APPROXIMATION

Pour AeA , on considère l'opérateur 

Sx : Ĥ (ft) — » Ĥ (fi)

üJ l---- »

défini par

(tu) = S solution de

k 1 
On définit par récurrence une famille {w } d'éléments de Ĥ (ft) ;

on part de u°é Ĥ (fi), wk étant calculé, on définit wk+1 par 

(2.3) wk+1 = S,(wk)

(2 .2)
-AS ■ APV w dans Œ 

K\

S l9i) " 0
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Alors nous avons :

THEOREME II-1 : O n  s u p p o s e  q u e  K s a t i s f a i t  l ' h y p o t h è s e  (HE) .

A l o r s ,  p o u r  t o u t  X<£A,X > 0 , l a  s u i t e  {w } d é f i n i e  p a r  (2.3)

ki 1c o n t i e n t  u n e  s o u s - s u i t e  {w q u i  c o n v e r g e  d a n s  HQ (fi) v e r s  u n e

s o l u t i o n  u d u  p r o b l è m e .

Démonstration : Elle résulte du lemme suivant :

LEMME II-1 : P o u r  t o u t  X > O t e l  q u e  * 0

i) e (Ŝ  (a>) ) û e (w)

ii) e(S^ (w)) = e(w) s i  e t  s e u l e m e n t  s i  (w) = w

e(v) = 1/2 | Vv [2 - X (v - 1/2 P v)P v 
J J *X KX
i

Démonstration : Pour wtH (fi), dénotons S = S, (œ) . En multipliantO À
f

(2.2) par S-ü) on déduit (en posant a(u,v) = Vu.Vv)
■

a(S;S) - a(w,S) = X P„ (w)(S-w)
J KX

Donc

(2.4) 1/2 a(S,S) - i a (co ,w) < X Pv w(S-w)
2 J KX

D'après le Lemme 1-4, la fonctionnelle

00 i— > ((a) — ~2  ̂co)PK ^
X  X

étant convexe et F-différentiable, nous avons

(2.5) PR w (S-w)  ̂ (S - ^PR S)PR S - (w - -|pk ü))PR w 
j X X X  X X

Donc, d'après (2.4) (en utilisant X > 0) 

e (S) < e (w) .

Pour montrer ii), supposons que 

e (S) = e (w).

Alors, d'après (2.4) et (2.5) (puisque X > 0)

X PR w(S-w) < X (S - lpK S)PR S - X (w - ^PR w)PR w
J X x x J X X

= ia(S;S) - | a((i),w)  ̂ X PR w(S-w)
X
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et nous obtenons

•j a (S,S) - \  a(w,u>) = X PR (w)(S-w)
X

* A
Comme a(S,v) = X P„ (w)v V v e H  (fi), on conclutj Kx o

1
*2 a(S“ü)j S—w) — 0,

et donc

S = w .

Reprenons maintenant la démonstration du Théorème II-1. 

D'après (2.2) et (2.3)

(2.6) a(wk+1;v) = XÎP„ (wk)v V véH^fl).
j K x o

k+1Alors, pour v = a) on a

» j k+1 | | 2 / k+1 k+1. a Ît» / kx k+1
| 103 II = a(ca ;o) ) = X PR (a) )a)

X
k+1 , 

â X|u lLP [PK (w )lLP*
X

avec p = 2N/N-2 si N è 3 et p > 2 si N = 2 et p* le conjugué de p. 

D'après le théorème d'immersion de Sobolev

|wk+1I p = C 1Ilwk+1II

Donc

||«,k+1||2 < Xc, | |Mk *'1 11 |PK <ok | ,
1 X L

ou encore

ll“ k + 1 ll s X o ilE>K . “k lTp*
À Ll

Soit S = 2(1-^) < 1. Alors 
P

|pk Mk | p. S |PK “ k |1r  lP K “k |S2
KX L X L *X l/

et d'après (HE) :

i ki . i k.i s

1 Kx“ 'lP* " C2 Kx“ 'l2



Donc

||Mktl|| < c3|PK wk |s
X

Or, P„ étant un opérateur contractant nous avons 
K X

|Plîx“k|L2 ' ' Pkx° 1X.2 î " ’V ' “ ' V'i2 £ |uk|L2

d'où on obtient

||Uk+1|| S c3 (|wk | 2 + |PK o|)sL» X

Comme |wk | 9  ̂ 1/X1||wk ||, on peut choisir c. > 0 tel que 
L

(2.7) | |wk+1| | < c4(1 + | |ü)k ||)S

Si on dénote a = £S (||wk||+1)S et b = 1/es avec e > 0 fixé,

alors, d'après l'inégalité de Young :

P UP* a b 
ab û —  + —

P P*

c'est-à-dire

( | | Mk | | +1)S i  1 eSP(| |(0k | | * 1 ) SP t  ----
P p*esp

En choisissant p = 1/s > 1 et p* = 1/1-s, on a

( | | w k | | + 1 ) S  ̂ s e ( |  |wk | | +1)  + d - s i e " 0 / 1" 8

Donc d'après (2.7)

| |o)k + 1 | |  ̂ c 4s e | | w k | |  + c 4se + c4 ( 1-s ) e-8 s 

= ce | | wk | I + c ' .

En choisissant e tel que ce < 1, on obtient 

i i k+1 , i  ̂ , _»k+1 i, oi i , c'
I|w I M  <ec) l l w II +

k 1 Donc, {w } étant bornée dans H (fi), on peut extraire une sous-

kisuite {w J} telle que

ki 1 w J — w dans HQ (fi) faible

ki 2 w J — > w dans L (fi ).

.41 .
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D'après la continuité de l'opérateur P..

k. 7 X
(2.8) P_ u  ̂+ Pv u dans L (fi).

KX Kx
k 1 k Comme {w } est bornée dans HQ (fi), la suite décroissante e(w ) est

minorée, donc convergente :

e (ojk) -► Z 
k-»-+<»

Alors
k . , 

e(w) £ lim inf e(w )̂ = lim e(w ) = Z 

j k

et d'après (2.8)
k. 1 k. 1
w  ̂ = S, (ü)  ̂) ->■ S, (w) dans H (fi)A A O

Donc

ki+1e(w 3 ) e(Ŝ (a))) = Z £ e(w)

Comme e(S^(u)) £ e(w), on déduit 

Z = e(w) = e(S^ (w) ).

D'après le Lemme II-1, S^(w) = oo et w est solution de (2.1)-1ère 

étape.

§ II-2 s REDUCTION A LA DIMENSION FINIE ; LE PROBLEME DISCRET

II-2.1 : Discrétisation des espaces.

On considère deux familles ©t d'espaces vecto­

riels de dimension finie indexées par h positif et décroissant 

vers zéro, telles que

(2.9) Vh cH^(fi) , Yh C L 2(fi) V h

(2.10) Vh C Y h V h
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1 2
(2.11) V v e H Q (iî) (resp. y é L  (fi))* on peut construire vkfcVh

i
(resp. t Y^) tel que -»■ v dans HQ (fi) (resp. y^ y

2
dans L (fi ) ) lorsque h -*■ 0.

En particulier, nous désignons par une suite donnée

d'éléments de Y^ telle que

2
ÿ  dans L (fi ) .

II-2.2 : Discrétisation du convexe.

On considère pour chaque h un ensemble tel que (cf. 

R. Glowinski, J.L. Lions, R. Trémolière [14])

(2.12) est un ensemble convexe fermé de Y^ (où la topologie

2
de Y^ est, par exemple, celle induite par L (fi)).

(2.13) K, "approche" K au sens suivant :
h

i) pour tout gtK, on peut contruire 9^^ Kh te  ̂^ue
2

g^ -»■ g dans L (fi),

2
ii) si ĝ fc et + g dans L (fi) faible, alors g€ K. 

Soit

( 2 . U )  t = inf fv^b , t2>h = sup jvh*h

h h vh£ h

Alors nous avons :

LEMME II-2 : S o u s  l e s  h y p o t h è s e s  (2.9) à (2.13) :

i) lim inf ¿2 h “ ^2 = SUP
h ' v & K J

ii) lim sup K â = inf [vi|> 
h 1,n 1 v t K  J

Démonstration : Pour e > 0, il existe ve e K tel que

£ v £ \p < + e
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Fixons ve et soit, d'après (2.13) vh £Kh tel que

v? -*■ v £ dans L2 (Œ). 
h h+0

Comme

*i,h ’ ln* Î V h  s {vh*h 
vh6 K h 1 1

nous déduisons

lim sup h S lim = v e \p <  IL 1 + e
h ' ■*

e > 0 étant arbitraire nous obtenons

lim sup ^
h 1-h 1

D'une¡façon tout à fait analogue nous déduisons

lim inf ^
h 2'h 2

REMARQUE II-1 : Dans le cas particulier où K^c K et : ÿ , pour

tout h nous avons

q > o  o < o 
H,h “ *1 ' 2,h = 2

Donc û lim inf h et ¿2 = 1;’Lin SUP ^2 h et d 'aPr^s Lemme 

précédent

lim 1 «  u  =  1 «  , ü m  , = l n^ 1,n 1 ' ^ 2,h 2

COROLLAIRE II-1 : S o u s  l e s  h y p o t h è s e s  (2.9) à (2.13), s i  < % 2 ,

a l o r s  < ^2 h P o u r  t ° u 't: h s u f f i s a m m e n t  p e t i t .

II-2.3 : Formulation du problème discret.

Etant donné Y^, V^, Kh et comme précédemment, on

définit

<2'15> Kh, X ' Kh nivh éYh ; f V h  = IA}
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qui est un ensemble convexe fermé de Y^. On dénote l'opérateur

2
de projection sur  ̂ (pour le produit scalaire induit par L (A)). 

Alors on pose la problème :

Déterminer (wh'®h^ £ te  ̂que

/ 1ère étape : V“h-Vvh " M ph (uh)vh V v h £ Vh 
(2.16) \

' 2e étape : PR (wh+0h^h^h =
■* h

Nous allons traiter maintenant l'existence et l'unicité 

de solution du problème (2.16).

II-2.4 : Un résultat d'existence.

On suppose satisfaisant la propriété suivante :

(HE)^ ; pour tout h tel que h < ^2 h f et Pour tout

i-tlA- i. T i l'ensemble1 / Jri 2ê f ri

p

*Vh 6 Kh / vh^h = ^  est ^orn  ̂dans

Soit

Ah = {A i 0 ; < I/X < k 2 , b )

Alors nous avons

THEOREME XI-2 : S o u s  l a  c o n d i t i o n  (HE)^, l e  p r o b l è m e  (2.16) a d m e t  

a u  m o i n s  u n e  s o l u t i o n  p o u r  t o u t  X  6 A .̂ S i  1 / X  >  h  o u  ^ h

(2.16) n ' a d m e t  p a s  d e  s o l u t i o n s .

Démonstration : Comme dans le Théorème 1-1, elle suit des lemmes 

suivants :

LEMME II-3 : P o u r  t o u t  c Y^ , l a  f o n c t i o n

Th ,e) *ipK * ‘V e,|'h,*hn



.46.

est lipschitzienne et croissante dans JR. De plus

lim t. (6) = % .  . , lim t„(9) = l 0  . 
ê .oo h 1,h Q ^ + œ  u 2 ,h

Démonstration : elle est identique à celle du Lemme 1-2.

LEMME II-4 : La fonctionnelle : Y^ 1R définie par

W  = [<vh - ï  W ’W

est convexe et F-différentialbe dans Y^ avec différentielle 

J ’ * Ph

Démonstration : est un convexe fermé de Y, . Donc il est fermé ------------- n h
2

dans L (fi). Considérons la fonctionnelle

J : L2 (fi) ]R

f
J (v) = (V - 1 Ph (v))Ph (v)

Alors d'après le Lemme 1-4, J est F-différentiable et convexe dans 

L2 (fi) avec Ph = J '.

Comme Jh = J|Y , il en est de même pour Jh, i.e. est 

convexe et F-différentiable dans Y^ avec J'^ = P^.

LEMME II-5 : On considère le problème d ’optimisation 

9>h ! inf {eh (<oh> ; wh €Vh}

avec eh U h ) = }  j W % | 2 - <«h - \  ph W h

Alors, pour tout X  Cl , ¿ 7 ^  admet au moins une solution.

Démonstration : Comme au Lemme 1-3, on la fera en trois étapes.

. 1ère étape : Kh x  ̂^

C'est une conséquence du Lemme II-3.

. 2e étape : il existe c€3R tel que
X i o

eh (ü)h) * T  j I I “ c ^ w e Vh
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où, est la première valeur propre du problème de Dirichlet 

homogène.

eh (wh) = \  _ lVwhl " X w hPhwh + \  (lPhwhlL2 

“ 2 I Vaih I “ l“hl lXPh%l + 1  lPhwhlJ J J

^ Xlfi i 2 a f i ,2  ̂Xf, 1. f i _ i 2
- 2 JlwlJ " 2 JlwtJ 2 ~ h“hl 

A 1En choisissant a = -j- on a

W  = Y  flwhl2 + I n  " Tj‘)|lphwhl2

Si (1 - -jp) o, alors eh (wh) = l% | 2

Si (1 - y ~) < 0, on utilise (HE)k :

Il existe c.j tel que

iph“hi2 a ci v % éYh

Donc

eh ‘“h> a T- Î K I 2 ♦ 1 (1 - t ;' C 1 v “h ‘ V

3e étape. Il existe solution de *5̂

Soit {cü?1} une suite minimisante : 
h m

wh £ Vh ' inf ehÏÏl-x»

D'après la deuxième étape,{w^} est bornée dans Y^. Donc il existe 

une sous-suite (encore notée w™ ) et tels que

üv w, dans Y, h h h

Comme (î 6 Vh V m, on obtient

wh e V

Donc, comme eh (wh) = inf eh, ooh est une solution de Ph-
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Revenons maintenant au Théorème II-2 s

satisfait (HE)k et ^ < I/X < h ; on obtient 

d'après le Lemme II-5, l'existence d'une solution oô  de 

D'après le Lemme II-4, est caractérisée par

,7“hVvh - xK < “h)vh = 0 V v h ev h

(ce qui est équivalent à dire que

-iMh - xph“h 6 VÎ
J. 2

avec l'orthogonal de dans L (fi)).

D'après le Lemme II-3, il existe E tel que

.pKh lV V h ' * h  = I/A •

Quant au résultat de non existence, il est trivial d'après le 

Lemme II-3.

II-2.5 : Un résultat d'unicité.

On suppose que satisfait la condition (HU)^ i pour 

tout uh 6 Yh, la fonction

Th (9) ■ jpKh (V eV ' l'h

est strictement croissante dans ]L1 (uh);L2 (uh)[

= {6 *JR ,• »1jh < Th (9) < i2ih}

Alors nous avons :

THEOREME I1-3 : Si Kh satisfait les conditions (HE)h et (HU)h , le 

problème (2.16) admet une solution unique pour tout X é A^,X < X̂ .

En outre, si <|>k = cte  ̂0 , (2.16) admet une solution 

unique pour tout X < Aïj.

Démonstration : Le cas X < 0 est immédiat d'après la stricte con­

vexité de e^.



Supposons donc X > 0 et soient

(tV wh) ' *wh 'wh* € Vh x3R

deux solutions de (2.16). Alors nous avons
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M i - v - h i 2 s Î K - V“ hi = x f (ph % - V h >  <%-%>

s ^ V h - V h U l^ h l2
l i  l i

1 £Donc, si X < X1 nous avons cô  = œ^.

Supposons maintenant 0 < X < \ *  et cj)̂ e cte ? 0. Si

vh = wh + fci ' ti6 K  tel que vh =

nous avons, d ’après le Lemme 1-5 (puisque = PK^wh+6^h^

dont l’intégrale sur fi est indépendante de i) :

2 2 t 

X2lvh 'vhlT2 4 lV“h‘ Vulhlr 2 = X j ( ih * h 'W  ‘“¿‘ “h1L L

‘  . (ph“h-ph"h> (vh-vh' S Xlph“h - V h l lvh‘ vnl

et donc

X2 lvh~vhl S Xl ph ^ - V h l

ce qui donne

iv% -v“hi â x| (ph“i - ph“h» ,vi - vh'

£ * Iph“h"ph“h ^ vh_vhI S T |lph“h"ph“hl 

5 I f  j 1' V k - b '  (<V “h> - 4 |V“h-V“h!2'

et

„ - ^ ) | 7M1-VU 2 |2 < 0 ,

ce qui équivaut à

1 2
%  = < V

1 2
D’après la condition (HU)h, = 6h ’
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REMARQUE II-2 : le Théorème est encore valable sous les hypothèses 

X < X1 k (resp. X C X^ h 4>h E cte)

où

|Vvh!2
X1 , h  l n ^  f 2 i  X 1 

vh eVh vh 

Vh**0

f|Vvh|2
(resp. X9 , = inf -J-----  )

' V v h *  L?
Jvh=0 J h

V °

II-2.6 : Un résultat de convergence.

Nous nous intéressons maintenant à la convergence des 

solutions (<*̂ #0̂ ) 3e (2.16) vers une solution (w,0) de (1.4). Pour 

cela, on suppose que les convexes K, satisfont la condition suivante :

(2.18)

Il existe c > 0 tel que pour tout h suffisamment petit, 

pour tout ] &.j ,&2 h'^2 ht- P°ur tout

vh fcKh n{vh £ Yh '• f V h  = *} on a

lvh l 1 = c* 
n L 1 (fi)

THEOREME II-4 : O n  s u p p o s e  K e t  d o n n é s  s a t i s f a i s a n t  r e s p e c t i v e ­

m e n t  (HE) e t  (HE)ĵ  . A l o r s , s o u s  l e s  h y p o t h è s e s  (2.9) à (2.13) e t  

(2.18), p o u r  t o u t  X e A f? V  t e s  p r o b l è m e s  (2.16) a d m e t t e n t  d e s  s o l u ­

t i o n s  r e s p e c t i v e s  d o n t  o n  p e u t  e x t r a i r e  u n e  s o u s - s u i t e  ( e n c o ­

r e  n o t é e  (wh'®h^ t e l l e  q u e
i

— > w dans HQ (fi)

0 ^ — 0 dans ]R.

a v e c  (w,9) s a t i s f a i s a n t  (1.4). E n  o u t r e , s i  (1.4) a d m e t  u n e  s o l u t i o n  

u n i q u e , c ' e s t  t o u t e  l a  s u i t e  q u i  c o n v e r g e .



.51 .

Démonstration : elle résulte essentiellement du lemme suivant :

LEMME II-6 . S o u s  l e s  h y p o t h è s e s  <2.12) e t  (2.13) , s i  e s t

2 2
u n e  s u i t e  d ' é l é m e n t s  d e  L (fi) t e l l e  q u e  •+■ w d a n s  L (fi) , a l o r s

2
Pr (ŵ ) -*■ PK (oj) d a n s  L (fi) 
h

E n  o u t r e t s i  À ( A/jn Â , a l o r s

2
pw(WvJ P™. (w) d a n s  L (fi). h h Kx

Démonstration : Comme

(2.19) 11> ü>h-PKü>| - l % ”wl + lpK w-PK0)| 
n h

il suffit de démontrer que PK w -*■ pRw. Or, d'après (2.13), il existe
h

vh c Kh tel que
2

v, -* P„o) dans L (fi), n K

Comme

| Pj. w-w| i |v, -w| pour tout h, 
h

on obtient

|PR 0)I  ̂ |œ| + |vh-w|  ̂cte. 
h

Donc on peut extraire une sous-suite h' telle que

2
P„ m ̂ »y dans L (fi) faible.
Kh'

D'après (2.13), y£K. Mais, par définition de la projection

| PK w-0) I  ̂ I gh-u> I V gh Ç Kh 
h

2
Soit g t K et g^e tel que g^ ->■ g dans L (fi). Alors 

| y-ü) | û lim inf | P„ ùj-o) |  ̂ | g-w |
V

et nous avons

y = PK«1

Donc
2

p w — P„ii) dans L (fi) faible.
Kh' K



.52.

D'après l'unicité de PKu, c'est toute la suite qui con­

verge. Pour montrer la convergence forte, on considère g^c

2
telle que g^ giK dans L (fi). Alors, comme

P„ (JÜ-W — ~*P„C0-ü)
Kh K

|pk co-to) 1  ̂ |gh-ü)|
*h n

nous obtenons

(2.20) | P to—coI û lim inf |P w-u)|  ̂lim sup I P,, w-wl
K h h h h

 ̂ lim |gh-w| = |g-w|

En particulier, pour g = PRw, l'inégalité (2.20) entraîne

| PjçW—(o | = lim |PR u>_w|
h

et nous avons

2
P.. <u ->■ P„oo dans L (fi) .
Kh K

Donc

2
(2.21) P,, w, -*■ P„u dans L (fi)

i\, il h

Soit maintenant D'après le Lemme II-3, il

existe 0^€ 2R tel que

pK < ' V 9h V * h  = I/x J h

Donc, comme dans le Lemme 1-1,

ph“h = PK. (lV 9h V  n

Il suffit de montrer donc que

(2.22) |eh j  ̂M

où M est une constante indépendante de h. En effet, si (2.22) a 

lieu, on peut extraire une sous-suite h' telle que 0 ,̂ -* 0 dans 

]R et donc, d'après (2.21) :
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p h , (Wh,) = PR â)h'+eh ,̂ h' * PK^ÜJ+e,i'̂ ¿ans L2 (ft), 
h *

et comme

P h ' ^ h ' ^ h »  = I/x

on a

PK (w+0tp)̂  = I/X

Donc

pR(u+e^) = pK (w)
X

et de façon classique, c'est toute la suite qui converge vers

pw w*
KX

Montrons donc (2.22). Supposons par contradiction que 

pour tout n € K  il existe hn tel que

10h I > n 
1 n 1

avec

V ehn ' = i PKh <“h t e h *h ’ »h = I/X J n_ n n n n

On peut supposer, sans perdre la généralité, que 

®hn 2 n-

Comme XcA , il existe 0*cH tel que
f

Tn (0*) = jPK (û)+0i|/)i|> = I/X 

En outre, comme
r

x (0*) = P* (u. +0*ik )i|»h - TM (0*) = I/x 
n K-v. n_ n wJ hjj n n n

et comme Tn est croissante dans H, pour e > 0 fixé et pour tout

n suffisamment grand on a

0 < I/X - x (0) < e

pour tout 0 € 3 © *7 © h En faisant tendre n vers l'infini
n

on obtient

t (0) = I/A pour tout 0 è]0*;°°[ ce qui est une absur­

dité car I/X < % 2 •
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Revenons maintenant à la démonstration du Théorème II.4.

D'après ce théorème, satisfaisant la condition (HE)^ et

H A h entraînent l'existence de ^h*® solution de (2.16).

Il s'agit donc de montrer que
1

W'u w dans H (fi ) h o

0, 0 dans 3R n

avec (w,0) solution de (1.4). Or

.’“h-7vh = xfph (uh)vh V v h iV h

Donc

I U h l I2-,  ̂ Xlphwhln i n n * n
no L L

avec p = ^ 2  si N  ̂ 3 ou p > 2 si N = 2.

Comme

l“hl D = C 1 I l%l I 1
L Ĥ (fi)

on obtient

I I I I -j = ° 2  I Phwh I
n H1 (fi) z n n Tp*O

Soit s = 2(1 - 1/p*) < 1. Alors

lPh%l p* = lPhwtJ . lPhwhl 9
L L L

et d'après la condition (2.18) (car X e A)

llwhll i = c3 1PhwhIT 2 “ c3(lwtJ 2 + lPh°l 2)
H Li JLi
O

ou encore

I K H l i 5 S c4ll“hH * 4 /S' V l t2
Ho L

D'après l'inégalité de Young

| I Cü, l C4
° A  I I I I = ------- + --- pour tout 1 < t*,t < +°°
4 n t t*
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tels que 1/t + 1/t* = 1.

En choisissant t = 1/s > 1, on a

(1-s)Mwh ||1/S  ̂c5 (1 + |Pho| 2)
L

Donc d'après le Lemme II-6 il existe c > 0 tel que

IKII  ̂c

et on peut extraire une sous-suite (toujours notée ŵ ) telle que

w, -*• w dans h "! (fi) faible
(2.23) h °

-»• w dans L (fi) .

D'après le Lemme II-6

(2.24) Phwh ^ PKXW

Montrons que w satisfait (1.4). Soit v€H^(fi) et v^e tel que

i
vh ** v ^ans H0 )• Alors

f i f Vw.Vv = lim Vo)u .Vv, = lim XPu (w, )v. = X P„ (w)v 
J h h J h h h  J x

Comme dans la démonstration du Lemme II-6, on peut extraire une 

sous-suite h' telle que 

0̂ , -► 0 dans 3R 

avec 0 satisfaisant

PR (w+0i|>) = I/X

Pour finir la démonstration, il suffit de montrer que u>

dans Ĥ (fi) fort. Or, *

| lü^-ul I2 = I [co| I2- 2jvuhvœ + I 1(^1 I2 =

= X PR (w) .w - 2X PR (o))a)̂  + X P ^ ^ h ^ h
 ̂ X X

D'après (2.23) et (2.24)

I I % “<*> I I 2 -*■ 0 •



REMARQUE II-3 : Un problème largement ouvert est celui de l'es­

timation d'erreur entre les solutions approchées ) de 

(2.16) et les solutions ((0,0) de (1.4). Nous présentons mainte­

nant un résultat partiel dans cette direction.

§ II-3. UNE ESTIMATION D'ERREUR.

Dans le § II-3 nous faisons les hypothèses (HE), (HU),

(HE), et (HU),, et Àé Л П Ль h h h n

THEOREME II-5. P o u r  X  <  ( r e s p .  X < /X^X^ s i  (Ĵ = ф •= cte) ,

l e s  s o l u t i o n s  r e s p e c t i v e s  ш e t  d e  (2.1) e t  (2.16) - l è r e  é t a p e  

s o n t  u n i q u e s  e t  v é r i f i e n t

(2.25) ||<o-uh || , i c inf ( I N-vh | | * lPK vh"PhvhJT21
li __ Л  Xj

°  vh 5 vh

d e  p l u s ,  s i  K e t  s o n t  d e s  c ô n e s  d e  s o m m e t  z é r o ,  a l o r s  0 e t  0^ 

v é r i f i e n t  r e s p e c t i v e m e n t  (2.21) e t  (2.11) 2 e  é t a p e ,  s o n t  u n i q u e s  

e t  s a t i s f o n t

(2.26) |Q-eh l  ̂c inf {||ü)-vh N + |PK vh-Phvh |}

vh £V h X

o ù  c d é n o t e  d e s  c o n s t a n t e s  i n d é p e n d a n t e s  d e  h.

Démonstration. i) Considérons d'abord 0 < X < X^. Alors d'après 

les Théorèmes 1-2 etH-3, w et satisfaisant (2.1) et (2.16) 1ère 

étape, sont uniques (indépendamment d'avoir (HU) et (HU)^).

Soit v^ç Vh, alors

.56.
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N v vh l l 2 = j l , u h"Vvh l 2 = j'M“-vh>.v<ü>h- vh> -

-  4 PKA“'ph“h)'“h^h*

Donc

l | c v v h l | 2 s ll“ -v hll I K - V h l| * ’‘lPK x“ - P h “ h l l “ h - v hl

ou encore

I l<oh-vhl I s I k-vh | I + J L  |PK «.-Pho.h|

1 A
Mais

lpKx“-ph“hl £ * lph“"pKx"l

et donc

l l % - v h l l  i  l l » - v h l l  + - ^ =  l P K x “ - p h “ l

Comme

I|u-whlI  ̂ I|w-vh |I + I|wh-vh || 

on obtient

(1 .^_)||w.Mh|| s 2 ||«,-vh|| ♦ |PK^-Ph«.|

De plus

lPK,W“PhWl * lPK,W“PK VtJ + lPK/h-PhVhl +
(2.28) À A A A

+ lphvh"phw l = 2 lw"vh l + lpKAvh-phvhl 

d'où on a

n . < 2(1 +^.)||u.vh || *^=|PKxVh-Phvh|

étant arbitraire et À < À1 on conclut

I|w-wh | I  ̂c inf {I |w-vh | I + |PK vh-Phvh | }

Vh evh

ii) Supposons maintenant X < 0 et soit 

Ç > 0 tel que X = -Ç

(2.27)
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Alors

ll“h-vhll2 = [v(«>-vh).V((0h-vh ) - e{(PK A“-Ph“h * <vh-“h >

• f 

= V (w-vh) .V <«>h-vh> - Ç j ( V Ph“h' (vh-“h»

- Çj (PK »-ph“) <vh-%>
J A

Donc
2

II“h - v hII S ll""v hll ll“h " v hll - çj < p h“ - ph “ h >(u-Mh )

- if ( V - ph"h'(vh-“> - Çf (PK "-phu) (vh-“h'
À

ou encore

çlph“-ph“hl2 * ! Iwh_vh112 - 11“-vh 11 11“h_vh11

* - ^ d V - ph“hl ll“-vh ll + ^ = l pKx“-ph“ l H vh-"hll 

S I l“-vh l I ll%-vh ll + f s l W h l 2 + 2I ; 1 |w‘vhl I2

+ i|i7 lph“-pKx“ l2 * |ll"h-vhll2

Donc

5(1 -  lph“‘ ph“h l 2 + l l"h-vh H 2 5 6 1 I “h- v h I I 2

* + '¿j'1 I l“_vhl I t2 W 1 lPh“_PKx“ l

En choisissant a = Ç/2 > 0 et 3 = 1/2 par exemple, on obtient 

1/2||% -vh ||2 i (1 * I U-vh) I2 + ¿ | P ho,-PK^ | 2

Donc

I K “Vhl 1 = / ~2(1 + Ç/4V  1 Iu)_Vhl I + 7 = I V PK w l/À ̂ X

et d'après (2.28)

||ü)-wh ||  ̂c inf {||w-vh|| + |PK vh-Phvh |}
TT A

vh e vh

iii) Soit maintenant = <J> = cte et supposons

0 < X < ✓ X 1 X£
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11“ h - v nI 12 s  l l “ - v h l l  11“h ~ v h11 -  x [ ,p Kx“ - ph “ h> (“ h - V

Considérons

%  1 f 
“ h = “ h ‘  TâT r f c

e t  ^  1 f 
vh -  vh " jvh

Alors, comme
P f

,PKA“ = |Ph“h = I/x

on a

xf ,pKx“- ph“h> ,(V V  = XJ (pKx“- ph“h> (“h A >  

et donc, d'après le Lemme 1-5

N “h-Vhll2 s ll»-vh|| l|Mh-vh|| +

+ 7 l f  |PK x“' Ph “hl H “h ‘v hll

Comme

l pKA“ - ph " h l  £ l pKx“ ' ph “ l *  I l  “ - “ h I I

on obtient

l l “ h"vh l l  5 l l “ - vh l l  + + ^ I PKX“ - Ph“ l

ou encore

| |w-ü)h | | S 2 | |o)-vh | | + — j —  | |eü-uh | | + - ^ | P Kco-Ph o3|

Donc, comme plus haut

I |w-ü)h| I = c inf{ I |ü)-vh | I + |PK vh-Phvh | }
__ X

vh* vh

D * après (2 .21)

iv) Toujours sous les hypothèses À < (ou X < /X~jT̂  si 

(j) =  ̂ = cte), supposons K et Kh des cônes de sommet 0. Alors 

d'après la remarque 1-1 :
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0 = Y (p„ to-w)Pv w
1 J KX KX

6h = ï i<ph“h-“h)ph"h

Donc

l0 - 0 h l lP K  . “ I 2 " f Phtüh I 2 - w P K , w  + whPhwhÀ Jj L» À

£ ^  (lpK ,“ - ph “h l T 2 ( lp K “ I + Ip h “h l 2 >  + lpK “ l !“ - % !  *
À Xj À Li À

+ l“ hl lpK x“- ph “ hl) 

£ ' T '  [(2|o)hl * |PKX“ I + lp h ° l ’ lpK x“ - p h “hl + lpK x“ l 

ou encore

l 0- 0hl = ^y ~ (2lwhl + lpK wl + \ p h ° ^  Ipk u" phwl
X X

+  ( 2 | w h | + 2 1 P K  U) I +  | P h o | )  | w - w h |
X ”

D'après le Théorème II-4 et le Lemme II-6, et p̂h°^ sont
2

bornées dans L (Îî) .

Donc il existe c tel que

|0-eh | < c(|pk ü)-Phw| + |w-(oh |)
X

et d'après (2.28) et i), ii) et iii) on obtient (2.26).

REMARQUE II-4 : Une estimation du genre (2.26) pour le cas où K 

et ne sont pas des cônes est un problème ouvert.

REMARQUE II-5 : Les estimations (2.25) et (2.26) du théorème pré­

cédent présentent 1 ' inconvénient du terme | pK v^ - Pj^h | ^ c3ui
X L

est compliqué à estimer par rapport à h.

En vue de simplifier ces expressions, on va considérer 

le problème discret (2.16) sans l'approximation des convexes, à 

savoir : on suppose 4̂  = \p V h . Alors, (2.16) devient : déter­

miner (%;0h) € Vh><IR tel que.
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1ère étape : V“h-7vh = x p K,(V vh V v h tVh ' J X

2e étape : PR (w^+8^^) ip = I / X

où PR est l'opérateur de projection sur défini dans (1.2).
X

Cela correspond (dans la pratique) à modifier la triangulation 

de fi à chaque itération ; c'est la méthode introduite et étudiée 

par M. Sermange [28] pour le cas où K = {v(- L ; v S 0} et 

ip = cte sur fi.

Nous avons :

THEOREME II-6 : S o u s  l e s  h y p o t h è s e s  d u  T h é o r è m e  1 - 1 ,  l e  p r o b l è m e

(2.29) a d m e t  a u  m o i n s  u n e  s o l u t i o n  p o u r  t o u t  XeA

D e  p l u s ,  s o u s  l e s  h y p o t h è s e s  d u  T h é o r è m e  1 - 2 ,  (2.29) 

a d m e t  u n e  s o l u t i o n  u n i q u e  s i  X < X̂  ( r e s p .  X < X2J si <t> = <p̂  = cte) .

L a  d é m o n s t r a t i o n  e s t  t o u t  à  f a i t  i d e n t i q u e  à  c e l l e  d e s  

T h é o r è m e s  1 - 1  e v  1 - 2 .  ( c f .  a u s s i  S e r m a n g e  [ 2 8 ~ \ ) .

THEOREME II-7 : P o u r  X < X^ ( r e s p .  X < /X1X* <J>h = <f> = ctej l e s  

s o l u t i o n s  r e s p e c t i v e s  w e t  d e  (2.1) e t  (2.29) - l è r e  é t a p e  s o n t  

u n i q u e s  e t  v é r i f i e n t

Il“-wh l| * c inf ||u-vh || 

vh * Vh

D e  p l u s ,  s i  K e s t  u n  c ô n e  d e  s o m m e t  0 ,  a l o r s  0 e t  0^ v é r i f i a n t  

r e s p e c t i v e m e n t  (2.1) e t  (2.29) - 2 e  é t a p e ,  s o n t  u n i q u e s  e t  s a t i s f o n t  

Ie-6h l S c inf IIw-vh |I 

Vh &Vh

o ù  c d é n o t e  d e s  c o n s t a n t e s  i n d é p e n d a n t e s  d e  h.

Démonstration : Elle est tout à fait analogue à celle du Théorème

II-5.

(2.29)
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§ 2-4. APPROXIMATION PAR LA METHODE DES ELEMENTS FINIS.

Nous indiquons dans ce paragraphe la construction d'une 

discrétisation "concrète", où les résultats des paragraphes précé­

dents s'appliquent ; il s'agit de la méthode des éléments finis.

Nous nous bornerons au cas conforme, lorsque fi est un 

o
ouvert polygonal de 3R . Pour ce faire, on considère pour chaque 

valeur du paramètre h une triangulation de fi satisfaisant les 

propriétés suivantes :

(2.30) t/h est une triangulation "admissible" au sens suivant :

a) tout élément Ttc/h est un triangle continu dans fi de 

diamètre hT i h.

b) si T, T'Çc^h, alors ou bien TAT' = 0, ou bien

THT' = un côté tout entier, ou bien TOT' = un sommet.

(2.31) La famille de triangulation { C Î h}^ de ÏÏ est "régulière" au 

sens suivant :

Il existe 0Q > 0 tel que, pour chaque h et pour chaque 

TçCfh, si 6 (T) désigne le plus petit des angles de T, alors 

0(T) £ 0Q.

Ceci étant dit, on définit

(2.32) Yh = ensemkle de fonctions v^ continues sur ST telles que, 

pour tout T f ‘• f h

vh|T = fonction affine

<2-33» Vh - {vh < ïh , vh|M == 0}

Il est clair que et Vh ainsi définis satisfont les 

hypothèses (2.9) à (2.11).

Sur Yh on considère une base de la manière standard, à 

savoir, on définit Ç.j,Ç2,...,ÇM où M est le nombre de sommets Pi



.63.

et est la fonction de Y^ telle que

(2.34) Ç.(P . ) = 6 . . .
si D iD

Alors nous avons

THEOREME II-8 : P o u r  t o u t  v Ç H^ (Q ) C \ H2 (fi ) , i Z e x i s t e  c > 0 i n d é p e n ­

d a n t  d e  h t e l  q u e

inf I I v-v. I I i ch 
Vh €Vh
(c/. C i a v l e t  [5], t h é o r è m e  3 . 2 . 2 .  ) .

II-4.1 : Exemples numériques.

Nous envisageons de résoudre le problème (2.16) en utilisant 

l'algorithme décrit au § II-1. La difficulté repose sur le calcul de

V
2

Dans la suite, fi est un ensemble polygonal de M  sur lequel

on définit une triangulation satisfaisant (2.30) et (2.31). On

considère les espaces Y^ et comme dans (2.32) et (2.33) et on se

donne e Y^ tel que ^  ip dans L2 (fi). Si { ,  Ç2 > • • • • est base

de Yh donnée par (2.34) , nous avons

M M

vh ■  ] vi 5i  ■ *h = I V i

Donc

v . i p , = y v . ip . £ . £ . lvh . L .

D é s i g n a n t  A la matrice °ù

aij = jÇiÇj

alors

vh^h = ^ A ^ 

où v = (v1 ,v2, . . . ,vM) , $ = (^ ,ÿ2, . .. ,ÿM) C 3RM.
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Donc, l'hyperplan (cf. (2.15))

ivh e Yh ; Î V h  = I/x}
Mpeut être identifié à l'hyperplan de 3R .

(2.35) (v€lRM ; v A = I / X }

Voyons maintenant comment on peut approcher le convexe K 

dans les exemples cités au § 1-4.

EXEMPLE 1. On considère

K = {vt L2 (fi) ; v â 0 p.p.)

et on définit

K, = K r>Y, = {v, t Y, : v, à 0 sur ÏÏ} . 
h h n h h

Comme vh = J v ^

alors

v, € K, si et seulement si v.  ̂ 0, V i = 1,., . ,M. h h i

Donc, on peut identifier au convexe

KM = {v&!IRM ; v± S 0, i = 1,...,M}

D'après (2.15) et (2.35),  ̂peut être identifié à

KM , = {v e 3RM ; v, >  0  et v  A  $  =  I / X } .
JM / À 1

EXEMPLE 2. On considère

K = (v€L2 (Œ) ; v £ 0 p.p. et |v| - £ 1} ,
L

et on définit

Kh = K A Y h = (vh <- Yh ; vh  ̂ 0 sur ÏÏ et |vh | ,,  ̂ 1}
L

Donc v, K, si et seulement si h h

v, =1 v.Ç. et v. Z 0, v A v â  1. h L î^i i

Donc, dans ce cas, le convexe peut être identifié à 

KM = {vtlM ; v. £ 0 et v A v  ̂ 1}

De même, K, , s'identifie au convexe
il / À

KM , = {v é ! M ; v. à 0, v A v  ̂ 1, v A = I/A}*
ri j A 1
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EXEMPLE 3. On considère

K = {vf L̂ (!î) ; a  ̂v  ̂ b p.p. a < b é El 

D'une façon analogue aux cas précédents, nous pouvons identifier 

et  ̂ respectivement à
v v*

K.. = {vel ; a < v. i b}M 1

KM , = {v€]RM ; a  ̂v.  ̂b et v A ïjî = I/À} .
vi t A 1

REMARQUE II-6. Dans les exemples qui précèdent, nous avons 

C K V h (cf. Remarque II-1).

Voyons maintenant un exemple où cela n'est pas nécessaire­

ment vrai.

EXEMPLE 4. On considère

f e C°(ïï) , f  ̂ 0 sur ÏÏ

et

K = {vé L2 (!î) ; 0  û  v  û  f  p.p.)

Alors on peut définir

Kh = {vh« Yh ; 0 s vh s £h sur ïï) 

où f est l'interpolée de f dans Y^, ie fĵ est la fonction de Y^

telle que

V pi> - f(pi»-

qui peut être identifié à

KM = {v6 3RM ; 0  ̂v± < f(P±)} .

Dans tous les exemples qui précèdent,  ̂a pu être iden-

M
tifié à un convexe KM  ̂de 3R . Dans ce cas on peut calculer Phvh par

intermédiaire de PM x , la projection canonique sur KM^.

D'une façon générale, Kh  ̂étant donné, supposons qu'on

M
l'ait identifié à un convexe de ]R . Alors
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Donc

y, = Jy.Ç. = P. v, si et seulement si n u i i n n

V  Kh,x et 1yh- vhI 4 lgh 'vhl P°ur tout V  Kh,x '
si et seulement si

y = (yr y2»-.«yM) e KM^X et

(y-v)A(y-v) û (g-v)A(g-v) pour tout gtKM ^

ce qui équivaut à

2A(y-v) + 3Ï„ (y) 9 0,
M,X

ou, d'une façon équivalente

y = P„ (y-y,Ay + |iAv) n > 0 .
KM,X

L'équation (2.36) nous amène à définir le schéma itératif

suivant :

/ •+■ M/ i) on initialise par yQ € 3R quelconque

(2.37) | ii) yk (k = 0,1,2...) étant donné, on calcule

( îfc+1 = PK„ , <?k -  “A?k +
M, X

Alors,

LEMME II-8 : P o u r  u n  c h o i x  c o n v e n a b l e  d e  y. > 0 l e  s c h é m a  (2.37) c o n ­

v e r g e  v e r s  l ’u n i q u e  s o l u t i o n  d e  (2.36).

LEMME II-7 : S o i e n t  v^ = et y^ = d e u x  f o n c t i o n s  d e  Y ^ . A l o r s

= V h

s i  e t  s e u l e m e n t  s i

(2.36) y = PM  ̂(y ~ fiAy + nAv) V ü > 0

a v e c  y = (y1,y2, ...,yM) et v = (v1,v2,...,vM).

Démonstration :

g^6  ̂ si et seulement si g^ = et

g = (g-|#g2/ —  ,gM^e K M,x
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Démonstration : Il suffit de montrer que, pour un choix convenable

de n, l'opérateur

M MT : ]R ]R

y H» Ty = P„ (y - M-Ay + nAv)
M, À

est une contraction stricte. Soit

->
0 _ vAv . vAv „
0 < a = inf ---9  ̂ sup ---„ = 3

v^O |v| v ? 0  |v|

Alors

|Ty1-Ty2| = I y-i "M-Ay 1 -y2 +uAy2 | =

1 i 2 _ . ->■ -> -* v 2 1 + -> i 2 
IY1“Y21 - 2n(Ay1-Ay2 ; y1~y2) + H |Ay.,-Ay2|

. i -> i 2 0 i i 2 t 2D21 -> ->i2 
 ̂ |yi-y2l ■ 2^aly1-y2l +  ̂ 3 |y1-y2 I

= (1 - 2M,a+y,232) | y-|“y2 I 2

Donc, comme 0 < a S B

1-2na+n2e2 < 1 

pour tout 0 < u < 2a/3.

REMARQUE II-7 : Si a < $ le schéma (2.37) converge avec vitesse opti­

male égale à

/ 1 - (a/$)5.

REMARQUE II-8 : Pour la résolution effective du problème (1.1), la 

formulation (1.4) (ou (2.1)) a l'avantage de ne pas avoir besoin de 

calculer 0 à chaque itération de l'algorithme. Cet avantage est anéan­

ti par le fait que la projection P„ est plus difficile à calculer
M, À

que P v  en général. Néanmoins, pour l'exemple 1 cette projection 
M

P est très simple à déterminer. En effet, soit 
KM,A

(2.38) C = {ve3RM ; v £ 0 et v.î = c} ? e 1RM avec ^  > 0 V i.

Nous présentons maintenant un procédé qui permet le calcul 

exact de la projection sur C par un nombre fini d'opérations très 

simples.
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Soit H = {we3RM ; ui.î = c} avec c,f^ > 0. Pour y t l M,

on pose

’*• %  » pHî = y -

2°. v^e H étant donné k H  on pose

11 ?k* V 2 = K  <c-a'd- vk+1/2 ' max {0'vk!)( z .jy)

ii) Vjç défini par fĵ = j ̂  vk+1/2 > ^
(0 sinon

"*■ Vk+l/2 ‘̂ k~c 
m )  vk+1 vk+i/2 “ i _ i 2 k

I

Alors nous avons

V -> M
_ _________  i et c > 0 pour tout y € 3R

Ze s c h é m a  (2.39) c o n v e r g e  v e r s  pCY a p r è s  u n  n o m b r e  f i n i  

d ' i t é r a t i o n s .

La démonstration est une conséquence directe des considérations 

suivantes.

LEMME II-9. S o i t  H u n  h y p e r p l a n  e t  KC H u n  c o n v e x e  f e r m é  d ' u n  e s p a c e  

d e  E i l b e r t  Y. A l o r s  p o u r  t o u t  y € Y  n o u s  a v o n s

PKy = PKPHy*

Démonstration : en effet, par définition de projection 

(y-PKï -• pKpHy-pKy) - 0

(PHy_PKPHy ’• PKy_PKPHy) s 0 

ce qui nous donne

lPK P H y ‘ PK y |2 * <y ' P Hy > PK P Hy • pK y) 2 0  

H étant un hyperplan et K C H nous avons

(y - pHy ; pKpHy - pKy> = 0

Donc

PKPHy = PKy*
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Alors A satisfait les propriétés suivantes :

LEMME 11-10.

->■ .
i) p o u r  t o u t  VÉÜR , Av^H. D e  p l u s ,  v  €  C  s z  e t  s e u l e m e n t  

si Av = v 

ii) si 0 a l o r s  (Av)i = 0

iii) pour tout vtH, |Av| S Iv+| S ¡v| et |Av| = |v| 

si et s e u l e m e n t  st Av = v e C

iv) pour tout véH, -¿Z- e x i s t e  k = k(v)fcW , k û M, t e l  q u e

. k+j-> k-*- , . . .
A Jv = A v p o u r  t o u t  "2 = 1 .

v) P o u r  t o u t  v € H, Pc(v) = Pc (Av).

Démonstration : ii) est immédiat d'après la définition de A.

-*• M i) soit ve3R . Alors

V* î c
Av.î = v+.î - (---— )?•? = C

| f | 2 %
1 % 1

De plus, si v e C, alors v.î = v+.î = c et donc Av = v.

Supposons maintenant que Av = v. Alors v e H et 

c = v.î = v \ ?  - v .î, 

d'où nous obtenons 

(2.41) v+.î = v+.î i c.

+ -± 
v . f - c

Alors v = v - v = Av = v - (---5— ) f entraîne
l£l '
°ü

Soit C le convexe donné par (2.38) avec f^ > 0 pour tout 

i = 1,...,M, c > 0. Considérons l'opérateur A défini par

(2.40)

M „M
A : IR -— » ]R

-  i ’* * * - 0.?
Av ' v ' '

où

f. = 
%1

f. si v. > О 
i i

О si v.  ̂ О
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- y +  - t  
v . f - c

vT = ( -- —  )f.  ̂ o V i
I I I 2 1

S'il existe i tel que v^ > 0, alors f^ = f^ > 0, ce qui 

est une absurdité d'après la définition de f. Donc 

v~ = 0 V i 

ce qui équivaut à v € C .

iii) |Av| 2 = |v+ |2 - 4 - ,  (v+.f)2 - c2 et d'après (2.41)
| ï | 2 l J

I*V| 2 < | r | 2 i  | v | 2

De plus, si |Av| = |v| alors 

-> -> +
V = V

ce qui donne ? = ? et

|v|2 = | Av| 2 = |5|2 - — 2 [(V.î) 2 - o2
H T  J

ou encore v? = c. Donc v € C, et d'après i)

-»■ -»■
Av = V.

iv) Soit C i ( v ) = {i ; v^ = 0}. D'après ii) nous avons 

Cf(v) C 7(Av) C Cf(A2v) c...

Comme

¿/(Â v) C {1,2,... ,M} V j, 

il existe k = k(v) tel que

¿7(Akv) = c/(Ak+-̂v) V j £ 1.

Donc, d'après ii)

(A^v)^ £ 0  V i

et d'après i)

k+j-*- k-> w  . ^
A v = A v é c v j £ 1 .

v) Soit vÇH. Si v £ 0, alors v c C et 

v = Pcv = Pc (Av)

Supposons donc v^C. Soients v. ,v. ,...,v. toutes les coordonnées
X1 2 k

négatives de v.



(k < M car v £H = (vtl : v.f = c} et c,f^ > 0) , et soit

->■ M
H1 = {xc3R ;x. = x . = ... = x . =0}.
' 11 12 xk 

Il est évident que

Pcv = Pc^v

avec = C rvH1 . D'après le Lemme II-9

Pc v = Pc P„ v,
1 1 H1

où P„ V = v +.
1 ^

Soit î = PTI î. Alors, comme 
^ H ̂

r-> M ->-t .
C- c H0 = {x *IR ; xf = c}

I Z f\j

nous avons

Pn v+ = Pr PH v = Pr P„ v = P r  Av.
C1 C1 H1 S 2 S

Mais d'après ii)

(Av)^^ = 0 pour tout j = 1,...,k, et donc

P q  Av  = P ç A v .

Revenons maintenant à la démonstration du Théorème II-9 : 

Soit yelR*1 et soit vQ =

D'après le Lemme II-9

PCV = R e ­

considérons la suite

->
v o ' v 1 f V 2 ' • * • ' v j ' • • •

avec

v . = A^v j — 1,2,3,...
J °

D'après le Lemme 11-10, nous avons

p C^o = PC^1 = PC^2 = * * * 

et il existe k = k(v) tel que

Ak+^v = Aky c. o o

D o n c  -  k+  k +
P CY = P c A v q = A vo .
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CHAPITRE I I I

DEUX INEGALITES ISOPERIMETRIQUES ET APPLICATIONS

Dans ce chapitre nous donnons des estimations concernant 

les solutions u du problème (1.1). Ces estimations sont essentiel­

lement dues à deux inégalités générales :

. La première est une inégalité de type isopérimétrique. Les ré­

sultats obtenus ici sont en majorité des cas particuliers d'un 

résultat général dû à J. Mossino [21] (communication personnelle, 

cf. aussi [22] ) .

. La deuxième est une inégalité due à L.E. Payne et I. Stackgold 

|25] et généralisée par J. Mossino |21].

§ III-1. UNE INEGALITE ISOPERIMETRIQUE - APPLICATIONS.

Pour établir notre inégalité, quelques rappels sont néces­

saires .

III-1.1. Rappels.

N
On considère un ensemble mesurable fi de ]R et u une fonction 

mesurable définie dans fi.

DEFINITION III-1. O n  a p p e l l e  " f o n c t i o n  d e  d i s t r i b u t i o n  d e  u" l ' a p p l i ­

c a t i o n  m e s u r a b l e  uu d é f i n i e  p a r

p. : ]R s» ]R + u

Hu (t) = mes (x ; u(x) > t}

jouit des propriétés suivantes :

.72.
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1i) u est monotone décroissante ; u

1ii) |j.u est p.p. différentiable (puisque monotone) ;

1iii) nu est continue à droite, c'est-à-dire,

lim üu (t) = Hu (to)

t->-t +o

DEFINITION III-2. O n  a p p e l l e  " r é a r r a n g e m e n t  d é c r o i s s a n t  d e  u" 

l ’a p p l i c a t i o n  u* d é f i n i e  p a r  :

u *  : 0 ,  | f i |  ------ i-  ]R

u*(s) = inf {t i 1R ; M>u (t) < s}

u*(O) = sup ess u
fi

u* jouit de propriétés remarquables. En particulier :

2i) u* est la plus petite fonction décroissante v, telle 

que v ( |iu ( t ) )  ̂t , V t.

2ii) u et u* ont la même fonction de distribution, c'est-à-

dire %  = “u*- loi
I I p I I I p

2iii) pour tout p > 0, |u| = | u* (t) | dt
Jfi J 0

2iv) sup ess u = sup ess u* = u*(o+).

DEFINITION III-3. O n  a p p e l l e  " r é a r r a n g e m e n t  s p h é r i q u e  d e  u"

l 1 a p p l i c a t i o n  u d é f i n i e  p a r  

%  N
u : J R --> T R

u(x) = u*(aN |x|N) = inf {t ; Uu (t) < aN |x|N}

nN/2 N
o ù  a., = — tz— 7T—  e s t  l a  m e s u r e  d e  l a  b o u l e  u n i t a i r e  d a n s  HR . 

M (N + 2
N

u satisfait

3i) les ensembles de niveau de u, ie, {x ; u(x) > t} sont 

des boules concentriques dont la mesure coïncide avec la mesure 

des ensembles de niveau de u. En particulier

Hu (t) = n^(t) V t.
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3ii) pour tout p > 0, |u|P = j £ | P
Jfi Jfi

' n 1 W 1 J T, , I fi |v 1 /Nou fi est la boule de rayon R = (-— -)
aN

O»
3iii) sup ess u = sup ess u

a  ^

Une autre propriété importante - et qui nous sera fort 

utile - est le résultat suivant, dû à Hardy et Littlewood : si u 

et v sont deux fonctions mesurables définies dans fi, alors

f fln l f « o
(3.1) uv  ̂ u*v*  ̂ ^ u v

Jfi J0 Jfi

En particulier, lorsque v = ^  avec fi' sous-ensemble me­

surable de fi, on peut conclure :

v *  = X ( o , | a ' | >  e t  ÿ  = X n

Donc (3.1) nous donne

f r | ^ ' | r .
(3.2) u  ̂ u*(s)ds = ^ u 

Jfi' J0 Jfi'

De plus, si fi est une boule de rayon L et de centre xQ et 

u(x) = g(jx-xo |) avec g continue et strictement décroissante dans 

[0,L), alors u(x) = u(x) p.p. et

f f In ' I ( a
(3.3) u(x) = u*(s)ds = r\j u(x)

Jfi' •'0 Jfi'

pour toute fi' boule de centre xQ et rayon R  ̂L .

En effet, si g est strictement décroissante dans [0,L) elle

y est inversible. Soit donc x € fi tel que

t = u (x) = g ( | x—xQ | ) .

Par définition nous avons

u (x) = u* (aN I x-xQ |N) = u*(ixu (t) ) = t.
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§ III-1.2 La première inégalité.

Nous sommes maintenant en mesure d'établir notre première 

inégalité. C'est le résultat suivant (dû à J. Mossino).

THEOREME II1-1. S o i t  fi o u v e r t  b o r n é  r é g u l i e r  d e  1R̂ , N £ 2 , e t

2 ~ 
s o i t  u C H (fi) . A l o r s  y p o u r  p r e s q u e  t o u t  t (; ]a,B[ a v e c

A = max {inf ess u, sup ess u}
fi 3fi

B = sup ess u
fi

n o u s  a v o n s

(3.4) N2a2/Nnu2_2/N(t)  ̂ ( j-Au) (-ü^(t))

u>t

o u  d é s i g n e  l ’i n t é g r a l e  s u r  {x ; u(x) > t)

u>t

D e  p l u s ,  l ’i n é g a l i t é  (3.4) d e v i e n t  u n e  é g a l i t é  s i  

i) c = {x6 fi ; A < u(x) â B} e s t  u n e  c o u r o n n e  à  s y m é t r i e  

\ s p h é r i q u e  ( l i m i t é e  p a r  d e s  s p h è r e s  d e  r a y o n  0 £ Ra £ R^).
(3.5)

/ ii) C o m m e  f o n c t i o n  d u  r a y o n  r, u e s t  s t r i c t e m e n t  d é c r o i s s a n t e  

e t  d e  c l a s s e  ^  d a n s  Cra'rb1 *

Démonstration : c'est une conséquence des lemmes suivants :

T.KMME III-1 : S o i t  uéH^(ÎI). A l o r s ,  p o u r  p r e s q u e  t o u t  tc-]A,B[

(A e t  B d o n n é s  d a n s  l e  T h é o r è m e  I I I - l )  n o u s  a v o n s

-  f | Vu | = PQ ((x u(x) > t})
dt uit n

pfi(E)
d é s i g n a n t  l e  p é r i m è t r e  ( a u  s e n s  d e  D e  G i o r g i )  d e  E

d a n s  fi, c ’e s t - à - d i r e  :

3 4>. ^ 2
Pq (E) = sup{ l max£ <j>i(x) < 1 }

E i

r i 1
Démonstration : D'après Fleming et Rischel |10|, pour ut H (fi)

f +co
(3.6) |Vu| = ; u(x) > s>)ds*

• fi J - 0 0
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Pour t t A,В j] fixé, soit 

u' = (u-t)fc + t 

Alors u'é H1(fi) et d'après (3.6)

f |Vu * j = ( P0 ({x ; u' (x) > s})ds 
Jfi J-eo w

Mais si s < t, alors {x ; u'(x) > s} = fi et donc 

P^({x ; u'(x) > s}) = 0 

Si s £ t, alors {x ; u'(x) > s} = {x ; u(x) > s} et donc 

P^({x ; u'(x) > s}) = Pq((x ; u(x) > s})

Donc
, +00

| Vu I = I Vu ' I = Pn ({x ; u(x) > s})ds
Jo J-t

u> t “

d'où

- ^  |Vu| = ; u <x> > t}) p *p *

u>t

LEMME II1-2. S i  u t H 2 (fi), a l o r s

ê  f l7 u l 2 -  f i u  
u>t u>t

p o u r  p r e s q u e  t o u t  t t]a,B[ .

2
Démonstration : Soit f = -Au e L (fi). Alors 

-Аиф = fip V ф é L2 (fi) .

» _ I

Considérons ip = (u-t) + t avec t fc ]a ,b |_ . Alors ф t H (fi) et 

nous avons

-Аиф = f(u-t) + t f
 ̂fi *, fi u>t

De plus,

- A u i p  = f V u . V i p  - f = f | Vu | 2 - tf |g
Jfi Jfi J3fidn U  J3fidnu>t

Donc
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1 Vu|2 = f(u-t) 

u>t u>t

Il suffit de démontrer donc que

Í f(u_t) = - Í f- 
u>t u>t

Or, pour tout h > 0

i) ^ f(u-t-h) - f(u-t) = ^ - | fh - f(u-t)

u>t+h u>t u>t+h t<uàt+h

= - | f  -  ¿ | f(u-t) 

u>t+h t<uàt+h

On veut montrer que

lim - f f - r- f(u-t) = - f
h-*o+ J h J J J

u>t+h t<u^t+h u>t

Soit H. = f X  et H = f  . X
{x;u(x)>t+h} {x;u(x)>t}

et HQ sont mesurables, -*■ HQ p.p. et |H^(x) | Ú |f(x) | p.p..

Donc, d'après le théorème de Lebesgue

. Hh * f H o  
c'est-à-dire

Í -  
u>t+h u>t

De plus

t f f 

¿ f(u-t) < ¿ IfI IU-t| S t fI

t<u<t+h t<u£t+h t<u£u+h

et de nouveau d'après le théorème de Lebesgue (puisque

H, = | f IX + 0 p.p.), nous avons
h {x;t<u t+h}

¿ I f(u-t) -*• 0 .
h J

t<u<t+h
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i Î f f 1 1T î f "

ii) - ^ f(u-t+h) - f(u-t) = “ h fh + f(u-t)

u>t-h • u>t u>t-h t-h<u^t J

f - ^ f(u-t)

u>t-h t-h<u^t

Les raisonnements précédents nous donnent :

lim+ f = f

h_>0 u>t-h u= t

et

^ f(u-t) i l  IfI|u-t| S I f I

t-h<u^t t-h<u^t t-h<u^t

Donc, pour tout t tel que mes (x;u(x) = t} = 0, nous avons

lim - ^ f f(u-t+h) - f(u-t) = - f 

u>t-h u>t u>t

i) et ii) sont équivalents à

lim £ |Vu|2 - |Vu|2 = Au 

I*1!"*® u>t+h u>t u>t

pourvu que mes {x;u(x) = t} = 0 .

Comme {tc-]A,B[ ; mes (x;u(x) = t} = 0} est de mesure nulle

dans T R nous avons :

d ' 2 “i|Vu| = Au pour presque tout ttjA,B| .

u>t u>t

Revenons maintenant à la démonstration du théorème III-1. 

D'après l'inégalité de Cauchy-Schwartz

. 2  r r
(3.7) (̂  j |Vu j)  ̂ (̂  |Vu|2) 1 |uu (t) - Uu (t+h)

t<u=t+h t<u^t+h

D'après les lemmes précédents et la propriété 1ii) nous avons

(3.8) P ((x;u (x) >t> ) 2 S ( -Au)(-y^(t))

u>t
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D 'après 1'inégalité isopérimétrique de De Giorgi

(3.9) P ({x;u(x)>t}) à Na^/N *J~1/N(t)

(l'égalité étant atteinte si u a la symétrie sphérique et décroit 

le long du rayon).

Donc (3.8) et (3.9) entraînent (3.4).

Pour finir la démonstration, il suffit de démontrer que 

l'égalité est atteinte dans (3.4). Pour ce faire, supposons (3.5). 

Alors, pour tout tf]A,B[

N
Hu (t) = mes {x;u(x)>t} = r (t)aN

où r(t) désigne le rayon de la boule 

{x;u (x) >t} cix;u (x) >A} .

Donc

/o *t2 2/N 2-2/N... .T2 2 ...2N-2(3.10) N aN (t) = N aN r(t)

De plus

U^(t) = NaNr(t)N_1r '(t) p.p. t

et

(3.11) f -Au = - [ |^dr = - u '(r(t)) dr 

u>t u=t u=t

= NaNr(t)N_1u'(r(t))

Donc

( [ -Au)(-u^(t)) = N2a2r2N_2 (t) ^u(r(t)) p.p. 

u>t

Comme u est strictement décroissante (par rapport à r), 

mes {x;u(x)=t} = 0  V  t

et

u(r(t)) = t

Donc

^  (u ( r ( t ) ) ) = 1 

et nous avons l'égalité dans (3.4).
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III-1.3 Applications.

Nous envisageons maintenant l'application du Théorème 

III-1 aux solutions des problèmes du type (1.1). Comme dans le 

Théorème III-1, nous supposons N i 2.
2

K étant toujours un convexe fermé de L (fi), on considère 

u solution de :

f -Au = XPRu

) u = 0<t>
I f

[ X PK (u)ÿ = I

2
Alors u iH (fi) et d'après le Théorème III-1

(3.13) N2a2/Nu^"2/N(t) S X PRu (-n^(t))

u>t

pour presque tout t tel que

(3.14) tfc (max(inf ess u, sup ess u) ; sup ess u)
fi 9fi fi

En particulier, si = 1 (3.13) et (3.14) deviennent :

(3.15) N2a2/Nü2~2/N(t) < Xf PKu(-u^(t)) p.p. t > 9

u>t

L'inéquation (3.15) nous permettra d'obtenir quelques in­

formations sur les exemples traités au chapitre I, §1-4.

EXEMPLE 1. On considère

K = {v é L2(fi) ; a £ v £ b p.p. avec 0 û a < b}

Soit u solution de

-Au = X [a + (u-a)+ - (u-b)+ J dans fi

u = 0 sur 9fi

- ' dr = I
■ 9fi



où la première équation est prise au sens des distributions. Nous

2
avons remarque (cf. ch. I, §1-3) que u <r C (fi) . Alors

THEOREME III-2 :

i) S i  0 û a û max u a l o r s
ÏÏ

/ [ J -1 , i-î) *a J  ,

a - , „  2/N I“ »»! "  l ° l  - , ~ ^ 7 n |!î| '  ^ >a|
(3.16) 0 > J ( ,aN I- - N - . -

J Si N > 2,

[ I-Xa|fi| |fi| Xa ”
a - ------- log ----- - —  l^l” lu>al si N = 2

4n | u>a | 411 L-

o ù  |u>a| = mes {x;u(x)>a} = M^ta) ( a v e c  l a  c o n v e n t i o n  0x°°= 0 si

a = max u).
ÏÏ

ii) S i  0 ^b < max u a l o r s
fi

Xb 2/N
max u  ̂b + ---5-7TJ | u>b |
ÏÏ 2NaÎ/wN

C e s  i n é g a l i t é s  d e v i e n n e n t  d e s  é g a l i t é s  l o r s q u e  fi e s t  u n e  b o u l e .

Démonstration :

i) Si 0 < a, alors pour 0  ̂Ç £ a

X PRu = X | PRu - X PRu = I - Xa dx

u>Ç fi u^Ç u^Ç

= I - X a ( |fi| - Uu (Ç))

Donc, d'après (3.15)

N 2a2/ N n2"2/ N U )  S (I - Xa|fi | ) ( - U ^ U )  ) + Xa u u (Ç) (-n^(Ç))

Comme nécessairement I - Xa|fi| à 0 (d'après la condition nécessaire

d'existence) et comme Xa 2: 0 (puisque a > 0 entraîne X > 0) , on ob­

tient :

a T , in i |u>a| , lu > a l
c I— Xa fi I f /̂ T ^  Xa f o /Ty7 a

< ________L_1 S 2/N_2d s __________S 2/N_1dS
= ..2 2/N S M2 2/N

0 N aN |fi| |fi|

.81 .
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d'où (il faut remarquer que ~u^(Ç)dÇ £ d(-uu (Ç))

<I-Xa|i!|)N â-1 î-1

• * a 4 -  -  I“ ! "  1 -N (2-N)

2 2

---9~T7m (~) i | u>a| N - |fi|N} si N > 2

* 4  2

ou encore

I-Xa|ü| |-1 |-1 Xa i 2

6 È a ---------- 57N<l»>al - ¡«I >- - 2 7 N { la l ' |u>a|N }
N(N-2)axl 2Na„N N

si N > 2

ou
I—Xa | Î21 Xa

a - 0 £ - ------- {log|u>a| - log|fl|} - — {|u>a| - |ft|}
411 411

si N = 2

ce qui nous donne

I-Xa|fl| |n| Xa
0 £ a - ------- log ----- - —  {|Œ| “ |u>a|}

411 | u>a | 411

ii) Supposons maintenant 0 £ b < max u. Alors pour
fi

b £ Ç  ̂max u
ÏÏ

X PRu = Xbnu (Ç)

u>Ç
Dans ce cas, (3.15) s'écrit

N2a2/N^ ~ 2/N(£)  ̂ Xbuu (Ç) (-n^(Ç))

Donc

fmax s  Xb f max u 2/N-1

" Ñ5^ 2755 I Ub N  aN b

U)

ce qui nous donne

Xb 2/N
max u á b + --- y Tk I u>^ I

ü 2Nâ

<- U) )dÇ
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Lorsque fi est une boule, la solution u vérifie la condition

(3.5) ; c'est une conséquence du principe du maximum et d'un résul­

tat de Gidas-Ni-Niremberg [12] (cf. aussi P.L. Lions [17j) . De plus 

d'après la régularité de u dans ce cas, nous avons 

d(-|xu (Ç)) = - i^U)dÇ.

Donc, toutes les inégalités précédentes deviennent des égalités.

REMARQUE III-2. Lorsque a = 0, (3.16) se simplifie et devient :

si 0 û a < max u
fi 2_1 2_1

/- ----- — | u>0 | N -|fi|N } si N > 2
N(N-2)

(3-17» 9 i  I |n|
[ - —  log ----- si N = 2
\ 411 | u>01

On voit facilement que les expressions (3.17) sont encore valables 

si u est une solution de (3.14) avec :

i) K = {v L2 (fi) ; v è 0 p.p. dans fi}

ii) K = {v L2 (fi) ; v £ 0 et |v| _  ̂ 1} .
L

En fait, l'inégalité (3.1-7) est valable pour toute solution de pro­

blèmes du type

l X f (x,u) si u H
l -Au = ] dans fi
\ ( 0 si u < 0

\ u = 0 sur 9fi

f -  i 9u _ T
J ^n

\ 9fi

(avec f(x,.) £ 0 p.p. x fi), lorsque 0 ^ 0  (cf. Mossino-Temam [24]).

EXEMPLE 3. On considère

K = {v £ L2 (fi) ; v > 0 et |v| 9 < 1}
Lz



Si u est solution de
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(3.18)

A +
-Au ------------------- - u dans fi

1 + (|u+| „ - 1)+
IT

u = 0 sur 9fi

- f  f ï ï d r  -1 >0
3fi

Nous remarquons que max u > 0 et même
ïï

max u  ̂— -—  > 0
fi X | fi |

puisque I / X  = P„u S max u |fi|
J fi

Nous avons :

THEOREME III-3 : O n  s u p p o s e  0 ^ 0 .  A l o r s

i) 0 £

I 2-i - - i
--------- {|u>0|N - |fi|N } si N > 2

N (N-2)

I |u>0|
—  log -----  si N = 2
4ïï |fi|

( c e t t e  i n é g a l i t é  é t a n t  i s o p é r i m é t r i q u e )

ii) 0 £

4-N 4-N
/ l vnl 2N ,n , 2N, si N £ 2

---------27N {IU>01 “ In| > N d 4
N(N-2) r

X | ia>0 |
---- log----- - si N = 4
8 /21 1  | f i |

2

1111 rT 27N  l U>° | N S 1
N

E n  o u t r e , o n  a ,  s o i t  |u+| _ û 1 , s o i t
L

1 < lU I 2 “ 2 2/N lU>°l L 2Na.T N
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2Na2 N̂ 6
iv) max u £ -----  ----- -̂7̂ ------T7£i

fi X (Iu>01 - I fi I / )

D a n s  l e  c a s  N = 2 o u  3 o n  a  e n c o r e

2x izü

I-------27n lu>°l 2N s i 6 ^ o
i NU-N ïoJJ'

v) max u
fi / 2X 4 ^

'-------5755 |!î| 2N + 9 si 8 2 0
N(4-N)c<2/N

L e s  i n é g a l i t é s  ii) à v) n e  s o n t  p a s  i s o p é r i m é t r i q u e s .

Démonstration : La partie i) est identique à celle du théorème pré­

cédent (cf. remarque III-3).

On suppose 0 ^ 0 .  Alors, d'après (3.15)

(3.19) N2a2/V ? ' 2/N(£)  ̂ xf P u (-u'(Ç)) p.p. Ç > 0
N u  u>£

Puisque |P u| „  ̂ 1 on obtient, d'après l'inégalité de 
L

Cauchy-Schwartz :

, 2/N-3/2
(3.20) 1 s -tT7n %  U)(-nu (U) P-P- Ç > e

N‘cn

Si on intègre (3.20) de 0 à 0 (puisque max u £ — =—  > 0),
X J fi |

X |u> 0| 2/N-3/2

' 6 * - Z T Ï J N J s ds
N aN |fi|

X 1 1 1 1
{|U>0|^ 2  ,  |0 |N - Ï } s . n ^ 4

[ N N 2 )

i A |fi|
\ ----- log ----- si N = 4

1 6/ôT̂  | u>0 |

ïïN/2Comme ou, = ---------- on obtient (ii)
N T (1 + N/2)
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Si on intègre (3.20) de 0 à max u, alors pour N < 4 :

-X 0 | - 1  X

0  =  m a £  u  =  zrrm J  s  d s  =  i j 2 ~  ~2 / n  .2 v  l u > ° l
N | u> 01 aN N 2

Si 0  ̂ 0, on intègre (3.20) de 0 à max u pour avoir
ï?

> n 2 _ 1  > l-l
f oN 2, A î i N 2

maî  u •  0 5 '  I s dS = M2 2 / N ,2 1 , l ° l
N |ft| “N *N 2*

d'où l'expression dans (v).

Pour démontrer (iii) et (iv) , on considère (3.19). Alors, 

d'après (3.18) :

(3.21) N2a2/1V 2"2/N(U = Xc(u) j u+ (-u^(Ç))

u>Ç

avec c(u) = 1 si |u+| 9 û 1 et c(u) = 1/|u+| sinon.
L

D'après l'inégalité de Cauchy-Schwartz

Xc(u) 2/N-1
(3.22) 1 £ '"¿— ¿TiT max u ^u (“üu (Ç) )

N aN

On intègre (3.22) de 0 à 0 pour avoir

X c  (u) J U>0I 2/N-1

- 6 5 ‘ ^ 7 i î  max u s as
N °N |8|

Comme c(u) û 1 on obtient (iv)

Si on intègre (3.22) de 0 à max u, alors 
max u lï

г fi Ac(u) г 2 / N - 1

„ dÇ s rs~mma# u s as
0 N aN n Iu> oI

■ Щ ^ таг |U>0|2/NN
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Donc
Xc(u) 2/N X 2/N

1 - 7— I7N lu>°l s rrT7N lu>°l
2NaN 2NaN

d'où, soit
X 2/N

|u | - = 1 = 2/N IU>0I 
L 2Na'N

soit
. X 2/N

' < I“ I.2 S lu>°lL 2Not./N

COROLLAIRE II1-1. P o u r  X a s s e z  p e t i t  i l  n ' y  a  p a s  d e  f r o n t i è r e

l i b r e  d a n s  l e  p r o b l è m e  (3.18) . P l u s  p r é c i s é m e n t , s i

a 2/N 
X < 2N(— )

|n|
a l o r s  0 > 0 .

Démonstration. D'après le Théorème III-3, iii), si 0 £ 0,

. 2/N

---27n Iu>01 * 1
2N0tN 

ou encore
aM 2/N aM 2/N

X £ 2N(— -— ) * 2N (———)
|u>0 | | n |

Dans le cas N = 2, on a d'autres informations concernant le 

problème (3.18), à savoir :

THEOREME III-4. O n  s u p p o s e  t o u j  o u r s  0 ^ 0 .  S i  N = 2, a l o r s

2 2 1 / 2
i) S i  X > o n  a  |u+| 2  ̂ (|̂ -) û 1

L

l2
ii) S i  X < o n  a  :

2
s o г t  |u | 2 < 1 < j ^ x 

L

+ i2s o % t  1 < | u I 2 =
Li
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P a r  c o n s é q u e n t  :

I2 /Il 1/2
iii) S i  X  t —  a l o r s  max u  ̂---- |u>0|

411 fi 3n/ÏÏ

T-2 j.2 1/2
iv) S i  X  < —  a l o r s  max u  ̂  ̂ |u>0|

411 fi 811

Démonstration. Lorsque N = 2 l'inéquation (3.21) prend la forme

p

(3.23) 4üuu (Ç) â Xc(u) u+(-u^(0) p.p. ç  ̂ e

U K

Donc, si 0  ̂ 0, pour 0 i ÇSimax u, on a d'après (3.2)
fi

/Pu<Ç)
(3.24) 4üu (Ç) i  X c (u) ( u*(s)ds)(-u (Ç))

J 0

Si on multiplie les deux côtés de (3.24) par 2£(>0) et on 

intègre de 0 à », on obtient :

f00 f00 
811 Çyu (Ç)dÇ £ 2Xc (u) Ç ( u* (s)ds) (-u.u (Ç) )dÇ

0 0 0

f00 fU (Ç)
S Xc (u) 2u*(nu (Ç)) ( U U*(s)ds) (-u^(Ç))dÇ

0 0

f°° d fyu (̂  2 fyu (o) 2
= -Xc (u) ^  ( u*(s)ds) dÇ S Xc (u) ( u u*(s)ds)

0 0 0

f 2 X r 2 2
=  X c  (u) ( u) = ----( P u) = -----

J 0 o(u) > Xo(u)

Donc
•OO _2
2Çu (Ç)dÇ S --- - ---

JQ u 4üXc (u)

Par ailleurs, d'après le théorème de Fubini :

0° f OO - çOO

2Çu (Ç)dÇ = 2£( r r,dx)dÇ = ( 2£ dÇ)dx
U J . lÛ t,J , J {n> £}

0 0 fi fi 0 lU

r fU(x) 2
( 2ÇdÇ) = |u |

fi 0 L
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Donc
2 T2

|u+| 2 S ----
L 4üXc(u)

ou encore
2 2 

c(u)Iu+I „  ̂i— ■
L 411À

Si |u+| 9  ̂1, alors c(u) = 1 et 
L

t 2  1 / 2

lu I 2 * (4ÏÏI)
J-l

+ 1 Si Iu I _ > 1, alors c(u) = — ---- et
L2 l»+l 2

L 4IIA

2
Donc, si À H  /411 , alors

r2 1/2 
|u+| < (i— ) S 1

L 4IIX

2
Par contre, si X < I /411 , alors :

+ i2 
soit |u I , S 1 < -—

IT 4IIX

+ I2 
soit 1 < |u | 5 £ ---

L 4IIX

On revient à l'inéquation (3.23). Alors, d'après l'inégalité 

de Cauchy-Schwartz, comme c (u) 0* 1 ,

4IIuu (Ç) < X | u+ | 2% /2^) (-^ÛU))
L

OU +
M u  | 2 _i/2 

1  ̂ ---------L -  n„ 7 (C) (-Hn (Ç))
411

Donc, si 6 i 0, par intégration de 0 à max u :
fi

X|u+ | 2 f | u>01 1 M u + |L2, ,1/2
max u s; -----—  ds = -----------------1 u> 0 |
ÏÏ 4ïï J0 2ÏÏ
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Si X > M  alors d'après i)

t2 1/2
lU Il 2 “ (4lX)

et

< /X i  , >f1| 1/2max u £ ---- |u> 0 |
fi 4n/ÏÏ

r2
Si À < alors d'après ii)

M “+Il2 £ ÏÏÏ

et nous avons

-r-2 1/2
max u  ̂ | u>0 |
IT 811

Nous pouvons dire que le problème (3.18) est local si

|u+| 0  £ 1, le deuxième membre de la 1ère équation (3.18) se rédui- 
L

sant à Xu . Comme conséquence immédiate du Théorème III-4, nous avons

COROLLAIRE III-2. D a n s  l e  c a s  N = 2, u n e  c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  p o u r

q u e  l e  p r o b l è m e  (3.18) s o i t  n o n  l o c a l  e s t

I2
A < 1 Ï Ï

REMARQUE II1-3. Pour l'exemple

K = {vtL2 (fi) ; v £ 0 p.p.} 

nous avons

PKU “ U+ •

Donc la plupart des raisonnements précédents sont valables ; il 

suffit de considérer c(u) = 1 dans (3.21). Plus précisément :

EXEMPLE 3 : Soit

x2

K = {v £ L2 (fi) ; v £ 0 p.p.}



Si u est solution de

, -Au = Xu+ dans 0,

(3.2 5) | u = 0 sur

( -f ^  = I 
3n

THEOREME III-5. O n  s u p p o s e  0 ^ 0 .  A l o r s

I 2/N-1 2/N-1
I ---------ô T i ï { | u>01 - |ft| } si N > 2

N (N-2) a.1 
i) 0 « j w

f 1 lu>0l 
\ —  log ----- si N = 2

411 \ Q \

X 2/N 
L i )  -----27n lu>°l = 1

2Na„
N

2Na2//N 0
iii) max u £ -------------^ -7- ---- x-rrz

ÏÏ X (|u>0|2/N-|fi|2/N)

D e  p l u s , s i  N = 2 a l o r s

2 1 / 2
iv) |u+| , S (±—  )

L 4IIX

I /X 1/2
v) max u £ ---- lu>0|

Ü  4II/ÏÏ

S e u l e s  l e s  i n é g a l i t é s  i) ° e t iv) s o n t  i s o p é r i m é t r i q u e s .

§ I I I - 2. LA DEUXIEME INEGALITE - APPLICATIONS.

Nous passons maintenant à la deuxième inégalité ; elle 

nous permettra d'obtenir des estimations ponctuelles pour Vu, avec 

u solution des problèmes du type (1.1).

.91.
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Les applications qu'on envisage ici sont inspirées des tra­

vaux de I. Stackgold |.32] et J. Mossino f_21 ] . Elles sont les consé­

quences directes d'une inégalité générale due à L.E. Payne et I. 

Stackgold [25] (cf. aussi R. Sperb [30]) et généralisée par J. Mossino 

dans [21].

Pour ce faire, on considère fi ouvert borné de 3RN de classe

2 £
C ' et u solution de :

( -Au = f(u) dans fi
(3.26) l

( u = cte sur 3fi

où f est une fonction continue positive (f(u) f 0). On fait l'hypo­

thèse :

(3.27) u tW3,q(fi) q > N > 2

Or, d'après le théorème d'immersion de Sobolev nous avons 

u e C 2,V(ïï) avec 0 < v£1 - N/q

Alors

THEOREME II1-6. P o u r  t o u t  x tïï

max u

(3.28) 1/2|Vu(x)|2 < (a + f(s))ds
Ju(x)

â U
o ù  a = max {0, (N-1)max k(x)-r— (x)}

an 9n

k(x) é t a n t  l a  c o u r b u r e  m o y e n n e  d e  3fi a u  p o i n t  x (k(x) £ 0 

s i  fi e s t  c o n v e x e ) .

Démonstration. On considère pour tout x é fi

2 max u

J (x) = lr l (|̂ ~) - f (s ) ds + au (x)
2 j dxj  Ju(x)

avec a d  à choisir convenablement. Alors, d'après la régularité

de u et f

J fcC1 (Œ).
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En différenciant J par rapport à x.̂ on obtient

(3.29) H -  = l (|H_) + f (u) + a |H-
dX^ fi oXj aXj dX^ 3x^ 3x^

et d'après (3.26)

/o r>n\ 3J _ v /3u v 32u v 32u 3u . 3u
(3'30) W 7  - \ (ÏÏÏ7) â^TSïïT - l 3^7 S3T7 + “ 377

1 3 3 3 1 J 3 i 1

Vu les hypothèses (3.27), toutes les dérivées dans le se-
1

cond membre de (3.30) sont dans H (fi). De plus, d'après l'hypothè­

se (3.27) on peut différencier (3.30) au sens faible (cf. Gilbert- 

Trudinger (théor. 7.4) |j Sj ) .

Alors
3

32 J _ v  ( 33 u .2 r 3u 3 u _ r , 33u > 3u 
3xi2 ( 3xj3x^ 4 3Xj dïcTdxT2" 4 3Xjà 3xi 3x.̂

_ v 3 2u 32 u , 32u 
-  I 3 ^  3^7 013^7

et

3 2 ii 2
(3.31) AJ = l (v-;- ■“■■■ ) + (a - Au)Au. 

i,j 9xj9xi

Si on dénote g le deuxième membre de (3.31), alors

g 6 C°/V(ïï)

De plus, si x <- 3fi, alors

2 max u

J <x> = i  " I f(s)ds + ac <E C°(3fi)
2 9n Jc

Donc, (cf. D. Gilbart-N.S. Trudinger [13], Théorème 6.13)

J € C2,v (fi) H C°(ÏÏ) .

Considérons P tH tel que J(P) = max J(x)
Xéïï
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Deux possibilités se présentent :

. Soit P c- 3!î, soit Pfc iî .

On va montrer que, pour un choix convenable de a, P 

ne peut pas appartenir à 9fi. Pour cela, vu la régularité de 9fi, 

on introduit un système de coordonnées normales dans un voisi­

nage de 9fi. Alors pour chaque x e 9fi nous avons

2 max u 

J(x) = j  ” | f(s)ds + ac
C

et

9J- v 9u 92u , 9u , 9u
3ÏÏ(X) = to 3F- + f(u) to + “ 35

ou encore

3J 9u T92u , c . v .
is - to * f(u) + a_

Mais, par rapport à ce système de coordonnées, l'équa­

tion (3.26) (restreinte à 9fi) prend la forme

32u / „ », 9u -/v 
9nr ” (n_ ) 9n = (u)

pour tout x <= 9fi (avec k la courbure moyenne de 9 fi au point x) .

Donc

9 J _ 9u w ,, s <\nrs ~~ n. ot — (N-1 ) k rv V x e 3Q
dn dn _ o n_

D'après le principe du maximum fort (cf. D. Gilbert-Trudinger

D3]>

■jr— (x) < 0 pour tout x fc 9fi 
9n

En choisissant a > (N-1) max k(x) -lr̂ (x) on obtient9n
x e 9fi

^  T
■ĝ (x) < 0 pour tout xt 3!1 

Donc, pour ce choix de a nous avons nécessairement P e  fi •
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4 l’u l2 J . ' Æ » 2
J 1 J

Donc, d'après (3.31), pour tout xe fi£

at 1 V ,3J «2 2 r . .. 3u 3JAJ £ ----~ l  (-r— - ) ------=• l  (a + f (u) ) ïï—  -r—  +
|Vu| i 9xi |Vu| i 9xi 9xi

+ — 1-~ l  (a + f (u) )2 (|^-)2 + (a - Au) Au
|Vu| i 9xi

2 2 
= — ! -5- I (f^ -) " î  «4 H -  + (a + f ( u ) )  -  (a + f  (u))f (u)

|Vu| i 9xi i 1 9xi

avec w. = — — ^(a + f(u)) qui est borné dans fi .
1 |Vu| 9xi £

Donc,

(3.32) AJ + l u i . > a (a + f(u)) £ a2 > 0 si a > 0.1 dX^

Or, si P <= fi£ est un point de maximum pour J, alors

f^-(P) = 0  i = 1,2,... ,N

AJ(P)  ̂ 0. 

ce qui est impossible d'après (3.32).

qui est un sous-ensemble ouvert de fi contenant P. D'après (3.29)

r  __2  r  -i 2
V /  .a. -e t \ ^ U  r  r  3u 32 U
? I3T - ,a + £(u) 977 ‘ l l-iïmnnr  
i >- i i -1 i L 3 j  j i J

Mais là aussi deux cas sont possibles : soit |Vu(P)|  ̂0, 

soit |Vu(P)| =0. On va montrer aussi que pour un choix conve­

nable de a, |Vu(P)| i  0 est impossible.

Si |Vu(P)| f  0, on choisit e > 0 tel que 

e < |Vu(P)| 

et on définit

fi£ = {x£ fi ; |Vu(x)| > e}
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Il ne nous reste donc que la dernière possibilité :

|Vu(P)| =0. Dans ce cas, 

max u

J(P) = - f(s)ds + au(P)
Ju(P)

max*
= max (au(P') - f(s)ds ; P'-é iî et Vu(P') =0}

Ju(P')

Comme f £ 0 , en choisissant a £ 0, la fonction

(•max u
t t— ► at - f(s)ds

J t

est croissante et

J (P) = a max u.

Donc

J (x)  ̂ a max u V x e fi 

ce qui équivaut à

max u

■l|Vu(x)|2  ̂ [a + f(s)"]ds
Ju(x)

REMARQUE III-4. L'inégalité (3.28) devient une égalité dans le 

cas N = 1 ; dans ce cas, pour a = 0

dj = au |iu + ( ^ . 0_
dx dx _dx J

COROLLAIRE III-3. O n  c o n s i d è r e  u s o l u t i o n  d u  p r o b l è m e  (3.14)

3 ua v e c  N =2 o u  3. A l o r s ,  s i  a  = max{0, (n-1 )max k(x)-r— (x) }
9fi 9n

9
i) P o u r  K = {vtL (fi) ; a < v < b p.p.} avec 0 < a < b, on a

1 2
■j | Vu (x) | £ (a + Xa) (max u - u(x) ) +

{ (u(x) - b) 2+ - (u(x) - a) 2 - { (max u - b) 2- (max u - s)2 }
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ii) P o u r  K = {v€ L (fi) ; v  ̂ 0 p.p. et |v| _  ̂ 1} o n  a  :
L

2
-̂ |Vu(x)|  ̂a (max u - u(x)) +---------------{(max u) 2-u (x)+)̂
2 2 [1 + ( | u+ 1 -1)+J

IT

III-2.1. Applications.

Dans la suite, 0, est un ouvert borné convexe de 1RN de classe

2 eC ' . On considère :

(3.33) K = (vfeL2 (fi) ; 0 < v < b} , b > 0.

On suppose u solution de (3.14) avec K donné par (3.33).

1. Estimations pour la distance entre les frontières libres.

THEOREME III-7. S o i t  P€ ü  t e l  q u e  u(P) = max u = M . A l o r s  n o u s  

a v o n s  :

1) S i 0 £ O £ M £ b  ( i l  e x i s t e  u n e  f r o n t i è r e  l i b r e  : {u=0}) 

i) d({u=0}, 8Î2) £ —
/Xm

ii) d(P, {u=0} > —
2/X

2) S i 0 S O < b i M  i ( i l  e x i s t e  d e u x  f r o n t i è r e s  l i b r e s  :

{u=0} e  t {u=b}).

i) d({u=0} ;3fi) 2: --------
/Àb(2M-b)

ii) d({u=b} ,{u=0}) £ ■—  arc sin y j  2 ^ _ h

iii) d(P,{u=b}) > y j 2

3) ( i l  n re x i s t e  p a s  d e  f r o n t i è r e  l i b r e ) .

d (P, 3iî) 2 —  ( n/2 - arc sin )̂
/X M

2
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4) 0  ̂ 0  ̂b  ̂M ( u n e  f r o n t i è r e  l i b r e  :{u=b} ).

d({u=b};3fi)  ̂—  (ar sin J  — ~ ar sin --------
/ X  y /b(2M-b)

5) 0 < b  ̂ 0 < M ( p a s  d e  f r o n t i è r e  l i b r e ) .

d(P;3fi) > y j - (-x~9 ]

T o u t e s  c e s  i n é g a l i t é s  d e v i e n n e n t  d e s  é g a l i t é s  l o r s q u e  N = 1.

Démonstration : D'après le Corollaire III-3 :

2
(3.34) -̂| Vu (x) | i ” u (*) + ) - ^((M-b)2 - M2) .

Il suffit de montrer un des cas ; les autres découlent du 

même procédé. Montrons par exemple 2ii).

Si x €(0 û u  ̂b}, alors (3.34) nous donne

2
■j|Vu(x)|  ̂ -̂{2Mb - b2 - u(x)2}

Donc

| Vu |  ̂ / X  / c* - u4

avec

c = /b(2M-b)

Soit Bt{u=b} et A t {u=0} . Alors, le segment qui joint B 

à A a pour équation paramétrique 

t i— >  tv + B

avec
-*■ BA
V = |BA|

et donc

^  ï  £ |Vu| S /X - u2 dt dt 1 1

ce qui donne



.99.

—  — —  < /X d (B,A)
• o /c2 - u2

Donc

(3.35) d (B,A) £ arc sin ^ 2 ^ 5

Comme le membre droit de (3.35) ne dépend pas du choix des 

points A et B, nous avons

d({u=b} ,{u=0}) > —  arc sin
A  * 2M" b

2. Une condition suffisante pour l'existence de la frontière 

libre {u=b} .

THEOREME III-8. P o u r  b a s s e z  p e t i t ,  l a  f r o n t i è r e  l i b r e  {u=b}

e x i s t e  p o u r  X  b i e n  c h o i s i .  P l u s  p r é c i s é m e n t ,  p o u r  

\ Ç l \

b < I --- X-
| I

I I2s i  ----  ̂ X  <  — x---- ^  a l o r s  M = max u > b
b|ft| b̂ |9fi| ^

Démonstration : Si M û b, d'après (3.34), pour x e , on a

 ̂ X(M2- (9 )2)  ̂ AM2 
dn +

Donc

I2 = ( |^)2  ̂ XM2 |3fi|2 

ce qui équivaut à

M > -- ---
»̂X | 3fi|

Donc, si M  ̂b, alors — -—   ̂M û b.
/ X \  3S2|

Mais alors, si

1 - > b
/ à  | |
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nous avons M > b, pourvu que À satisfasse la condition nécessaire 

d'existence, à savoir

y = b | fi |

Or, comme b < --- I--1 on peut toujours choisir
| 3fi|

I I2_^L_  ̂ x < y ---■» . 
b | fi | b | an |
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