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RESUME DE LA THESE EN ANGLAIS

This thesis consists of two independent parts. The main result of the first part 
(yvhich is joint work with A; Marin) is about four dimensional manifolad which 
are smooth, simply connected and closed. Given such a manifold M and F a 
characteristic ( not necessarily orientable) surface in M, we give a congruence 
between the signature of M, the self intersection of F in M and the Arf 
invariant of a quadratic form defined on the first homology group of F. This 
formula generalizes the famous Rohlin’s congruence. We also give new and 
geometric computation of the same groups when a spin structure is taken into 
account.

In the second part we first give a simple and rigourous proof of a slightly 
enhanced version of the Brouwer's plane translation theorem. Then we show 
how our version of this theorem leads to a quick deduction of the 
Poincare-Birkhoff theorem about homeomorphims of the annulus.
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INTRODUCTION

Cette these comporte deux parties independantes.

P r e m ie r e  p a r t ie 1 .
Cette partie presente les resultats d ’un travail en conimun avec

A. Marin.
Si on s ’interesse a une variete de dimension quatre, conuexe, com- 

pacte, sans bord et simplement connexe M 4 (sauf mention contraire toutes 
les varietes de cette introduction seront ainsi), le seul groupe d ’homologie 
interessant est le second, H 2 ( M ; Z ) , qui est un Z-m odule libre de rang 
fini muni de la forme d ’intersection qui est bilineaire, symetrique et unimo- 
dulaire. On sait depuis Pontriaguine (1949) que cette forme determine le 
type d ’homotopie oriente de M 4 et meme, d ’apres Wall (1964), la variete 
M 4 a /i-cobordisme pres si M 4 est differentiable.

Deux questions se posent naturellement :
(1) Est-ce que toute forme bilineaire symetrique entiere unimodulaire 
est form e d ’intersection d ’une telle variete M 4 ?
(2) Peut-on classifier les varietes M 4 de forme d ’intersection donnee?

Rappelons que, pour les varietes topologiques, les travaux de Freed­
man (1982) (completes par Quinn (1982)) donnent une reponse complete 
a ces deux questions. Toute forme bilineaire symetrique entiere unimo­
dulaire est forme d ’intersection d ’une variete topologique de-dimension 
quatre et ceci d ’une maniere unique si la forme est paire. Dans le cas ou 
la form e est impaire, il y a exactement deux varietes topologiques reali- 
sant la forme donnee. Ces deux varietes sont distinguees par l ’invariant 
de Kirby-Siebenmann de leur produit avec le cercle 5 1 . On sait que cet 
invariant k (M  x S 1) ^  H 4{JVI x  S 1 ;Z /2 Z )  =  Z /2 Z  est nul si et seulement 
si M  x  S 1 admet une structure de variete differentiable.

Dans le cas differentiable, qui est celui qui nous interesse ici, la 
situation est toute difFerente. En effet, on a le fameux resultat de Rohlin 
(1952) qui dit que si la forme d ’intex'section de M 4 est paii'e (ce qui 
equivaut a dire que M 4 admet une structure spin), aloi'S sa signature 
est divisible par 16. Par exemple, la forme bilineaire symetrique associee 
au graphe

2 2 2 2 2 2 2 
Eg = · -- · -- ·-- · --f-- * ·

n ’est la forme d ’intersection d ’aucune variete differentiable de dimension 
quatre fermee et simplement connexe. La premiere partie de la these est

1 On trouvera pp. 21, 51, 75 et 92 des introductions plus detaillees a diverses fractions  
de c e t te  premiere partie.
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consacree a un devissage geometrique, puis a une generalisation, de ce 
result at.

Rohlin est arrive a son resultat en calculant 7Γη+3(5η) par la methode 
dite de Thom-Pontriaguine qui ramene le calcul des groupes d ’hom otopie 
7rn+p(5'n) a celui des groupes de cobordisme des sous-varietes de dimension 
p  de R n munies d ’une trivialisation de leur fibre normal. En fait, Rohlin 
commence par se tromper et calcule 7rn+3(S’11) =  Z /1 2 Z , puis se corrige 
et obtient simultanement πη+3(5η) =  Z /2 4 Z  (comme il se doit!) et le 
resultat ci-dessus. Tout cela fut annonce en 1952 dans une serie de quatre 
notes a l ’Academie des Sciences Sovietiques (traduites ici par S. Ochanine). 
Notre premiere partie commence par commenter et detailler largement ces 
notes une raison etant que les methodes geometriques qu’elles recelent 
furent longtemps oubliees. En effet, la langue russe, le caractere ties 
succinct des arguments presentes, l’aspect indirect de la preuve de son 
resultat (obtenu en corrigeant une faute), et surtout l ’apparition des 
puissantes methodes algebriques inaugurees par Serre (1951) pour le calcul 
des groupes d ’hom otopie ont nui a la diffusion des idees de Rohlin. Et 
classiquement son resultat se deduisait de la connaissance a priori clu 
groupe 7rn+3( 5 n) (cf. Milnor-Kervaire (195S)).

Cependant le caractere central de ce resultat -  que Ton retrouve 
evidemment dans la definition du μ -invariant des spheres d ’homologie 
entiere de dimension trois mais aussi, par exemple, de inaniere plus 
surprenante dans le probleme de l’existence de variete topologique de 
dimension superieure a cinq triangulable com m e complexe simplicial (sans 
l’etre comme variete combinatoire) cf. Siebenmann (1970) - ainsi que 
son caractere (jusqu ’en 19S1) de rare theorem e concernant la dimension 
quatre, ont conduit les topologues dans les annees 1970 a rechercher des 
demonstrations plus geometriques et plus directes de ce resultat de Rohlin.

On trouve en particulier, esquisse dans les notes de Rohlin et explique 
en detail dans nos commentaires, un calcul geometrique des groupes de 
cobordism e des varietes de dimension trois ou quatre (ces groupes avaient 
ete aussi calcuies par Thom  en 1952, par une reduction a des problemes 
de topologie algebrique). Pour ces calculs, Rohlin s’appuyait sur une 
m ethode de Kneser (1924) de lissage des cycles de petite coclimension 
par elimination successive de singularites, m ethode elle aussi oubliee au 
profit d ’arg\iments de transversalite bases sur l ’identification H n{ M , Z)  — 
(JV/, K (Z, n ) ] . La methode de Kneser (que nous exposons en details en 
montrant ses liens avec la theorie du lissage des sous-varietes P.L. d ’une 
variete lisse (p. 72) (cf. Haefliger (1967)) et le theoreme de Wall (1967) 
d ’unicite des fibres normaux P.L. en codim ension deux (p. 64)) a d ’ une 
part l’ avantage de s ’appliquer sans grande m odification au cas ou la variete 
ambiante est non orientable et d ’autre part nous permet de donner un 
nouveau calcul, parfaitement geometrique et elementaire du groupe de 
cobordism e oriente de dimension quatre (p. 69).

On profite de l ’occasion pour montrer dans des appendices comment 
les argiiments geometriques de Rohlin permettent assez aisement de 
prouver que toute vai'iete de dimension trois munie d ’une stx*ucture spin 
borde une variete de dimension quatre munie d ’une structure spin etendant

* la structure spin donnee sur le bord (autrement dit Ω|ρ,η =  0) et de
prouver que Ω|ριη =  Z (ce qui resout le problem e N4.54 de la liste de 
Kirby (1984)).

Ces memes arguments nous donnent aussi un nouveau regard sur le
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groupe des noeuds lisses S3 dans S6 d ’abord calcule par Haefliger et 
sur le theoreme de Haefliger et Boechat qui caracterise les varietes M 4 
simplement connexes fermees lisses qui se plongent dans R7 (pp .90-92).

Pour bien com prendre le resultat de Rohlin proprement dit, il convient 
d ’abord de le generaliser. Rohlin lui-meme (1972) et Casson (independam- 
ment) ont indique la formule a ( M 4) — F - F  =  8 Arf (q) mod 16. Dans cette 
formule, σ ( Μ 4) designe la signature de la forme d ’intersection de la variete 
Λ /4 , jF est une surface fermee orientable caracteristique pour M 4 (c ’est- 
a-dire F X  — X X  m od 2 pour tout X  6 Η2{Μ,Έ/2Έ) si l ’on considere 
F  comme element de H 2 ^M ;Z /2 Z ) et si la juxtaposition represente Pin- 
tersection hom ologique), F  - F  6 Z est l’ auto-intersection de F  et Arf {q) 
est l’ invariant d ’Arf d ’une forme quadratique q : H i ( F ;Z /2 Z )  —> Z /2 Z  
definie a partir du couple ( M,  F)  . Cette formule generalise le resultat ori- 
ginel de Rohlin puisque, si la forme d’intersection est paire, on peut choisir 
F  =  φ.

Puisque l ’etude topologique des courbes algebriques reelles (c ’est le 
sujet qui interessait aussi Rohlin en 1972) met souvent en presence de 
surfaces caracieristiques non orientables, nous avons generalise la formule 
precedente a ce cas-la. Dans le dernier texte (p. 92) de cette premiere 
partie, nous donnons une preuve elementaire et directe, n ’utilisant que 
le calcul du groupe de cobordisme de dimension quatre, de cette formule 
generalisee.

Pour conclure rappelons, comme le lecteur le sait certainement, que 
depuis 19S2, Donaldson, utilisant des methodes entierement differentes, a 
obtenu de nouvelles restrictions sur les formes d ’intersection des varietes 
fermees lisses de dimension quatre menant a des resultats spectaculaires 
(comme l’existence d ’une infinite de structures lisses sur R4 ). C ’est un 
probleme ouvert que de savoir s’il est possible d ’obtenir quelques-uns de 
ces resultats par les methodes exposees ici.

Toute cette premiere partie est parue en 1986 dans le volume 62 de 
Progress in Mathematics, Birkhauser. On y trouvera aussi une x-edaction 
de conferences fondamentales de A. Casson que j ’avais pu mener a bien 
grace aux explications de L. Siebenmann.

R e fe re n ce s
F reed m a n  M .,  The topology of four-dimensional manifolds, J. Diff. 
Geometry 17 (1982), 357-453.
H a eflig er  A .,  Lissage des immersions, II (preprint 1967, non publié ). 
K irb y  R . , 4-manifold problems, in 4-manifolds, Contemp. Math. 35
(1984), 513-528.
K n eser  H ., Ein Topologisches Zerlegungssatz, Proc. Royal Acad. Am ­
sterdam, 27 (1924), 606-616.
M iln o r  J . a n d  K e r v a ir e  M .,  Bernoulli numbers, homotopy groups and 
a theorem of Rohlin , Proc. Internat. Congr. Math. Edinburgh, 1958, 454- 
458 .

P o n tr ia g u in e  L .S ., On the classification of four-dimensional manifolds, 
Uspehi Mat. Nank., 4 (1949), 157-158 (Russian).
Q u inn  F ., Ends o f  maps. II I :dimensions 4 and 5 , J. Diff. Geometry 17 
(1982), 503-521.
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R o h lin  V . ,  New results in the theory of 4 -dimensional manifolds, Dokl. 
Akad. Nauk SSSR, 84 (1952), 221-224 (Russian); traduction française ici 
au début de la première partie.
R o h lin  V . ,  Proof o f  Gudkov’s hypothesis, Funktional anal. i Prilozen, 6 
(1972), 62-64 (Russian); English translation : Functional Anal. Appl. 6 
(1972), 136-138 .
Serre J .P ., Homologie singulière des espaces fibrés. III  : applications 
homotopiques, C.R. Acad. Sci. Paris, 232 (1951), 142-144.
S ie b e n m a n n  L .C .,  Disruption of low-dimensional handlebody theory by 
Rohlin’s theorem , Topology of Manifolds, Markham, III. (1970), 57-76. 
W a ll C .T .C . ,  On simply connected 4-manifolds, J. London Math. Soc. 
39 (1964), 141-149.
W all C .T .C . ,  Locally flat PL submanifolds with codimension two, Proc. 
Camb. Phil. Soc. 63 (1967), 5-8.

D e u x ie m e  p a r t ie 2 .
Une translation du plan R2 est un homeomorphisme preservant 

l’orientation sans point fixe. Inversement, etant donne un tel homeomor- 
phisme h de R 2 , on peut se demander dans quelle rnesure il ressemble a 
une translation.

Le theoreme de translation plane de Brouwer (1912) affirme que tout 
point p dii plan se trouve dans un ouvert invariant par h , U =  U (p ), tel 
qu’il existe un homeomorphisme φ : U —► R2 qui verifie φΐιφ - 1 (.r,y) =  
(x +  l , i / )  pour tout ( x , y )  € R2 et ^ _1( 0 x R )  est ferme dans R2 . Brouwer 
donne aussi l ’exemple suivant, temps 1 du flot suggere par la figure ci- 
dessous, montrant qu ’en general on ne peut pas choisir U =  R2 .

-------------------------------;— <—---------------- ------------------- -

La preuve de ce theoreme est consideree comme difficile et a ete sujette 
a controverses. Aussi le premier objet de cette partie est d ’en donner une 
preuve simple, breve et, esperons-le, claire. En particulier, o i l  obtient Ires 
rapidement, comme etape dans la preuve, que tous les points du plan 
errent sous l’homeomorphisme h (i.e. tout p € R2 admet un voisinage V  
tel que VC[hn{ V)  =  φ pour η-φ0). Ceci, qui bien sur est aussi un corollaire 
immediat de l ’enonce du theoreme, est bien souvent le seul resultat sur de 
tels homeomorphismes h de R2 qui est utilise dans la plupart des travaux 
sur les homeomorphismes des surfaces.

Ce theoreme de translation plane n ’etait dans l ’esprit de Brouwer 
(1910) qu ’un cas particulier d ’un “ theoreme de translation generalise”

2 On trouvera une introduction plus detaillee au debut de cette  deuxiem e partie.
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concernant les homeomorphismes de surfaces oriental)les, ayant un nombre 
fini de points fixes et.preservant l ’orientation. De l ’aveu meme de Brouwer, 
la preuve qu’il avait donnee de ce “ theoreme generalise” ne tient pas et 
son enonce est aujourd’hui encore une conjectux-e.

Cependant, un autre cas particulier de ce “ theoreme generalise” est 
bien connu : c ’est la version topologique du theoreme de Poincare- Birkhoff. 
Ce dernier theoreme concerne les homeomorphismes de l ’anneau 5 1 x 
[0,1], preservant Γorientation, sans point fixe, et qui sont des distorsions 
au sens qu’ils tournent-dans des sens opposes sur les deux bords, ou, plus 
correctement, admettent un releve a la bande IR x [0,1] qui pousse dans 
des sens opposes sur les deux bords. Le theoreme affirme alors qu ’a toute 
telle distorsion est associee une courbe de l’anneau, fermee, simple, non 
hom otope a zero et disjointe de son image par la distorsion. En considerant 
un releve de la distorsion a la bande R x [0,1], on voit qu ’une maniere 
de construire la courbe cherchee est de construire, pour ce releve etendu 
trivialement a R2 , un ouvert comme dans le theoreme de translation plane 
qui soit de plus equivariant pour la translation horizontale d ’amplitude 1 
(considerons que S 1 =  R /Z ) .  II s ’agit done de construire, au moins pour 
ce cas, une version equivariante du theoreme de Brouwer. Le second but de 
cette partie est de donner une preuve du theoreme de Poincare-BirkhofF 
selon cette approche. Une preuve de ce type avait deja ete donnee par 
Kerekjarto (192S), mais elle partait d ’une demonstration plus compliquee 
que celle exposee ici du theoreme de translation plane et restait done 
difficile.

Le theoreme de Poincare-BirkhofF reste l’ un des plus fins parini les 
resultats concernant les homeomorphismes des surfaces. Et il a recennnent 
ete l’objet de plusieurs preuves nouvelles, notamment celle de Franks
(19SS). Mais celles-ci n ’ utiiisent du theoreme de translation plane que le 
corollaire a propos des points errants. II me semble permis d ’esperer que 
celle presentee ici permettra d ’avancer vers une meilleure comprehension 
du “ theoreme de translation generalise” .

R e fe r e n c e s .
B r o u w e r  L .E .J ., B tw tis  des zbenen Translation'satzes, Math. Ann., 72 
(1912), 37-54.{
B r o u w e r  L . E . J Uber eintndentige Stetige Transforrnationen von Fldchen 
in sich, Math. Ann., 69 (1910), 176-1S0.
F ran ks J., A variation on the Poincare-Birkhoff theorem, Contemporary 
Math., SI (19S8), 111-117.
de  K e r e k ja r to  B ., The plane translation theorem of Brouwer and the 
last geometric theorem of Poincare , Acta Sci. Math. Szeged, 4 (192S-29), 
S 6 - 1 0 2 .
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QUATRE ARTICLES DE V . A .  ROHLIN

traduits du r u ss e  par 

S . OCHANINE

Sur une application de la (n+3)-sphere dans la n -sp h ere  

C lassifica tion  des applications de la  (n+3)-sphere dans la n-sphere  

Toute va r ie te  de dimension 3 borde une variete de dimension 4 

Nouveaux resu lta ts  dans la theorie d es  varietes de dimension 4



I. SUR UNE APPLICATION DE LA (n + 3)-SPHERE DANS LA n-SPHERE

1 . Enonce du jesultat.

Nous allons designer par π (Sn) le r-eme groupe d'homotopie de la n-sphere
o o

Sn , par f2 1' application de Hopf de S dans S [4] et par E 11 operateur de 

suspension de Freudenthal [3 J . Posons :

fn “ εΠ 2 (2 ’ 82 ” l2 13 ' h2 = *2*3*4 ’ *n = E g2 £n £n+p ’

hn - E" ' 2 h 2 K V l W  (nB3) ;

et convenons de noter de la merne maniere 11 application et sa classe d'homotopie. On

sait que n^(S^) est un groupe cyclique libre engendre par f^ [6 j et que wn+-j(Sn)

pour n > 3 et ir 0(Sn) pour n 2: 2 sont cycliques d'ordre 2 engendres respective- 
η-κ& _ 2

ment par f et g (C11 j , [3 j , Cl5j) . On sait egalement que le groupe n JS  ) est
^ ^ - — n

cyclique d'ordre 2 de generateur h2 ([l5j, [6 j)f tnais les groupes ) pour

n £ 3 n'ont pas ete calcules completernent. A 1'inverse, on a entierement determine

le comportement de 11 homomorphisme E .sur pour n ^ 3  ([7 .,  [l8 j, [3]),

alors qu'il reste inconnu sur ir^(S^) . Nous allons deinontrer dans cette note que,

pour n ^ 3 , 1' application est homotopiquernent triviale et que par consequent

Ett5(S2) = 0 .

Remarquons d' abord que chacune des identites h = 0 (n ^  3) entraine toutes
3

les autres. En effet, comme 1' homomorphisme E est injectif sur ) et sur

iTn+^(Sn) pour n ^  5 ([7 j ,[ 3 ]) et que dans ffy(S4) son noyau a une intersection nulle 

avec le sous-groupe Ett^(S^) [l8 j , En  ̂ est une injection de tr^(S^) dans irn+^(Sn) 

(n ^ 4 ) . *\ous allons done nous contenter de demontrer l'identite hn = 0 pour n grand.

2. Construction d1 applications selon Pontriaguine.

Toutes les varietes considerees seront desormais lisses et compactes (avec ou 
k

sans bord). Soit M , k = r - n , une sous-variete close de dimension k , connexe 

ou pas, de l'espace euclidien Rr clos en une sphere Sr par un point a l'infini.. 

Supposons donne, en chaque point a € M , un systeme F (a) de vecteurs orthonor-
k n

maux v ^ a ) , . . .  >vr£a) norinaux a M et qui dependent continuement de a . Le champ 

de reperes (F [M ) definit de la maniere suivante une application de S r dans Sn :



Γ κ κ.
un voisinage U de Μ se decompose naturellement en un produit de M et d*un

n p
disque V de dimension n , de sorte que tout x € U s'ecrit : x=  {a(x),r/(x)} ,

oil a(x) € M et η (x) € Vn ; on complete Vn par un point q pour en faire une sphere

Sn et on pose f(x) = i, (x) si x 6 Ur, et f(x) = q si x 6 Sr - Ur . Une construc-
• R *

tion analogue est possible pour le cas ou M est une variete piongee dans le demi-

espace R̂ T de Rr , ayant son bord M  ̂ dans le bord Rr de , a condition
0 k-1 r-1

que la partie Fn du champ Fn induite sur le bord M soit dans R . Nous obtenons

une application du disque de dimension r dans Sn qui coincide sur le bord Sn-^

de ce disque avec 1 'application obtenue a partir du champ de reperes (F® |tok-1) . Ce

champ sera appele bord du champ (F i tok) .

3. Champ de reperes de 11 application hn .

Soit e ^ , . . . , e n+^ une base orthonormee de Rn+^ (n ^  2) et Rq le sous-espace 

de Rn+  ̂ engendre par > e2 < , e^ . On notera x  ̂ , , x^ , les coordon- 

nees dans cette base de Rq . Soit le 2-tore plonge de la maniere habituelle

dans le sous-espace x^ = 0 de Rq :

x  ̂ = (4 + 2 cos discos a ̂  , x^ = (4 + 2 cos sin , x^ = sin a 2 ^

(0 < a 1 , a2 < 27r) ,

3 2 4
et soit Tq le 3-tore, bord du voisinage unitaire de Tq dans Rq :

x^ = [4 + (2 + cos cos ot̂  j cos a  ̂ , x^ = [4 + (2+cos a^) cos sin ,

x^ = (2 + cos 0^) sin a2 , x^ = sin (0 < a 1, a.^, < 2π) .

3 4
Notons n(a) le vecteur normal unitaire exterieur a Tq dans Rq au point 

a = (a 1 ,a 2 ,a^) € Tq et posons :

u^a) = n(a)cos(c:1+ a 2 + 0£̂ ) - e_ sin(a1+ a 2 +a^) ,

u9(a) = n(a) sinCa^+ α 2 + α^) + e_ cos +c^ + ô ) ,

u3 = e 6 ....... un = en+3 ’ Hn{a) = ω / a ) , . . .  ,un(a)} .

On verifie aisement que l1 application de S11"1"̂  dans Sn qui correspond au champ
0 3

de reperes (Η I T^) appartient a la classe hfi .

* n+3 n 14
Considerons maintenant R cotnme bord du derni-espace R . . D 1 apres le

n+4
n° 2 , on aura prouve hn = 0 si 11 on trouve dans R ̂  un champ de reperes 

(Hn iM4) debord (hJJItJ) .

La variete la plus simple de bord Tq est le produit d'un 2-tore et d 1 un 2-disque. 

(τ) II faut lire Xj = 2 sin <*2 (voir les fortnules suivantes) N .d .T .



A 4 ϋ
Cette variete ne convient pas dans le role de M , car le champ H ne s' etenu pas

0
sur cette variete : son 2-tore axial est toujours pour Hn un cycle caracteristique 

au sens de [17] [20  ] .

4
4. Construction de la variete M .

Soient R4 1 'espace euclidien, T2 , des tores plonges dans R4 de la tneme 

maniere que Tq , Tq le sont dans R4 , et , ζ2 , des cercles sur T3 definis 

respectivement par les equations = a^ = 0 , a^ = a^ = 0 , = 0 . Cornple-

tons R4 par un point pour en faire une sphere S et designons par K4 et E4 res-
3 4 4

pectivement les parties exterieure et interieure a T dans S . E est le produit
2

d'un 2-tore et d^un 2-disque, avec T pour tore axial. Poussons le cercle ζ_ de
3 4

T a l'interieur de K , enlevons un voisinage de ce cercle, produit du cercle par

un 3-disque et recollons a sa place le produit d 1 une 2-sphere et d 1 un 2-disque par

un diffeomorphisme. Ce recollement peut se faire de deux fagons homotopiquement
4 4

differentes. La premiere fagon transforme S en un produit direct P de deux

2-spheres, 1'autre conduit a un produit tordu de ces deux spheres. Nous allons choisir.
4 4 4

la premiere maniere et noter L la partie de P en laquelle se transforme alors K .

Dans L4 , prenons une 2-sphere S^homologue^au 2-tore a . + a + a_ = 0 conte- -
3 2

nu dans T ; enlevons un voisinage de Σ , produit d1 une 2-sphere et d ' un 2-disque,
4

et recollons-le d'une maniere homotopiquement differente. Alors P se transformera
4 4 4 3

en une variete Q , alors que L deviendra la variete cherchee M de bord T .

4 4
Les varietes M et Q ont les proprietes suivantes, qui seules seront essen- 

tielles pour la saite :
4

a) Pour t<!>ut recollement a M du produit d'un 2-toreetd'un 2-disque,

le 2-tore axial de ce produit devient un cycle caracteristique [17.'*20J. En parti-
2 · 4

culier, T est un 2-cycle caracteristique de Q .

b) Le nombre caracteristique de Pontriaguine X _9 [l2j[l3j de la
4

variete Q est nul.

5. Construction du champ (Hn | M4) .

La construction explicite du champ (Hn IM4) dans R^4"4 de bord (H^ I T^)

serait fastidieuse, et nous allons nous contenter de la preuve de son existence. Pour
4 044 4 

n suffisamment grand, il existe un plongement de Q dans R qui envoie M

(+) Une telle 2-sphere n'existe pas ; cf. l'article IV et les commentaires (N .d .T.)

4



dans R^*4 , qui identifie canoniquement les tores c Q4 et T q (en identifiant 

les points de et ayant les memes coordonnees a.| , , a^) » P°ur 

lequel les n-plans normaux a Q4 aux points du tore T q tombent dans Rn+  ̂ . Comme 

T est un 2-cycle caracteristique de la variete Q , il existe un champ de reperes

(G I to4) sur M . En rnodifiant, s'il le faut, le signe de l'un des vecteurs de ce
^ 0 3

champ, on obtient que son bord (G | T J  soit oriente de la meme maniere que le

champ (Η I T q) , et en comparant (G^ | T^) et (Hn ] Tq) , on obtient une applica­

tion cp du tore T~ dans la variete f  des rotations de 1' espace euclidien de ditnen-
0 4

sion n . Aucun des champs Gn et nes'etendsur E , et pour.les deux, le

tore est un cycle caracteristique (cf. n° 3 et n° 4 a)). Comme le groupe fondamen-

tal de Γ a deux elements, cela entrafne que 1 'application φ est homotopiquement
n 4 4

triviale sur le cercle . En enlevant E et en recollant a M a sa place le produit

d'un 2-tore etd'un 2-disque de maniere a ce que ce soit ou ζ  ̂ qui devienne

homologue a 0 , nous voyons que φ est homotopiquement triviale egalement sur ces

cercles. Elle est de plus hornologiquement triviale en dimension 3 ce qui decoule de

la nullite de X 22(Q4) (cf.n°4,b)).  Mais toute application d'un 3-tore homologi-

quement triviale en dimension 1 et 3 est homotopiquement triviale. II en est ainsi
0 3

de <p et on peut done obtenir le champ (H I T J  par deformation du champ
0 3 4 ^ 0 3

(Gn |T^) . Le champ de reperes ( H j M )  de bord (H ^ T q) qu1 on cherche, s 'obtient

en prolongeant cette deformation en une deformation du champ (Gn | M4) .

5
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II. CLASSIFICATION DES APPLICATIONS DE LA (n+3)-SPHERE

DANS LA n-SPHERE

1 . Considerations preliminaires.

Dans ce travail, nous utilisons la methode de Pontriaguine de reduction de 

problemes homotopiques a des problemes de champ de reperes [ 15] . On s' appuie 

sur les definitions du n° 2 de ma note [ I  j. Les classes d'homotopie des applica­

tions sont notees de la meme inaniere que les applications elles-memes. Fixons une
r k-fl f

base e , . . . , e r de R et soient Rq le sous-espace de R engendre par

e ^ , . . . , e k+1 et Sq la sphere-unite de R^t1 . Les classes d1 applications engendrees

par les champs de reperes (F (M )̂ c Rr , r = n+k , oil = s!i , sont appelees
n q u

spheriques et engendrent le sous-groupe spherique it (S> ) de ur(Sn) . Le groupe

7r̂ (Sn) est canoniquement un groupe quotient du groupe 7Γ. (iT_) , k-eme groupe d1 homo-
r * κ n

topie de la variete Γη des matrices orthogonales d'ordre n de determinant +1 . En

effet, soient <p une application de S~ dans Γ , n(a) le vecteur normal unitaire
k k+1 k n 

exterieur a S Q dans R~ au point a € Sq , F (a) le repere-iinage du repere
p  Π

{n{a),e^+2 ’ · · · »ek+n = er  ̂ par la matrice φ (a) et f 11 application de S dans S

engendree par le champ (F [sji) . La classe de <p determine celle de f etl'on
O n

ecrit ,f = Όφ . Alors D est un homomorphisme surjectif de ^ (Γ η) dans tf^S ) .

La variete Γη admet un plongernent canonique I dans Γη+1 : la matrice 

ily-.il = I(llyJI) est definie par . ύ\ η λ = ύ 1 . λ i = 0 (i, j = 1 , . . .  ,n) ;lj IJ IJ IJ Ι,Π-rl n-r I ,J
, I

yn+1 n+1 = 1 . Ce plongernent est relie a I'operateur de suspension de Freudenthal 

[3 J par E D  = DI . En particulier, Eir^(Sn)c  irp+ 1(Sn"r1) .

4
Passant au cas k = 3 , nous allons considerer les points x 6 R comme quater­

nions ayant e  ̂ , , e^ , e4 pour unites et noter xy et (x,y) respectivement le 

produit et le produit scalaire de deux quaternions x , y . Le groupe ^ 3) es* 

cyclique libre engendre par la classe de I1 application φ^ definie par :

«=3<a) = IlyyWII . yjjCa) =(aei+1a_1,e .  ^ !a f  S j  ; i ,  j = 1,2,31 . Le groupe 
»0(S3) est cyclique engendre par f̂  = D . La classe f̂  a ete etudiee par 

Blakers et Massey [ij .  11 decoule de leurs resultats que f~ n'est pas divisible par

2 et que 1'ordre du groupe ffg(S ) est pair. On sait egalement que cet ordre est 

divisible par 3 [ 16] . Le groupe ττ̂ ίΓ4) est la somme directe de deux de ses sous-

6



groupes cycliques libres ayant pour generateurs <p4 , Ψ4 definis par φ4 = 1^  f 

*4(a) = llyjj(a)|| , yi;j(a) = (ae^e^) (a 6 Sq ; i, j = 1,2 ,3,4) . Le groupe ir°(S4') est 

la somme de deux de ses sous-groupes cycliques engendres par f4 = D<p4 = Ef^ et

g4 = D ^  . On voit aisement que g4 est la classe de 11 application de Hopf de
4 p Ί *“ *

dans S [5 J , de sorte que le sous-groupe {g.} est libre, et on sait que E est
3 * 4  4

une injection du groupe ir,(S ) dans n JS  ) et que le groupe ttJS ) est somme
3 - 0

directe des sous-groupes Etr (̂S ) et (g4 > [7j. Ainsi, tt̂ (S4) est somme directe

des sous-groupes Eir?(s3) et {g } . Le groupe ττ_(Γ ) , n ^ 5  , est cyclique
n-4 0

libre engendre par Ψη = I V4 · groupe it ^ ( S 0) , n £ 5 , est cyclique de gene-

rateur gn = D = En_4 g4 , et on sait [3 j que E est un isomorphisme de (Sn)

sur irn+4(Sn+ )̂ pour n ^ 5  . Enfin, le noyau de l'homomorphisme I de n^{T^ dans

rtj(r_) est cyclique de generateur X4 = <P4 - 2 ^4 , et il s' avere que le sous-groupe

cyclique de Hy(S4) engendre par h4 = DX4 = f4 - 2 g4 est le noyau de l'homomorphis-

me E sur le groupe iTj(S4) tout entier. On sait que ce noyau est cyclique et on a

determine, en des termes differents des notres, un generateur h de ce noyau [18] .

Nous utiliserons le fait que 1' invariant de Hopf y(h) = - 2 . Notons que y (h^) =

= y (f4) - 2y(g4) = -2 . Comme Eh4 = EDx4 = DIx4 = 0 , on a : h4 € {h} ,

h4 = λ h , y (h4) = λ y (h) , λ = 11 et h4 = ± h .

2 . Enonce des principaux resultats.

Le groupe tjv(S ) est cyclique d 1 ordre 6 et engendre par t, . Le groupe
4

tt_(S ) est somme directe du sous-groupe d1 ordre 6 engendre par f . et du sous-

1 1 n
groupe cyclique libre engendre par gd . Le groupe it , ,(S  ) pour n > 5 est cycli-

I * n-rj q

que d’ordre 12 de generateur gn . En particulier, ffn+3(Sn) = ffn+^(S ) (n > 3) .

En v ertu de ce qui a ete ait dans le n° 1 , il suffit de prouver que :

a) pour n grand, "> = -°+3(Sn) i

b) pour n grand, 12gn = 0 .

II decoule des resultats de L .S .  Pontriaguine [15 J que, dans toute classe d 1 ap­

plications de S r dans Sn , il en est une qui est engendree par un champ 

(F | M1*) c Rr et que tout champ (F ! M^) c R r qui engendre une application homotope 

a zero, est le bord d 1 un champ (F^, ta^+1) defini dans le demi-espace (de bord

Rr) de l'espace Rr+  ̂ . II en decoule aisement que les affirmations a) et b) sont 

equivalentes aux affirmations :

a1) pour n grand et tout champ (Fn |M )̂ c Rr tel que h? Π Sq = 0 ,



il existe un chainp (Gn I M4) c R^*4 de bord (Fn IM^) + (F^ I S^) compose du champ
O A O

(Fr 11V1 ) et d'un certain champ (F 1 Sq) ;

O') il existe dans R 1̂4"4 un cham p (Hn | N4) de bord (H^|S^) construit 

selon le schema du n° 1 a partir d'une application de la classe 12 .

3. Construction du champ (Gn ! M4) .

Soit M une variete orientee dont le bord iVL est diffeomorphe a M ; on peut
- , , ,  3

prouver qu' une telle variete existe pour toute variete orientee close M . Plongeons
4 n+4 3 3

dans R de telle maniere que le bord iVi ̂  coincide avec M et que les plans

normaux a M4 aux points de ce bord tomDent dans Rn+^ , et essayons de prolonger

F de ivP a M4 tout entier. Nous obtiendrons dans une classe z^ = z^(M4) 
n i 1 Ί

d'homologie (absolue) modulo 2 dont chaque cycle peut etre realise comme cycle
4 n+4

caracteristique. Cette classe ne depend pas du plongement de M dans R satis-
4 3

faisant aux conditions enoncees. Si la variete NL est close (le bord M1 est vide),

alors z (M ) est simplement la 2-classe caracteristique homologique [17][20].
. 4 2

Nous allons montrer qull existe un avec z = 0  . Le champ Fn pour une telle

variete M4 peut etre etendu en un champ G defini sur M4 dans le complement du

voisinage spherique V d*un point. Posons M =M  - et plongeons JvL dans
n+4 4 n-r4 3 3 \

R de maniere a ce que M toinbe dans R^ ; son bord , ou est

le bord du disque V 4 , coincide avec + S? et les plans normaux a M4 aux points
n+3 v I

de ce bord tombent dans R . Nous obtenons le champ voulu (Gn 1 M ) .

4
Prenons d'abord un M connexe arbitraire. On peut rendre nul le premier

4 ·
groupe d'homologie de M par exemple en enlevant les voisinages d'un ensemble de

* 4
chemins fermes a l'interieur de formant une base de ce groupe, et en les reinpla-

?ant par des produits de 2-spheres et de 2-disques. On peut considerer alors la
2 2 

classe z comme reduction modulo 2 d'une classe d'homologie entiere Z . Nous
2 2 2 

allons montrer que le nombre d1 auto-intersection i (Z , Z ) de la classe Z peut
Λ 4 4
etre rendu nul. Soient Q le plan projectif complexe oriente, le complement du

2 4
voisinage spherique d'un de ses points, Q une droite projective orientee dans Q 1

2 2
et I: , σ les classes d 1 homologie entiere et d1 homologie modulo 2 qu' elle definit.

4 4
Choisissons une orientation de M , enlevons de M le voisinage spherique de 1 ' un

4
de ses points et recollons a sa place Q en prenant soin d'accorder les orientations.

— a 4
Nous obtenons une nouvelle variete iVn du type de M , et on deduit facilement, du fait

2 4
que σ est la 2-classe caracteristique de la variete Q , que

z^(M4) = z^(M4) + . Cette classe est la reduction modulo 2 de la classe entiere

8



ry 2 •T'2 1 φ
Z = Z 4" w , θί ΟΠ 3 ·

i(Z 2 ,Z 2) = i(Z2 ,Z 2) + i (Z 2 ,S 2) = i(Z2 ,Z 2) ± 1  ,

oil le signe depend de 1'orientation de Q4 . En repetant cette operation un nombre
4

suffisant de fois et en choisissant une orientation convenable de Q , on obtient une

variete M4 et une classe Z2 telles que i(Z 2 ,Z 2) = 0 .

2 4 2
Soit P une surface orientee close a l'interieur de M qui represente Z

2 2 4 2
(cf. [20J, §23). Comme i(Z ,Z ) = 0 , un voisinage U de P se decompose en

un produit de P 2 par un 2-disque (cf. [20j , §18). Plongeons P2 dans R^ c R 4
4 4

comme sphere avec anses et faisons de R une sphere S en lui ajoutant un point.
4 2 4 4

Soit E un voisinage de P dans R et ξ le diffeomorphisme naturel entre U et
4 4 4 2

E . Prenons dans S - E un cercle enlace avec P , enlevons un voisinage de ce

cercle et, apres avoir recolle a sa place le produit d'une 2-sphere et d'un 2-disque
4 4

de maniere a tranformer S en un produit P de deux 2-spheres, recollons 
4 T ,4 . ,.,4 „4 » , ,. ~__ _____j . ____ 11__  r:4

M -U et P - E  al'aidede ζ . On obtient une nouvelle variete M1 du type de
I 4  4  '

. Etendons F  sur M -U et construisons un champ de reperes quelconque
4 4 °  1 1 2 2

sur P - E ay ant la meme orientation. Soient C C ; C , . . . , C  des bases
3 4 4  / 1 %\ ^

de l'homologie du bord P de P - E telles que i ( C ' , C “ ) = δ . , et soiant
I I  1 1

C a , . . . , C a ceux des chemins C ^ , . . . fC sur lesquels les deux champs obtenus

 ̂ ^ 4 4 2
ne sont pas homotopes. A 11 interieur de P - E , prenons une sphere Σ homologue

(dans P4 - E4) au cycle C 2 + . . .  + C 2 ; enlevons un voisinage de Σ2 (produit
1 q

2 Λ
de Σ par un 2-disque) et recollons le meme voisinage d'une maniere homotopiquemei

—4 4
differente (cf. I ,n °4 ) .  Alors Μ. se transforme en une variete du type de M pour

2
laquelle z ■= 0 .

4
Notons pour la suite que, dans le cas ou iVL est close, les operations precedente

4  '
la transforment en une variete qui avec N'L borde une variete orientee de dimension 5

2 A. * 4
Done, si la d.asse caracteristique z (M^) d1 une variete close M1 est la reduction

2 2 2 
modulo 2 d'une classe entiere Z telle que i(Z ,Z ) = 0 , alors il existe une

variete close N4 , telle que z2(N4) = 0 , et qui borde avec M4 une variete orientee

de dimension 5 .

4. Construction du champ (Η | N4) .

Nous allons montrer qu'il existe une variete close orientee N4 dont la 2-dasse
2

caracteristique z est nulie et dont le nombre caracteristique de Pontriaguine X 2 2

(t) Une telle 2-sphere n1 existe pas ; cf. 1 'article IV et les commentaires (N.d. T.)



([l2j[l3j) est t 24 Pour tout plongement d'une telle variete aans Rn+4 , on

peut construire un champ de reperes H defini sur le complement d1 un voisinage sphe-
4 ^ 4 4 4  4 η I λ

rique V d1 un de ses points. Posons N = N -V et plongeons N dans R
4 n+4 3

de maniere a ce que N tombe dans R ; son bord oriente S . coincide avec la
3 3

sphere S n et les plans normaux a aux points de ce bord tombent dans Rn .
*" 0 3

Nous obtenons le champ voulu (H 1 N4) . Le fait que son bord (H |S~) correspond,
Π ΓΪ 1/

selon le schema du n° 1 a une application de Sq dans Γ'η de la classe 12 , de- 

coule de ce que X 22 ~ ” 24 ' e^ et» on Peut voir par un calcul que la multiplicite,

au sens de Pontriaguine [13], de la singularity de type X qu'a au centre de V4 ’
3 3

le champ construit sur Sq selon le schema du n° 1 a partir d'une application de Sq

dans Γη de la classe λ , est t 2 a  , et dans notre cas cette multiplicite est ^ 2 2 '

4
Soit Q q le plan projectif complexe oriente perce de 9 trous spheriques et

soient (j = 1 , . . .  ,9) des plans projectifs complexes perces d'un trou spherique
4 4

et ayant 1' orientation opposee. Recollons Qn, . . . , Q 0 en accordant les orientations
4 2

en une variete close VL et notons Σ . (j = 0 , 1 , . . .  ,9) la classe d'homologie entiere
4 2 2 2 2

d'une droite projective dans Q . . Posons Z = 3 Σ η + Σ +  . . . + Σ 0 . La classe
2 J , 0  4

Z reduite modulo 2 est la classe caracteristique z de la variete et

i(Z 2 ,Z 2) = 9 ΐ(Σ2 ,Σ^) + ΐ(Σ2 ,Σ 2) + . . .  τ ΐ(Σ2, ζ φ  = ΐ (9 - 1 - . . .  - 1) = 0 .

Done (cf. la fin du n° 3), il existe une variete close N4 telle que z2(N4) = 0 et 
4

qui borde avec une variete orientee de dimension 5. Cette derniere propriete 

entraine que X 22(N4) = X 22(M4) (cf. L12~, theoreme 3) , alors que X 22(M4) =+24 

(cf. [13], §3, E). Ainsi, z2(N4) = 0 et X 22(N4) = ± 24 .

5 · Remarques.

Les techniques de ce travail permettent de demontrer facilement que 

X 22(M4) ξ  0 (mod 3) pour toute variete close orientee M4 et que, si z 2 (M 4 ) = 0 ,

on a X 22(M4) s 0 (mod 24) .

10

Tf)---------------  5
' Le lien entre 1'existence d'une variete de dimension 4 telle que z = 0 , mais

X 22 ^ 0 , et 11 etude des applications de Sn+  ̂ dans S n a ete indique par

Pontriaguine [ 12 ; .



in. TOUTE VARIETE DE DIMENSION 3 BORDE UNE VARIETE DE DIMENSION 4

1 . Enonce du resultat.

Par variete, on entend dans cet article, une variete lisse compacte, avec ou sans 

bord. On dit qu'une variete M borde si eile est diffeomorphe au bord d'une variete
\C+1

M , orientable si M est orientable. Le resultat de cet article est que toute 

variete close de dimension 3 borde. Ce theoreme peut etre applique a la classifica­

tion des applications d'une (n+3)-sphere dans une n-sphere (cf. II, n° 3) et a ete 

conjecture (dans* le cas orientable) par L .S .  Pontriaguine [l2j .
3

Nous ne considererons que le cas orientable. Par la suite, la variete M est 

supposee connexe.

2. Plan de la demonstration.

Le point de depart est le fait suivant :

A. Si une variete orientable close M^ peut etre plongee dans 9? , alors M^ borde.

Pour deduire de ce lemme le theoreme general, nous allons definir deux operations

0 .| et O^ qui transforinent les varietes orientables closes en des varietes du meme 

type et qui possedent les proprietes suivantes :

3
B. Toute variete orientable close M peut etre transformee par un nombre fini 

d'operations O . et 0 _ en une variete qui se plonge dans R^ .
f

3 3 3
C. Si 1' une des varietes 0 ^(M ) ou_ 0 2(Μ ) borde, il en est de meme pour M .

3- Definition des operations et O  .

3
Soit K un tore solide dans M avec les coordonnees different!ables a , ξ , η ,

2 2
ou a est la coordonnee cyclique et ξ + 77 < 1 . On retire l'interieur de K et on

2 2
transforme le tore ξ + η = 1 qui borde maintenant la variete en une bouteille de Klein 

en identifiant les points (α,ξ ,r/) et (α + ιτ, % , -η) . Alors est transformee en

o 1(m3) .

Soient K ' et K" deux tores solides disjoints ay ant des systemes de coordonnees

>n) du type precedent et qui induisent des orientations opposees dans . On
2 2

retire les interieurs de K 1 et K" et on identifie les tores ξ +η = 1  en identifiant
3 3

les points ayant les memes coordonnees (α ,ξ ,η) . Alors M est transformee en 0 2(M )·

11



4. Demonstration du lemme B .

12

Un point x € M est dit point multiple d'une application f de 1 'ensemble M , s'il 

existe un point y 6 M tel que y ^ x , mais f (y) = f (x) . S 1 il n1 existe qu1 un seul y

qui a cette propriete, on dit que x est un point double. II decoule des resultats de
r 3 5

Whitney [21 ] qu'il existe une application lisse f de M dans R qui a les proprie-

tes suivantes :
3

a) le rang de f en chaque point de M est egal a 3 ;

b) tous les points multiples de f sont des points doubles et sont disposes sur des
I "  ! "  1 II

courbes lisses disjointes closes 0^ ,0^ , · · · ,C^ ; ,C^ ,C 2 ,C2, . . .  ,C ,C^ de telle

maniere que C. recouvre deux fois f(C.) (i = 1 , . .  .,p) et f(C'.) = f(Cl) (j = 1,...,q) ;
1 * J J

c) les plans de dimension 3 tangents a f (M ) au point £ (x) = f (y) (x ̂  y) ont une
3

intersection de dimension 1 pour tout point double x 6 M .

I It I II 3
Soient Κ., K K . des voisinages toriques des courbes C., C C . dans M 

 ̂ J J  ̂ J J
ayant des coordonnees (oc,ς ,η) (c£. n° 3). En retirant les interieurs des tores

I u — 'X ^
Κ ., K K . , on a un plongement de la variete M a bord, ainsi obtenue, dans R .

 ̂ J 3 _o
Si l'on effectue sur le bord de M les identifications decrites dans le n° 3 pour chaque

’ 3
i et chaque j ,  on obtient une variete close N qui est le resultat de 1 'application

3
a M de p operations du type O et de q operations du type 0 „ . Les identifica-

— 3 a 5
tions correspondantes sur le bord de f (M ) peuvent etre effectuees dans R , et

nous obtenons ainsi un plongement de dans RP .

5. Demonstration du lemme C .

3 3 4
Supposons que = P  (M ) est le bord d'une variete orientee M 1 . Dans le tore

2 2
ξ + rj = 1 dans M-5 , on pose ξ = cos β , η = sin β et l'on considere que a et β

f p
sont les coordonnees de la surface B (bouteille de Klein) liees par la relation 

(α,β) = (α + π ,-β) . On inclut ce systeme de coordonnees dans un systeme de coordon­

nees diff erentiables a, β , s (- 1 ^  s 2  1 ; a et^ cycliques comme precedemment)
3 2 3

definies dans un voisinage ferme U de B dans Μ-: et liees par la relation

(α,β ,s) = (a + rt,-β s) , et telles que B soit definie dans U par 1 'equation
3 4 3

s = 0 . II existe un voisinage de dans diffeomorphe au produit de par un

segment. En consequence, on peut inclure le systeme de coordonnees a., β , s dans

un systeme de coordonnees diff erentiables α , £ , s , t (-1 < t ^  1 ; α ,β  cycliques ;

4 2 4
— 1 — s — 1) definies dans un voisinage ferme V de B dans et liees par la

relations (α,β ,s,t) = (a + n ,-β s, t) et de telle maniere que U^ soit defini dans V4
2

par 1'equation t = 1 et done que B soit definie par les equations s = 0 , t - 1 .

Soit W4 la partie de V 4 ou s^ + t̂  ^ 1 et soit le bord de W4 · s^ + t̂  = 1 .



4 χ
On pose dans W , s = p sin y , t = p cos y et I'on considere α , β , γ  comme

etant des coordonnees dans P liees par la relation {α,β ,γ) = {α + π ,-β ,-γ) ;
2 4 4

Β est alors definie par y = 0 . On retire W de M.. et on la recolle d'une maniere

diff erente en utilisant le diffeomorphisme α' = a , jS' = y , γ' = β de son bord P .

Alors M4 se· transforme en une variete orientable ut (ayant le meme bord M"?) et
2 3 4

B est definie dans P par 1'equation β = 0 . Dans W , cette equation definit une
3 2 4 3

variete Q de bord B ; en decoupant le long de Q , on obtient une variete
3

orientable de dimension 4 dont le bord est diffeomorphe a M .

Dans le cas oil c' est 0_(M ) qui borde, la demonstration est analogue. La seule
2

difference est dans le fait que c'est dans un voisinage d'un tore T (et non d'une 

bouteille de Klein B ) qu1 on introduit les coordonnees α , β ,  s et t , et de plus 

celles-ci ne sont liees par aucune relation.

6. Demonstration du lemme A .

Kneser [8] a donne une methode qui permet, par eliminations successives des

singularites, de transformer un k-cycle dans une variete combinatoire de dimension

k+1 en une variete de dimension k qui lui est homologue. Cette methode, legerement
k+2

modifiee, permet egalement de transformer une membrane dans R dont le bord est
k k+2 k+1 

une variete orientable M plongee dans R en une variete orientable M de
k k 

bord M . Ceci a un sens combinatoire. En particuiier, M est un sous-complexe
fo,i.2 î xi k+2

de R et M est un sous-complexe d ' une subdivision du complexe R . Dans

ce sens combinatoire, on peut done dire qu'une variete orientable close M dans
k+2 k+1 

R borde une variete orientable M
3 5

Si maintenant on a Un plongement lisse d'une variete orientable M dans R ,
3

nous le remplagons par,un plongement combinatoire proche M. ; construisons ensuite
4 3

une variete orientable de bord et introduisons sur une structure diffe­

rentiable [2] . Cette derniere peut etre choisie de maniere a ce qu'elle induise 

sur le bord la structure differentiable initiale.

13



IV. NOUVEAUX RESULTATS DANS LA THEORIE

DES VARIETES DE DIMENSION 4

On sait que toute surface close orientee est le bord d'une variete orientee de

dimension 3 . Dans ma note III, il est demontre que toute variete close orientee de 

dimension 3 est le bord d'une variete orientee de dimension 4 . Le theoreme analogue 

pour les varietes orientees de dimension 4 est faux ; par exemple, le plan projectif 

complexe ne peut etre un bord. Dans cette note, on donne une condition homologique 

necessaire et suffisante pour qu1 une variete close orientee de dimension 4 puisse etre 

le bord d'une variete orientee de dimension 5. II s'avere que toute variete close 

orientee de dimension 4 devient un bord apres qu1 on lui ait ajoute un certain nombre 

de plans projectifs complexes convenablement orientes. A l'aide de ce resultat, on 

arrive a exprimer le nombre caracteristique de Pontriaguine ([12],[13])  en fonction 

des invariants homologiques de la variete. Des resultats analogues sont obtenus pour 

les varietes non-orientefes. De plus, a partir des resultats de cette note, on corrige 

l'erreur contenue dans mes notes I et Π consacrees au calcul du (n+3)-eme groupe 

d'homotopie de la n-sphere.

1 . Definitions.

Par variete, nous entendrons une variete lisse compacte, avec ou sans bord. Pour
k k

toute variete orientee M , on note -M la meme variete munie de 1'orientation
✓  % *k Ik

opposee, et a toute paire Μ , N de varietes orientees, on associe leur somme

Μ*4 + (reunion disjoints de M^ et N^) et leur difference - N^ = + (-N^) .
k

Convenons de dire qu'une variete orientee M borde ou encore qu'elle est homologue
* ✓  k
a zero, et de noter M ~ 0, s'il existe un diffeomorphisme preservant 1'orientation

entre et le bord d'une variete orientee . Convenons ensuite de dire que
k k k k 

deux varietes closes orientees M et N sont homologues, et de noter Μ ~ N ,
k k

lorsque Μ - N ~ 0 . En vertu de ces definitions, les varietes closes orientees de 

dimension k se repartissent en classes d'homologie et ces classes forment un groupe

additif, le k-eme groupe d'homologie, que nous allons noter 2^ . Des considerations
* * 1 2
elementaires montrent que les groupes 2 et 2 sont nuls, alors que le resultat de

3
ma note ΠΙ affirme la null it e de 2 .

4
Le groupe 2 n'est pas nul et il contient meme un sous-groupe cyclique infini.

4
En effet, soient P le plan projectif complexe muni de son orientation naturelle,

14
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s un nombre entier et s P la variete composee de s exemplaires (disjoints) de la
4 4

variete P , si s 2:0  , ou de -s exemplaires de la variete -P , si s < 0 . Le

r.oinbre caracteristique de Pontriaguine de s P 4 est 3s (cf. [ 13 ], §3, E) , alors

qu'il est nul pour toute variete homologue a zero (cf. [12] , theoreme 3) · Les varietes

s P4 sont done deux a deux non homologues.
4 -

Soit M une variete close orientee arbitraire de dimension 4. Notons B le 

second groupe d'homologie reduit de M4 et (x,y) , x , y € B , le nombre d'inter­

section des classes d'homoiogie x et y . Alors (x,x) est une forme quadratique 

entiere - a discriminant ± 1 definie sur le reseau B ·. La signature de cette forme 

sera appelee signature de la variete M4 et notee σ (Μ4) . II est clair que 

σ (—Μ4) = - σ (M4) .

2. Principaux resultats.

4
Une variete close orientee M de dimension 4 borde si et seulement si sa signa- 

ture σ = α (M4) est nulle. Dans le cas general, M4 est homologue a la variete σ P4 .
4

Ainsi, le groupe d'homologie 2 en dimension 4 est un groupe cyclique libre engendre
4

par la classe d'homologie du plan projectif complexe P . Le nombre caracteristique 

de Pontriaguine X 22 de la variete est donne par :

X 22 (M4) = 3 σ (iVi4) .

Ces theoreme sont des consequences directes des 5 lemmes suivants :
, 4  4 4

a) Pour tout M , il existe un s tel que M ~ s P ;

b) Si Μ4 ~ N4 , alors σ (Μ4) = σ (N4) ;

c) σ (sP4) = s ;

d) Si iVi4 ~ λ'4 , alors X22(Ni4) = X 22(N4) ;

e) X 22(sP4) = 3 s .

Les propositions d) et e), deja citees, appartiennent a Pontriaguine. Le lemme b) 

est demontre a 1' aide des theoremes de dualite classiques. Le lemmec) est evident.

La difficulte principale reside dans la demonstration du lemme a). Elle se deroule de 

la maniere suivante. II est facile de demontrer que, la variete M etant donnee, il
4

existe une variete connexe NL qui lui est homologue, dont le groupe fondamental est
7 7

trivial et qui admet un plongement dans 11 espace euclidien R . Dans R , on peut
4

toujours construire sur un champ de vecteurs normaux dont les points singuliers 

sont isoles et sont d'indice ί 1 . En enlevant des voisinages spheriques des points 

singuliers et en les remplagant par des plans projectifs compleces troues de la meme



4 4 7
maniere, on transforme M1 en une variete c R sur laqueile il existe un champ

4 4 4
de vecteurs normaux sans point singulier. II est clair que M ~ M „ + mP , ou m est

7 7 7
un nombre entier. Soit S la sphere obtenue en ajoutant un point a R et soient L

4 7 5
le complement d'un voisinage regulier de iVL dans S et U le generateur du groupe

7
d'homologie entiere relative de L  en.dimension 5 choisi en accord avec 1'orientation

4 ·: 5
de la variete M2 · II se tpouve que parmi les cycles relatifs de la classe U , on

peut trouver une variete dont le bord est homologue, au sens du n° 1 , a la variete
4 4 x  4 4 4 4 4 4

M2 - nP , ou n est un nombre entier. Done Nl2 ~ n P  et M ~ M 2 + mP ~ (m+n)>P .

Remarque. Notre connaissance des groupes d'homologie 2 pour k > 4  se reduit 

pour l'essentiel, a ce que l'on sait des nombres et des residus caracteristiques de 

Pontriaguine ([1 2] , [13 J) · Comme les nombres et les residus caracteristiques de 

la somme de deux varietes sont la somme des nombres et des residus caracteristiques 

des deux varietes, et que ces nombres et residus sont nuls pour une variete homologue 

a zero (cf. [ 1 2] , theoreme 3), chaque nombre caracteristique en dimension k definit 

un homomorphisme du groupe D dans le groupe des entiers, alors que chaque residu 

caracteristique definit un homomorphisme dans le groupe des entiers modulo 2. A 

1' exception de la caracteristique d'Euler (qu'il convient de considerer ici comme 

residu) et du nombre caracteristique X 22 de dimension 4 trouve dans le present 

travail, aucun de ces invariants n'a ete calcule. Seules les varietes de dimension 

divisible par 4 ont des nombres caracteristiques (cf. [ 12] , §6 , D). II est interes- 

sant de noter que la definition de la signature donnee ci-dessus pour les varietes de 

dimension 4 admet egalement une generalisation aux varietes de dimension divisible 

par 4 (il faut alors entendre par B le (k^)-eme groupe d'homologie reduit de la

variete M ) , et que la signature d'une telle variete est nulle, si la variete borde.!
*

3. Le cas non-oriente.

Negligeons mai'ntenant les orientations et considerons les varietes closes de 

dimension k qu' elles soient orientables ou pas. Si la variete M est diffeomorphe 

au bord d'une variete M ^  (orientable ou non orientable), nous allons dire que

est homologue a zero modulo 2 et ecrire Mk ~ 0 (mod 2) . A toute paire de varietes
k k k k k k 

Μ , N correspond leur somme Μ + N , et on dira que M et N sont homologues
k k

modulo 2 , et on ecrira Μ ~ N (mod 2) , si cette somme est homologue a zero 

modulo 2 . Les classes d'homologie modulo 2 des varietes closes de dimension k

forment un groupe additif, le k-eme groupe d'homologie modulo 2 , que nous allons
k k 

noter ft. . Tous les elements non nuls du groupe h sont evideminent d' ordre 2 .

Des considerations elementaires montrent que le groupe h1 est nul. alors que le

16
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groupe H a deux elements (son generateur est la classe du plan projectif reel P :

2 2
si la caracteristique d'Euler d'une variete M est paire, M ~ 0 (mod 2) , sinon
2 2 3

Μ ~ P (mod 2)). II decoule des resultats de ma note ΙΠ que le groupe ft est nul.
4 (Ή

II s' avere que le groupe h a deux elements et qu'il est engendre par la.classe du
4 4

plan projectif complexe P . Une variete close M est homologue a zero modulo 2

si et seulemant si sa caracteristique d' Euler est paire. Si elle est impaire,

Μ4 ~ P4 (mod 2) .

4.· Le (n+3)-eme groupe d'homotopie de la n-sphere.

Au calcul de ce groupe sont consacrees mes notes I et II. Elies contiennent une

erreur qui a conduit a des resultats incorrects. Cette erreur sera maintenant corrigee.

Nous utiliserons les notations ^ ( S 0) , ir^(Sn) , fR (n ^3) et gn (n ^4 ) de la

note II et la notation hn (n ^ 2) de la note I . Dans I , on affirme que hn = 0 pour

n S3  . En realite, la classe hn n'est nulle pour aucune valeur de n . La preuve

s' appuie sur les resultats de la presente note. En effet, on peut prouver par les

methodes de la note I que h =0  (n^3) est equivalent a 1' existence d' une variete
4 ^

close orientee Q ayant les deux proprietes suivantes (cf. I , n° 4) :

4 2 4
a) II existe dans Q un tore lisse T qui d 1 une part a un voisinage E decom-

2
posable en un produit de T et d'un 2-disque, et qui d'autre part est un 2-cycle

4 4 4
caracteristique de la variete Q et le reste si on enleve E de Q et on le replace

d ' une maniere (lisse) differente ;

b) X 22(Q4) = 0 .

D'apres les resultats de la presente note, la condition b) est equivalente a 1' affir-

mation que la variete Q borde, et on peut demontrer que ceci contredit la condition a).

L'erreur de la note I 'apparaft dans le n° 4 a I'endroit ou intervient la sphere Σ^ . En
2

realite, il n'existe pas de sphere Σ ayant les proprietes annoncees. Cette erreur 

est repetee dans la note H (n° 3, paragraphe 3) ou elle a entraine 1' affirmation 

erronnee 12g = 0 . En realite, la construction decrite au n° 4 de II, conduit a l'ega-
Π  A C\ /1

lite 12gn = hn (^°) · Comme 2hn = 0 ,  on a 24gn = 0 .  L'egalite ffn+3(S ) = ^ + 3^  ) 

prouvee au n° 3 de Π reste vraie (dans sa demonstration, au lieu d'appliquer implici- 

tement l'egalite hn = 0 , il convient d'utiliser l'egalite hn = 12 gn) . Done, les 

genera=eurs des groupes Trn+^(Sn) (n ">. 3) sont correctement indiques dans II , mais 

leurs ordres sont en realite deux fois plus grands :

iTg(S ) est un groupe cyclique d'ordre 12 de generateur f̂  , le groupe 

ir (̂S4) est somme directe de son sous-groupe cyclique d'ordre 12 engendre par f^

(I) Ceci est faux ; cf. les commentaires (N .d .T .)

17



et du sous-groupe cyclique libre engendre par g, , le groupe ir _(S4) pour n > 54 . n+j ....  1
est cyclique d'ordre 24 et est engendre par gn .

5. Une relation entre les cycles caracteristiques.

Nous avons identifie I'ordre de 1 'element g comme etant la moitie de la valeur
4

minimale que peut prendre le nombre caracteristique d'une variete orientee M
2 2

de dimension 4 dont la classe caracteristique z (M ) de dimension 2 est nulle 

(cf. II, n° 4). Comme cette valeur minimale du nombre X 22 6st 48 , on a :

X22(M4) ξ  0 (mod 48) _et α (Μ4) ^ o (mod 16) pour toute variete M4 telle que

z 2 (M4 ) =  0  ( c f .  H ,  n° 5 ) .

Ce theoreme a une application interessante. Whitehead C19] et Pontriaguine [ 14]
4

ont demontre que le type d'homotopie d'une variete close M connexe et simplement 

connexe est determine par le type arithmetique de la forme quadratique (x,x) (cf. n° 1). 

Cependant, la question de 1'existence d'une variete dont la forme (x,x) a le type 

arithmetique donne (etant entendu, bien sur, qu'on se limite aux formes entieres de 

discriminant +1), restait ouverte. Nous pouvons donner une reponse negative a cette 

question. Par exemple, la forme (x,x) ne peut pas etre definie positive, de rang 8 

de discriminant +1 et ne prendre que des valeurs paires (une telle forme a ete cons-

truite par A . Korkine et G . Zolotareff [9j). En effet, si la forme (x,x) d'une
4  2  4

variete M simplement connexe ne prend que des valeurs paires, alors z (M ) = 0

(cf. [22]) et par consequent σ (M4) = 0 (mod 16) , done σ (M4) £ 8 .

18

T Dans leur note [lO ], Massey et Whitehead affirment egalement que h ^ 0
3 n  ^

(n 2: 3) et que les groupes tt̂ (S ) et rr^^S ) (n — 5) sont respectivement d'ordre

12 et 24 (la structure exacte des groupes n'est pas determinee dans [10]).

A la lecture'de la note, on voit que ces resultats sont obtenus par des methodes complex

tement differentes des miennes.
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COMMENTAIRES SUR LES QUATRE ARTICLES PRECEDENTS DE V .A .  ROHLIN

par

Lucien GUILLOU et Alexis MARIN

A la fin des annees 40, Pontriaguine ramene le calcul des groupes ffn+j(Sn) 

a des problemes de cobordisme pour des varietes de dimension i dans Sn+1 munis 

de trivialisations de leur fibre normal. 11 obtient ainsi pour 0 ^  i < 2 ^  .

A sa suite, Rohlin prouve en 1951 que toute variete orientee close de dimension 

trois borde et caicule geometriquement le groupe πη+3(2η) · Le resultat qu1 il donne 

est faux (a cause d1 une utilisation abusive du lemme de Whitney en dimension quatre). 

Mais l'annee suivante, il etablit, toujours par des methodes geometriques, que la 

signature realise un isomorphisme entre le groupe de cobordisme des varietes orientees 

closes de dimension quatre et les entiers. Fort de ce resultat, il corrige son calcul 

de iTn+^(2n) et obtient le celebre theoreme de Rohlin : la signature d'une variete 

close presque parallelisable de dimension quatre est divisible par seize.

Entre temps le calcul de tt̂ ^ S 0) a ete effectue par des methodes de theorie 

de l'homotopie (Serre ; Massey-Whitehead), puis Thom a ramene le calcul des groupes 

de cobordisme a celui de groupes d1 homotopie d1 espaces de Thom qui se calculent a 

l'aide de suites spectrales. Des lors, toutes les demonstrations des resultats de 

Rohlin ont utilise ces machines homotopico-algebriques. Ceci est dommage car les 

articles de Rohlin n'utilisent que de la geometrie et donnent des demonstrations bien 

plus claires et economiques de ces resultats. D 1 autre part, et nous y insistons dans 

les commentaires, ces (articles resument l'essentiel des methodes geometriques utilisees 

jusqu'a ces dernieres annees en dimension quatre (en fait jusqu'a la revolution Casson- 

Freedman-Donaldson : les annees 80 !).

Serge Ochanine a traduit du russe les articles de Rohlin, mais meme en fran- 

gais ces articles restent tres denses et d'un abord difficile. Le but de ces commentai­

res est done de faciliter au lecteur de 1984 leur lecture en demontrant les affirmations 

de Rohlin qui ne semblent pas immediates.

 ̂ Un expose detaille de tout cela, pouvant servir d 'introduction aux textes de Rohlin, 
est: L . S .  Pontriaguine, Smooth manifolds and their applications in homotopy theory, 
Amer. Math. Soc. Translations, ser. 2, Π (1959), 1-114 (traduit de Trudy Inst. 

Steklov 45 (1955)).
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Nous avons ecarte un systeme de renvoi en bas de page du texte de Rohlin 

pour reprendre les commentaires article par article. Ceci a l1 inconvenient de nous 

obliger souvent a paraphraser le texte original et a etre long ; nous avons cependant 

cherche a renvoyer le plus possible en appendice ceux des commentaires dont la 

lecture n' est pas indispensable a la comprehension du texte de Rohlin. Nous renvoyons 

aux introductions de chaque chapitre pour un resume de leur contenu.

Nous suggerons au lecteur le chemin suivant : lisez les articles de Rohlin, 

si vous avez compris, fermez les commentaires, ils ne vous apporteront rien. Sinon, 

lisez les commentaires, puis relisez Rohlin. Vous vous apercevrez que tout y est dit 

en 17 pages.

Nous tenons a remercier Vlad Sergiescu, pour, il y a presque dix ans, nous 

avoir donne une esquisse de traduction qui nous a permis de comprendre, sans theorie 

d'homotopie, le theoreme de Rohlin. Saluons aussi Serge Ochanine pour sa traduction 

precise et Francis Bonahon pour avoir ronge, en bon cobaye, les premieres versions de 

ces commentaires. Admirons enfin la belie frappe que Bernadette Barbichon a donne 

des articles et des;commentaires.
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I . SUR LES DEUX PREMIERS ARTICLES

3
Soit Tq le tore de dimension trois plonge de maniere standard dans l'espace 

euclidien IRn+^ . Apres avoir decrit le champ de n-reperes normal a Tq que 

Rohlin considere, nous reprenons en detail la construction d'une variete M4 , de bord 

Tq , plongee dans IR^*4 (= 1R + x IRn+^) , et munie d'un champ de reperes normal qui 

etendrait Hn : c'est la partie geometrique de la premiere note qui se trouve exposee 

dans les paragraphes 4 et 5 . Une telle construction conclurait a la nullite de 1'element 

hn € irn+3(Sn) obtenu par construction de Pontriaguine sur le champ de repcre .

Nous rejettons dans I1 appendice A la verification de 1' affirmation de Rohlin selon 

laquelLe hn est la composee de trois suspendues de 1’ application de Hopf. Ceci permet- 

tra au lecteur de relire la premiere note et de comprendre la deuxieme note dont les 

methodes geometriques sont analogues.

La faute de la premiere note (en fait, hn est d 1 ordre 2 !) reside en ce que dans 

la construction de M4 on a suppose que la classe d'homologie d'un tore plonge dans une 

variete L4 simplement connexe est representee par une sphere plongee. Comme la 

variete L4 est explicitement donnee, il est tentant de regarder de plus pres ce contre- 

exemple au lemme de Whitney, c'est ce que nous ferons dans 1'appendice B ou nous 

verrons que L4 s'obtient par chirurgie d1 indice zero sur les anneaux boromeens, le 

tore T^ etant la chirurgisee de la fibre de 1' enlacement fibre que constituent les 

anneaux boromeens.

L ' appendice C · est un rappel des definitions et des proprietes des surfaces 

caracteristiques.

Le lecteur aura remarque que l'exemple fondamental qui intervient dans la
4

deuxieme note est la variete M1 , l'eclate d'un plan projectif en neuf points. Nous en
* 4

donnerons la description suivante dans 1'appendice D : La variete M1 est la reunion
2 2

d'un plombage E8 et de la variete obtenue en attachant a T x D trois anses le long

de trois axes du tore T = δ(Τ xD ) "les framing etant -1" . (En choisissant les neuf
2 2

points comme les points fixes d'un pinceau de cubique, T x D est un voisinage d'une 

cubique lisse du pinceau et les anses proviennent de deux cycles evanescents pour le 

pinceau et d'un diviseur exceptionnel.) Ceci nous permettra de donner une decomposition 

analogue des surfaces d'Enriques et des surfaces K3 .

23
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1. LE  TORE T? ET LE CHAMP DE REPERES. H ° 
------  0 -------------------- - n

2 3 3
Soit T n un tore de revolution dans 1 'espace euclidien ]R . Le tore T~ est

2 4 3
le bord d * un tube E autour de T q dans 1R . Un point a de T q est repere par ses

coordonnees (α^,α^»0̂ ) ou a. 6 ]R/2itZ  , : TQ-+]R/27rZ est une trivialisation

du tube E telle que οΰ^ίΟ) soit le bord d'un collier exterieur a T? dans 3R  ̂ et
3 2

(a 1 ,a 2) provient, via la projection du tube E , v : Tq -* TQ , du systeme de coor- 

donnee parallele-meridien sur le tore Tq . Pour tout point a de Tq , on designe par 

n(a) le vecteur normal unitaire sortant.

Soit ê  ,e2> · · · >en+2 la base canonique de ]Rn+  ̂ (n^2)  . On considere 

H^ = lu1, . . .  ,u } le champ de reperes normal a Tq dans ]Rn+3 defini par :

u^(a) = n(a) cosia-j+c^+a^) - e^ sinCc^H-a^ct^) 

u^Ca) = n(a) sin(a^+a2+a^) -r e^ cosia.j+o^+a^)

Rohlin considere ce champ de reperes car il produit par la construction de 

Pontriaguine 11 element hn de ^ ^ ( S 11) represents par la composition de trois sus- 

oendues successives de l1 aDDlication de Hopf :

Enf En~ 1 f En-2f
sn+3 2 ,t sn+2 a 2 sn+1 η 2  ̂ gn

i____________________________________________________________!____

3 2
(ici f-: S -* S est 1'application de Hopf et E est la suspension).

Comme la verification de ce fait est independante des arguments geometriques

de Rohlin, ' nous la rejettons a l'appendice A . Nous allons expliquer comme Rohlin
3 0 4

"prouve" que hn est nul, en faisant border au couple (TQ,Hn) un couple (M ,Hn) ou 

M4 est une sous-variete propre du demi-espace R^44 ( = { (^ ,x  ,...^cn>€ ϊ?Ω+4|χυ^  0}

de bord T q , et Hn un champ de reperes normal a M4 etendant H^ .

Rohlin commence par enoncer, a la fin du §3, la proposition suivante :

PR OPOSITION . Pour tout plongement propre φ : T^ x 4 Ι?Ω+4 , tel que

ρ(δ(Τ2 x D 2)) = T~ , l'ame <p(T2 x 0) est un cycle d1 obstruction a etendre le champ
0

de repere Hn .

Demonstration. Soit <pQ : T 2 x dD2 -* Tq la restriction de φ au bord. On 

peut supposer que <Pq conserve 11 orientation. Identifions T 2 x dD2 a T 2 x T 1 = Tq

u. =  e 0  -l  3+i
DOUr 3 < i < n
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le diffeomorphisme <p0 est alors homotope a un diffeomorphisme lineaire <p1 . Par la
2 2 2

construction de Pontriaguine, on obtient une sous-variete M de <p(T x D  ) de bord
2 ' 2 2 

<p^(*x 3D ) et munie d'un champ de reperes normal{v1 ,ν2} dans <p(T x D )  dont la

restriction au bord est (Τφ^ί jJ-), Ttp̂ ( ■)} )
1 2

Considerons le couple (C, H^+2) ou C est le cercle <ρ̂ (* x 3 D2) et H^+2

est le champ de reperes T<p1 ( ^ ) ,  u v · . . ,  un) . L'ame <p(T2 x 0) est un

cycle d1 obstruction a etendre le champ de reperes si et seulement si ne s'etend 

pas au-dessus de M2 ; cela a done lieu si et seulement si le couple (C .H^+2) ne 

borde pas. Rappelons le lemme de Pontriaguine :

LEMME 1. (C,H^ J  est un cercle dans ]Rn+^ muni d'un champ de reoeres normal
0 ·* 0 

H n+2 , n ^ 1 . Soit v1 un champ de reperes tangent a C.. Alors, le couple (C ,Hn+2)

ne borde pas si et seulement si l1 application f : C -♦ > f(x) = (vv^n+2^

represente I1 element nul de ffi(Vn+^) · (v n+3 est I'espace des reperes de Rn+^ , il

est isomorphe a GL(n+3 ,]R).)

Dans le cas qui nous occupe, 1'invariant de Pontriaguine de (C ,H^+2) est la 

restriction a a ( * x  3D 2) de :

^ i - v n+3

F ( a i > a 2 ,cc3̂  = (Τφ^ Τ α ^ ’ Τ φ ΐ ^ Γ α ^ ’ U1 ’ ‘ ’ ‘ , u n  ̂ *

Comme «p1 est un diffeomorphisme lineaire preservant 1'orientation, F est homotope
c) ci c)

a Fq : F0(av a2,a 3) = ^ Γ ’ ΤοΓ’ δίΓ · En regardant sur la base
o 1 2 ^ /+ *

canonique de , on voit que F induit zero sur le ir̂  Ceci acheve la demons­

tration de 11 affirmation du §3.
»

Demonstration du lemme 1.
2 ’ n~j Λ

Soit M une surface orientable connexe bordant le cercle C dans IR 1 . Le
2 γη-4 / 2

fibre normal a M dans ]R̂  est trivial (car il est orientable et M a le type

d'homotopie d'un complexe de dimension un). L 'obstruction a etendre le champ de

reperes H^ 2 a M2 est done un element de π·|(νη+2) (- Z /2 Z  carn+2=£3).

^  Le couple (<pQ(*-x3D2) , UT<pQ(^- ), T<pQ(^|-)}) borde (<p(*xD2),{T<p(-^-),T<p(^-)}),
1 2  1 2  

comme le diffeomorphisme est homotope a le couple

(9 1(* x D 2), (Τ φ ^ ^- ), T(p2(^l-)}) borde (M2 , ( v ^ v^ )  .

, . 1 2

' Le lecteur pourra se reporter, pour le verifier, au dernier paragnaphe de 1' appendice

Τ'Ρ1(5Έ Γ)

T<PV

, ur  ..  . , u n)
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L'obstruction a etendre le champ de repereS (e^, v^) en un champ de reperes tangent a 

M2 est un element y^ de (= Z ) ; cet element est impair car il est egal a la .

caracteristique d1 Euler de M2 . Soit f : C -+ Vn+4 donnepar f (x) = (βφ,ί(χ)) et 

considerons yQ et y^ les images de yQ et y 1 dans par les inclusions

canoniques. On a dans ^ ( V ^ )  , f = yQ + y 1 . Le lemme suit de ce que 

ir^(Vn+^) -♦ Tr̂ (Vn+4) est un isomorphisme et que y^ represente 1'element non nul.

2. CONSTRUCTION DE LA VARIETE M4 ET DU CHAMP Hn .

4 4
Soit K 11 exterieur du tube E dans la sphere S , le compactifie

4 4 4  4 4
d'Alexandroff de R (S = R  U°°). La chirurgie transformant K en la variete L

c 5
simplement connexe peut se voir plongee dans D (= R U 00) de la inaniere suivante :

4 r 5
Soit d un disque fibre du tube E et c :  S x [0,2J D un collier du bord.

Considerons X = c(Kx [0,2] U d x2); la variete L4 sera le bord d ' un voisinage

regulier lisse de S. , pince sur c(T~ x [0,1 ]) ^ . La variete P4 = L 4 U E est le

5
bord d'un voisinage regulier du complementaire d'un 2-disque denoue dans D ; elle

2 2
est done diffeomorphe a S x S .O n  designe par n le champ de vecteurs normal a

4 5
L dans 1R̂  etendant n (voir la figure 1).

Figure 1 : la variete L 4

("I") On peut prendre pour L4 le bord de I1 ensemble des points a distance ^  ε de £ , 

ou ε :  D^ -+ [θ,€φ] est une fonction C°° telle que e“ (̂0) = c(S~r x [0,1 ]) et 

e-1(€o) = - c ([o ,3/2f) et assez petit.

r!

^c ( k *[o a 1)

K

c
c (clxZ)·

m
%



LEMME 2 . Soit, dans L , le deux tore r = (c((0i1, 0£9,a _),j) la.+a.+oi- = 0} .
4 n & i '

II y a sur L - r un champ de reperes Hn etendant H~ pour lequel r soit un cycle

d1 obstruction.

Demonstration. Soit f: L4 -r -» IR/2irZ definie par :

a) f(x) = π pour x hors de c (T «x [0 ,l] ) ;

if(c(a α a t)) (1_ t) ei â i+a2+a3)-t

b) e = — a « ; ^ 7 4 < n —  pour C l ’a 2 , a 3 , t) dans
||0-t)e 2 3 -t|| c (t q x [0,1]) - r .

(voir la figure 2).

II suffit de poser Hn = u ̂ , . . . ,  un , ou, pour a € L :

u^a) = n(a) cos(f(a)) - e^ sin(f(a))

‘^ (a ) = n(a) sin(f(a)) + e^ cos(f(a))

lk (a) = e ^  , pour 3 ^  i ^  n . □

c(<V«VS)
e

Figure 2 : construction de Hn ; la fonction f .

Rohlin suppose alors que la classe d'homologie du tore r dans la variete
1 4 2

simplement connexe L se represente par une sphere plongee Σ . Nous sommes

en dimension quatre et le lemme de Whitney ne s1 applique pas ; nous verrons en fait,

dans le quatrieme article, qu'une telle sphere n*existe pas. Supposons cependant,
2

comme Rohlin, 1 'existence de Σ et suivons la suite de 11 argument.

4
Montrons tout d'abord comment on obtiendrait aujourd'hui la variete M et le

champ H (en fait H~) . Nous expliquerons ensuite les arguments de Rohlin.
2 3

Remarquons tout d'abord que la sphere Σ borde un disque Δ  plonge dans
6 4

R 1 et ne coupant la variete L qu' en son bord :
2 5

La sphere Σ borde certainement un disque D dans R.. ; poussons l'interieur
5 '

de D au-dessus de ]R1 et mettons-le en position generale, nous obtenons un disque D 1
6 6 6 

immerge dans ]R  ̂ de bord Σ et dont 11 interieur est dans (= (xq,...,x^) 6

|x  ̂> 0}) . On peut supposer que le nombre algebrique de points doubles de D 1 est

.Wt+V*») £

■N

- i

27



zero. Le lemme de Whitney fournit alors le disque Δ

28

3

f t

3

3
F ig u r e  3  : c o n s t r u c t io n  du  d is q u e  Δ

3
Le disque &  permet de faire une chirurgie plongee sur la sphere Σ ; soit

M4 c^. la variete obtenue par cette chirurgie. Le champ de reperes H? s  1 etend au

(+)
compiementaire du cercle co-ame de la chirurgie , comine ce cercle est de 

codimension trois. dans M4 et = 0 pour i — 2 , le champ s1 etend en fait

en un champ de reperes H2 normal a M4 .

La technique de la chirurgie plongee n1 existait pas en 1951 , et Rohlin nous 

offre une toute autre construction.

4
La construction de M selon Rohlin.

2 2 
Soit V un tube autour de la sphere Σ . Comme 11 auto-intersection de Σ

2 2
est nulle, il y a un isomorphisme de tube entre V et un tube produit Σ x D .

Soit ψ : Σ2 x S 1 -+ Σ2 x S^ le diffeomorphisme defini par :

ψ (x»y) = (xy,y)

(ici, on a identifie la sphere Σ^ a € U 0® et le cercle S^ au cercle unite de C ).

Soit ψ le diffeomorphisme correspondant de δ V . Rohlin pose alors :

’ M4 = L4 - V U V' et Q4 = P4 - V U  V ' = V4 U E ,

* ^  Ψ
ou V 1 est un deuxieme exemplaire du tube V .

4 4
Rohlin degage alors les proprietes suiv antes des varietes M et Q :

Propriete a). Pour tout recollement a M4 du produit d'un 2-toreetd'un 2-disque, 

le 2-tore axial de ce produit devient un cycle caracteristique.

Propriete b). Le nombre caracteristique ^ 2 2  *a var^ ®  ^  est na*· ·

^  car la sphere Σ2 est homologue au tore r et s'efendait au compiementaire 

de r par le lemme 2.

£  D r L

/
. D

LLL
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Demonstration des proprietes a) et b) .

Remarquons tout d'abord que V U V '  est le S fibre non trivial sur la

2 , ψ  
sphere S , V et V 1 etant les restrictions de ce fibre a deux des hemispheres de la

2 2 3
base S . En collant a Q x [ 0 , l ] ,  le long de V x l  , un exemplaire de S x D :  ,

2

3 2
le D -fibre non trivial sur-la sphere S on obtient un cobordisme oriente entre P

(t)et Q . L a  propriete b) en decoule car le nombre de Pontriaguine X 

invariant de cobordisme oriente et P
22

est un

un produit de sphere, borde.
f n+4

Plongeons le cobordisme precedent dans IR1 , par un plongement etendant
4 n+4

11 inclusion de Q x 1 dans ]R1 . La propriete a) decoulera alors de la Propositiot
0 , 4

et de ce que le champ Hn s ' etend au deux squelette de M .

2 2 
En effet, comme la sphere Σ est homologue au tore r , le champ de repere

0 4 A 2
Hn s ' etend au complementaire de V dans L , l'ame Σ de V etant un cycle

d ' obstruction. Mais L4 - V = Μ4 - V' . Si l'ame Σ2' de V ' etait aussi un cycle

d'obstruction, on pourrait (en arrondissant les angles en c>V = 3V’ ) construire

un champ de reperes normal^ V U V '  dont un cycle d'obstruction serait

2 12 ^
Σ U Σ , or ce cycle est nul en homologie modulo deux ; cela contredit le fait que la

^  2 2
seconde classe de Stiefel-VVhitney de V U V '  (= S x S ) est non nulle (c'estle 

dual de Σ2) (voir la figure 4). □ ^

Figure 4

^  En langage moderne, X 22(Q4) = ^P^(M4),[M 4] > est le premier nombre de Pontria­

guine. Les notations originelles de Pontriaguine provenaient d'une description explicite 

des classes de Pontriaguine en terme . des cycles de Schubert dans la grassmannienne.

η;·
Lv.lL‘.J

R<

J
V

/
V

«7-
V

w 1

' l *

Si ne s'etendait pas au 2-squelette de M4 , on aurait w_(V U V 1) = 0 !
Ψ

/

X y
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Les indications precedentes devraient permettre au lecteur de comprendre la

construction du champ Hn donnee au §5 ; indiquons cependant la variation suivante

de 1' argument (qui utilise la definition moderne des classes de Pontriaguine).

Comme nous venons de le voir, le champ s'etend au 2-squelette de M4 .

Puisque ^ ^ n   ̂ = ® ^  s'etend aussi au complementaire d'un point mQ de M4 et

1'obstruction a 1'etendre a M4 est un element x de fl_(Vn) . Complexifions ; comme 
0

le champ Hn se deduit du champ (n,e,-,. . . , en+^) par une application 

g : ** SO(2) c GL(n,]R) .et que 1'inclusion SO(2) -* GL(2 ,€) GL(n,C) est nulle
O n

en homotopie, le complexifie du champ H s'etend en un champ de reperes defini sur
A

Q - πίφ , 1'obstruction a 1'etendre a G* est le complexifie x̂-. 6 ir^V^C)) de x .

Or, 7r^(Vn(C)) est isomorphe a Z  pour n ^ 2  et x .̂ represente le nombre de

Pontriaguine de Q4 , il est done nul par la propriete b). On conclut que x lui-meme

est nul de ce que, pour n =£ 5 , ir̂ (Vn(]R)) -+ ^ ( V n(C)) est injective. (Si n = 3, 4 ,

on peut aussi conclure a la nuliite de x en utilisant que la classe d' Euler du fibre 
\ 4 n+4

normal a Q dans 1R est nulle et la description explicite des stabilisations 

π3^ ν  ff3^ i + 1̂  Pour i = 3 et 4 (cf. § 23-6 du livre de Steenrod, the topology of 

fiber bundle).)
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DESCRIPTION DE U  APPLICATION DE HOPF ET DE SES SUSPENSIONS

3 2 2
Considerons S _ la sphere unite de ■ C et S la sphere de Gauss

S2 = C U°° = CP^ . L ' application de Hopf H : S^ -* S 2 est la restriction a la
3 2 1

sphere S de la projection canonique it : C -0-+ C U oo = CP  definie par

ττ(Χ,Υ) = I  .

La projection stereographique de pole (0,i) de S^ sur C θ P  fixe le cercle 

Gq = H~^(0) . Une equation parametrique de est :

X = cos a + i sin a , Y = 0 .

Soit n(a) = cos a.e^ + sin a-e2 *e vecteL,r normal unitaire exterieur a dans CxO

la base reelle canonique de ]R est e1 = (1,0) , e_ = (i,0) et e, = (0,1) . Le
-1 3

cercle C = H  (e) est 1'intersection avec S de la droite complexe d1 equation

eX - Y = 0 . Cette droite coupe C x O  avec nombre d' intersection +1 et done le

nombre d 1 enlacement 2(Ce ,CQ) des deux cercles G£ et vaut +1 . Le champ de

repere produit par la construction de Pontriaguine sur 1 'application de Hopf est done

parametre par F *. lR/2irZ -♦ V 0 _ , οϋ V est 1 'espace des p-uples de vecteurs
L· ^ J 3

independants dans R  . F2(a) = (cos α.η(α) - sin a.e^, sin α.η(α) + cos oc.e^)

(voir la figure 5).

APPENDICE A

f 0? 

/£ ■

Soit f. 1' application produite par la construction de Pontriaguine sur le champ 
n- 2

de repere F 2 et fn = E f2 la n-2-eme suspension de f2 .

Pour simplifier les calculs, nous prendrons pour modele de la sphere Sn le 

compactifie d'Alexandroff 2B 2 x In 2 U 00 de 2 B 2 x in-2 , ou I = ]-1, 1[ et 

B2 = {(x1 ,x2) € ]R2 I x2 + x2 < 1} .

L'application fn+2 est alors definie par les formules suivantes :

Figure 5

►e*

n Co) •e,
e» e t



- Si x = ((1+x^cos a, (1+x^sin a, x2»x3 » · * * >xn+2̂  ζ S 1 x B2 x 2In

( a ^ S 1 ; (x1,x2)€ B 2  ; {x^, . . .  ,xn+2) 6 2In)

fn+2(x) = (2cos a.x^ -2sina.x2> 2sina.x1 + 2cosa.x2,x^,...pcn+2) € 2(B2 xIn)

- Sinon, fn+2(x) =_co ·

En substituant, on obtient pour hn = fn o fn+ o fn+2 :

- Si, ecrit en colonne,

(1 + τ (1 +t  (l + cos.y û  +sin yu2) cos(y -β )) cos {β - a)) cos a

(1 + j (1+ y (1+cos y u1+sin y u2) cos(y -β)) cos(£-a)) sin a 

? (1 + y(l+cosyu1 + sin yu2) cos (y -β)) sin (β - a)

_ ^ (1 + cos yu1 + sin yu2) sin (y-β)

£ (1 + cos y û  + sin y u2)

32

avec (ur u2) € Β2 , (x6 , . . .  ,xn+3) 6 2 In , (a , β , y) € S 1 x S 1 x S 1 

hn(x) = (2u1,2u2,x6 , . . . fxn+3) 6 2 (B2 x°In“ 2) .

- Sinon, hn(x) = 00 .

En faisant une homothetie de rapport 4 et le changement de variable, 

a 1 = ο( , - β - a , - β , et done y = ;

on obtient les formules de Rohlin :

h” ^(0) est le tore Tq plonge de la maniere habituelle dans IR4 c*]Rn+3 :

x1 =(4 + 2(1 +cos otj) cos a 2) cos ;

x2 = (4 + 2 ( 1 +  cos toy) cos a2) sin ;

x^ = 2(1 + cos a sin a 2 ;

x^ = sin a^ ; x̂  = 0 pour i ^  5

ou (a lfe2 ,a 3) € T3 .

x6

x 0 
n+3

y = 0'1 + α2 +α3 ~



Si n(a) est le vecteur normal unitaire exterieur a Tq dans 1R4 au point a 

de coordonnees , le champ de repere normal produit par hn est :

33

u^a) = n(a) cosla^ + + a y  - e^ s i n ^  + + a y

u2(a) = n(a) s i n ^  + a2 + a^) + e^ cos(a1 + + ay

u ~ = e ^ , . . . , u = e _ .
3 6 ’ n n+3

Terminons cet appendice en remarquant que, si I1 on restreint le plongement 

3 3
decrit ci-dessus de T dans Tq a l'un de ses facteurs, disons le cercle des defini: 

par = 0^ = 0 ((i,j,k) etant une permutation de (l ,2,3)) , les vecteurs et

sont constants, alors que (^-  ,n(a)) decrit une base du plan e  ̂ , eR+  ̂ cette 

 ̂ base effectue un tour complet quand varie de 0 a 2ττ . II en est de meme 

de la fonction de .]R/Z dans SO(2)c^GL(n) qui fait passer du champ de repere

0 / 'cos  a k s in a k\
(n(a),e-,...,en+3) au champ Hn = (u1, ...,un) (elle associe ^_sin c o s G ; M ak^·

3
Cela demontre que 1 'application Fq : T -♦ Vp+3 induit zero sur le n^ . Rappelons 

que l1 on a considere cette application pour la demonstration de 1' affirmation du § 3 ;

elle est donnee par :

F0(°£r a2,a3̂ = f e ’dal'δόΓΙ,υ1,···,ι1η̂ *

ί° ί 1, α 2 ’0£3)

a
b a . 

1

a
ha.

i



34

APPENDICE Β .

QUELQUES DES SINS DE LA VARIETE L ET DU TORE r . 

UNE DECOMPOSITION EN ANSES DE L4 .

Considerons le tore standard Tn dans
3 3 3

]R c ]R U “  = S tel que Rohlin le decrit

au paragraphe 3 ·

2
Soit V le tube unite autour de T n j

2
il est diffeomorphe a T q x I . Dans le complementaire 

de V , il y a deux disques D^ et de bord un

meridien de T^x-1 et un parallele de TqX 1 respectivement. Des bicolliers autour 

de D^* et forment deux anses d'indice deux, et H  ̂ ; notons a  ̂ et a  ̂

leurs co-ames :

τ*1

V U H 1 UH« est diffeomorphe a une sphere epaissie S x I plongee de
3

maniere standard dans S . Faisons apparaitre cette sphere epaissie en retournant 

la figure precedente comme un gant :

Or

P,
a r

Hz
/ a j-

H, Hi

•n

li---►
Γ \

X

γ
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3
Epaississons la situation precedente en considerant la sphere S comme

4 -
l'equateurde S . Le voisinage V devient V = V x I  et les anses H 1 et

deviennent x I et = H2 x I · La reunion V UH^ U H 2 est diffeomorphe

a S2 x I x I = S ^ x D ^  ; le complementaire est un tube x autour du cercle
4 2 2 4 2 2

enlagant T? dans S · .  Remplagons ce tube par S x D  pour creer P (s S  xS  ).
—  2 2 9 2

Soit H^ = D + x D  une anse d1 indice 2 remplissant la moitie de S^ x D . Le complemen­

taire dans P4 de VUH-| U H 2 UH.J est alors x D 2 un disque de dimension quatre. 

Decrivons 1' enlacement de S^ sur lequel s'attachent les anses duales de H ,H_ et H-.

Pour et , les cercles d ' attachement S^ et S£ des anses duales 

sont les doubles des co-ames de H et H .
1 2  1 2  

Elles sont situees comme suit dans la moitie S x D de S x S

V

a

V v V = v*l

Η,' Η„.Ι

Ί*Ι
Η η ι k f (

D*1

S*'I

Η,

•Sts;

H 1 = H 1
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Le cercle d1 attachement de 1' anse duale de est *  x c)D.;l' enlacement

obtenu est :

o n  r e c o n n a cit

D<'es  a n n e a u x  u o r r o m e e n s

/

S i

Les trivialisations des tubes autour de chacun des trois anneaux ont nombre

d’enlacement 0 : On peut le suivre dans le "cinema" precedent ou remarquer que ce 

sont les seules trivialisations qui donnent une homologie de rang trois sur le bord de 

la variete L4 obtenue par chirurgie (rappelons que 3L4 = T3) .

4
Nous allons maintenant faire apparaftre la structure de tore sur le bord de L 

vue comme trois anses a nombre d*enlacement 0 attachees sur les anneaux borromeens.

Soit p la rotation d'angle —■ de S^ qui permute les trois anneaux borromeens 

L 1 image de chacun des trois anneaux dans le quotient S /p  est un noeud trivial n .

Le complementaire de n admet une fibration en disques telle que chaque disque coupe 

1’image de l1 axe de p transversalement en trois points. Le complementaire des 

anneaux borromeens est done fibre ; la fibre F est un revetement cyclique d'ordre 3

ramifie sur trois points du disque, e'est un tore a 3 trous. Cette fibration s'etend
4 A

en une fibration en tores de QL la variete chirurgisee avec fibre F = F U D ^ U D 2 U D 2 >

ou les D. sont des disques dans le bord de l'anse duale de H. . La fibre F  est
4 1 2

invariante par I1 extension naturelle de p a L et represente le tore τ d* equation
3

a 1 + a 2 + = 0 dans .

5, SI
St

5*

V
is<
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5 '

-'"V/

v _

de ?ooce de ^

f

Terminons cet appendice par quelques exercices.

1) Calculer la monodromie de la fibration des anneaux borromeens. En deduire que
4

la monodromie de la fibration correspondante de dL est l'identite : vous aurez 

verifie directement que la variete de dimension 3 presentee par la donnee de

chirurgie w est le tore T*

3 v 4
2) II s 1 agit de determiner les diffeomorphismes de T n qui s' etendent a L et

2 2 4
d'en deduire qu'une variete obtenue en collant T x D a L est diffeomorphe soit a 

P4 = S2 x S 2 , soit au "produit tordu" de deux 2-spheres S 2 x S 2 (= C P 2 /  (-C1P2)) .

a) Prouver que si un diffeomorphisme du tore Τ3 s 1 etend a L4 , il fixe

la classe d'homologie modulo deux du tore t . [Indication : Tout diffeomorphisme du

tore T*? conserve la structure Spin provenant du champ de repere (voir App. C ),
j n

une extension de φ doit? conserver 1'obstruction a etendre a L cette structure 

Spin. ]

b) Prouver qu'un diffeomorphisme agissant par une permutation des coor-
3 4 4

donnees de TQ s ' etend a L (utiliser la presentation en anses de L ).

2 1 0
c) Prouver que le diffeomorphisme lineaire de T n de matrice ( 0 ) s 1 etend

4 /  ̂ \ 3 \
en un diffeomorphisme de S induisant ^2 1 \ sur Tq . [Soit V ^ S ^ x D 2 un des

deux tores solides bordant T2 dans S^ (l1 autre est Vn = D 2xS^) . Considerer
—  1 O

l'epaissi = S xDJ de , remarquer que

que ff^(SO(3)) est d1 ordre 2. ]

En deduire que ^  1 ^ s1 e

S4 - V s  D2 x S2 et utiliser le fait .

etend a L

’axe cUj5

τ ι
nry

. V
i m q e
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4 2
d) En faisant dans S - T„ des "twists de Dehn" autour de V et de V , montrer

que: P  1 1 1 f1 1 iV
i) les diffeomorphismes lineaires de matrice  ̂ et  ̂ J

s'etendent a S 4 mais non a L4 .

!  \
ii) le diffeomorphisme lineaire de matrice I J s'etend a L  .

e) Deduire de b) et c) qu'un diffeomorphisme lineaire s'etend a L4 si sa matrice 

est congrue modulo 2 a une matrice de permutation. Deduire alors de d) que, pour 

un diffeomorphisme lineaire, la condition necessaire de a) est aussi suffisante.

3
f) Prouver que tout diffeomorphisme φ du tore T est isotope a un diffeomor­

phisme lineaire. [Supposer que φ induise l'identite sur le H 1 ; se ramener par un

argument de cercle le plus interieur au cas ou φ(Τ^χθ) Π T^xO  = 0 ; se ramener
2

alors au cas ou φ induit 11 identite sur T x O  ; reprendre 1 'argument pour se
2 1 1 2 

ramener au cas ou φ induit l'identite sur T x O U T  xOxT  U O x T  ; conclure

en utilisant le theoreme de Cerf : Diff+( S^) est connexe. J

3 4 ,  4
g) Soit cp un diffeomorphisme de T et la variete obtenue en collant L  a

2 2
T x D au rnoyen de φ :

M« = L4 UT2x D2 = L4 UT2XD2/ (4L4 .  T3 3 x . 9(x)6T3 = T2xi>D2 = e, (T2 xD2)K

Prouver que :

i) Si Pi οφ : -* T 2 est de degre impair, M4 est diffeomorphe a

P4 = M. . (= S 2 xS2);et il y a un diffeomorphisme entre L 4 U T ^ x D 2 et L4 .U T^xD2
/ 2 2 2 Φ id

qui preserve la decomposition (avec p  ̂ : T xD  -* T la projection naturelle).

f 2 2 i
ii) Si pq o(p : τ -♦ T est de degre pair, est diffeomorphe au "produit 

tordu" S 2 x S2 de deux 2-spheres (S2,x S 2 = C P 2 /  (-CIP2)) et il y a entre deux 

tels un diffeomorphisme preservant la decomposition.



APPENDICE C.

SURFACES CARACTERISTIQUES

4 - 2
Soit M une variete orientable de dimension quatre. ' Une surface F dans

4
M est caracteristique si elle est un cycle d1 obstruction a trivialiser la restriction au 

2-squelette du fibre tangent a Μ : II y a une trivialisation t du fibre tangent M hors 

de F et pour tout disque D transverse a F 1'obstruction a etendre t au-dessus de 

D est 11 element non nul de 77^(SO(4)) = TLf2Z  (rappelons que comme M est orientable, 

son fibre tangent se reduit a SO(4)). Ceci revient a dire qu'elle est duale de la seconde 

classe de Stiefel-Whitney w;2(M) de M .

Rohlin utilise la meme notion pour le fibre normal. On voit que c'est la

meme chose en appliquant a N = M - F la remarque suivante.

η N
Remarque. Soit N une sous-variete de IR , 2 < n < N-2 . II y a une bijection entre

1'ensemble des classes d'homotopie de trivialisation des restrictions au 2-squelette de 

N des fibres tangent rN  et normal i/N de N . Cette bijection associe a la trivia­

lisation t de t N jiNj[2] la classe d'une trivialisation t' de ^Ν|^,[2_, telle que t®t'  

soit homotope a la trivialisation standard de rlR^ (si n S 2 , il faut remplacer le 

fibre tangent par le fibre tangent stable).

Par exemple, la bijection precedente fait correspondre a la trivialisation

) de T~ , invariante par translation, le champ de repere normal 
'dot ’ b a 2’ b a ^  0 ^ ^ ^ n

que' Rohlin considere.

Une classe d'homotopie de trivialisation de la restriction au 2-squelette du

fibre tangent stable d'une, variete est une structure Spin sur cette variete.

II y a une autre definition d'une surface caracteristique d'une variete
4 2 4

orientable M : Une surface F est caracteristique dans M si, pour tout cycle

modulo 2 , Σ2 de M4 , on a Σ .Σ = Σ . F mod 2 (le point designant 1'intersection

homologique). L ' equivalence des deux definitions est la formule de Wu dont nous allons

donner la demonstration geometrique suivante :

2 2 
Supposons le cycle Σ represente par une surface G . Soit rG le fibre

tangent a G et v G le fibre normal a G dans M . Comme la variete ambiante M est 

orientable, les fibres rG  et vG ont tous deux meme obstruction w1 a l'orientabi- 

lite. Soit C et C ! deux cercles transverses representant cette obstruction. Soit X 

un champ de vecteurs tangent a G et Y un champ de vecteurs normal a G , chacun

.39
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non nul hors d'un voisinage d'un point (g^ et gY respectivement) de G - C U C '  .

Soit X' un champ de vecteurs tangent non nul hors de g ^U C  et formant la 

■avec X une base de tG ; soit Y' un champ de vecteurs normal non nul hors de 

gy U C ' et y formant une base de vG . Hors de {g ^ ,g y ,C O C '} , les trois vecteurs- 

X , Y , X '+ Y ' sont independents, ils se completent en un champ de reperes tangent a M 

defini sur G - { g ^ ,g Y ,c n C '} ..  L'obstruction a etendre ce champ a G est 

S(X) + <δ(Υ) + C f l C  mod (2) ou &(X) , 1' obstruction a etendre X , est la caracte- 

ristique d' Euler x(G) de G , et &(Y) 1'obstruction a etendre Y , est G«G .
Λ  Q

Mais, pour une surface G , on a x(G) + (w jG )) = 0mod(2) ; l'obstruction a trivialis<

2 2 2 
la restriction a G du fibre tangent a M est done G .G  , ce qui etablit I1 equiva­

lence des deux definitions. □

Remarque. Dans la deuxieme definition, il faut tenir compte de tous les cycles 

modulo 2 et non seulement de ceux qui sont reduction modulo 2 de cycles entiers :

Pour la surface d' Enriques dont nous allons donner une description dans 1' appendice D 

la surface vide n'est pas caracteristique bien que Σ . Σ = 0 mod (2) pour tout cycle 

entier Σ . Cependant, si H ^(M ;Z /2Z ) = 0 , tout element de Κ^Μ-,'Ζ/2'Ζ.) est 

reduction modulo 2 d'un element de Η^ίΜ,'Ζ) .
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AP PEN DICE D .

LA VARIETE M4 DE ROHLIN,

LES  SURFACES D 1 ENRIQUES ET LES  SURFACES K3

4
Dans le second article, Rohlin a besoin d'une variete de signature -8

et possedant une surface caracteristique d1 auto-intersection nulle. Pour l'obtenir,
*2

il fait la somme connexe d'un plan projectif complexe C P  et de 9 exemplaires de 

-CP , le plan projectif complexe munit de 1'orientation opposee: M4 = C P 2/9 (- C P 2) 

la surface caracteristique F est une surface representant la classe d'homologie 

f = (3 ,1 , . . . ,  1) 6 Z  <b Z 9 -3f H2(£ P 2) ® (H2(-€P2))9 a- H 2(M*) . (On a choisi C P 1 

muni de son orientation complexe comme generateur de H2(Cp2) ; pour

X = (x x , . . .  ,x ) € Z  w Z 9 = H (M^) , on a ;

9 9 92 2 2 2
X = xA - Σ x. , done on a modulo 2, X = xA- Σ x. = 3xn - Σ x. = X .f ,

0 i=1 1 0 i=1 i 0 i=1 i

2 2 9
et la classe d'homologie f est caracteristique ; d'autre part, f =3 - Σ 1 = 0 .)

i=1

La variete M4 .

2
Soient dans C P  deux cubiques Cq et CM d' equations F q = 0 et = 0

telles que la courbe generique Ct du pinceau engendre ^  par C„ et C soit
0 2 1 ° °  

lisse. Ce pinceau definit, une application rationnelle <p : C P ---> C P  definie
o

pour X dans C P  hors de C^flC^ par: p(X) est 1 'unique t tel que X € C. . On
1 2 ^  o

obtient apres 9 eclatements de € P  une surface algebrique CP  sur laquelle

1' application φ devient bien definie.

composee de
9 eclatements

✓v 2 4
La variete C P  est diffeomorphe a la variete de Rohlin et la transfor- 

mee stricte Ct̂  d'une courbe lisse du pinceau est dans la classe d'homologie de f . 

En effet, un eclatement en un point X  lisse d'une courbe C sur une surface

^   ̂ Elle est d' equation F^ = Fq + t = 0

^  2 CP

*’ 2 
CP C P 1
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2 1
algebrique M correspond a faire une somme connexe de paire (M,C) /  (-CP ,C P  )

Comme toutes les cubiques lisses sont diffeomorphes par un diffeomorphisme
2

ambiant de C P  , on deduit de ce qui precede que le type de diffeomorphisme de la 
^  2 Λ \ ,

paire (CP , C J  ne depend pas du choix du pinceau. Le jeu maintenant consiste a 

etudier la topologie de (CP ,C) en choisissant un pinceau explicite.

Λ

Comme la fibre C ^  est lisse, elle a un voisinage en produit diffeomorphe

a C+ x D 2 = T 2 x D 2 ; posons N4 = M4 - int (C* x y D 2) , c'est une variete de 
τ0 3 1 τ0 

bord le tore de dimension trois T .

3 4
PROPOSITION 1 . Les diffeomorphismes de T qui s' etendent a sont ceux qui

preservent 11 orientation.

Demonstration. On choisit un pinceau tel qu1 une base de l'homologie d 1 une

fibre generique Ct^ soit representee par deux cycles evanescents se contractant

vers deux fibres singulieres ordinaires ("t") C+ et C+ . Soient D. et D_ des
M l 2 1 2

disques que ces cycles evanescents parcourent au cours de leur contraction, tels que

<p(D.j) U ψ(Ε>2) so*k un arc a plonge, joignant t̂  a ^  ' Passant Par *0 et ne

rencontrant aucune valeur critique de <p autre que t̂  et :

^  c ' est-a-dire irreductibles avec un seul point singulier qui est quadratique non 
degenere.

Dt

D,

h α  μ i
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Ajoutons a C t x D  deux anses H . et HL d1 indice 2 le long des disques 
0 2

D.j et D 2 · Soit V = Ct x D  U H ^ U H ^  la variete obtenue, on peut faire en sorte 

que V soit la preimage par φ d'un disque D contenant 11 arc a dans son interieur.

Soient e un diviseur exceptionnel de C P  rencontrant transversaiement

0 2 
les fibres generiques et = e - V . Ajoutons a C ^  x D une troisieme anse

d'indice 2 le long du disque pour former :

P = C+ x D 2 U H 1 U H . U H _  = V U H ,
L0 λ 2 5 5

Posons enfin Q = P - int (Ct x }  D ); le bord de Q est :

= i+Q-U i_Q ou <S+Q = CtQx | c D 2 = T3 .

3 2
Dans le tore T = Ct x dD , les cercles d'attachement sont des paralleles

0
disjointes aux axes de coordonnees , les trivialisations des tubes autour de ces 

cercles different de -1 de la trivialisation invariante par translation.

Comme la signature de est non nulle (elle vaut -8), un diffeomorphisme
4

de N ̂  preserve 11 orientation. La proposition decoule alors du letnme suivant :

3
LEM ME. Tout diffeomorphisme preservant 11 orientation de T = d+Q s1 etend en un 

diffeomorphisme de Q identite sur Q_ .

Demonstration. En faisant tourner a 1'interieur de V la fibre C+ autour

des fibres singulieres Ct et C*. , on produit des diffeomorphismes de Q identite
l1 2

sur s>_Q et induisant sur T^ = d Q des diffeomorphismes lineaires u et de

/ 1 1 N ( \matrices 1 .1  J et 11 1 > .1 \ y
La variete Q a un diffeomorphisme β d'ordre3 induisant sur T = d+Q 

un diffeomorphisme a isotope a la permutation circulaire des coordonnees. (Si on

Hr

- ί ΙΡ1
■Οι
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choisit pour cercles d ' attachement des anses H2 , les cercles d'equation

Y = Z = 0 , Z = X = j  , X = Y = j  , le diffeomorphisme β donne par

β (Χ,Υ,Ζ) = (Z + j ,X , Y + j) permute les cercles d ' attachement et les trivialisations 

des anses : il s'etend a Q .) En conjuguant et par des puissances de β , 

on realise toutes les matrices elementaires et done par composition tout SL(n , 2L) .
o

Le lemme suit alors de ce que tout diffeomorphisme du tore T preservant I1 orienta­

tion est isotope a un diffeomorphisme lineaire de SL(n ,Z ) (voir les exercices de 

l'appeniiice B) . □

PROPOSITION 2 . La variete Q decrite dans la demonstration de la proposition 1 

admet un plongement dans N4 telle que le complementaire N^ - Q soit un plombage 

Eg defini negatif

COROLLAIRE. Le bord interieur d Q de Q est une sphere de Poincare.

Demonstration de la proposition 2 . II s'agit d'etudier explicitement un 

pinceau particulier.
3 2

Soient ε > 0  fixe et t dans C ; considerons le polynome f„. (̂x) = x +3ε x-t 

Pour t Φ 1 2i , ce polynome a trois racines distinctes. Si t = t̂  est reel, une des 

racines x<- est reelle, les deux autres x. et x. sont complexes (lm(x. ) > 0).
l0 *0+ V  V

Quand t parcourt le segment [tQ, ΐ 2i e3 ] , les racines xQ et x+ vont se confondre.

Considerons le pinceau des cubiques C £  ̂ d1 equation 

F „J X ,Y ,Z )  = Z Y 2 - X 3 - 3e2 Z 2X + tZ3, ou,en coordonnees affines,y2 = x3 +3e2x- t .
V  [

Le nombre e et^nt fixe·; posons Ct = C gt. Soient tQ € ]R , par exemple tQ = 1 et 

yn+ et yn_ les deux courbes de Ct definies par yn+= i(x,y, 1) € Ct I x € [xf ,x* ]} .
0 υ_ I0 τ 0 o*

Ce qui precede prouve que /q+ et 7q_ sont deux cycles evanescents formant une base

de H.iCx ) et allant mourir sur les courbes singulieres C - et C . Les
1 0 2ie3 -2 ie3

9 points fixes du pinceau sont au-dessus du point a l'infini (0 , 1 ,0) sur 1' axe des y 

et forment une chaine lineaire de points infiniment proches ; soient e^, . . .  ,e^ les 

diviseurs exceptionnels correspondents. Les fibres singulieres de p : C P ^  -* CP^

sont . <p_ 1(-2ie3) = C_2ie3 , <p"1(2ie3) = C ^  et <p~1(°°) = C^ * 

et l1 on a dans C P  la configuration suivante :
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V

-  2 Λ 7
Le compiementaire de Q dans C P  est un voisinage regulier de CK U e. ,

— i= 1 1 
c1 est un plombage Eg defini negatif. !_

Remarque. Le lecteur pourra faire tendre e vers 0 dans les constructions prece- 

dentes et reconnaftre la sphere de Poincare sous les trois manifestations suivantes :

- bord d'un plombage Eg ,

- a_Q ,
- resultat de la chirurgie d'indice 1 sur le noeud de trefle 

k = i(x,y) ly2 =' x3 } , ou s3 = ((x,y) € c 2 l lx!2 + |y|2 = 1} .

Pour que les orientations coincident, il faut prendre un plombage Eg defini 

positif (dans C P 2 la variete Q et le plombage Eg defini negatif sont de part et 

d1 autre de leur bord commun).

Les surfaces d1 Enriques et K3 .

Une surface d 1 Enriques est une surface elliptique obtenue en faisant deux 

transformations logarithmiques d1 ordre 2 sur deux fibres lisses de la surface 

elliptique φ : CP  C P  obtenue a partir d'un pinceau de cubiques (voir par 

exemple Griffith-Harris, Principles of algebraic geometry, Wiley Intersci^i^e, 

p. 594-600).

piom La^e

C..J
2 i t

Hi"

-1, ' ! / "

" « I v X
ζ .

Λ

Or

V

::χ



Π . SUR LE TROISIEME ARTICLE

1. CERCLES DE POINTS DOUBLES D 'U N E  IMMERSION GENERIQUE

La partie la plus importante des commentaires sur le troisieme article est 

11 explication de la methode de Kneser pour lisser les cycles combinatoires de codimen­

sion inferieure ou egale a deux dans une variete.

Nous nous contentons ici d'expliciter les modeles pour les cercles de points 

doubles d'immersions generiques que Rohlin utilise pour "eliminer ces points 

doubles".

3
Rohlin prend une variete orientee M de dimension trois. Pour montrer qu'elle

borde une variete orientee W de dimension quatre, il considere une immersion gene-
3 5

rique f : M -* ]R et introduit, pres des cercles de points doubles, les.modifications
3

© et lui permettant de construire une variete N cobordante a M et possedant
5 Λ >

un plongernent dans IR . La variete N peut etre triangulee comme sous-polyedre de

]R  ̂ ; le fait qu'elle borde resultera alors de la methode de Kneser-Rohlin appliquee a 

la trace X d'une contraction de N en 1 ·origine de TR̂  :

X = {y 6 1R5 | 3 x € N  , t 6 [0 ,l] tel que y = tx} .
5

Cette trace X est une chaine polyedrale de codimension un dans HR et de bord homo- 

logique δΧ = N . Le theoreme de Rohlin-Kneser (theoreme 3 du chapitre suivan$ permet
1 _ 5

de remplacer X par une sous-variete W de ]R de bord N .

La modification n1 a pas de mystere : c 1 est une simple "chirurgie ronde 

plongee, d1 indice un" (Rohlin utilise implicitement son analogue en dimension quatre 

lorsqu1 il calcule dans le qUatrieme article) ; la modification est moins connue. 

Nous analyserons done les cercles de points doubles ; nous decrirons explicitement des 

modeles plonges des modifications et remarquerons que le cas qui conduit a

la modification la plus subtile ne peut se produire en dimension quatre, ce qui 

explique que, quand il calcule dans le quatrieme article, Rohlin considere triviale 

cette partie de la demonstration, alors qu'il y consacre 1' essentiel de la redaction du 

troisieme article.

46
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Supposons que les deux fibres C+ et C_ sur lesquelles on va faire les

transformation logarithmiques soient dans un voisinage en produit autour d'une courbe

lisse Cq que I'on a suppose trivialise de la forme Cq x 2D^ de fagon a ce que C+

corresponde a C0 x Ϊ 1 (ici a D 2 = (z € € I |z| ^  a}) . Les deux transformations
2

logarithmiques ont pour effet de remplacer Cq x  2D par

R = CQ x (2D2 - y D2) / (x,y) ~ (x+r , y_1) , ou r est un element d ’ordre 2 

dans le groupe de la courbe elliptique Cq ; en identifiant Cq a T2 , on peut prendre 

τ = (y ,0 ) .

Ceci donne la decomposition suivante de la surface d'Enriques : E = N4 UR  .

o
Remarque. En faisant operer sur Cq x  D des diffeomorphismes de monodromie, on 

peut changer a volonte 1* element τ . Cet argument de monodromie etait d 1 ailleurs 

implicitement utilise quand on a ecrit que les transformations logarithmiques sur C+ et C 

correspondent au meme r lorsque I'on identifie C et C avec Cq a I 1 aide de la 

trivialisation du tube Cq x  2D2 .

Le revetement double d'une surface d'Enriques est une surface K 3 ; sur 

notre exemple, eilet est diffeomorphe a

K = i\4 U C q x(2D 2 -4-D2) U N 4 = n 4 u n 4 ,
ψ

oil le diffeomorphisme de recollement ψ: Τ^ = δΝ4 -» c)n'^ = est donne par 

ψ{χ,γ,ζ) = (x + y ,y,-z) .
Λ  i  j  Λ

Remarque. Si on recolle au moyen de f' : Τ = δΝ , -* δΝ, = Τ , ψ'{*·,Υ,ζ) = (x,y,z) 
--------— (f)
on remarque que 1' on obtient la meme variete K v ; mais que celle-ci est un revetement

2 *
de C P  rumifie sur deux fibres lisses : c' est la resolution du revetement double de

2 ^
C P  ramifie sur la Reunion de deux cubiques lisses. Le iecteur est invite a montrer

2
qu'elle est diffeomorphe au revetement double de C P  ramifie sur une sextique 

lisse et plus generalement a trouver des diffeomorphismes explicites entre les exemples 

de surfaces K.3 algebriques qu'il a rencontrees/  (Pour de tels exemples, voir les 

chapitre VIII et IX (et surtout leurs exercices) · du livre de Beauville, Surfaces alge­

briques complexes, Asterisque n° 54.)

^  ip' est isotope a ψ ; d'ailleurs la proposition 1 permet de rer-',rscer ψ par 

n ' iinporte quel diffeomorphisme de degre -1 .

^  On sait grace a la theorie des periodes des surfaces K3 qus toutes les surfaces K 3 

sont diffeomorphes.
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§1 . CERCLES DE POINTS DOUBLES D 1 IMMERSIONS GENERIQUES.

Soit f : ΜΠ+"' -♦ V 2n+1 une immersion generique ^  entre deux varietes 

closes orientees de dimension n+1 et 2n+1 respectivement.

L 1 ensemble singulier Σ de f est une collection de cercles sur laquelle la 

restriction de f, : Σ -* ί(Σ), est un revetement double (explicitement 

Σ = {x € M | 3 x' ^ x, f(x') = f(*)}) ·

Soit c une composante connexe de f(S) que 11 on identifie a Ή/ττΈ. = [0,ir]/0~ir. 

Soit T une tranche transverse au cercle c en le point parametre par 0 = tr . II y a

un voisinage \s{c) dans la variete V tel que si on le decoupe le long de la tranche T ,
τ  η n

on obtient une variete V (c) diffeomorphe au produit [0,ir ]xlR  x ]R ; de plus,

l'image reciproque f-1(f(M) Π \ŝ  (c)) est diffeomorphe a {0,1} x [Ο,ττ ] x ]Rn ,

1'application f etant donnee dans ces cartes par la formule f(u,t,x) = (t,ux,(l-u)x) ,

u 6 {0,1} , t € [0,ir] , x € ]Rn (la composante "u = 0" va sur le "facteur vertical"

[0,jt ] x 0 x ]Rn de [Ο,π 1 x ]Rn x IRn , la composante "u = 1" allant sur le "facteur

horizontal" [Ο,π ] x IRn x 0 (voir la figure 1)).

ο* (p/n] x (FT |

Figure 1

Remarquons que, comme la variete M est orientable, le cercle f \c) a un 

voisinage en produit dans M et les identifications sur le bord de la carte
η 1

{0,1} x [0,ir ] x I? pour obtenir un voisinage de f~ (c) peuvent etre choisies comme :

f

Une immersion f : Mn+  ̂ *♦ V2  ̂ est generique si pour deux points distincts x et 

x 1 de M telsque f(x) = f(x') , les images Tf (T M) et Tf ,(T ,M)) par 1 'application
λ  X X X

tangente a f des espaces tangents en ;  et x1 sont transverses c: T./ >V , l'espace 

tangent a V en f(x) = f(x1). X

ο ■h

ΠΤ

Lx [byrrJxlR^
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^  1) (u,ir ,χ) ~ (1 - u,0,x) si le revetement f̂  est non trivial sur c .

2) (u,ff ,x) ~ (u,0,x) sinon.

T
Les identifications qui produisent V(c) a partir de 1/ (c) sont alors : 

cas 1) (jr ,y,z) ~ (0,z,y) 

cas 2) (π,γ,ζ) ~ (0,y,z) .

Dans les deux cas 1 'application f est donnee par : f(u,t,x) = (t,ux,(l-u)x) .
T

Dans le cas Ί), la monodromie de recollement de V (c) est 1' application 

(y,z) -♦ (z,y) qui echange les coordonnees du produit IRn x ]Rn ; comme la variete 

ambiante V est orientable, cette monodromie conserve 1' orientation et la codimension 

n del1 immersion doit etre paire : nous avons etabli que le cas 1) ne peut se produire 

que si la dimension de la variete M est impaire.

Precisons que les coordonnees ci-dessus ont ete choisies dans 11 orientation de

la variete M ( t )

§2. LA VERSION AMBIANTE DES MODIFICATIONS & et &2 de ROHLIN.

L 1 idee des modifications et ©2 est de faire une elimination dependant conti- 

nument du point t de c de la singularity de point double isole formee par f(M) dans 

une tranche T^ normale s c au point t (figure 2).

Les modifications et ®2 vues clans une tranche T^

Figure 2

^  Si I1 on veut tenir compte de I1 orientation de la variete ambiante V , il faudra dis- 

tinguer dans chacun des cas ci-dessus deux sous-cas suivant que les coordonnees pro- 

duites donnent ou non 1'orientation de V .  Comme 11 orientation de V ne joue aucun 

role ici (seule son orientabilite a ete utilisee pour montrer que si M est de dimension 

paire seul le 2e cas se produit), nous n'entrerons pas dans cette distinction plus fine.

Ρολ «1

£ ( οΛ 5Γ)

it i '

fl λΐ,Β-ίΰ)
,Κ'-ΛΟ)

f f t 1 A d')

ffe' ,uf- β )
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Precisement, RohJLin enleve a la variete M les tores solides K. correspondant 

aux points dont la coordonnee x verifie |x 1 ^  y (un seul tore dans cas 1) et deux 

dans le cas 2)) ; il produit alors un plongement de la variete N obtenue par identifica-
O i O

tion sur le bord de M-K en remplagant, sur M - K , 1'immersion f par le plongement 

g . En notant, pour m € f-̂ (v(c)) , m = (u,t,x) , x = (x , . .  ->xn) € ]Rn , le plonge­

ment g est defini par :

1) Si m £ f“ 1(lr(c)) ou |xI ^  1 , g(m) = f(m) .

2) si y — lx I — 1 » g(0,t,x) = (t,<p(lxl)(-x1,x2 ,.. . ,x n),x)

g(l,t,x) = (t,x,<p(lxi)(-x1,x2 , ...,xn)) , 

ou φ : [t ,1 ]  ■+ [0,1] est une application C°° telle que : ς 

f v(y) = 1 ; -ρ'(τ) = - 1 ; 9^(τ) = o pour n > 2 ;

,j <p(l) = 0 ; <p(n)(l) = 0 pour n ^ 1  ;

| <p'(t) < 0 pour t < 1 (voir la figure 3)

Figure 3 : le graphe de φ

Pour |x! = τ , 1 'application g identifie (u;t ;x^,x2>. . . ,xn) a 

(1 -u; t; —X - ,x ,... ,x ) . Ce sont les identifications qui produisent la variete N .
1 6  Π

Pour ceux qui preferent ces equations implicites, donnons, dans le cas n = 2 ,

1 'equation suivante de la partie d'un plongement de N se trouvant dans la carte V(c) :

0 L F(t,y,z) = y.z+<p(ly|2 + |z|2)
I

(ou on identifie ]R a C et prolonge φ par : r <p(t) = 3/2 - t pour O ^ t ^ y

{ p(t) = 0 pour t ^  1 . ^

Le point de vue "anses rondes" et "anses rondes tordues" qui resulte des 

formules et des dessins ci-dessus nous permet de voir que les modifications ©1 et
I  «

conservent la classe de cobordisme oriente de M :

Pour δ. , il suffit d'ajouter a M x l  une "anse ronde"

H = [0,1 j x [Ο,ττ ] x D /(u,0,x) ~ (u,ir ,x) en identifiant les points de H parametres 

par (0,t,x) et (1; t ;x 1 ,x2>... ,xn) aux points de M x 1  parametres par ((0 ;t ;x );l) 

et ((l;t ;-x1,x2, . . . ,x n);l) .

Pour la modification , on fait la meme chose avec l"'anse ronde tordue"

H = [0,1 ] x [0,ir ] x Dn/(u;0;x.j ,x2>... ,xn) ~ (1—u; ή ;-x  ̂, x ... ,x^) ; c1 est une 

variete orientable et 1'image de la partie b ([0,1 ]) x [ο,ιτ ] x Dn/ ~  du bord de H

% *



sur laqueile se fait le recollement est connexe ; on a done bien un cobordisme oriente.

§3. LES FORMULES DE ROHLIN.

4
Rohlin utilise le meme cobordisme : la variete qu1 il nomme VV est le fibre

2 , 3
tordu en disques, ayant une section, sur la bouteille de Klein B ; la variete Q

2 4-
est la restriction de ce fibre a une courbe unilaterale de B : la variete W decoupee

3 2
le long de Q est un fibre en disques sur le ruban de Mdbius M ; c 1 est notre anse

<*n -> ^
tordue H (avec nos coordonnees, la fibration est 1 'application π : Η -» M donnee par 

ir(u ;t;x1,x2 , . . . , x n) *-* (u .x^  ,

ou on prend [0,1 j x d V (1 »x ) ~ (0>-x) comme modele pour la bande de Mdbius Μ2 ,
1 1  2 ~  

et on prend le carre D xD  comme modele du disque D co-ame de H) . La variete
4 3

W decoupee le long de Q est un cobordisme oriente entre le bord d ' un voisinage 
3

regulier de Q : un tore solide^et le fibre en cercles associe au fibre en disques sur 

M2 .

Le jeu que Rohlin effectue avec les coordonnees angulaires consiste a montrer 

que le fibre en cercles associe a ce fibre en disque est diffeomorphe au fibre non trivial 

en intervailes sur la bouteille de Klein (par lequel on retnplace le tore K de la 

variete M pour former N ) . Ce fait se voit directement :

Soit en remarquant qu'un fibre (en cercles) sur la bande de Mdbius M est un 

voisinage regulier de sa restriction a l'ame de M ; ici cette restriction est une bou­

teille de Klein dont un voisinage regulier dans le fibre (en cercles) non trivial sur la 

bande de Mdbius est un fibre non trivial en intervailes.

Soit en considerant les deux espaces comme fibres, non triviaux et d ' espace

total orientable, en anneaux sur le cercle. (II suffit de composer les fibrations definis-

* 2 1 2  1 
sant ces espaces avec les fibrations M -» S et B -* S respectivement.). Sur

2
notre modele, la fibration sur la bouteille de Klein B est (u,t,x) ' (t,x) (cas n = 2 

de notre modele).

5.1



2. LA METHODE DE KNESER POUR LISSER LES CYCLES 

D 'U N E  VARIETE COMBINATOIR E

Une tentative de demonstration combinatoire de = Z

INTRODUCTION.

La courbe C q d'equation x.y = 0 a une singularite isolee et peut etre approchee 

par des courbes lisses C g d'equation x.y = ε . La methode de Kneser ([K]) que nous 

allons presenter est line generalisation de cette deformation de lissage au cas ou, au 

lieu d'avoir des singularites isolees de varietes algebriques, on a seulement un sous- 

polyedre d ' une variete combinatoire qui verifie certaines hypotheses homologiques.

Enongons 11 un des resultats que 1' on obtient par cette methode.

THEOREME 2 . Soit Kn un sous-complexe fini oriente ^  de dimension n d 1 une 

variete triangulee M de dimension n+1 . On suppose qUe la chaine K definie 

par les n simplexes (orientes) de K est un cycle a coefficients entiers. Alors, il 

existe une subdivision de M et un sous-complexe N de cette subdivision qui est une 

sous-variete orientee localement plate de M et homologue sur les entiers au cycle K .

Dans le cas ou M est orientable, on montre aujourd1 hui ce theoreme en utilisant 

la transversalite de Thom: Le dual pour Poincare de I1 element de H (M ,Z) defini 

par le cycle K est un element de Η (Μ ,δΜ ;Ζ) (si M est non compacte, la remplacer 

par un voisinage compact de K), on represente alors ce dernier element par une appli­

cation f de M sur le cercle S^ , constante sur le bord dM et transverse a un point 

de S^ (distinct de f(dM)). Remarquons que dans le cas ou la variete M n 1 est pas 

orientable, une "demonstration moderne" de ce theoreme n'est pas aussi aisee, alors 

qu'il ne suffit que de tres legeres modifications de la methode de Kneser ([K] qui

Chaque simplexe de dimension maximale n est muni d'une orientation.
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date de 1924) pour attraper, dans tous les cas (que la variete M soit orientable ou 

non), le theoreme de lissage cohomologique : tout element de H^(M ;Z) se represente 

par une sous-variete de codimension un, plate et transversalement orientee.

Mais l'interet d 1 exposer cette methode aujourd'hui est autre. Rohlin, dans 

l1 article ([R ])' ou il montre que le groupe de cobordisme des varietes orientables de 

dimension trois est nul, enonce une methode de Kneser a bord qui peut etre vue comme 

le commencement d'une "machine combinatoire" de Kneser qui permettra de lisser les 

cycles de codimension deux ; il est naturel d ' essayer de poursuivre ; on se trouve 

bloque a 11 etape suivante, mais on recolte une demonstration du calcul du groupe de 

cobordisme semblable a celle de = 0 . Cependant, nous ne reussirons pas a 

donner une demonstration combinatoire du theoreme de Rohlin, et devrons soit nous 

restreindre aux varietes differentiables, soit utiliser le theoreme de Wall d' uni cite des 

fibres normaux PL en codimension deux ; mais ce theoreme n1 a pas de demonstration 

satisfaisante (on utilise le theoreme de Schoenflies en petite dimension, la theorie des 

anses de Smale en grande dimension, et on a besoin du theoreme de Cerf : Diff(S ) 

est connexe, pour faire le pont !). Nous noterons que le theoreme de Rohlin implique 

le theoreme de Wall elementairement (par des arguments qui sont les memes pour toutes 

les dimensions) et demandons done une demonstration combinatoire et elementaire dans 

le sens precedent du theoreme de Rohlin.

Au paragraphe 1 , nous exposerons la construction fondamentale. Le paragraphe 2 

est consacre a 11 analogue non orientable du theoreme 2 enonce ci-dessus ; le 

theoreme 2 sera demontre au paragraphe 3. Le theoreme de Rohlin (lissage, en fixant 

le bord, d'un polyedre K , oriente, dont le bord homologique est une sous-variete 

localement plate de codimension deux) sera "etabli" au paragraphe 4 ; ce resultat 

permettra, dans le paragraphe 5 , d'etablir 1 ' analogue du theoreme 2 en codimension 2 . 

Le paragraphe 6 sera consacre a la difficulty technique, signalee plus haut, rencon- 

tree dans la preuve du theoreme de Rohlin ; nous echouerons au paragraphe 7 en 

tentant de generaliser le theoreme de Rohlin en codimension deux, mais recupererons 

la demonstration de Ω . = Z  annoncee plus haut. Nous terminerons enfin par des 

exercices indiquant, entre autres, comment obtenir les resultats sur H (M ,Z) , 

H 1(M ,Z /2Z) , H 2(M ,Z ) en utilisant la methode de Kneser.
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§ 1. LA CONSTRUCTION FONDAMENTALE

Commeng'ons par rappeler certaines notions de topologie combinatoire. Soit Cr 

un simplexe d’un complexe simplicial K . Le site de σ dans K (ou l'etoil'e: de σ 

dans K , en anglais star) est le sous-complexe de K forme de toutes les faces des 

simplexes dont σ est une face, on le note St(a,K) . La lice de σ dans K (en 

anglais link) est le sous-complexe forme des faces, disjointes de σ , des simplexes 

dont σ est une face, on la note L (a , K) . Si K 1 designe la premiere subdivision 

barycentrique de K et sont les simplexes de plus grande dimension de σ' = eflK ' , 

toutes les liees .L(a^,K') sont egales, on note cette lice commune L(or,K') ; la 

reunion des sites St(a,K') forme le site de σ dans K 1 que 11 on note St(a , K 1) .

Nous utiliserons les faits connus suivants :

(1) Le site de a dans K 1 est isomorphe au joint de σ dt de la lice de σ dans

K ' : St(a,K') = a * L (o ,K ' )  (l1 isomorphisme est simplicial si σ est triangule 

par σ Π K 1) ·. II en resulte que la frontiere du site de σ dans K ' est isomor­

phe au joint du bord de σ et de la lice de σ dans K ' :

<) St(a,K') ^  3cr * L(ct ,K ') .

(2) Un sous-complexe Kn d'une variete combinatoire Mn+<̂ est une sous-variete 

localement plate de M si et seulement si pour tout simplexe σ*3 de K la paire 

de liees (L(a , M), L(a , K)) est une paire de spheres denouee (de dimension 

(n-p-1+q, n-p-1)).

Figure l . S ite  et L ice

L (a .K ' )
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Soit Kn un sous-complexe de dimension n d'une variete triangulee Mn+C* 

de dimension n+q . Nous dirons que K a des singularites de codimension c si 

K - K^n-C  ̂ est une sous-variete localement plate de M (K^n-C-̂ designe le n-c 

squelette du complexe K) . Cette propriete se traduit techniquement de la maniere 

suivante :

Pour tout i , 0 ^  i < c , et tout n-i simplexe a11-1 de Κ , la paire des liees 

de σ dans M 1 et K 1 (=ΚΠΜ'), (L(a ,M ’),L(a ,K f)) est PL isomorphe a la paire 

standard de spheres denouees (Sl-1+<̂ , Sl_1) . Un simplexe pour lequelle cette pro­

priete est violee est dit singulier.

Nous pouvons maintenant presenter la construction fondamentale :

Soit σ un (n-c) simplexe d'un sous-complexe ayant des singularites 

en codimension c . ’La lice L(a ,K ')  est alors une so us-variete localement plate

V " de dimension c-1 de la lice L(a,M') qui est une sphere de dimension 

q+c-1 (+) .

Si la lice V borde WC une sous-variete localement plate de la sphere L(a,M'),  

Kneser eLimine la singularity du complexe K en rempla5 ant K par :

= K - St(a ,K 1) U δσ *  VV (voir la figure 2).

Designons par une subdivison de M qui triangule comme un sous- 

complexe. Hors du site St(a,M') le complexe Κ , tout comme K ,  a des singularites
(±)

en codimension c .  Sur St(a ,M') - δσ , K 1 est une sous-variete localement plate 

Done, les seuls simplexes τ qui peuvent voir leur paire de lice (L(t ,M ), L(r ,Κ^) 

modifiee sont ceux de δσ , mais ils sont de codimension c+1 . Bien sur, pour gagner 

quelque chose, il faut effectuer cette modification simultanement sur tous les n-c 

simplexes singuliers de Κ , ce qui peut se faire en ayant pris soin de subdiviser une 

fois de plus (pour tous les simplexes σπ c de K^n Π Κ 1, les sites St(a ,K") 

n'ont en commun que des points de δσ) .

^1  ̂ Demonstration de cette affirmation :soient ^  un j simplexe de V = L(a ,K) et 

r le (n-c+j+1) simplexe du site St(CT,K') dont r est la face opposee a σ . La 

paire de liees (L(r ,L(a , M ')), Ltr .Lia .K1)} est simplicialement isomorphe a la 

paire (L(r,M '), L (t ,K ’)) qui est denouee car K est singulier en codimension c et 

τ est hors de K^n_c  ̂ (dim r = n-c+j+1 ^  n-c+1 car j ^ O ) .

^  car W O K = d W = V  puisque St(a ,Μ') ΠΚ = St(a ,K') (c1 est pour avoir cette 

propriete que i' on a travaille dans la premiere subdivision barycentrique).
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B„

St(a,M) est 

1' octahedre union des quatre tetraedres

σ est le segment A qA.̂

A0A1B.B .+1 (i = 0 , 1 , 2 , 3 ) ;

St(a,K) est 1' union des quatre triangles 

A 0A 1Bi *

b3 b23

b3 o / * "

0

N b2

01 <

12

L(a,M ') est un octogone 

(b̂  ^  est le barycentre de A q A ^B ^B ^  , 

’ b̂  est le barycentre de Α^,Α^Βρ

L(cr,K') est forme des quatre points

b0 ’b 1’b2 ,b3

VV est 11 union des segments

b 1b 12b2 6t b3b30b0

abstraiteinent K , est :
1 B

Le complexe K ̂  plonge

Figure 2. La construction fondamentale dans un cas ou n = 2, q = 1 , c = 1
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/ B1B0 ‘

\slby

A 0A 1

530~ 3 2

12

A 0

v'
Λ

fb ril
\ b .

^b2

B4 B0<



Remarquons le lien entre cette construction et la deformation C £ de I1 intro­

duction : Si une hypersurface algebrique d1 equation f = 0 possede une singularite 

isolee au point x , on peut prendre pour variete W la fibre de Milnor de la singula­

rity, que l'on sait isotope a St(x,M') Π (f_1(e)} .

Tout le probleme dans la suite est de trouver des hypotheses garantissant 

1' existence de la variete W : un probleme de "surface de Seifert" pour une sous- 

variete localement plate de la sphere.

§ 2 . LE  THEOREME DE KNESER (COEFFICIENTS ENTIERS MODULO 2)

THEOREME 1. Soit une variete de dimension (n+1) M ay ant une triangulation T 

et soit Kn un sous-complexe fini de dimension n de T qui soit un cycle modulo 2 . 

Alors, il y a une sous-variete localement plate N de M , homologue a K modulo deux 

et qui est un sous-complexe du 2n-eme subdivise barycentrique T^2n  ̂ de T .

Demonstration. Supposons construit un sous-complexe Κ.. de M̂  = t ^ ^  qui 

soit singulier en codimension i+1 et hotnologue modulo deux a K (on commence la 

recurrence avec Kq = K et on posera N = Kn) .

Soient σ les n-(i+l) simplexes de κ|η’ ^+^  Π κ! ou κ^η_^ +Ί^

est le n-(i+l) squelette de K. et K*. est le subdivise barycentrique de K. . Soit V.
11 ^ J

la lice L(o\ ,K . ) ; elle borde une sous-variete localement plate W. de la sphere 
|| J  ̂ 3

L(a^,Mj.) : Si i = 0 , puisque Kq = K est un cycle moduio deux, chaque \Λ est

forme d' un nombre pair de points et done borde une reunion disjointe d 1 arcs W. dans 
t i l   ̂

le cercle L ( a . , i M . )  (voir la figure 2 )  ; si i > 0 ,  c1 est parce que toute variete de 
J i *

codimension un disconnecte une sphere simplement connexe.

Comme les sites St(Oj,M'!) ne se touchent qu1 aux bords des simplexes , on

peut appliquer simultanement dans les sites de tous les les modifications de Kneser

pour obtenir : N N
K = (K - U St(a ,K")) U δσ *W .  .

1+1 j=i i j=1 J J
N

La reunion des joints U σ. *W . fournit une homologie modulo deux entre K. et
i_i J J 1

K. . □ 3-1
1+1
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§ 3 . LE THEOREME DE KNESER (COEFFICIENTS ENTIERS)

Demonstration du theoreme 2. Supposons construit un sous-complexe oriente 

de dimension n , K  ̂ , d1 une subdivision M. de M qui soit singulier en codimension 

i+1 et homologue sur les entiers a K (on commence la recurrence avec Kq = K et 

I1 on posera N = Kn) .

Nous utiliserons les memes notations que dans la demonstration precedente et 

choisissons une orientation pour chaque n-(i+l) simplexe σ. . Comme le complexe K.

est oriente, la lice L(cr.,K.) est une sous-variete orientee V. de codimension un de
J 1 J

la sphere Lfa^M1!)

AFFIRMATION. II existe une sous-variete W. orientee, de codimension zero de la

sphere L(o^,M'j) telle que W. Π V. = δ ^ 0 et les orientations coincident.

En effet, pour i = 0 , puisque K est un cycle sur les entiers, V. est forme
J

d1 un nombre pair 2k de points disposes sur un cercle, k d'entre eux exactement

etant affectes d'une orientation positive ; il y a done un arc dans le complementaire

dont les extremites sont d1 orientations opposees. Pour i > 0 , il suffit de prendre une

composante de V . la plus interieure.
3

On effectue la modification de Kneser partielle sur les W. en posant :
N N N 3

κ ]  = (Κ. - U St(cr,,K'!)) U 3σ. * W , U a. *(V.-^VVS) 
=1 

N

i i j=1 j ’ i ^=1 j j j_-| j j j

IN 1 / \
La reunion des joints U σ. *W . fournit une homologie entre K. et K. (voir figure 3)

j-1 J 3

Le complexe k| peut encore etre singulier en codimension i+1 , mais il est 

plus simple que iC : definissons la complexity de K.' comme etant le maximum des 

nombres de composantes connexes de V. , la lice L(CT.,K'!),cr· parcourant les sim-
J J i  J

plexes singuliers de dimension n-(i+l) . Remarquons que pour toute subdivision de 

k! , les seuls simplexes singuliers de dimension (n-(i+l)) sont des simplexes r11
1 -J II

qui sont inclus dans un σ. et que, pour un tel simplexe, la lice L(r,K. ) est PL
J ' 1 .

isomorphe a V. - dW. , done K. a une complexity moindre que celle de K. et, par 
J J k

recurrence, on obtient de complexity nulle et on pose

Remarquons que les theoremes 1 et 2 admettent des formes relatives : Si le

complexe K est, pres d' un ferme une sous-variete localement plate (orientee pour

le theoreme 2), on peut imposer a la variete N d'etre egale a K pres de ce ferme

il suffit de n1 effectuer les modifications de Kneser qu1 aux simplexes singuliers

(ceux pour lesquels la paire de lice (L(Oj,M'!),L(a^,K'!)) n'est pas une paire de

spheres denouee).



'(^ ,Κ .)  (L(o ,m !),L(ct,k !))

La complexite de K. est 6

Figure 3. La modification de Kneser partieiie

§ 4 . LE  THEOREME DE ROHLIN

THEOREME 3 . Soit Kn un sous-complexe fini, oriente, de dimension n d1 une 

variete triangulee Mn+  ̂ de dimension n+1 . On suppose que le bord de la chaine K 

definie par les n simplexes orientes de K est une sous-variete localement plate 

Qn_1 de M .

AJors, il y a une subdivision de M et un sous-complexe de cette subdivision 

qui est une sous-variete localement plate, N , de M , de bord la sous-variete Q et 

homologue, modulo Q et sur les entiers a la chaine K .

Demonstration. Tout d' abord, nous dirons que le compiexe K est singulier en

codimension c si K K ^ n-C  ̂est une sous-variete localement plate de bord Q- K un 
ceia se traduira techniquement par :

i) Pour tout (n-i) simplexe de Q (0 S i< c )  , la lice L(tf,K') est un disque

localement plat dans la sphere L(a ,M') de bord L(o ,Q') (rappelons que, puisque Q 

est une sous-variete localement plate, cette derniere lice est une sphere denouee).

ii) Pour les (n-i) simplexes de K-Q (0 S i < c), la meme condition qu1 auparavant.

Supposons construit un sous-complexe oriente K̂. d1 une subdivision de M ,

singulier, en codimension i+1 et homologue modulo Q a K (le bord homologique de

K  ̂ est done la sous-variete Q ). Nous utiliserons les memes notations que dans la

demonstration du theoreme 2.

La lice L (a . ,K n) est une sous-variete localement plate et orientee V. de la 
,1 J 1 3

sphere L(a.,M.) , qui n'a un bord non vide que si i ^  1 et si le simplexe σ. est dans 
J i J

La complexite de K } est 4 
1
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Q ,  auquel cas le bord de V. est ί ( σ . , κ ' ! Π θ )  qui est une sphere denouee S. .
3 3 ^ ·  J

S u p p o s o n s  d r a b o r d  i ^ l  e t  σ .  d a n s  Q  .
3

A F F I R M A T I O N . II  y a  un  d i s q u e  D . d e  d im e n s io n  i  lo c a le m e n t  p la t  d a n s  L ( g . ,M " )
J . 3 1

d e  b o r d  S . e t  t e l  q u e  :
J

a) S u r  un v o i s i n a g e  r e g u i i e r  R . d e  S . ,  l e s  v a r i e t e s  V .  e t  D .  c o i n c i d e n t ,
o 3 J J J

b) Le cycle (D^ U \Λ) - R  est trivial en homologie entiere dans

E. = L(a.,M") - R. , l'sxterieur de R. .
J j 1 j j

Complement. a) Si n'est pas dans Q ,  1 'affirmation est vraie pour

D = R . = 0 ( vraie aussi si i = 0) .
3 3

b) Si i = 0 et σ. est dans Q ,  1' affirmation est vraie avec R. un voisinage 
3 3

reguiier de .

Le complement n'est que la traduction de ce que, sur les entiers, le bord homo-

logique de est la sous-variete Q pour i = 0 et pour i ^ 1  , H^(L(aj,M'j))= 0 .

Pour 1' affirmation, comme la sphere S. est denouee, elle borde un disque D. de
3 3

dimension i . Par existence de collier de S . dans D. et V. , et de bicollier autour
n 3 3 3

de D. et V. dans L(o\,M.) , on peut, dans un voisinage de S. , interpreter D. et 
3 3  3 1 3 || J

V. comme les traces de deux sections de deux fibres normaux a S. dans L(a.,M.) .
3 3 3 1

Faisant appel au theoreme de Wall ([W]) d'unicite des fibres normaux en codimension

deux, on peut, apres une isotopie de D . , supposer que les deux fibres sont egaux et
J 1

done les deux sections different par une application de S^ dans le cercle S . Comme

les deux sections sont homologues sur les entiers (car D . et V . sont orientables),
3 3

1' application de comparaison est triviale en homotopie ; les deux sections sont 

isotopes et I'on pefut realiser la condition a) (e'est ici que I'on utilise la condition 

d'orientabilite; voir daris les exercices 3b) et 3c) ce qui se passe sans la condition 

d.' orientabilite).

Comme Ê  a le type d'homotopie d'un cercle, la condition b) est automatique-

ment verifiee pour i 2; 2 , et pour i = 1, il suffit de faire des sommes connexes de

l'arc D. avec des cercles bords de petits disques transverses a S. (ou si I'on 
3 3

prefere, enrouler D. autour de S. (voir la figure 4)).
3 3

Terminons, a 1 ' aide de 1' affirmation, la demonstration du theoreme 3.

Soit σ le barycentre du simple σ. et e. = σ .*  L(a.,M'!) la cellule duale de σ. . 
J 3 3 3 J i 3

Considerons E. x [y, 1 ] ([j ,  1 ] etant la "moitie exterieure" de l'intervalle [0 ,1  ]
J

de joint ; voir la figure 5). Dans le bord de E. x [τ, 1} , considerons la sous-

variete Τ. = (V. ΠΕ.) x 1 U (V.flSE.) x [ j , l ]  0 (D.flE.)x y . Avec 1'orientation
3 3 3 3 3 3 3
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qu1 elle herite de V . , la variete T. borde homologiquement dans E . x [ y , l ]  , done 
J J J

par la version relative du theoreme 2 signalee a la fin du paragraphe precedent, T\

borde dans E. x [y»l ]  une sous-variete W 1. . Posons alors :
J J

= Wj u(Vj~̂ ) x Ct> i]
- N N N

et K = K - (U  Stfo K 1!)) U (δσ. * W.) U σ. * ( D . x | )  .
j =1 J j.=1 J J j=1 J J

N
La reunion U a. *VV. est une homologie entiere entre K. et K. „ . 

i=1 J 3 i

(Remarquons que, contrairement a ce qui se passe dans les theoremes prece­

dents, les joints σ. *W . ne sont pas plonges dans L(a.,K") bien que les deux reu- 
3 J J ^

nions dans la formule definissant lesoient.)

Signalons l'exercice 3a) ou une demonstration plus nai've est presentee.

V. . V.
J , J

D

Figure 4. L'enroulement de D. autour de S.
j j

1
COROLLAIRE. Soit Q une sous-variete orientee localement plate de codimension 

deux de Mn+1 dont la classe fondamentale est nulle dans Hn ^(Q,Z) . Alors, il y a 

dans M une surface de Seifert S pour Q : une sous-variete S orientee de dimen­

sion n , localement plate dans M dont le bord soit Q .

Demonstration. On applique le theoreme 3 a un complexe Kn qui realise une 

homologie a zero de M . D

Remarque. Dans le cas classique ou = S 3 et Q est un enlacement oriente, on

3
peut choisir un point xq dans S d1 oil 11 on voit 11 enlacement Q immerge avec

D.
J

S. - 
J

/  N

'disque transverse
a S.

J



La cellule duale e.

L(o .,k '!)
j  r

Figure 5. La construction finale de la demonstration du theoreme 3.

b O .
J

3o.
J

' 2 - e i I

e.
J

W. . 
J *
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seulement des points doubles transverses. Prenons pour K le cone sur Q issu de ce 

point (voir la figure 6). La demonstration se simplifie car si l'on applique aux.aretes 

singulieres de K (qui sont hors de l'enlacement Q) la modification de Kneser (celle 

du theoreme 2 ; comme la lice a quatre points, on peut le faire en une seule fois !), 

le complexe K devientjjne sous-variete localement plate sauf au point de cone. On 

lui applique la modification de Kneser et 11 on obtient la premiere demonstration de 

construction de surface de Seifert due a Frankl et Pontriaguine ([FP]) ; on remar- 

quera qu'elle donne la meme surface que 1 'algorithme de Seifert ([S ]).

On a perce deux fenetres dans la surface de Frankl-Pontriaguine du noeud de trefle 
(pour voir ce qui se passe "a I'interieur")

Figure 6. La construction de Frankl-Pontriaguine

bi h

Lib.K^

K
O

Xo

K , s = K2

Xo

( L ( o , S M3 ) ,L (CTrKo))

63
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§ 5. LA METHODE DE KNESER EN CODIMENSION DEUX

THEOREME 4 . Soit Kn un sous-complexe fini, oriente, de dimension n une 

variete triangulee Mn+  ̂ de dimension n+2 . On suppose que la n-chaine K a coef­

ficients entiers definie par K est un cycle.

Alors, il y a une subdivision de M et un sous-complexe N de cette subdivision 

qui est une sous-variete, orientee, localement plate de M , homologue sur les entiers 

au cycle K .

Demonstration. Elle est analogue a celle du theoreme 2 . Nous utilisons les 

memes notations. Remarquons que, puisque le complexe K  ̂ est oriente, une orienta­

tion du .simplexe σ. ( € (Κ.^-* * ) ') determine une orientation de la lice V. = L(a ,Κ 1!).
J  ̂ J J

Le corollaire du theoreme 3 permet de construire une surface de Seifert orientee W .
J

pour V . ; la suite de la demonstration est identique a celle du theoreme 2 . CL
J

§ 6 . RETOUR SUR LA DEMONSTRATION DU THEOREME DE ROHLIN

L 1 enchaxnement des theoremes 2, 3 et 4 semble etre le debut d'une recurrence 

pour lisser les cycles de toute codimension. On sait depuis Thom que ce reve est 

impossible ; il nous semble cependant interessant de mettre en marche la "machine 

de Kneser" et de tirer des informations geometriques des faits qui la font caler : 

nous tenterons au paragraphe 7 une demonstration d 1 un theoreme de Rohlin en codimen- 

sion deux qui echouera, mais nous fournira un calcul du groupe de cobordisme Ω. .
I

Un argument du § 4 ne se generalisera pas, c' est 1 'utilisation du theoreme de 

Wall. Ce paragraphe est consacre a 1'etude du theoreme de Wall, et a une version 

affaiblie du theoreme de Rohlin n' utilisant pas le theoreme de Wall ; c' est cette 

version que nous generaliserons au § 7.

6 . 1 . Une esquisse des arguments geometriques du theoreme de Wall.

Par la theorie des immersions, Wall reduit son theoreme au fait que si un 

noeud differentiable de codimension deux (Sn+2 ,E n) est trivial dans la categorie PL , 

il est trivial dans la categorie differentiable (Ση est une variete differentiable PL  

isomorphe a la sphere Sn standard). Esquissons la demonstration que Wall donne 

de ce fait.

Par unicite des voisinages reguliers PL et le theoreme de lissage de Hirsch,



un tube autour de Ση est diffeomorphe a Sn x D 2 en position standard dans Sn+2 ; 

en prenant une section du tube, on trouve Ση et S n x 1 plonges dans sn x s '  . A 

I'aide d'une grande translation du revetement infini cyclique Sn x E  , on a deux 

relevements disjoints de S n et Ση dans Sn x P  ; soit A la region compacte com­

prise dans Sn x ]R entre ces exemplaires de Sn et de 'Ση . En enroulant le revete­

ment infini cyclique autour de Σπ , on peut voir A  plonge dans Sn et former 

= Ση x I L A L Dn+  ̂ un disque d'homotopie bordant Σ η (voir la figure 7).

65

Si η ψ 3, 4 , on conclut par le theoreme de Schonflies ^  qui est vrai dans 

ces dimensions (elertientairement par Schonflies et Alexander pour n = 1, 2 , et par 

la theorie des anses de Smale pour n ^ 5) . Wall traite les cas restants (n = 3 est 

le plus difficile) par un brillant retablissement qui utilise d'une maniere essentielle 

la theorie des anses et le theoreme de Cerf: Diff(S ) est connexe.

Ce theoreme utilise done les resultats les plus profonds de la topologie differen- 

tielle et surtout est non elementaire dans le sens suivant : bien que vrai en toute 

dimension, les arguments pour le prouver sont differents suivant les dimensions.

6.2. Le theoreme de Rohlin implique le theoreme de Wall.

II est tout d ' abord clair que 11 affirmation du paragraphe 4 implique le theoreme 

de Wall : Considerons Vn+  ̂ une surface de Seifert lisse pour le noeud (3Πτ2,Ση) . 

Par 1' affirmation, Ση borde un disque Dn+1 qui est localement plat presque diffe­

rentiable et egal a V pres de Σπ (done pres de son bord if1 , le disque Dn+  ̂ est
n+ 2

une sous-variete lisse de S ) . En appliquant le theoreme de lissage en codimension

1 de Hirsch, il y a une isotopie presque differentiable fixe pres du noeud Ση qui 

pousse Dn+  ̂ sur une sous-variete lisse de Sn+2 . II n ' y a qu1 une structure Esse 

sur un disque PL compatible avec la structure PL  (grace a la theorie d ' obstruction

^  Indiquons au lecteur l'exercice 5 oil un autre lien entre le probieme de Schonflies. 

et les fibres normaux en codimension deux est etabli.

Dn+1.

i n 2 
imd X 2 U  ^

Σηχ D2

Figure 7 . L 1 enrouieinent de Wall
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au lissage de Munkres , ou si l'on prefere au theoreme de structure en produit de
,n

Hirsch). Le noeud Σ“ bordant un disque differentiable est done trivial.

(t) impliqueVoyons maintenant que la forme relative du theoreme de Rohlin 

le theoreme de Wall.

Considerons (Sn+2,S n) x I  1'epaissi du noeud (Sn+2,S n) . Soit V une sur­

face de Seifert lisse pour Ση et D un disque presque differentiable trivialisant le

noeud PL  . Pres de Sn+2 x 0 , considerons 1 'epaissi V x [0,e ] de V et pres de

Sn+2 x 1 1 'epaissi Dx ( l-e , l ]  de D et completons sur la partie restante de 

Sn+2 x I par Κ , une homologie modulo if1 entre ces deux surfaces de Seifert. La 

forme relative du theoreme de Rohlin nous donne une sous-variete localement plate W 

de Sn+1xl  debord dW = V x O U E n x I U D x  1 .

Soit (E,F) un voisinage regulier de Ση x I dans la paire (Sn+2xl, W) . Par 

existence de voisinage en collier de Ση x I dans W et unicite de voisinage regulier 

de Ση x I dans Sn+2 x I , la paire (E,F) est isomorphe a (Ln xD 2 xI, Ση χΙχ I) , 

et done son "bord" (d E , F Π δ E) = (EnxD 2xI, Σ η χ I) est une concordance entre
Π4* 2  0

SEq O V  et 3 E.j (Ί D ^  = E Π S xi) . En voyant EQ inclus dans Ê  , on cons- 

truit un disque egal a V (done lisse) sur EQ et egal a D hors de E^ . 

(Rappelons que par unicite de voisinage regulier, E^ - Eq = SEq x I .) (voir la 

figure 8).

Figure 8

^  On impose N = K pres d'un sous-ensemble de K aupres duquel le complexe K est 

une sous-variete localement plate. Cette forme relative du theoreme 3 a lieu comme 

pour les theoremes 1 et 2 et pour exactement les memes raisons (voir la remarque 

cloturant le paragraphe 3) ·

V E 1

D ‘✓

W '

D

. V _

E , Eo-

ια τV

k;Μ
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La fin de la demonstration est identique a celle du premier paragraphe de 6 .2 .

On a laisse au lecteur dans 1' esquisse precedente le soin d' appliquer les theoremes 

de triangulation de Whitehead pour les changements de categorie irnplicites entre 

presque differentiable et lineaire par mor?eaux. Remarquons aussi que ces theoremes 

de Whitehead, comme le th%>reme de lissage de Hirsch (corollaire du theoreme de struc­

ture en produit) que l'on a utilise ici, sont,contrairement aux arguments de Wall, 

eLementaires en notre sens.

Rappelons que Rohlin a enonce son theoreme en 1951 ^  et n' avait a sa dispo­

sition ni le theoreme de Wall, ni surtout ce que Wall utilise ; malgre de nombreuses 

tentatives, nous ne sommes pas arrives a donner de demonstration elementaire du 

theoreme de Rohlin (et par la meme du theoreme de Wall) ^  . Nous allons elucider 

cette difficulte en prouvant de maniere elementaire une forme affaiblie du theoreme de 

Wall au point suivant.

6.3. Une methode de Kneser lisse.

II s 1 agit de faire toutes les constructions pour avoir a effectuer les modifica-
:: OC

tions de Kneser sur des paires de lices qui sont des paires de varietes C lisses
CO

car, dans la categorie C , il y a existence et unicite des fibres normaux (et ce 

elementairement).

Pour cela, il faut modifier les hypotheses des theoremes 1, 2 et 3, en demandant
00

a la variete ambiante d' etre C et aussi, pour le theoreme 3, il faut que la sous- 

variete Q soit une sous-variete lisse. Le complexe K devra etre un sous-complexe

d1 une triangulation C*0 de M possedant une subdivision barycentrique pour laquelle, 00
les cellules duales-sont des sous-varietes C . Ceci s'obtient relativement facilement

^  Bien qu'il enorice son theoreme en toute dimension, Rohlin ne 1'utilise que pour un 

complexe de dimension quatre dans ; en ce cas, la demonstration de 11 affirmation 

que l'on peut tirer du premier paragraphe de 6 .2  et de 6.1  n'utilise que le theoreme 

d'Alexander-Schonfliess et n'est pas anachronique.

^  En suivant la machine de theorie des immersions dans l1 article de Wall [W] , le

lecteur astucieux pourra par une double recurrence etablir d 1 un seul coup les theoremes

de Rohlin et Wall, mais, du moins pour la recurrence que nous avons montee, elle s'ap-

puie sur une faute de frappe dans 1'article de Wall : les obstructions pour la theorie de

lissage des sous-varietes de Haefliger sont dans Η*(Μ,Γ?_..) pour existence et H*(M,r3
iii 1"*J ^

pour unicite et non, comme 1' ecrit Wall page 6 , Η (Μ, pour existence et

H*(M,r?_.j) pour unicite !



de la maniere suivante : on munit la variete d'une metrique riemannienne C et l'on 

part d'une triangulation quelconque. Alors, il y a un e > 0 dependant de la triangula­

tion de depart telle que la triangulation a des subdivisions arbitrairement fines dont 

tous les simplexes sont d'epaisseur ^  superieur a e .

Soit K une telle subdivision et o un simplexe de cette subdivision de sommets

, __ ,kp . On note" e(o) 1'ensemble des points a meme distance de tous les k̂

et plus pres de chaque k̂  que des autres sommets de K . Alors, si la subdivision 

K est suffisamment fine, les e(a) sont des sous-varietes lisses isomorphes a un 

polyedre convexe. Les e(a) forment les cellules duales pour une subdivision de K 

isomorphe a la subdivision barycentrique. (Sans subdiviser, le resultat est encore vrai 

c' est un lemme celebre de Munkres ([M] theoreme 1.4).) On prendra alors pour 

lice L(ct,M) une sphere lisse situee dans l'interieur de e(a) et se deformant radia- 

lement sur le bord de β(σ) .

On modifie la definition d'etre singulier en codimension i+1 en demandant a
00

d'etre une sous-variete C hors du squelette de dimension n-(i+1J de . On 

remarquera alors que pour tout simplexe aj de dimension n-(i+l) , la lice L(ct..,k '!) 

est 1'intersection transverse de K-K^n avec L(ffj,M") et que, si l'on prend

soin d1 arrondir les .coins de K. 1 situes en Κ. Π (δσ *  L(a.,M") - δσ.) , le complexe
n* l  ̂ j J 3

construit par la modification de Kneser est singulier en codimension i+2 .

Nous laissons au lecteur courageux le soin de rediger les modifications des 

arguments des paragraphes 1 a 5 suivant 1' esquisse ci-dessus (c' est en vue de ces 

modifications que l'on a prefere la preuve ecrite du theoreme 3 a celle indiquee dans 

l'exercice 3 a)).

Nous indiquerons dans l'exercice 4 comment, en utilisant des triangulations de 

Munkres, on peut batir "a la Kneser" la theorie d'Haefliger d'obstruction a lisser 

une sous-variete PL 'localement plate d'une variete lisse.

^  C'est le rapport du diametre sur la distance du barycentre au bord du simplexe.

68
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§ 7. LA NON-TRIVIALITE DE a 4 FAIT ECHOUER UNE TENTATIVE DE 

DEMONSTRATION DU THEOREME DE ROHLIN EN CODIMENSION 2

Soit Kn un sous-complexe oriente de dimension n d'une variete lisse Mn+2 

de dimension n+2 ; on suppose que le bord de la chafne K definie par les n simplexes 

orientes de K est une sous-variete lisse Q° de M . Tentons de lisser K en sui- 

vant la methode du paragraphe 4 inoviifiee comme indique dans le paragraphe precedent,
OO

pour que les paires de lices soisnt des paires de varietes C . On peut construire un 

complexe lisse hors du n-(i+l) squelette de K , de bord Q et homologue 

modulo Q a K , et ce pour i = 0, 1,2,3 . Pour i = 3 , il faut utiliser dans la demons­

tration de 1' affirmation que les deux sections du fibre normal a L(a.,Q) , une sphere
J

de dimension deux dans L(c.,M) une sphere de dimension cinq, sont isotopes car
J 2 2

elles different par une application de S dans S nulle en homologie done triviale en 

homotopie.

3
A I'etape suivante, les deux sections different par une application de S dans

2 2
S . Or ir (̂S ) est infini cyclique, engendre par 1' application de Hopf. Remarquons

que le cylindre de 11 application de Hopf est un plan projectif troue pionge dans la sphere
6 3 2 3

S vue comme le joint de S et S , le bord est une sphere S nonnouee. On peut

done remplacer le disque D par une somme connexe de plans projectifs troues.

Si la variete Q dont on etait parti est de dimension quatre, on vient de voir

qu1 on peut lisser K hors du zero squelette de Q et que, quitte a faire des sommes

connexes avec des plans projectifs, on peut lisser K . On vient de donner pour le cal-

cui du groupe de cobordisme oriente de dimension quatre, une demonstration analogue a

celle que Rohlin a donnee pour le groupe de cobordisme oriente de dimension trois.

Remarque sur le role du § 6 . Si on n' avait pas pris soin de travaiiler dans la categorie 

lisse, on ne pouvait pas faire le dernier argument : II n'y a pas unicite du fibre normal 

nour une sphere de dimension trois dans .

Rappelons que le groupe, (pour la somme connexe) des spheres differentiables

^  De» cette dimension, nous ne pouvons utiliser le theoreme d'Haefliger et Wall 

d1 unicite du fibre normal dans le domaine stable; on a deja besoin ici des modifica­

tions du § 6.3 · Nous verrons cependant dans 1' exercice 6 que les arguments de 6 .1 et

6.2 donnent 1 'unicite dans ce cas limite. A I'etape suivante, on ne peut s'en tirer,
3 6

la non-unicite produit des noeuds differentiables non triviaux de S dans S (voir la 

remarque a la fin de ce paragraphe).
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6 3 6
de dimension trois nouees dans S est isomorphe aux entiers. Soient S c s  et

V une surface de Seifert pour ce noeud ; ie fibre normal a V dans S^ est de dimen-

sion deux et a f € H (V ;Z) comme classe d'Euler. Alors, 11 isomorphisme entre le

groupe des noeuds et Z  est donne par :
^ V j ,__ > signature de (V) - fof  ̂ (t)

Soit 3 V un noeud differentiable non trivial ; comme en codimension trois, il 

n'y a pas de noeud PL , le noeud dV borde un disque D . On interprete des colliers 

de 3D dans D et iV  dans V comme deux sections de deux fibres P L  norinaux au 

noeud. S ' il y avait unicite des fibres normaux, on pourrait supposer que ces deux fi­

bres coincident. Quitte alors a remplacer le disque D par une somme connexe V 1 de 

plans projectifs troues, pionges comme cylindre de 1' application de Hopf (qui verifie 

signature (V 1) = f' ° f )  , on peut supposer que les deux sections (collier interieur a

V et V ' respectivement) coincident. L ' argument de la demonstration du theoreme 3

fournirait alors un cobordisme W entre V et V 1 , ce cowordisme etant en produit

sur le bord ; done : , . „ , ,.Λ . .
’ f signature (V) = signature (V1)

{ fof = f' of'

ce qui contredit l^hypothese signature (V) - f0 f ^ 0 .

On a verifie une fois de plus le "fait experimental" suivant : II faut passer par 

la categorie differentiable pour montrer qu'une variete P L  orientee de dimension 

quatre et de signature nulle borde une variete orientee de dimension cinq.

EXERCICES

0) Faire fonctionner'la methode de Kneser pour les sous-complexes infinis, localement 

finis. ,

1) Soit M une variete triangulee .

a) Soit C un 1-cocycle a valeurs entieres qui ne prend (sur chaque arete de 

la triangulation) que les valeurs -1  , 0 , 1 . Soit N la reunion des cellules duales 

des aretes σ telles que C**(a) ^ 0  .

Prouver que N est une sous-variete combinatoire localement plate et normale- 

ment orientee de M .

Indication : donne naissance a une unique application f : M- S 1 = [0 ,1 ]^ ^  

cellulaire et lineaire sur chaque simplexe de M . Remarquer alors que N = f-1(j) .

b) Soit C 1 un 1-cocycle a valeurs dans Z /2 Z  . Soit N defini comme en a). 

Prouver que N est une sous-variete combinatoire localemenc plate de M .

(t) cf. les commentaires sur le 4e article, exercices.
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Indication : Prouver que la restriction de a chaque simplexe se releve un 

1-cocycle a valeurs entieres ne prenant que les valeurs -1 , 0 et 1 .

c) Soit un 1-cocycle a valeurs enieres sur M . Prouver qu' il y a une sub­

division de M et un cocycle pour cette subdivision representant la meme classe de 

H (M ;Z) que et ne prenant que les valeurs -1 , 0 et ,1 .

2) .
a) Montrer que I'on peut, a partir du § 3, remplacer la condition "le complexe K est 

oriente et est un cycle" (relatif pour le theoreme de Rohlin) par "chaque simplexe de 

dimension maximum n de K est muni d'une orientation normale telle que, pour tout 

simplexe σ de dimension n-1 de K , la somme des orientations obtenue sur la lice 

L(c ,M) est nulle (dans le cas du theoreme de Rohlin, nulle si σ € K-Q et egale a 1 

si a 6 Q , etant suppose que Q est muni d' une orientation normale).

Etablir ainsi la version cohomologique de la rnethode de Kneser.

b) Donner une demonstration moderne des theoremes prouves dans 11 exercice

2 .a) (qui ne sont differents des theoremes du texte que dans le cas ou M est non 

orientable).

Indication : Utiliser la transversalite de Thom sur des applications de M dans 

]RP , et C P 2 representant les elements de H^(M ,Z /2Z) , H^(M ;Z) , H2(M ;Z).

Trouver une "demonstration moderne" des theoremes du texte quand iVi est non 

orientable.

3) a) Une autre demonstration du theoreme de Rohlin.

a. 1. Par les methodes du § 3, se ramener au cas oil, pour chaque simplexe 

de κ ^ +1^ Γ  Q , la lice L(aj,K'j) est connexe et ou il n1 y a pas d ' autres 

n-(i+l) simplexes singuliers.

a .2. Remplacer, dans 1 'affirmation du § 4, la condition 11 le disque est egal

a la variete V. pres du bord" par "le disque D. est transverse a la variete V " 
j J J

et modifier la condition homologique pour qu1 elle s1 applique a cette situation.

Prouver que D . U V .  est le bord oriente d' une region W. que cette reunion 
J J 3

decoupe. (Attention, les orientations des composantes de ne sont pas compatibles

avec une orientation ambiante.) La connexite de V. est indispensable pour cet

argument.

V vv.
J

D.
J

Soit
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N „ N N
a.3. Prouver que Κ. = (Κ. - U St(c.,M .)) U (3c.*W.) U (σ. *D .)

1 1  i=1 ' J i=1 J J i=1 J J

a les proprietes requises.

b) Considerer le-noeud torique trivial (2,1) ; 

il borde un disque D et une bande de Mobius M

se coupant en un segement [a,b] (voir la figure).
3 3 x

Soit K le polyedre borne, limit e par D U M  dans R  . On considere

N3 = K U cone sur D ; c'est un polyedre de dimension trois dont le bord, comme

°  2 
chaine a coefficients Z / 2Z  , est un plan projectif M U cone sur (t>M) = ]RP .

3
b .1 (pour les illusionnistes). Prouver que la lice L(b,N ) est un disque,

en laissant supposer que "par symetrie" il en est de meme pour L(a,N ) ; "demontrer"
3

que N est une variete combinatoire.

3
b.2. Demasquer 1'illusionniste en montrant que L(a,N ) est une bande de 

Mobius.

c) Utilisant ce phenomene et les idees de a), donner une preuve de ce que le groupe
2

de cobordisme des surfaces est engendre par la classe du plan projectif 1RP . Cette 

preuve n 1 utilise pas la classification des surfaces.

n Γ1-Κ3
4) Soit N une sous-variete PL localement plate d'une variete C , M ^ .  Toutes

Λ / OO

les triangulations ont les proprietes degagees au §6 ("C et a cellules duales sous - 

varietes C*0") et triangulent N comme sous-complexe.

On suppqse que ;hors du (n-c)-squelette de N , la sous-variete N est une sous- 

variete C°° . ,

a) Soit σ. un n-c simplexe de N' Π Ν ^ η~°^ . Prouver que la paire de lices

(L(ff.,M"),L(a.,N")) est un lissage du noeud standard PL (Sn+CI 0 ^ S 11 0 Ί) · 
j J r “\

Prouver que la cochaihe qui associe a un n-i simplexe <r. de N 1 fl N Jla classe
ϋ

de concordance de ce lissage et 0 aux autres n-c simplexes de N' est une cochai'ne 

(il faudra en particulier expliciter comment ses coefficients sont tordus).

b) Soit a, un n-(c-l) simplexe de N ' . Prouver que, en modifiant la paire
K

de sites (St(a ,M"), St(a. ,N")) (qui est une paire de boules lisses standard
_  ̂ xv K

(B +<*"" , Bn_c“ )̂) par un lissage arbitraire (mais identite sur le bord), on peut 

modifier la cochaine construite en a) par un cobord.

En deduire la theorie d1 obstruction de Haefliger au lissage des sous-varietes 

PL d'une variete C°° ([H]).
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c) Si on est en codimension un, les coefficients de la theorie d 1 obstruction 

sont nuls ; il est tentant d'essayer d'appliquer cette methode concrete de lissage au
OO

cas ou la sous-variete N a un bord qui est une sous-variete C de codimension 2 , 

et en exigeant de ne pas bouger le bord N au cours du lissage (par les remarques du 

§ 6 , cela donnerait une demonstration elementaire du theoreme de Wall !).

Faire cette tentative et voir que, lorsque 1' on fait la construction sur un simple­

xe de Q , on trouve comme obstruction une classe de concordance de disque de Seifert
OO

C du noeud trivial.

Dans 1'exercice suivant, nous verrons que la nullite des classes d'isotopies des 

disques de Seifert lisses implique le theoreme de Schonflies .

5) a) Par isotopie d'Alexandre, prouver qu'un isomorphisme PL h : S n+C1 ■* Sn+C* 

tel que h 1 S n = id | est isotope a 11 identite a travers des isomorphismes fixant Sn 

(se ramener au cas ou h est 1'identite au voisinage d'un point de Sn) .

b) Soient D^+1 et D 2+1 deux disques de Seifert PL du noeud trivial 

(Sn+2 ,S n) . Prouver qu'il y a un isomorphisme PL  h : Sn+2 -* Sn+2 identite sur Sn 

et tel que h(D ) = D 2 (utiJLiser des colliers autour de et D2 et 1' unicite des 

disques de codimension zero).

A partir de ce point, une demonstration en toute dimension, pour illusionnistes, 

du theoreme de Schonflies .

c) Par le theoreme de Wall d'unicite des fibres normaux PL en codimension 

deux, se ramener au cas ou 1'isotopie ht , decoulant de b) et a) , respecte un voisi­

nage regulier E de Sn . t

* 04-2 °
d) Soit F = S - E et F le revetement cyciique a n feuilles de F . 

Prouver qu'il y a un entier n et deux releves du disque dans F fi ,

et D 1 , tels que si ■ est le reieve de 1' isotopie construite en c), la trace de 

hnt(Di) ne couPe pas x [0,1] .

Soit dans F le reieve hn,(D.) de D~ . Par extension des isotopies, prouver
n n i l  £

que la region comprise entre hnl(D1) et D* est en produit.

En deduire que, dans le cas ou et D 2 sont disjoints, la region 

qu'ils delimitent dans F est un disque.

e) Soit φ : Sn -♦ Sn+1 un plongement PL localement plat. Voyant la sphere 

Sn comme la reunion des hemispheres nord D+ et sud D_ , deduire de ce qui precede 

une "demonstration" du theoreme de Schonflies. .
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f) Demasquer 1' illusionniste : on ne peut effectuer 1' etape c) car Wall ne 

prouve pas 1' unicite a un parametre des fibres normaux en codimension deux. Dans la 

categorie differentiable, cette unicite a lieu. "Le  theoreme de Wail ne permet pas 

d'affirmer que, en codimension deux, les sous-varietes PL sont aussi bonnes que les 

sous-varietes lisses".

Question. Y a t-il des contre-exemples a 11 unicite a parametres des fibres normaux 

PL en codimension 2 ?

2 5
6) a) Toute section d1 un fibre normal PL a une sphere S dans S , non

enlacee avec la section nulle borde un disque (par la forme relative du theoreme 4,
3

lui faire border une surface de Seifert V . Sachant que V = V U D  borde une 

variete spin n'ayant que des anses d'indice 2 , faire la chirurgie plongee sur V pour 

la transformer en un disque .)

b) Deduire de 6 .a), 5 .a) et 1'analogue de 5.b) en codimension trois, 1 'unicite
2 5

des fibres normaux a S dans S .
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in . S U R _L E  QUATRIEME ARTICLE

Dans cet article, Rohlin caicule le groupe de cobordisme oriente de dimension
2

quatre f*4 (qui est engendre par la classe de C P  et isomorphe a Z ,  l'isomorphisme

4 ^ oo(M)  ̂ > Pi (^0)
etant φ : Γ* 4 -* Z  , φ([Μ ]) = σ(Μ) = — ^-- ( = ---^--- ) ), et il utilise ce

calcul pour corriger les deux premiers articles. Nous suivrons le plan de Rohlin :

Au, § 1 , nous expliquerons comment Rohlin construit un cobordisme oriente d'une 

variete de dimension quatre quelconque a une somme connexe de plans projectifs comple­

xes . Le § 2 est consacre au calcul du groupe de cobordisme non oriente des varietes 

de dimension quatre (Rohlin enonce un resultat faux qu'il a corrige ulterieurement). 

Dans le § 3, nous expliquerons la correction des deux premiers articles et, en particu- 

lier, 1' affirmation de Rohlin selon laquelle Z  implique que la composee de trois 

suspendues successives de 1' application de Hopf est non nulle dans Tr^^iS1"1) , contrai- 

rement a ce qui a ete "demontre" dans le premier article. Nous terminerons par une

serie d1 exercices portant sur les quatre articles de Rohlin et indiquant comment on peut
i

obtenir a 1' aide des methodes geometriques de Rohlin pratiquement tous les enonces 

produits depuis 1951 et portant sur les differents types de cobordismes des varietes 

de dimension inferieure ou egale a quatre, les structures spins sur ces varietes et les 

corollaires qui en decoulent en theorie des noeuds differentiables.

§1 . CALCUL DU GROUPE DE COBORDISME ORIENTE ft (§2 du texte)

2
Apres avoir remarque qu1 il suffit de montrer que la classe de C P  est un

4
generateur de , Rohlin considere une variete M orientee de dimension quatre et 

affirme :
4

A) II axiste une variete M cobordante a M et admettant un plongement dans
7 1

11 espace euclidien ]R .
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En effet, un theoreme de Whitney assure 1' existence d'une immersion en posi-
4 7

tion generale f :  M . Nous avons vu dans les notes sur le troisieme article

que les cercles de points doubles de f (M4) ont, dans M4 , des revetements triviaux : 

des chirurgies rondes plongees d'indice uri u ; fournissant un cobordisme de M a 

une sous-variete de ¥? .

B) La deuxieme etape consiste a montrer que : Une somme connexe de la
7

variete avec des plans pro.jectifs admet un plongement dans 3R dont le fibre 

normal a une section partout non nulle.

La classe d1 Euler du fibre normal a une sous-variete orientee d' un espace
4 7

euclidien est nulle : le fibre normal a dans ]R a done une section qui est non

nulle sur le 3-squelette de M . L 1 obstruction a trouver une section non nulle definie

sur tout est un element de ) . Ce dernier groupe est cyclique engendre par

11 application de Hopf h : S3 -♦ . II existe done une section s du fibre normal a

dans IP? , non nulle hors d1 une reunion disjointe et finie de boules de ,

telle que 1'obstruction a l'etendre en une section non nulle sur la boule B. soit

3 1
l1 application de Hopf h ou son opposee -h : si B. x D  est une carte, definie sur 

la boule B^ , d'un tube T autour de dans ]R "· , la section s est donnee sur 

sB. par s(x) = (x,± h(x)). Le cyclindre de 1'application de Hopf (ou de son opposee) 

est homeomorphe au plan projectif troue (muni de 1' orientation complexe ou de 1' orien­

tation opposee) et admet un plongement dans le bord du tube T ̂  , qui se recolle avec 

N  o
s(M - U B.) pour fournir la variete IvL cherchee. La variete etant sous-

i i=l 1 Δ £

variete du bord du tube T , son fibre normal a une section partout non nulle (un champ

de vecteur exterieur a ST. par exemple).
i *

Voici quelques formules justifiant les affirmations precedentes. Si un point du 

plan projectif troue C P Q est repere par ses coordonnees homogenes [Χφ,Χ^ ,Χ ^ j 

( IXqI^ — |X112 + Jx2 l2) > si la sphere S3 esfla sphere unite de C2 :

S3 = {(Χ^,Χ2) € C2 |X I2 + lx2 l2 = 1} et si la sphere S2 est la sphere de Gauss

2 1
S = C P  = C U 00 , 11 homeomorphisme entre le cylindre de 1' application de Hopf,

C(h) = S3 x [0,1 JiL S2y(x,0) ~ h(x) , et le plan projectif troue C P q est donne par 

[(X1,X 2),t]'—  [t,Xr X 2] ( ( X ^ X ^  € S3 , t 6 [0,1]) .

^  Ce sont les modifications ®2 troisieme article.
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Le plongement de C P q dans le bord du tube est donne par

/ 2 Χ ηΧ ι 2 Χ ηχ v  x
[X X ,X  ]>- -- =-- ^ -- -= , -- -y-.P 2--- - ; X i / X 2\

| x 0 l +|x. , l  + l x 2 l |x0l +| x. , l  + | x 2 l '

2 Χ η Χ Λ 2 Χ αΧ 0 λ . .  ‘

ou ι ------ r— ------- r  , -------2 2----- ^ 2) € B 1 = ίγ ι»γ ο ζ(ε2 | lY 12+|Y |2< 1} 
|X0 I + l x , l + i x 2 ! l xQl +| Xj l  +l x2 l / 1 1 2  1 2  

et x 1/ x 2 e c u »  = c p ”1 = s 2 .

II sera utile pour la suite de voir comme un eclatement de M . Pour ceci,
2 2 

supposons que pres du bord, SB.. x S , de la carte B. x S  , la section s est donnee

par s(Yr Y 2) = (Y-j»Y2 ) Y ^ /Y 2  ̂ * Une Equation de la variete M2 dans B^ x S 2 est 

0 = f (Y^,Y2 ; Z) = Y - Z Y 2 , ou si I'on prefere en coordonnees homogenes

0 - F(Y,.Y2,[X0.X,]) - V l ' X1Y2 ·
Suivant que la carte de la boule B^ est ou non dans 11 orientation de la variete

M , on obtient des modeles pour les cas ou 11 obstruction est 11 application de Hopf
3 2

h : S -+ S , h(Y^,Y2) = Υ 2/ γ 1 > ou son opposee.

C) La troisieme etape consiste a construire dans le bord d'un tube T2 autour de 

M2 une sous-variete diffeomorphe a une somme connexe de M2 et de plans pro-

jectifs complexes et telle que sa classe fondamentale [M_ j soit nulle dans
7 ° 7 7

H4(S - T2) 1' homologie du complementaire du tube T 2 dans la sphere S = P  U 00 .

5 7 0
Supposons ceci realise, il existe alors une sous-variete orientee N de S - T2 

de bord ; comme est diffeomorphe a une somme connexe de la variete M de 

depart et de plans prpjectifs complexes, ceci prouve que le groupe de cobordisme 

oriente de dimension quatre 

variete N peut s'obtenir :
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2

2
oriente de dimension quatre est engendre par le plan projectif complexe C P  . La

7 0
1) Soit en lissant par la methode de Kneser une chaine Uj de S - T2 dont le 

bord homologique est la variete ;

2) Soit par la methode de Thom : il y a une application f : d T_ -* CP(n) trans-
-1  (-H

verse a CP(n-l) et telle que f (CP(n-l)) = M^ . Si X  est le generateur de

^  L ' application f est la construction de Thom sur une application f^ : M^ -♦ CP(n-l) 

classifiant le fibre normal a M^ dans d T2 (rappelons que CP(n) - pt est isomorphe 

a l1 espace total du fibre canonique sur CP(n-l) et done CP(n) est homeomorphe a 

l'espace de Thom de ce fibre.)



H2(CF(n),Z) , la classe f*(X) € Η2(δΤ2;Ζ.) s'etend en une classe Y6  H 2{S7-T2 ;2L)^\ 

Si n est suffisamment grand (n ^ 3  suffit ici) , il y a une extension φ de f a
Π Ο  -)i- %

S - telle que Y = φ ’ (X) . On peut supposer φ transverse a CF(n-l) et poser 

N = <p-1(CP(n-l)) .

II nous reste a explfquer la troisieme etape.

Soit m ' un exemplaire de la variete M_ dans le bord du tube dT qui est
2 £ 2

1' image de par une section partout non nulle. Notons it : δΤ2 la projection

du tube.

2 4
AFFIRMATION 1. II existe une surface orientee F dans M „ telle que le cycle

* —— ............. o — "
m'„ U v~ (F) soit nul en homologie dans S -Tn . (ff“ (F) est orientee par l'orien- 

tation somme directe de celle de F et de celle du fibre normal a M2 dans δΤ2) .

AFFIRMATION 2. II existe une sous-variete de_ δΤ2 homologue dans S T 2 a

m '2 U it-1(f ) et diffeomorphe a une somme connexe de la variete M2 et de plans projec-

tifs complexes. Plus precisement, il y a un ensemble fini im1, . . .  ,m } de points de 
—  1 —  1

M2 tel que τΓ (itl) = n~ (itl) ΠΜ^ est une sphere d 1 auto-intersection ±1 dans 

et rr : M_ - 7r-1({m , :. .. ,m }) -+ M_- {m , . . .  ,m } est un diffeomorphisme.
J 1 p & I p

Demonstration de 1 'affirmation 2 .

a) L 1 idee est d1 enrouler la section s autour de la surface F comme cela 

est suggere dans la figure suivante.

Figure 1 : 1'enroulement

Cela decoule de ce que, comme f (X) est dual pour Poincard de [M_] € Η (ST0) ,
7 °

Y sera le dual pour Poincare de € H^(S -Τ2,δ Τ 2;Ζ ) , ou est une homologie 

a zero de M^ dans S^-T2 .
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Cette figure est queique peu trompeuse car, sur la figure, la codimension de F 

dans est un , et done les fibres normaux a s(F) dans s(M2) = M 2 et ff-1(F) 

sont triviaux. Ce n' est pas toujours le cas et les eclatements vont etre imposes par 

le fait que ces deux fibres normaux ne sont pas necessairernent isomorphes.

b) Commengons par mtroduire des modeles. Soit v le fibre normal a

M2= s(M2) dans dT2 , il est oriente. Considerons-le comme un fibre en droites 

complexes. Le tube T 2 est une somme directe de v et d1 un fibre trivial de dimension 

reelle un et le bord de T_ s'identifie au projectifie du fibre v : {-s(.\L)} *  e (0

et dT2 E(^) U-s(M2) ou chaque fibre n~ (m) s C est compactifie en une sphere de 

Gauss par °°m = -s(m) . Pour les formules qui vont suivre, il vaut mieux introduire 

des coordonnees homogenes et voir δΤ2 comme le fibre en droites projectives complexe 

projectifie du fibre v © e ou ε est un fibre complexe trivial de rang 1 . Un point P 

de dT2 est represents par ses coordonnees homogenes
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[X ,T ] ou 
P P

X €E(i/) , v (X ) = p = ir(P)

Tp €E(e) , e(T )» p » ir (p )

(X >T ) f (0,0)
Η H

et [X ,T  ] = [X1 ,t ' ] si et seulement s'il y a un λ € C 
P P ,P PJ .

λ / 0  telque X = λ Χ  et T = λ T .
• P P P P

(on designe par Ε(ξ) 1' espace total d' un fibre ξ ).

Soit μ le fibre normal a s(F) dans m '2 lui aussi considere comme un fibre en 

droites complexe induisant son orientation et supposons que son espace total est plonge 

dans M* au moyen d'un tube autour de la surface s(F) . Sur Ε(μ) , on a la restriction 

du fibre v et le fibre μ (μ) ; soit t la section canonique du fibre μ (μ) , elle est 

non nulle hors de la section nulle

(μ*(μ) = {(x,y) 6 Ε(μ)χΕ(μ) | μ(χ) =μ(y)};t(x) = (x,x) ) .

Par abus de notation, on designera par μ*(μ) un fibre sur m'2 etendant μ (μ) et tel 

que la section canonique t s1 etende en une section non nulle sur M2 - s(F) .

c) En utilisant les notations precedentes, une equation.du cycle s(M2) U tt \f )

est \
[X ,T  ] 6 s(M*)·U tt~ 1 (F) si et seulement si X ^ t ( p ) = 0 € ν ^ μ ^ (μ )  . 

p p £ p
Ή* >

Soit e une section du fibre v <9 μ (μ) , transverse a la section nulle pres de 

la surface F eta support dans un voisinage de F . La variete cherchee est 

d ' equation :

[X ,T  ] € si et seulement si X <8 t(p) = ε(ρ)1̂  6 v μ* (μ)

μ*{μ)) e) .



^  Si π (Ρ )=ρ  n'est pas dans F ,  t(p) est non nul et 1! equation definit un unique 

[Xp.Tp] € ̂ (P) .
Si rr (p) = p^ est dans F , soit u une coordonnee complexe pour F autour 

de Pq et v une coordonnee de fibre du fibre normal μ . L 1 equation devient :

Xv  = c(u,v)T , ou ε est une fonction telle que, si c(u,0) = 0 , ^  ε(υ,0) inversible 

(condition de transversalite), on a bien l1 equation d ’ une variete lisse M . De plus, 

si v = 0 et ε (u,0) = 0 , on peut choisir les cartes de sorte que e (u,0) = e u :

"M3 est un eclatement algebrique de M2 " . Le signe de 1* auto-intersection du diviseur 

exceptionnel π ^(u,0) est -1 ou +1 suivant que la carte (u,v) est ou non dans

11 orientation de .

Cette equation definit une sous-variete de dT_ teile que si (m , . . . ,m  } est
—  i P

1 ’ ensemble des zeros de e sur F ,  la restriction it: iYL - it ( { m m  })-*
1 P

M - (m , . . .  ,m } est un isomorphisme et n~ (m.) = ir-Km.) Π μ , est une sphere
("H  * i

d' auto-intersection ±1 dans v . La variete est homologue a fvl̂ U s(F)

car, quand t decrit [0,1]., balaye une homologie entre Mq = M2 U s(F) et

M = M, . □
ε 3
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Demonstration de 11 affirmation 1.
7

Comme H4(S ). = 0 , par position generale, il eLxiste une chafne polyedrale C 

telle que : 1) le bord homologique dC de C est M2 = s(^2  ̂ »

J O
2) pres de son bord, la chafne C est dans S -T2 ;

3) 6‘- SC est transverse au tube T 2 ·

Soit F une surface dans M- homologue au cycle Σ = Μ , Π (C - dC) . Le 
— 1

cycle δΤ„ Π (6 - 3C) ( = it (Ξ) par la condition de transversalite 3)) est done homo-
i o

logue dans dT2 a n (F) . L ' affirmation decoule de ce que C - T2 est une chafne 

debord δΤ2 HC  = U (aT2fi(C - dC)) . □

Μ.
te

Μ3

M3 .
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§2. CALCUL DU GROUPE DE COBORDISME NON-ORIENTE h4 (§3 du texte)

Le resultat que Rohlin enonce dans le §3 est faux : 11 espace projectif reel 

]RP4 et le plan projectif complexe C P 2 sont independants dans h. (ils sont detectes
4 , o ^

par les nombre de Stiefel-Whitney (w^) et (w^)^). Rohlin devoile cette faute uans un 

article ulterieur (Homologies intrinseques, Doklady 1953, 89 n° 5, p. 789-792) et y 

enonce le resultat correct : h4 est isomorphe a Z /2 Z  ® Z /2 Z  , les generateurs 

etant ]RP4 et C P 2 .

La demonstration devrait etre la suivante : Soit M une variete de dimension
3 4

quatre et P c M une sous-variete duale de la premiere classe de Stiefel-Whitney. 

Soit s une section, transverse a la section nulle, du fibre normal a P dans M et

soit S = s~1(0) . Dans le cas oil M = ]RP4
3 2

on peut prendre P = P P  et S = K Pj *
comme IRP engendre le groupe ^  de cobordisme des varietes de dimension deux, on

peut, quitte a rajouter cet exemple, supposer que S borde une variete de dimension

trois G . La variete P est orientable (voir exercice n° I 0)), et done le fibre

normal a S dans P est le fibre d1 orientation de S et s1 etend en le fibre d1 orien-

3
tation v de G'

3  4
Le fibre normal a P dans M s1 etend en un fibre μ sur 1‘ es­

pace total de v qui, hors de G , est trivial. Coilons I1 espace total Ε(μ) du fibre

μ a M4 x [0,1J ; nous obtenons un cobordisme de M4 a M '4 dont 11 hypersurf ace

caracteristique associee P 1 a un fibre normal trivial. II ne reste plus qu1 a utiliser

le fait que P ' borde une variete H4 orientable (d'aores le 3 e article) pour obtenir

un cobordisme de M 1 a une variete orientable .M" (voir la figure 2).

On vient en fait de repeter les arguments geometriques de la suite exacte de

Rohlin : Ω — * h — * Ω_ 1 ^  h _ ,
π n n— § n-2 ^ ri I

ou la deuxieme fleche associe a la classe de M les classes de P duale de vv̂ (M)

et de Sn-2 11 auto-intet’section de P dans M (la premiere fleche est l1 oubli).

-hacW âfl-

Figure 2

tM
rw 5/

n

I

* ~ r  -A

e (H )

t

p*

5  /

[Λ o y .
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§3. CORRECTION DES DEUX PREMIERS ARTICLES (§4 du texte).

A . Correction du premier article, hn Φ- 0 .

Soit hn la classe dans ffn+3(Sn) de la composee de trois suspendues succes- 

sives de 1' application de Hopf (n ^  2) . Dans le premier article, Rohlin a montre qu£ 

la nullite de hn est equivalente a 11 existence d1 une variete orientee fermee Q4 telle 

que :
4 2 4 2 2

a) II y a dans Q un tore' T possedant un voisinage en produit E = T x D
2 4

tel que T est une surface caracteristique dans Q et reste surface caracteristique
4 4

dans la variete obtenue en enlevant E de Q  et en le recollant d1 une maniere 

diff erente.

b) Le nornbre de Pontriaguine est nul.

Rohlin remarque aiors que, grace au calcul de Ω4 , la condition b) est

equivalente a
4 5

b1) Q est le bord d'une variete orientable N .

Le fait que h.· est non nul est done reduit a 11 affirmation suivante : 
n

AFFIRMATION. Les conditions a) et b ') sont contradictoires.

Demonstration de 1' affirmation de Rohlin.

3 5
PROPOSITION. II existe une sous-variete G de N telle que :

1) Le bord de G3 est le tore T2 .

2) II y a sur le 2-squelette de N - G , une trivialisation du fibre tangent a N
i

dont G est un cycle d 1 obstruction.

*
Demonstration de 1' affirmation a 1'aide de la proposition.

Par dualite de Poincare, le noyau de H ’(T2 ;Z /2 Z ) -> H 1(G3 ;Z /2 Z ) est de
2

rang un. Soit C une courbe simple fermee dans le tore T dont la classe d'homolo- 

gie modulo 2 engendre ce noyau et soit F c G une surface connexe de bord C . La 

restriction a F du fibre normal a G3 dans N^ a une section s partout non nulle ^  

Soit F ' et C ' les images de F et de C par cette section (on choisit la courbe C 1 

dans T 2 x S 1 , le bord du tube E4 autour de T 2 dans Q4) . Soit φ un diffeomor­

phisme de T2 x S ̂  tel que p(*xS^)  = C'  ^  .

(t) car la surface F  a le type d ' homotopie d 1 un complexe de dimension un .

i±) Un tel diffeomorphisme existe car la courbe C est isotope a une courbe lineaire
dans le 2-tore T^ ; la courbe C 1 sera alors isotope a une courbe lineaire dans
le 3-tore T^ = τ^ x S^ .

x22‘c est nul.



Dans la variete X4 = Q4 - E 4 U E4 , le tore T 2 n'est pas caracteristique
2

car la trivialisation de la restriction du fibre tangent a la courbe * x SD s'etend a
2

* x D  puisqu' elle s1 etend a la surf ace F .  Ceci contredit la condition a). □

2
Demonstration de la proposition. Puisque le tore T est caracteristique dans

4
la variete Q  , il y a au-dessus du 2-squelette de Q - T une trivialisation t du

fibre tangent stable de Q dont T realise un cycle d 1 obstruction.
3 5 λ 2

Soit K c_jN une chaine modulo 2 de bord homologique T , obtenue comme
5

cycle d1 obstruction a etendre a N la trivialisation t . II s ' agit de prouver que 11 on
3 3 5

peut prendre pour K une sous-variete G de N
3

La chaine K est en codimension deux mais a coefficient modulo 2 . La 

methode de Kneser en codimension deux ne peut s 1 appliquer brutalement car elle exige 

une chaine orientee (a coefficients entiers). Cependant, les premieres etapes de la 

methode fonctionnent1 (car tant un nombre pair de points dans la sphere S , tant un
3

enlacement dans la sphere S possedent une surface de Seifert ; voir les notes sur la me­

thode de Kneser).Nous pouvons done supposer que hors de son zero squelette, le cotnplexe
3

K est une sous-variete. En connectant par un arbre tous les sommets pres desquels
3

K n'est pas une sous-variete, et en contractant cet arbre, on peut supposer qu'il n'y
3 v 3

a qu1 un seul point Xq de K pres duquel K n ' est pas une sous-variete.

3 2
La lice ^de xn dans K est alors une surface M sous-variete de la lice de

5 , 2
x dans N , une sphere de dimension quatre. On peut supposer que la surface M est

3
connexe : il suffit de rajouter a K des cones issus de xn sur des epaissis b. dans

5 2 ^
L(Xq ,N ) d'arcs â  joignant les composantes de M (voir la figure 3).
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Figure 3 : Rendre la surface M connexe

Lice est la traduction que l1 on a donne du terme anglais "link" dans les notes sur 
la methode de Kneser.

4

κ4

α-ί.

l\Lh



3 3 2
La sous-variete K - L(xn,K ) realise un cobordisme du tore T a la surface

2 2 4
M ; on en deduit que 11 auto-intersection de la surface M dans la sphere S = L(x ,N)-

2 3 4
est nulle. En ce cas, la surface M borde une surface de Seifert W dans S : on

procede comme dans 1' etape c) du calcul de Ω . effectue au §1 II suffit alors de
3 3 ■

poser G = (K - L(xn,N)) U W . Le cone x_ *  W realise 11 homologie modulo 2 entre
3 3 

KJ et GJ .

B . Correction de la demonstration de l'egalite ^ ^ ( S 0) =.ir̂ +3(Sn) ^πη +3^Π  ̂ esi 

1! image du J-homomorphisme J : ir3(SO(n)) -» irn+3(Sn) ] .

Dans le deuxieme article, Rohlin a montre que toute variete stablement paralle-
3

lisee de dimension trois, Μ , est cobordante, comme variete stablement parallelisee a
2 1 ^  2

une variete stablement parallelisee en produit P x S oil P est une surface 

orientable

2 1
AFFIRM ATION. Une variete stablement parallelisee en produit P x S  est cobordante

3
comme variete stablement parallelisee a une union dis.jointe de tores T .

3
Demonstration. Soit N la trace d'une chirurgie d'indice zero ou un sur P

telle que, si elle est d1 indice un, son cercle d1 attachement separe P . Alors, la
3

parallel!sation s 1 etend a 11 arne de la chirurgie done a N . Ceci permet de se ramener 

d 1 abord au cas ou P est de genre superieur ou egal a un , puis au cas ou P est une 

union disjointe de tores.

84

^  Pour l'enroulement, les dimensions sont celles que l'on voit sur la figure 1. Dans 

ies formules qui suivent les fibres reels de rang 1 remplacent les fibres complexes de 

rang 1 . II faut remarquer de plus que, comme la sphere S4 est orientable, le fibre 

v μ*(μ ) est trivial et on peut choisir la section e sans zeros sur F 1 (ici F  est la 

courbe de la surface M2 autour de laquelle on veut enrouler). Pour le lissage, on uti­

lise soit la methode de Kneser a coefficients modulo 2 , soit la methode de Thom en 

utilisant IRP(n) au lieu de CP(n) (il faut n ^  4 ici).

^Esquissons 1 'argument : M3 est bord d'une variete simplement connexe Q 4 (car 

= 0) .L a  deuxieme classe de Stief el-Whitney w2(Q4) est representee par une surface

orientable P 2 (car comme H 1(Q4) = 0 , la reduction modulo 2 p : H2(Q4 ;Z )  ** H 2(Q4 ;Z /2
4 2

est surjective). En faisant des sommes connexes de paires de (Q ,P ) avec des
2 1 2 4 2 2

(C P  , C P  ), on peut supposer que P a un voisinage en produit E a* P x D .L a
4 0 4 , ,

variete stablement parallelisee Q - E fournir le cobordisme cherche.



Demonstration de 1'egalite = 7In+3^S °^ '

Elle se reduit aux deux lemmes suivants :

LEMME 1. Si πη + 3 ^ η  ̂ est composee de trois suspendues successives de

11 application de Hopf, hn 6 ^ ^ ( S 0) .

LEMME 2 . Modulo , toute parallelisation stable du tore est congrue a

la parallelisation triviale ou a hn .

Demonstration des lemmes 1 et 2 . On remarque tout d'abord que deux paralle-

3 3
lisations stables sur une variete M connexe qui coincident sur le 1-squelette de M

3
sont homotopes dans le complernentaire d ' une boule de M (car tt (S0(n)) = 0) ; elles 

different done par un element de ir^(S0(n)) , les elements de qu1 elles definis-

sent sont done congrus modulo ir̂ +^(Sn) .

Ceci suffit a etablir le lemme 2, car, si la restriction a 1' un des facteurs de
3

T de la parallelisation stable est triviale, la parallelisation est congrue modulo 

u^+^(Sn) a une parallelisation qui s'etend au tore solide T2 x D 2 correspondant ; 

sinon la parallelisation est congrue modulo ^ + 3 ^ ° ^  a ‘ ^

4
Pour etablir le lemme 1 , il suffit de considerer la variete M . du deuxieme

2
article. Cette variete contient un tore caracteristique T ayant un voisinage en pro-

2 2
duit T x D  ; il suffit de remarquer que la restriction a chacun des facteurs du tore

3 2 2 4 2
T = d(T x D j  d'une parallelisation stable definie sur M.-T est non triviale. Pour

2
le troisieme facteur, e'est parce que le tore T est caracteristique ; pour les deux

4
autres, cela se voit sur le modele que nous avons propose pour M a 1 'appendice D

4 ^  2 2
des commentaires sur le premier article : M. est l'eclate C P  de C P *  en neuf

* * I 2  -"‘v

points fixes d 1 un pinceau C^ de cubiques ; le tore T est 1'image directe C q de C q 

une cubique lisse du pinceau. Une base de 1' homologie du tore T 2 est representee
4

par des cycles evanescents, ils bordent done dans M  ̂ des disques qui ont une auto-

intersection -1 si on les pousse par un champ de vecteurs qui, sur le bord, est tangent

2 3
au tore T : la parallelisation stable induite sur les deux premiers facteurs de T

est aussi non triviale et hn est congrue modulo 7r̂ +^(Sn) a cette parallelisation 

stable de , qui est nulle car elle s'etend a - T^xD^  . □
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E X E R C I C E S

I . LES GROUPES DE COBORDISMES , ft-j , ^  .

0) Soit Mn une variete de dimension n , Vn  ̂ une scus-variete duale de w^(M) , 

prouver que V est orientable. [indication : sinon le fibre v normal a V dans M 

serait le fibre d 1 orientation (pourquoi ?) et Μ = (M - E(v))UE(v) serait orientable.]

Ce resultat du a Rohlin se trouve dans I1 article "Le plongement d'une variete 

de dimension 3 non orientable dans un espace euclidien de dimension 5 11, Dokl. Akad. 

Nauk. SSSR  160 (1965), pp. 549-551 (en russe) ; traduction anglaise Sov. Math. Dokl.

6 (1965), pp. 153-156. Cet article est splendide surtout si on le compare a la seule
5

alternative existant dans la litterature pour plonger dans 1R une variete de dimension

3 non orientable (cette alternative de Wall utilise la suite spectrale d1 Adams !). II 

est bien dommage*que cet article soit meconnu. (II semble que pour le critique des 

Math. Reviews, un isomorphisme de fibre est I'identLte sur la base, 

alors que Rohlin permet, dans cet article, n'importe quel diffeomorphisme sur la base.)

1) Donner une demonstration de = 0 en s' inspirant des methodes du 4e article. 

Deux possibilites : ·
. O ^

a) Plonger M dans ]R et enrouler une section du fibre normal autour de 

cercles pour la faire border homologiquement (puis geometriquement) dans le comple- 

mentaire de M dans S^ (on evite ainsi les modifications et ©2) .

3 5
b) Soit, M etant plongee dans K  , enrouler une section du fibre normal

pour la faire border homologiquement dans le complementaire de M dans S^ .

2) Variantes de . II s'agit de se passer de l1 operation de chirurgie

ronde ©_ .
8

a) Plonger M dans ]R . Par enroulement sur des cercles, trouver une sec-
8

tion qui borde homologiquement dans le complementaire de M dans S . Lisser une 

homologie hors de son 0-squelette par la methode de Kneser en utilisant que toute 

variete orientable de dimension i dans S^4* , 0 ^  i ^  3 , borde une surface de Seifert
7

orientable. On arrive a un cobordisme de M a une variete qui se plonge dans S . 

Continuer comme Rohlin le fait dans le 4e ou le 3e article (voir le dernier paragraphe 

des notes sur la methode de Kneser).

7
b) (d1 apres Melvin) Si M , simplement connexe, est immergee dans IR , 

prouver qu' un cercle C de points doubles borde un disque D dans M4 disjoint des
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autres cercles de points doubles. Eliminer alors les points doubles de C par une 

chirurgie plongee d 1 indice deux :

3) Le groupe de cobordisme non orientable est_nul.

a) Demontrer qu' une variete non orientable de dimension 3 borde par un 

argument de suite exacte de Rohlin.

b) Demonstration collant aux rnethodes des 3e et 4e articles.

b . 1) Montrer que toute variete de dimension 3 est cobordante a une variete M 

plongee dans ]R  ̂ (pour eliminer les points doubles d'une immersion en position gene- 

rale, seul un cas nouveau apparaft : cercle de points doubles a revetement trivial, 

chacune des composantes ayant un voisinage non orientable dans la variete de depart).

b.2) Prouver qu'il y a un cercle C plonge dans M hors duquel le fibre normal a 

M a une section non nulle, 11 obstruction a etendre cette section a un disque transverse 

au cercle C etant ± 2 € tt̂ (S0(2)) .

b.3) Eclater M le long du cercle C pour trouver une variete plongee dans ]R  ̂

dont le fibre normal a une section partout non nulle, la variete etant cobordante

a M UV  oil V est 1 'espaee total d'un fibre en plans projectifs reels sur le cercle.
‘ 1 2  2 2 

Prouver qu'un tel fibre est toujours trivial, done V »  S x R P  = S(D xiRP ) .

Operer alors sur comme dans l'exercice 1 .b) (mais en utilisant l'homologie

modulo 2).

Remarque : II semble necessaire d1 operer ainsi car la methode de Kneser & bord ne 

fonctionne pas dans le cas non orientable.

Π. LE GROUPE DE COBORDISME Ω^ρΐΠ DES VARIETES DE 

DIMENSION 3 MUNIES D 'UNE STRUCTURE SPIN EST N U L .

La nullite du groupe de cobordisme spin en dimension 3 est equivalente a la 

surjectivite du J-homomorphisme J :  ir^(S0(n)) *♦ ffn+^(Sn) pour n ^ 3  (dans la termi- 

nologie de Rohlin, = πρ+3^ Π)) · Rohlin a montre ce fait dans le 2e article

η- υ

S
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(corrige par le 4e article). Les exercices suivants permettent de voir ce resultat plus 

directement en suivant la demonstration du 3e article.

3
1) a) Soit M une variete de dimension 3 munie d1 une structure spin s .

Montrer que l'on peut choisir 1'immersion de M dans JR'* de fa?on a ce que la variete 

plongee ,se deduisant de M par les operations et » possede une structure 

spin s1 telle que (M^,s^) est spin cobordante a (M,s) (immerger M x D 2 dans la 

structure spin donnee).

3 · 5
' b) Remarquer que si une variete M est plongee dans IR , le nul cobordisme

construit dans le 3e article est une variete spin (mais la structure spin induite sur le

bord peut etre differente de la structure spin donnee !) .

c) Soient s et s' deux structures spin sur une variete M de dimension 3.
Λ

Prouver que la variete spin (M,s)_ll (Μ,-s1) est spin cobordante a ( F x S  ,s") ou
1 1 

F x S  est 1 'espace total d'un S fibre sur une surface F d1 espace total orientable

et de classe d1 Euler nulle.
1 2 1

Prouver que : (i) ( F x S  ,s")il(]RP x S  ,s'") est spin cobordante a une

union de (P P 2 x S 1 ,sm) ;
~  o 1 3 ,, 3

(ii) ]RP x S est diffeomorphe a P P  # P P  la somme
3

connexe de deux exemplaires de P P  ;
3

(iii) toute structure spin sur P P  borde (un fibre sur la
2

sphere S de classe d1 Euler - 2 suivant la structure).

Conclure que = 0 .

i 2
2) a) Soit M un sous-fibre non orientable d 1 un fibre trivial S x D sur le

s 1 2  1 2
cercle. Soit M' le fibre orthogonal. Soit f : S xD  ·* S xD le diffeomorphisme

qui, en identifiant S ^ x D 2 a M * M '  , s'ecrit id© -id .

a.1) Prouver qu'il y a un entier n tel que le diffeomorphisme f soit

isotope a (z,t)»—► (z,z2n+1t) .
3

a .2) En deduire qu'un diffeomorphisme de P P  de degre -1 echange
3

les deux structures spin de P P  (il faudra d 1 abord definir 1' image d ' une structure 

spin par un diffeomorphisme, preservant ou non 11 orientation).

b) Donner une demonstration par l'absurde de a .2) (construire une variete 

spin de dimension 4 de signature ± 2).
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ΙΠ. INJECTIVITE DE L 'O U B L I Ω^ρΐη—* Cl 4 .

Soit M une variete de dimension 4 munie d 1 une structure spin et de signature

nulle.

a) Prouver qu'il y a une variete M de dimension quatre, simplement connexe,

7
spin cobordante a M et plongee dans IR .

7
b) i) Prouver que le fibre normal a M dans IR a une section partout non nulle.

[Indication: considerer sa premiere classe de Pontriaguine. ]
7

Soit E un tube autour de dans ]R .

ii) Prouver qu'il y a une section s du fibre normal dont 1'image est dans δΕ  ,
°

qui borde homologiquement dans le complementaire E  et dont 1' auto-intersection geome- 

trique dans δΕ  consiste en deux exemplaires paralleles F q et F^ d'une surface F  

d1 auto-intersection nulle dans . [Indication : enrouler une section donnee par 

b.i) autour d'une surface G c  M , prouver que M spin entrafne que [G] est un 
^ « * 

double dans H (M ;Z ), utiliser que la signature de est nulle pour conclure que 

1' auto-intersection de G dans M 1 est nulle.]

ί  *1 r w  ^

c) Soit W une surface de Seifert bordant s(M^) dans ]R et G 1 'auto- 

intersection de W dans : G est orientable et δ G = F q U F^ . Soit G obtenue 

en collant F q a F^ par l'"identite" ; attention ! G n'est pas orientable.

1) Montrer que est spin cobordante au bord δξ ^  d'un fibre en disque 

sur G .

2) Construire un cobordisme V de G a H  tel que :

i) le fibre 4r  s ' etend en un fibre ξ Λ/ dont la restriction a H  est triviale.

89

ii) la structure spin sur le bord de ξ r  s' etend en une structure spin sur le

bord de : elle induit done une structure spin sur δ ξ^  = H x S  qui est spin cobor­

dante a la structure de depart.

4
Construire une variete spin K de bord H telle que la structure spin sur 

H x S 1 s'etende a K x S 1 .

d) Proceder abstraitement.

Soit une variete bordant M4 (car signature (M4) = 0). Construire une
3 5 5

chafne polyedrale G dans Q representant w J Q  ) . Appliquer la methode de
3 3

Kneser comme dans la proposition de 3 · A pour lisser G , prouver que le w (G )

3
est represente par une surface F orientable a fibre normal trivial dans G , 

continuer alors comme en c).

M

,7 .

M1

.5
Q
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IV. CONTROLE DES ECLATEMENTS, THEOREME DE HAEFLIGER-BOECHAT. 

NOEUDS DE S3 DANS S6 .

4 7
1) Soit M une sous-variete de dimension 4 de F  . Soit s une section de son

fibre normal non nulle dans le complementaire d 1 un point Xq ; . soit ξ le fibre de 

rang 2 defini dans le complementaire de Xq comme supplementaire de la section s ; 

soit enfin F  une surface representant la classe d'Euler de | .
2

a) Prouver que F est un cycle caracteristique de M ([FJ2 = W2(M) €H (M;Z);[F 

la reduction modulo 2 ce [F] € H2(M ;Z)).

b) Prouver que 1' obstruction a etendre s en une section par tout non nulle

est _ ξ £  = trJS2) . L'eclatement consiste alors a faire la somrne connexe
4 3

avec F* F t  3? (M plans projectifs complexes avec I1 orientation opposee : la signature 

de la variete eclatee est σ M  - F» F  ̂ [indication : calculer la premiere classe de 

Pontriaguine du fibre normal a M . ]

c) Prouver que si on si on avait enroule la section s autour d 1 une surface disjoir
2 2 

de Xq et representant une classe X€ H (M ;Z), il aurait fallu eclater F .X + X  points

,............................ \ σ(Μ) - F .F  - 4F .X  - 4X .X  σ(Μ) - (F + 2X )2 x
(la signature devient : ------- ^--------- - -- — ^----- )

Prouver que la classe d1 Euler du fibre normal a la section eclatee est 

F + 2X - 2 "diviseurs exceptionnels".

2) Theoreme de Haefliger-Boechat.

a) Deduire de 1) que si M admet un plongement dans , il y a une surface 

caracteristique F € H2(M ,Z) telle que : F · F = signature de M .

i 4 „ ,
b) Reciproquement, si M simplement connexe possede une surface caractens-

tique F telle que F · F = signature de M , prouver que M admet un plongement dans 

JR  ̂ : soit ξ le fibre de rang 2 sur M de classe d'Euler F et v le fibre de rang 3 

obtenu en tordant ξ &  e de -σ(Μ) € Z  = ir^(S2) = P^Or^SO^))) (P "· S0(3) S est 

1' evaluation sur le premier vecteur de base).

b.1) Prouver que 11 espace total Ei^) de v est parallelisable et qu'il y a 

une application f : (E(i/)f d(E(»0)) “ (S4 xD 3 ,S 4 x S 2) de degre un (pour la deuxieme 

projection, utiliser la construction de Thom sur le fibre normal a une "section eclatee" 

obtenue a partir de la section (0 , 1) de v sur le complementaire de o points dans 

M (ou t/ e> | Φ e) .

F · F 3σ(Μ)

4

b.2) Ajouter k = rg H~(M) anses d'indice 3 pour obtenir une equivalence

d1 homotopie φ : V = (E(y) U D3xD ,3) -+ (S xD ,d). Prouver que V est 

diffeomornhe a S4 xD 3 . Conclure.



91

ο ^
3) Noeuds differentiables de S dans S .

3 /*
Soit un noeud forme par une sphere S p?ongee differentiablement dans S .

4
i) Prouver qu'il y a une surface de Seifert V pour ce noeud et qu'apres

d' eventuelles sommes connexes avec le cylindre de 1' application de Hopf ou de son 

opposee, deux telles surfaces de Seifert sont cobordantes.

ii) Soit F la classe d' Euler du fibre normal a V4 dans S^ . Prouver que 

signature de V - F· F  ̂ ^  est un invar'iant qui ne depend que du noeud et que tous les

entiers sont realises. (Pour la realisation, utiliser une immersion generique de l'espace .

total d'un fibre en disque de classe d' Euler 3 sur le plan projectif troue C P n ;
2 ✓ 2 

comme C P q est 1' espace total d'un fibre en disque sur la sphere S , une immersion

generique est un plongement.)

iii) Prouver qu'un noeud d1 invariant zero est trivial. [Faire la chirurgie plongee

sur une surface de Seifert simplement connexe, de signature nulle, en remarquant que
2 2

l’on peut choisir, pour V , une somme connexe de plans projectifs V = C P  n^-CP 

tels que la classe F soit une classe diagonale (c' est une consequence des theoremes 

de Wall : 1) II existe m, n tels que V #  C P 2 # - CP2 est diffeomorphe a A C P 2 #g-CP2 .

2) le groupe des diffeomorphismes de V = # C P  # - C P  est transitif 

sur les elements primitifs, caracteristiques, de norme 0 de H2(V ,Z ) .1

V



UNE EXTENSION D 'U N  THEOREME DE ROHLIN SUR LA SIGNATURE

Lucien GUILLOU et Alexis MARIN 

INTRODUCTION.

C ' est un probleme fondamental et non resolu que de savoir quelles formes

quadratiques peuvent etre realisees comme formes d ' intersection H (M ;Z)x  H (M ;Z)
4 2 2 ’

*♦ Z  d'une variete orientee fermee lisse M de dimension quatre.

Recemment, M. Freedmann [Fr] a montre que toute forme quadratique peut etre ainsi

realisee par une variete topologique et dans le cas lisse, Donaldson [D] a montre

que, parmi les formes definies positives, seule la forme triviale est representable.
4 2

En general, si M est une variete fermee orientee de dimension quatre et si F est

une surface fermee orientable dans M representant dans ^ (M j Z /^ Z )  un element 

dual a la deuxieme classe de Stiefel-Whitney w^(M) , l'aigebre nous dit que 

σ(Μ) - F .F  = 0 mod 8 [ΜΗ, Π §5] ou F .F  represente 1'autointersection de la classe 

d'homologie de F et σ(Μ) la signature de la forme d'intersection sur ^(MjJR) ·

Dans le cas oil M est lisse, Rohlin [R2] a donne une formule explicite calculant 

σ(Μ) - F .F  mod 16 en fonction de 1'invariant d'Arf d'une certaine forme quadratique 

q : ^ (F j Z /^ Z )  -* Z / 2Z  . Ceci generalisait son vieux resultat de 1952 [R1j disant 

que σ(Μ) =0  mod 16 si F = 0 (resultat qui disait deja que certaines formes quadrati­

ques ne sont pas representables comme ci-dessus par des varietes lisses, par exemple 

Eg , cf. [ΜΗ, II §6 j).

Nous donnons ici une formule semblable dans le cas oil F n ' est pas necessairement 

orientable. Ces surfaces caracteristiques non orientables se rencontrent naturelle- 

ment dans 1'etude du l6e probleme de Hilbert ([Marl] [A']) . D ' ailleurs, le papier 

[R2] de Rohlin est consacre a ce probleme.

Notre but principal ici est d' enoncer et de prouver notre generalisation d' une 

maniere simple et directe, sinon la plus elegante, a la suite de nos commentaires aux 

travaux de Rohlin [GM3J . Nous renvoyons a 1' article de Matsumoto [Mat] pour un 

point de vue et une preuve un peu differents. Le papier de Freedman et Kirby [FK } 

qui donne une preuve de la formule de Rohlin contient aussi des motivations et commen­

taires que nous ne repetons pas. ^

Signalons enfin que les articles recents de T . Fiedler [FiJ et Turaev [T] 

traitent de questions voisines.

φ

(t) Notre formule a ete annoncee en 1977 [GM1 j et nous avons donne une premiere 
version du present texte en 1980 [GM2 ] (eJLle contient malheureusement qu^ques betises).
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I. - ENONCE DU R ESU LTAT .

Nous travaillons dans la categorie des varietes lisses compactes. Soit Mn une
n 2

variete de dimension n et soit V - une sous-variete de codimension 2 . On dit que
η O

V ” est caracteristique si il existe une trivialisation du.,fibre tangent a Μ - V au-

dessus du 2-squelette de M qui ne s'etend a aucun 2-disque transverse a F pour une

triangulation du couple (M,V) , cf. [GM3, I appendice C] . On note i : V c ^ M

l1 inclusion de V dans M .

4 2
Soit M une variete fermee, orientee de dimension 4 et soit F une surface

fermee caracteristique (non necessairement orientable) dans M telle que

i (H1(F2 ; Z / 2Z)) = {0}c  H (M ;Z/2Z) . Alors, on peut definir une forme quadratique
I I

naturelle q : H .j(F ;Z /2Z) ·+ Z /4 Z  , associee a la forme d'intersection homologique 

sur F ,  telle que la generalisation suivante de la formule de Rohlin [R2J ait lieu :

THEOREM E. On a : σ(Μ) - F .F  = 2a(M,F) mod 16 ou σ(Μ) designe la signature 

de la variete orientee M , F .F  11 auto-intersection de F dans M (cf. [W]) et 

a(M ,F) l1 invariant de Brown de la forme quadratique q associee au couple (M,F)

(cf. [B] et le paragraphe suivant).

Rappelons que F .F  peut etre commodement defini comme suit : Soit s une

section, n'ayant que des zeros simples, du fibre normal a F dans M ; on pousse

legerement F seion s pour obtenir une surface F 1 et un diffeomorphisme <p : F -» F ' .

Maintenant FflF ' = {x  € F |<p(x) = x } estfini. Etant donne a 6 F H F 1 , on choisit

une orientation locale <5 pres de a pour F  , ce qui definit une orientation locale

<p(&) pres de a pour F ' . Si 11 orientation 6 ®<p(©) pres de a pour M coincide

avec l1 orientation donnee de M , nous donnons le signe e(a) = +1 a a et le signe -1

dans le cas contraire. Clairement, e(a) ne depend pas du choix de © pres de a .

Alors, F .F =  Σ  e(a) . 
a 6 FflF'

Remarque. Si la surface F est orientable, la forme quadratique q prend ses valeurs 

dans 2 .Z /4 Z  = Z / 2Z  et a(M,F) qui vaut alors 0 ou 4 s'identifie au quadruple 

de 1'invariant de Arf de q : on retrouve la formule connue de Rohlin [R2] . Rappe­

lons que le cas F = 0 est tres celebre, il date de 1952 et est aussi du a Rohlin [R1 ] .
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Π. - LES FORMES QUADRATIQUES SUR LES Z /2 Z -ESPACES 

ET L 1 INVARIANT DE BROWN

(cf. [B] , [BLLV,appendices])

Soit V un espace~vectoriel sur Z / 2Z  de dimension finie n ,  muni d'une 

forme bilineaire (x,y) x.y symetrique, non degeneree a valeurs dans Z / 2Z  .

DEFINITION 1. Une forme quadratique sur V a valeurs dans Z /4 Z  est une appli­

cation q : V -* Z /4 Z  verifiant :

q (x + y) = q(x) + q(y) + 2x .y , 

ou 2 : Z /2 Z  -♦ Z /4 Z  est 11 unique homomorphisme non nul.

Remarques et exemples.

1) On a q(0) = q(0 + 0) = q(0) + q(0) + 20 .0  = q(0) + q(0) , d'ou q(0) = 0 .

2) Sur V = Z / 2Z  il n'y a qu'une forme bilineaire symetrique non degeneree : 

le produit du corps Z / 2Z  . Et on a :

0 = q(l + 1) = q(l)+q(l). + 2 1.1 = 2q(l) + 2 , done q(l) = ± 1 .

II y a done deux formes quadratiques, q+ et q_ , sur un espace de dimension un.

3) Si q : V -♦ Z /2 Z  est une forme quadratique ordinaire sur le corps Z /2 Z  

(cf. [MH, Appendix 1j) , alors q = 2q est une forme quadratique sur V a valeurs 

dans Z /4 Z  .

DEFINITION 2. Une forme quadratique q : V -♦ Z /4 Z  est neutre s1 il existe un sous- 

espace H e  V de dimension moitie sur lequel q est nulle (et alors H est egal a son 

orthogonal pour !la forme bilineaire).
I

On definit de la maniere usuelle la somme orthogonale de deux formes quadrati­

ques ; remarquons que si V = V^ ^ V^ est une decomposition orthogonale pour la 

forme bilineaire, alors q = q[y^ © *

En quotientant le semi-groupe des formes quadratiques ainsi obtenu par le semi- 

groupe des formes neutres, on obtient le groupe de Witt WQ (Z / 2Z ; Z / 4Z) des formes 

quadratiques sur les Z /2 Z  espaces vectoriels a valours dans Z /4 Z  (cf. [BLLV, 

appendices j) .

Si q : V -» Z /4 Z  est une forme quadratique et si x € V , on pose 

ψ(χ) = exp (yq(x)) = i q^  .



DEFINITION 3. L 1 invariant multipiicatif de Brown de la forme quadratique q est le

nombre complexe : r _
r(q) = ( 175) ΣΤ ψ(χ) (ou n = dim V) 

x€V

PROPOSITION. L 1 application y etablit un isomorphisme entre le groupe de Witt 

W Q (Z /2 Z ;Z /4 Z )  et le groupe des racines huitiemes de l1 unite.

En notations additives, on ecrira :

a : WQ (Z /2 Z ;Z /4 Z )- ——* Z / 8Z  , oil y = e o a , 

avec e : Z / 8Z  ~ » {racines huitiemes de 1 'unite} donne par e(l) = exp (i^·) = .

Remarque. Si la forme bilineaire est isotrope, i.e . verifie x.x = 0 pour tout x de V , 

la forme quadratique q ne prend que des valeurs paires : 0 = q(2x) = q(x) + q(x) ; de 

sorte que q = 2 q , - oil q : V -» Z /2 Z  est une forme quadratique ordinaire, φ ne 

prend que les valeurs +1 et - 1 et 1' invariant de Brown y de q est le classique 

invariant d'Arf de q qui vaut +1 si la forme represente plus souvent 0 que 1 , 

et - 1 dans le cas contraire.

Demonstration de la proposition.
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LEMME 1 . y(q1 © q2) = Ύ (q^y (q2) ·

l , ® q 2) > ( y j
, n +n q.(x) qJy)

Preuve. y (q ,®qJ  = (τκ) Σ i i
x€V,,y€V2

-i n, q,(x) n9 q9(y)
= ί φ  1 Σ  i 1 j C(nW) 2 Σ  i 2 ] .  y(q M q  ) .

V2 x€V1 U  y€V2 1 1

LEMME 2 . Si la forme quadratique q est neutre, y(q) = 1 .

Preuve. Soit H e  V unfsous-espace de dimension moitie sur lequel q s 1 annule.

Soit V = H &  L une decomposition en somme directe. Alors, si n = dim V :

y(q) = Φ π Σ  *(h + e) = (τ^)η Σ  * (0 ( - l ) ! -h 
U  h€H,e€L v<i h€ H ,8 6 L 

= (<fc)n [ Σ ( Σ  (-1)* ’% ( « ) )  + card(H) ] 
u  e€L-{0} h€H

= ( ^ ) n card(H) = ( ^ ) Π(2η/2) = 1 ·

La quatrieme egalite suit de ce que la forme bilineaire etant non degeneree, pour 

2 / 0 ,  la forme lineaire φ sur H donnee par <p(h) = 0 .h est non nulle (H est egal 

a son orthogonal) et done prend la valeur 0 autant de fois que la valeur 1 

(dim (Ker φ) = dim H- 1) .

1 + i
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LEMME 3 . Si la forme bilineaire n1 est pas isotrope, V se decompose en une somme 

orthogonale d1 espaces de dimension un.

Preuve. Puisque 11 application x *♦ x.x est lineaire, la non degenerescence fournit 

c € V- {0} tel que pour tout x € V , c.x = x.x . Si dim V ^ 2  , il existe y distinct 

de c tel que y.y = 1 (si c . c=1  et y.y = 0 ,  alors (c+y).(c+y) = 1) et V se 

decompose en (y) tb (y)x . puisque y est distinct de c , la restriction de la forme 

bilineaire a (y)-1· est non isotrope (si z.z = c.z = 0 pour tout z S (y)1 , alors 

c € ((y)J’)’L = (y))· On termine par induction sur dim V .

LEMME 4 . Si q est une forme quadratique a valeurs dans Z /4 Z  , alors 

4(®q) = q 0 q ® q i b q  est isometrique a 4 (© (-q)). Et done 8 (& q) est neutre.

Preuve. Soit W = V © V « V ® V  et soient : V -♦ W , i = 1,2,3,4 , les applica­

tions (p^x) = (Ο,χ,χ,χ) ; <p2(x) = (χ,Ο,χ,χ) ; φ^{χ) = (χ,χ,Ο,χ) ; <ρ4(χ) = (χ,χ,χ,Ο) .

On a 4 (tf q) (φ.(χ)) = 3 q(x) = -q(x) , et <P:(V) orthogonal a φ.(ν) pour i ^ j  .
4 3

L'isomorphisme cherche est ® <p. : V Φ V θ V θ V -*W.

i=1 1
Pour conclure la preuve de la proposition, an note que puisque q+ ® q_ est 

neutre, le lemme 3 applique a q Φ q+ *  q_ montre que W Q (Z /2 Z ;Z /4 Z ) est cyclique, 

engendre par la classe de q+ (exemple 2) et d'ordre un diviseur de huit par le lemme4. 

Les lemmes. 1 et 2 assurent que y est un homomorphisme. Finalement, on verifie que 

y (q+) = exp (—  ) est une racine huitieme primitive de 1 'unite. □

Remaraue. II est maintenant facile d'etablir que 1'invariant de Brown d'une forme 

quadratique, son rang et 1'isotropie ou 1' anisotropie de la forme bilineaire associee 

determinent sa classe d1 isometrie.

ΠΙ. - DEFINITION GEOMETRIQUE DE LA FORME QUADRATIQUE

q : H ^ (F ;Z /2Z ) -> Z /4 Z

On se place maintenant dans la situation du paragraphe I .

2
DEFINITION 4. Une membrane P pour la surface caracteristique F est une surface 

compacte (non necessairement orientable) immergee dans M , plongee et normale a F 

pres de son bord dp c f  , et dont l'interieur est transverse a F .

2
Soit f une immersion generique P <H*M dont 1'image f(P) est une membrane. 

Le bord de f (P) consiste en des courbes simples fermees de F ; notons &

1 + i

2
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1' obstruction a etendre le fibre normal en droites a ces courbes dans F en un sous- 

fibre de rang un du fibre normal v(f) de 1'immersion. Rappelons que y(f) est defini 

par la suite exacte 0 -* r(p) *♦ ί*(τ(Μ)) -♦ y(f) -* 0 , ou f*(r(M)) est le retire du 

fibre tangent a M au-dessus de P par f . On verifie aisement que deux immersions

de meme image donnent lie!i: a des fibres normaux isomorphes et done que 1' obstruction
-  * 2 1 t  

©■ ne depend pas du choix de f . Cette obstruction habite Η (Ρ,δΡ; ff (RP ) ) j

les coefficents etant tordus par la premiere classe de Stiefel-Whitney vj Λv (f)) . Son 

evaluation sur la classe fondamentale [ρ,δρ] € Η (P ,δΡ;ιτ (Fp )) est un entier encore 

note d . On pose alors : q'(P^) = cy+2P.Ftnod4 , ou P .F  designe le nombre de

points d1 intersection transverse de 1'interieur de P (i.e. de f(P)) avec F  .

Remarque 1 . Une definition plus geometrique, et souvent plus efficace dans les applica­

tions, de 1’obstruction e1 · est la suivante :

Soit P une surface compacte et j : P<3-* v(t) une immersion telle que :
Λ« ί

(i) po j : P -♦ P est un revetement ramifie a deux feuillets ou p designe la projec­

tion de l'espace total du fibre t'(f) sur sa section nulle P .

(ii) j est transverse a P (vu comme la section nulle de u (f)) , et j (P) Π P ne
: rv

contient aucun des points doubles de j ( P) ou de P .

(iii) f(dp) est le bord d1 un tube autour de dp dans F .

Pour chaque point a de I1 intersection prij(p ) , une orientation locale & de 

P induit (via le revetement poj) une orientation locale &' de j(p) . Si 1' orientation 

& Θ 6 1 coincide avec celle de I1 espace total du fibre ^(f) , on attache le signe e(a) = + 1  

a a et le signe -1 dans le cas contraire. Clairement, e(a) ne depend pas du choix 

de 1' orientation © pres de a .

Alors, l1 obstruction & = Έ  ^  e(a)
* a € Pflj(P)

L 1 existence d,’ une telle immersion j peut s ' obtenir en desingularisant 1 ' image 

de deux sections de v (f) en position generale 11 une par rapport a 1' autre et par rap­

port a la section nulle de i/ (f) . Nous laissons au lecteur le soin de verifier que la 

somme ci-dessus ne depend pas des choix de P et j (soit directement, soit en montrant 

1' egalite ci-dessus !).

Remarque 2. Si P n' a pas de composantes fermees, la membrane P est homotopique­

ment equivalente a un bouquet de cercles, done, par stabilite, on peut ecrire v (f) 

comme une somme directe avec un sous-fibre trivial de rang un. Maintenant deux tels 

sous-fibres triviaux de v (f) induisent deux sous-fibres homotopes de ι>(ί)|3ρ qui est



un fibre trivial. En effet, si nous decrivons nos deux sous-fibres triviaux de y(f) par 

des sections sans zeros s et s' et si d(s|dP,'s'|e»p) est la difference primaire 

dans H^apjir (H P 1)4) = Z  ^ , o n a  ([S,§36]) 6 (d(s \bP, s'ldp)) = erUlapJ-cfis'lap) 

ou δ estlecobord H ^SPjir^P P 1) * ) Η ^Ρ ,δΡίΐΓ^ΡΡ1)4) et e(s|dP) est 1'obs­

truction primaire a etendre s | dP . Done d( s | dP, s ' 1dp) = 0 , ce qui prouve que 

s | Sp et s ' (dp sont homotopes.

Soient Sq la restriction a dp d'une section sans zeros d'un sous-fibre trivial 

de rang un de v(i) et s  ̂ la section sans zeros au-dessus de dp donnee par le fibre 

normal en droite a dP dans F . On'a 6d(s.j,SQ) = ©(s^-eis^) =<sr(s.j) . Puisque δ 

est un isomorphisme, on peut identifier notre obstruction & a d(s ,.Sq) . Ceci expli- 

que la relation entre notre definition de la forme quadratique q' et celle de 

Y . Matsumoto [Mat] .

Remarque 3 . Les explications de la remarque 1 (ou les calculs de la remarque 2) mon- 

trent que si ^p est connexe, 1'obstruction &  est paire si et seulement si dp admet un 

voisinage annulaire dans F . En general, si toutes les composantes connexes de dp ont 

des voisinages annulaires dans F , alors c1= 2e/(v) , ou er(v) est 1' obstruction a eten­

dre un chamD de vecteurs normal a dP2 dans F en un champ de vecteurs (sans zeros) 

normal a P 2 dans y(f) (le facteur 2 vient de ce que la fleche naturelle S 1 -►IRP1 est de 

degre 2).

En particulier, si la surface caracteristique F est orientable, on obtient 

q '(p2) = 2(e’(v) + P.F) mod 4 . On retrouve la definition de Rohlin [R2J .

2 2 
PROPOSITION 1 . q'(P ) ne depend que de la classe d'homologie modulo 2 de cP

dans F . Ceci permet de definir une application q : H ^ (F ;Z /2Z) -* Z /4 Z  .

LEMME. Supposons que (M4 ,F 2) soit bord de (VP,G 3) ou λ/ ' 5 est une variete
* 3

orientee compacte de dimension 5 et G une sous-variete caracteristique (non
2 3

necessairement orientable) . Soit Δ  c G une surface (non necessairement orientable) 

telle que Δ  Π F = dA , et soit P une membrane pour F (dans M) de bord dp = dA . 

Alors, q'(P) = 0 .

Preuve de la proposition 1 (a partir du lemme).

Si Pq et P^ sont deux membranes dont les bords represented la meme classe 

d'homologie modulo 2 , on applique le lemme a 1' union disjointe 

(M x {0}, F x {0}) IL  (M x {1}, F x {1}) de deux copies de (M,F) avec

V = M x [ 0 , l ] ,  G = F x [ 0 , 1 j  et Δ une desingularisation d'un cycle modulo 2 

qui realise une homologie dans F x [0,1 j entre dP^ c  Fx (0} et δρ^ c F x  ( 1}

(t) Dans le cas ou dp est connexe ; 1'extension facile au cas general est laissee 

au lecteur.

98



(l1 existence de Δ s'obtient facilement par les methodes de Kneser, cf. [GM3, II.2 ]). 

On obtient alors dans δν : q(PQx{0} U P .jX d }) = 0 = ς(Ρ.|)-ς(Ρ0) puisque, avec 

1'orientation de δν , M x O  herite 11 orientation opposee a celle de M . Ceci prouve 

la premiere assertion. Pour la seconde, tout 1-cycle z de F peut etre represents 

par une famille de courbes simples fermees disjointes, et puisque

i (H (F ;Z /2 Z )) = {0 } c H (M ;Z /2Z) toute telle famille borde une 2-chaine dans M4
I I

qui peut etre desingularisee comme ci-dessus pour donner une membrane dont le bord 

represente le cycle z .

Preuve du lemme (cf. la figure).
2

Supposons d 1 abord que le bord de Δ soit connexe. L'auto-intersection de δΔ

dans F est bord de 1' auto-intersection de Δ dans G done nulle modulo 2 . Par
2 2 

suite (puisque δΔ est connexe), δΔ admet un voisinage annuiaire dans F et,

comme dans la remarque 3 ci-dessus, si e<(v) est 11 obstruction a etendre un champ de

vecteurs normal v a 3P = δΔ dans F en un champ de vecteurs normal (sans zeros)

a P dans y(f) , ii suffit de verifier que ef(v) + P .F  = Ojnod 2 . Designons par v
3 5 ^ 2 3

et μ les fibres normaux a G dans V eta Δ  dans G , et par E(i )̂ et Ε(μ)

les espaces totaux des fibres en disques associes. Alors, (W,U) = (Ε(^ |^2®Μ),Ε(μ))

est un voisinage tubulaire de Δ 2 dans (Vp, G^) . Soient N4 le bord de la variete

V - W  et H2 = (F- W )U FrU  = N f!G  , Clairement, H 2 est une surface caracteris-
4

tique pour la variete orientable fermee N .

2 2 2 
Soient s et s' deux sections de v [Δ avec ε(Δ ) et s'(A ) transverses

2
entre elles aussi bien qu' avec Δ . Soit t une section de μ identique au champ de

2 2 2 2 
vecteurs v sur δΔ = δρ et sans zeros pres de Δ  Π (ε(Δ )U s '(A  )) . Soit enfin

2 .* 2 ■—1 
p : Δ  -* [0,1] une fonction lisse nulle sur δΔ et telle que p~ (y) soit un voisinage

des zeros de s et t et des points communs a s et s' .

2 4
Alors, on peut pousser Δ dans δ\ν et former le 2-cycle de N

Σ2 = (P - W) U s © p t (Δ2) ,

La formule de Wu (cf. [GM^, I appendice C j) dit :

Σ2 .Σ 2 + Σ2 .Η 2 = 0 mod 2

Soit u une section du fibre normal v(t) d'une immersion f : > M dont 

les zeros soient distincts des preimages des points doubles de f et qui coincide avec v 

sur δρ = δΔ . L'immersion f s'etend en un plongernent local 1 de l'espace total de 

v(f) dans M4 tel que f(u(P)) soit une copie diffeomorphe de f(p) transverse a f(P) . 

Nous maintenons notre notation P pour f(p) et notons u(P) au lieu de f(u(p)) .

2
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On observe alors que le nombre d1 intersection homologique modulo 2 p.u(p) 

(bien defini puisque dpfl ou(P) = 0) est la reduction modulo 2 du nombre d’obstruction 

ef(v) (plus deux fois le nombre d'auto-intersection de la surface immergee P , ce qui est 

zero modulo 2). Ainsi :

Σ.Σ = [(P-W) O(s®pt){A2)] . [u(P-W) U s 1® (.·)-p)t(Δ2)]

= P . u(P) + s(A2) . s1 (Δ2) = d(v) + s(A2) . s '(A2) mod 2

Σ.Η = [(P-W) U(s®pt)(A2)] . [(F-W) U F r U ]  = P .F  + s(A2) . Δ 2 mod 2 .

2 2 2 2 
Or, ε ( Δ ) . Δ  = s ( A ) . s ' { A )  par 11 invariance homotopique des nombres d 1 intersec­

tion, d'ou :
0 = Σ .Σ  + Σ . Η = ®(v) + P .F mod 2 

2
Pour se-ramener au cas bA connexe, nous enongons d'abord le

SOUS-LEMME. Soit (V,G) · une paire propre de varietes (GO dV = bG) avec bV 

connexe. Alors, il existe une sous-variete propre G' de_ V dont le bord est la 

somme connexe plongee des composantes de SG .

De plus, on peut choisir G 1 coi'ncidant avec G excepte dans le voisinage 

d'arcs plonges dans δν connectant les composantes de 3G (de sorte que G et G 1 

represented la meme classe d'homologie modulo 2).

La preuve du sous-lemme, qui consiste a creuser des tunnels le long des arcs 

de l'enonce, est laissee au lecteur.

Ensuite (on peut bien sur supposer V connexe), on se ramene au cas 3V
3

connexe en creusant des tunnels le long d 1 arcs disjoints de G et connectant les

composantes de, 3V . !On peut alors appliquer le sous-lemme et obtenir un nouveau G
2

a bord connexe, toujqurs contenant Δ . Une nouvelle application du sous-lemme au

2 2 
couple (ΰ ,Δ  ) acheve de nous ramener au cas bA connexe.

m

II reste a appliquer encore une fois le sous-lemme pour obtenir une membrane
2

pour ce nouveau A qui ne differe de 1' ancienne que dans le voisinage d 1 un arc et a 

meme fonction q' . II n'y a pas de difficultes.
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PROPOSITION 2 . L ' application q : H (F ;Z /2 2 )  -♦ Z /4 Z  est quadratique pour la 

forme bilineaire d 1 intersection de la surface F :

q ( a  +  £ )  = q { a )  + q(jS) +  2 a . 0

Preuve. En considerant, si necessaire, (M,F) union disjointe avec (S4 ,JRP2) , 

on peut toujours supposer que H.j(F;Z/2Z) se decompose en une somme directe de 

sous-espaces de dimension un (cf. §Π, lemme 3).

On a done seulement a montrer :

1) q(a + 0 ) = q(oi) + q(j3) si α.β = 0

2) q(a) = 1 mod 2 si a .a  = 1 .

En effet, donne 1) la decomposition de H 1( F ;Z /2Z) induit une decomposition ■ 

de q , et donne 2) q est quadratique sur chaque facteur.

Pour prouver l), remarquons d'abord que par le sous-lemme precedent on peut 

supposer F connexe; dans ce cas, si α .β  = 0 , on peut representer a. et β par 

deux families disjointes de courbes fermees simples. Alors, si P et Q  sont des mem­

branes dont les bords represented a et β , on rend P transverse a Q pour obtenir 

une membrane R = P U Q  dont le bord represente α + β  . Ciairement, q(R) = 

q(P) + q(Q) ·

Pour prouver 2), on represente cl par une famille de courbes simples disjoin­

tes a. . Le point 1) donne q(a) = Σ q(o:.) et la retnarque 3 du §1 nous dit

q(a.) = a. . a. mod 2 .
M 1 1 1

Remarque. Nous suggerons au lecteur de se construire une preuve directe de la

proposition 2 en fabriquant une membrane pour la reunion de deux courbes se coupant 

transversalement a partir d1 une membrane pour chacune des courbes (cf. notre pre­

miere version [GM2]) .i

IV. - PREUVE DU THEOREM E.

LES EXEMPLES FONDAMENTAUX.

1 2 
Exemple A . La droite CP est caracteristique dans le plan projectif complexe CP ;

les invariants sont σ(€Ρ2) = 1 , C P ^ .C P 1 = 1 , a(CP2 ,CP^) =0  .

2 2
Exemple B . Soit c : CP *♦ CP la conjugaison complexe. C 1 est une involution pre- 

servant 11 orientation dont 1 'ensemble de points fixes IRP est de codimension deux,
Λ  O

et done Σ = CP /c est une variete lisse fermee orientable. L'exemple B est 

(Σ4 ,Ι?Ρ2) . Nous montrons :



a  2 2
(i) Σ est une sphere d1 homotopie : si p € 3RP c CP , tout element de

j 2 4
πη(Σ ,c(p)) se represente par un lacet intersectant IRP (c Σ ) transversalement au

2 2 4
seul point c(p) . Un tel lacet se releve a CP de sorte que c : ffJCP ,p) ·* π (p ,c(p))

4 * »
est surjective et ιτ̂ (Σ ) = 0 . On conclut en calculant la caracteristique d1 Euler 

X(-4) = T (x (CP2) + x (3RP2)) = τ (3 +1) = 2 .

Remarque. Kuiper et Massey ([K] , [Mas2]) ont montre (independamment) que Σ4 est

PL isomorphe a S4 et done diffeomorphe a S4 selon le difficile "Γ4 = 0" de Cerf.

Recemment, A . Marin a obtenu une preuve directe et elementaire de ce dernier resultat

[Mar] . Rappelons qu'il y a de nombreuses manieres de voir que Σ4 est homeomorphe

4 2
a S ; par exemple, la fonction de Morse usuelle f : CP ■* ]R ,

2 2
£(fx,y,2 ]) = -̂—4—+ - -- r induit une fonction de Morse sur avec deux points

|x I + |yl + Ul
critiques.

(ii) Bien sur, ]RP2 c Σ4 est caracteristique et σ(Σ4) = 0 .

2 2 4
(iii) L ' auto-intersection ]RP .]RP dans Σ est deux fois I1 auto-intersection

o o o
]RP . ]RP dans CP par naturalite de la classe d ' Euler (cf. [Mas1, lemma 1]) . Ce

2
dernier nombre est -x(]RP ) puisqu'on peut le calculer en multipliant par i un champ

2
de vecteurs tangents a IRP avec des points singuliers simples (cf. [A, lemma 6]) . 

Done, 1RP2 .]RP2 dans Σ4 vaut -2 .

103

κ 2
L 1

Ο

1
RIF

L2
Ο

conique

\,ivj ) = i : puisque = jli ijl esi engenare par
1 1  1 1  

IRP c CP , on choisit comme membrane un des disques borde par IRP dans CP .
2 1 

Cette membrane ne rencontre IRP que le long de IRP et son nombre d'obstruction

vaut +1 ; en ertet, considerons deux droites L et L . a coefficients reeis proches

de CP se coupant en* un point de ]RP ; une petite variation des coefficients du pro-
2

duit L .L 0 donne une conique non singuliere qui rencontre IRP selon le bord d 1 un
1 2  1 

voisinage tubulaire de IRP dans IRP et qui rencontre la droite CP transversale­

ment en deux points chacun de signe + 1 (comme courbes complexes). Par consequent, 

cette conique fournit un revetement double de la membrane pour ]RP1 , comme dans la 

remarque 1, § HI, d'ou nous concluons q(lRP ) = 1 .

τ*4
imJ

a
4

P H JRP
2 2

1

1 1 1



Considerons alors un couple (M,F) comme dans 1 *enonce du theoreme et remar— 

quons d1 abord que σ(Μ) = F .F  mod 2 (en effet, toute forme bilineaire symetrique non 

degeneree sur Z /2 Z  se decompose en une somme directe dont chaque facteur est

soit (1) , soit (° q) d1 element caracteristique respectivement 1 et 0 ; done 

F .F  Ξ dim H (M ;Z /2Z ) = σ(Μ) mod 2). Remarquons aussi que les trois termes de la 

formule a demontrer sont additifs sous la somme disjointe. L ' exemple A permet alors 

de supposer α (M) = 0 , et done F . F pair. L 1 exemple B permet ensuite de supposer 

σ(Μ) = 0 = F .F  . Reste alors a montrer a(M,F) = 0 ; pour cela, on s'appuie sur

LEMME. Soient M une variete close orientee de dimension quatre et F c M une surfa­

ce close caracteristique. Si σ(Μ) = 0 = F .F  , alors (M,F) = d(V,G) ; ou V est une 

variete orientee compacte de dimension cinq et G une sous-variete caracteristique 

de dimension trois ■

Donne le lemme, on conclut aisement que a(M,F) = 0 ; en effet, il faut voir que 

la forme quadratique q associee a (M,F) est neutre. Le lemme du § ΠΙ dit que le 

noyau de 1' application H .j(F ;Z /2Z) -* H 1(M ;Z /2Z ) induite par inclusion est isotrope.

D' autre part, la dualite de Lefschetz montre que ce noyau a une dimension moitie de 

celle de H ^ (F ;Z /2Z ) ; done q est neutre.

Preuve du lemme. Puisque la signature realise un isomorphisme du groupe de cobordisme 

des varietes fermees lisses orientees de dimension quatre vers Z  , M = dV^ ou 

est une variete compacte orientee lisse de dimension cinq. Et, par la theorie des obstruc­

tions, il y a, a coefficients Z / 2Z  , un 3-cycle relatif G dans (V,M) , caracteristi­

que et verifiant dG = G Π M = F . Nous sommes reduits au
t

i

SOUS-LEMME. Soit V ûne variete lisse orientable de dimension cinq a bord ; soit 

G c  V un 3-cvcle relatif modulo 2 dont dG = G O  dV est une surface d1 auto-intersec- 

tion nulle dans V . Alors, G est homologue modulo dG (et modulo 2) a une sous- 

variete G dans V .

Preuve. Nous utilisons les methodes expliquees en details dans [GM3, Π . 2 j dues

a Kneser et Rohlin. On peut supposer G triangule et (par un argument de collier) une

variete pres de son bord F = dG . De plus, G est certainement une variete hors de

son 2-squelette. En utilisant les methodes les plus simples de [GM3, II.2], on peut

facilement se ramener au cas ou G est une variete hors de son O-squelette. On reunit

les sommets oil G n'est pas une variete par un sous-arbre du 1-squelette de G . Le

site (= "star") de cet arbre dans V est une boule B de bord S = ia lice (=link)

de cet arbre dans V . La lice de 1 'arbre dans G est une surface L  cobordante, par 
— ο  ζ  ο  o 5 ? ο  ς
G - B , a F . En appliquant ie sous-lemme du § ΠΙ au couple (V - B , C - B ) , on

1Q4
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peut supposer L  connexe. Par consequent, puisque le nombre d r auto-intersection

L .L  = 0 dans S4 (par cobordisme et parce que V  est orientable), le fibre en disques
4

E normal a L  dans S admet une section sans zeros s . On montre alors, comme 

dans [GM3, ΠΙ §3j, que s(L) borde dans S4 -E (au besoin en "enroulant" d 1 abord la 

section s) et done que L· est bord d'une sous-variete de S4 . On peut alors utiliser 

a nouveau les methodes de [GM3, n .2 j  pour rendre G lisse dans sa classe d ' homo- 

logie modulo 2 . Ceci termine la preuve du sous-lemme, done de la proposition 2 et 

du theoreme.

Remarques. La fin de la preuve du sous-lemme ci-dessus montre en fait le resultat 

suivant :
2

Soit F une surface d ' auto-intersection F .F  = 0 dans une variete orientable
4 . 4 .

M de dimension quatre et.qui represente zero dans H JM  ;Z /2 Z )  . Alors, il y a une
3 4 2

variete G dans M de bord F  .

Ceci, joint a l'exemple B  , donne le

4 2
T H E O R E M E . Soient M une variete spin de dimension quatre et F une surface 

caracteristique telle que ix.(H.](F ;Z ./2Z )) = (0} c H 1(M ;Z /2Z ) , alors :

F .F  = - 2a(M ,F) mod 16 , 

oil a (M ,F ) est 1'invariant de Brown du couple (M ,F) .

Ceci est une generalisation d'un vieux theoreme de Whitney [Wj (1941).

Q  Λ
TH EOR EM E  [Whitney j . Soit F une surface dans la sphere S , alors :

F .F  s _ 2 x  (F) mod 4 .

En effet, a(M ,F) = dim H „ (F ;Z /2 Z )  ξ x (f ) mod 2 .
1 ^

L ' ingredient necessaire pour attraper la partie signature du theoreme est le 

resultat de Rohlin : une variete orientee fermee de dimension quatre M borde une
 ̂ *

variete orientee de dimension cinq si σ (M ) = 0 .

Ainsi, on aurait pu monter la preuve du theoreme principal en deux etapes :

1) Prouver le theoreme ci-dessus (M4 spin, en fait M4 = S4 suffit).

2) Prouver, comme dans le lemme et le debut du sous-lemme ci-dessus, que 

(M,F) IL- a(M)(CP2 ,CP^) It (S4 ,F ')  est bord de (V ,G ) avec V variete orientee 

compacte de dimension cinq et G sous-variete caracteristique de dimension trois
4

pour une certaine surface F ' dans S .
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V . - CHIRURGIE ET COBORDISME CARACTERISTIQUES.

On considere maintenant des triplet (M, F , 3) ou M est une variete fermee 

orientee de dimension quatre, F une surface fermee caracteristique et 3 le choix 

d'une trivialisation du fibre tangent a M au-dessus du 2-squelette de M-F qui ne 

s ' etend a aucun disque meridien de F (laqueile existe puisque F est caracteristique).

DEFINITION 5. Deux triplets (M ,F(3) et (M ',F ',3 ')  sont dits caracteristiquement

cobordants s'il y a un triplet (V,G,(j) avec ‘V .variete orientee compacte de dimension

cinq, G sous-variete caracteristique de dimension trois et Q une trivialisation du

fibre tangent a V au-dessus du 2-squelette de V-G qui verifient dV = MlL(-M '),

SG = F U F ' et Q etend 3 et 3' . Le groupe de cobordisme ainsi obtenu est le
4

groupe de cobordisme caracteristique note. Ω .

Remarque 1 . Si on neglige les trivialisations dans la definition precedente, la relation 

obtenue n' est pas transitive ([GM1, GM2] sont fautifs a ce point-la). On peut negli- 

ger les trivialisations si l'on se restreint aux couples (M,F) comme dans la definition 

avec H 1(M ;Z /2Z ) =0. ,  car alors il existe une unique trivialisation (a homotopie pres) 

du fibre tangent a M au-dessus du 2-squelette de M-F qui ne s'etend a aucun disque 

meridien de F .

Soit un couple (M,F) avec M variete fermee orientee de dimension quatre et 

F  surface caracteristique tel que i^(H1( F ;Z /2Z)) = (0} c H ^(M ;Z /2Z ). Et soit aussi 

c une courbe simple fermee de F .

LEMME. Le resultat (M ',F !) d'une chirurgie de paire sur (M,F) le long de la cour­

be c a la propriete que F 1 est caracteristique dans M 1 si et seulement si q(c) = 0 .

Preuve. Soit P une membrane pour c dans M et soit D le 2-disque ame de 

la chirurgie dans M' . Alors, Σ = P U D  est un 2-cycle de M' et

2 {Σ .Σ  + Σ .F 1) = 2 (® (v) + P .F ) s q(c) mod 4 , ou d(v) est 1' obstruction a etendre 

a P un champ de -vecteurs normal a dp dans F (cf. la remarque 3 du § m  ; bien sur

c.c = 0mod2 puisque la chirurgie sur c est possible). Done, si F ' est caracte­

ristique, la formule de Wu donne q(c) = 0 .

Reciproquement, soi-t Σ un 2-cycle de M' que l'on peut supposer coupant 

transversalement en n points la co-ame de la chirurgie sur M' . Alors, Σ peut se 

voir (apres isotopie) comme 1' union de n translates disjoints de 1' ame de la chirurgie 

et d 1 une membrane P pour nc dans M ; done

2 (Σ.Σ + Σ .F ') = 2 (er(v) + P .F ) Ξ q(nc) = nq(c) = 0 mod 4 , et F 1 est caracteristique 

dans M 1 .
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Remarque 2. Si c est une courbe simple fermee dans F telle que q(c) = 0 , alors 

(cf. la remarque 3 du § ΠΙ), c . c = 0 et la chirurgie sur c est possible.

4
Soit (M ,F,3) un element de Ω̂ , , et soit une variete simplement connexe 

obtenue a partir de M par des chirurgies d1 indices. 2. sur des cercles disjoints de F 

telle que la trace de la chirurgie realise un cobordisme caracteristique entre 

(M ,F ,3) et le resultat (M .|,F ,3) de la chirurgie ^

PROPOSITI ON-DEFINITI O N . Dans cette situation, si c est une courbe fermee simple 

de F , q^ (c) ' ne depend pas du choix de . De cette maniere, on definit une 

forme quadratique q (et un invariant de Brown a(M ,F,3)) pour le triplet (M ,F ,3 ).

Et alors q(c) = 0 si et seulement si la trace d1 une chirurgie de paire sur 

(M ,F ,3) le long de c est un cobordisme caracteristique.

Preuve. Soient M. et M deux choix possibles ; on peut supposer tous les
I it ,ν

cercles de chirurgie en vue disjoints. Soit M la variete obtenue en faisant toutes 

les chirurgies necessaires pour fabriquer M, et M„ . Alors, M est simplement
/ V

connexe, la trace de la chirurgie de (M,F) a (M ,F) realise un cobordisme caracte- 

ristique entre (M ,F,3) et le resultat (M ,F ,3 ) de la chirurgie, et clairement

- qS(c) “ qM2(c) ·
Supposons maintenant que la trace d'une chirurgie de paire sur (Μ,Ρ,ϊ?) le long 

de c soit un cobordisme caracteristique, alors q(c). = 0 par le lemme du § ΙΠ. 

Inversement, d ' apres le lemme ci-dessus, si q(c) = 0  , le resultat (M ',F ')  de la 

chirurgie sur (M^,F) le long de c admet F ' comme surface caracteristique dans M ' . 

Soit (W,N) le complementaire dans (M^,F) d1 un voisinage de c ,  c ’est aussi le 

complementaire dahs (M1 ,F ') d'un voisinage de la sphere duale a la sphere d'attache- 

ment de 1' anse de chirurgie. Comme W est simplement connexe, H ^(W - N ;Z /2Z) 

est engendre par les ineridiens de FflN et deux· trivial!sations du fibre tangent de 

W-N au-dessus du 2-squelette de W-N provenant de trivialisations des fibres tan­

gents a M^-F et M '- F ' au-dessus de leurs 2-squelettes sont homotopes (leur 

difference x € H 1(W-N;Z/2Z) s'annule sur tout meridien de FflN'= F ' H n ) . Done 

la trace de la chirurgie liant (M^,F) a (M ',F ')  realise un cobordisme caracteristique ; 

par definition, il en est de meme pour celle liant (M,F) a (M ',F ') ; on conclut par 

transit! vite.

^  On sait bien qu'une telle variete M. existe toujours et qu' elle depend de la trivia- 
lisation 3 donnee.

^  % !., designe la forme quadratique associee, au § ΙΠ, a (M ^F) .

Μ
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On se propose maintenant de calculer le groupe Ω̂ , .

THEOREM E. La suite 0 -* ♦ Ζ ® Ζ Θ  Z /8 Z  * Z /  16Z —» 0 est exacte avec

x(M ,F ,3) = (σ Μ ,Ρ .Ρ ,α ίΜ ,Ρ ,;? )) et_ ir(x,y;z) = x - (y+2z) . Autrement dit,
4

(M ,F ,3) I—► (a(M),F.F) realise un isomorphisme de Ω sur le sous-groupe d1 indice

2 de Z * Z  defini par x-y pair, (x,y) € Z  θ Z  .

Preuve. (a) Si (x,y,z) € Z © Z ® Z / 8 Z  verifie x = y + 2z mod 16 , on veut 

trouver (Μ ,Ρ ,3) 6 Ω4 tel que χ = σ(Μ) , y = F .F  et z = c£(m,F,3) . Mais, 

l'exemple A  du § IV nous reduit a realiser les elements (0,y,z) avec y = - 2z mod 16 , 

ce que l'on peut faire avec une union disjointe de z .exetnples B .

(b)(1) Soit (M ,F ,3) € Ω4 , alors a (M ,F , 3 )= 0  si et seulement si (M .F ,?) est
c  ̂ 2 4

caracteristiquement cobordant a un triple (N ,S  , Q) € Ω .

En effet, si a (M ,F ,3) = 0 ,  la forme quadratique q sur H 1(F ;Z /2 Z ) associee 

a (M ,F ,5) admet un sous-espace isotrope de dimension moitie dont une base peut etre 

representee par des courbes simples fermees disjointes de F . La proposition pre- 

cedente assure que la trace de la chirurgie sur (M,F) le long de ces courbes sera un

cobordisme caracteristique et la surface F 1 obtenue verifie H .(F ' ;Z /2 Z ) = 0 , done
2

F 1 = S . L a  reciproque decoule aussi de la proposition.

(2) Soit (M ,F ,3) , alors e(M ,F ,3) = 0 = F .F  si et seulement si (M, F , 3)

est caracteristiquement cobordant a un triple (N,0, Q) € Ω4 . Cela suit de (1) et du
9 2 2

fait que si une sphere S " verifie S .S = 0 ,  on peut ajouter une 3-anse dessus 

sans changer le caractere caracteristique.

(3) Enfin, (M ,F ,3) € Ω4 est nul si et seulement si σ(Μ) = F .F  = 0 = a(M,F) .
i ^ 4

Cela suit du point (2), du calcui du groupe de cobordisme ordinaire Ω et de l'injec-

tivite de l1 inclusion canonique ^gpin ^  111 · exercicesJ)·

Remarque. La demonstration precedente a ete ecrite pour degager le point de vue de 

la chirurgie caracteristique ; en fait, on a seulement besoin du theoreme qui assure 

π ο κ = 0 , du point (a) pour avoir ker π c Im(x) ; enfin, l'injectivite de κ demon- 

tree au point (b) a deja ete etablie : c1 est le lemme du § IV (dont la preuve commence 

par etendre la structure spin donnee). Le lecteur en deduira comme en [GM3, ΙΠ, 

exercice ΙΠ d) ] une preuve de 11 injectivite de 11 inclusion canonique ^ s p|n ^  ·

4
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A P P E N D I C E

Dans cet appendice, nous esquissons une definition de a(M,F) qui passe par
3

imersion de F dans JR . Ce point de vue 

et ce sont ses explications_que nous rapportons.

3
une immersion de F dans JR . Ce point de vue nous a ete explique par L . Siebenmann

3
1. La forme quadratique attachee a une surface immergee dans ]R .

Une bande sera pour nous une union disjointe d'anneaux et de bandes de Moebius.
3

. Pour une bande Q plongee dans IR , supposons l'ame C de la bande et son 

bord c)Q oriente de maniere coherente. Alors, le nombre d1 enlacement de C et de 

cSQ donne un entier bien defini r (Q) € Z  , independant du choix coherent d1 orientation.

. t (Q) est un invariant de la classe d'isotopie, et meme de concordance, de Q 

(caiculer r(Q) en utilisant 11 intersection de deux surf aces dans B4 bordant C et dQ).

. Definissons q(Q) = r(Q) mod4 . Alors, q(Q) est un invariant de la classe d'homo- 

topie reguliere de Q .
3

(On utilise une surface de Seifert pour C dans ]R pour caiculer r .

II faut verifier que -  ̂* ~ ~ j ~  modifie r (Q) par un multiple de 4 .

II 11
On se ramene au cas Co) ff?) ou r(Q) vaut respectivement -2 et +2 .)

on veriiie
. Similairementique q realise un hotnomorphisme de l1 ensemble des classes d'homo- 

topie reguliere de bandes munies de 1'operation somme disjointe sur Z /4 Z  . D 1 ailleurs, 

si l'on se restreint aux bandes connexes, on obtient un isomorphisme. ^

(Par homotopie reguliere, on peut denouer C dans IR"̂ , ensuite utiliser 

. La forme quadratique q : H ,(F2 ;Z /2 Z ) Z /4 Z  .
3

F est une surface fermee, non necessairement orientable, immergee dans JR .

Si x € H J F ,Z /2 Z )  , on represente x par une bande Q c  F  , Apres perturbation
3 ’

de 11 immersion de F dans 3R , on peut supposer Q plongee. La classe d'homotopie 

reguliere de ce plongement est bien definie et on pose q(x) = q(Q) . On verifie aisement 

que q(x) est bien defini.

On remarque que q ne depend que de la classe d1 homotopie reguliere de l'immer-
3 λ 3

sion de F dans IR (car il en est de meme de q(Q) pour une bande Q c  R  ) .

La forme q est quadratique : q(x+y) = q(x) + q(y) + 2x.y mod 4 .

(En effet, la difference entre _ et — est qi4̂ )  = - 2 .)
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y 2
. Exemple [B, example 1.281 . A une surface fermee orientee M stablement

2
parallelisee est associee une unique parallelisation de M xlR et done une immersion

2 3 2
de M dans R  . Comme M est orientable, l1 invariant de Brown de q se trouve

dans Z /2 Z  = 4 Z /8 Z  . On a ainsi une fleche de 1 'ensemble π des classes d'homo-

topie reguliere des surfaces orientees immergees dans IR vers Z /2 Z  .. C ' est un

isomorphisme et 11 element non nul de peut se representer par

un disque.

2. L 1 immersion associee a une surface caracteristique.

4 2
Soit M une variete fermee orientee de dimension 4 et soit F une surface

fermee caracteristique (non necessairement orientable). On suppose ^Z/22)=0^^.

Puisque F est caracteristique, il existe une structure spin sur M-F et done une
4 4

trivialisation 3= du fibre tangent a M au-dessus du 2-squelette de M - F  (ce qui
4  4

equivaut a une trivialisation du fibre tangent.a M au-dessus de (M -F) sauf un 

point) qui ne s'etend a aucun 2-disque transverse a F .

. Puisque h \m ; Z / 2Z) = 0 , deux telles structures spin coincident (leur diffe­

rence est un x S H 1(M-F; Z/22L) dont la restriction a tout meridien de F est nulle. 

Done x s'etend a x € H 1(M ;Z /2Z ) = 0 et x = 0).

. Soit Fq = F - quelques points, une partie de F sur laquelle existe un champ de 

vecteurs normal dans to .

PROPOSITION. II v a une classe d'homotopie reguliere d1 immersions de Fq dans

R 3 bien definie par le precede suivant :

Fixons un champ .de vecteurs normal ξ a Fa et soit rj son complement : 
i u

ξ & η = i/(Fq,M) le fibre normal a Fq dans M . Alors, l'espace total du fibre en 

disques associe a η , E(rj) , est un epaississement a trois dimensions de Fq . A 

isotopie pres, il y a une unique fa?on de faire coincider le premier champ de vecteurs 

de la structure spin 3q sur M-F avec ξ le long de Fq poussee par ξ . Alors, 

on projetrte le champ 3q sur Ε(η) parallelement au premier champ de vecteurs de 3q 

pour obtenir une trivialisation Q du fibre tangent a E(r,) d Fn , et par suite une 

immersion g : Ε(η) -» R  .
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Si H ^(M ;Z /2Z ) est non nul, mais si (M,F) est equipe d'une trivialisation du 

fibre tangent a M au-dessus du 2-squeiette de M-F qui ne s'etend a aucun meridien 

de F , alors q est defini puisque Fq pousse par ξ recupere cette trivialisation 

(cf. la proposition). Comparer au § V .

u n io n
2
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I l l

Pour montrer la proposition, supposons que ξ' , η' , Q' et g' proviennent 

d'une autre construction. Nous allons montrer qu'il existe un isomorphisme de fibres 

a : ^(FqjM) -* y(FQ,M) qui envoie ξ  sur ξ '  , V sur 77' et Q sur Q' a homotopie 

pres. II s1 ensuivra que gt^Q est regulierement homotope a g' |Fq .

Le complement η' de ξ ' est isomorphe a η puisque tous les deux sont deter­

mines par w.j(i') . Done ξ' ,7]' et conduisent comme precedemment a une tri- 

vialisation a Q du fibre tangent a Ε(η1) . Si on peut montrer que o:3q est une tri- 

vialisation homotope a 3q , il s1 en .suivra que aQ est homotope a Q' . Pour montrer 

cela, on regarde chaque composante de Fq comme une anse d 'indice 0 avec quelques 

anses d'indice 1 attachees. Par une homotopie de fibre, on peut supposer que a est 

l'identite sauf sur les anses d'indices 1 ou v est trivialise et ou a s'exprime 

comme une torsion lorsque I'on se deplace le long de 1 'ame d'une anse typique H . 

Comme H est contractile, on peut assurer que pres de H dans Mq-Fq (Mq = M - les

points otes a F ), la trivialisation 3 est un produit de la trivialisation de
2 1

]R -0 = S x]R et de la trivialisation standard de Η = I x I . II est alors clair que 

a envoie 3q sur elle-meme (ce serait faux si K  - 0 avait la trivialisation induite 

de celle de ]R2) .

3
. La classe d ' homotopie reguliere d' immersion g : Fq -* ]R obtenue ci-dessus

determine une unique classe d'homotopie reguliere d'immersion g : F -♦ (cela
2 3

suit de la classification des immersions de S dans 1R a homotopie reguliere 

pres) ^ .

D'apres le point 1 ; a 1'immersion g est associee une forme quadratique sur 

H ^(F ;Z /2Z ) a valeurs dans Z /4 Z  et done finalement un invariant de Brown 

a(M ,F) 6 Z /8 Z  . *

m

. Nous laisserons maintenant le lecteur se convaincre de la coherence de cette 

definition avec la notre. Bien entendu, il est aussi possible de continuer la preuve du 

theoreme dans le langage de cet appendice. Nous allons seulement esquisser la preuve 

du lemme cle du § ΠΙ dont nous rappelons 1' enonce.

Supposons que (M4 ,F 2) soit bord de (V^,G^) , ou est une variete orientee
3 2 3

compacte de dimension 5 et G une sous-variete caracteristique. Soit Δ c G

une surface (non necessairement orientable) telle que AflF = όΔ = C une courbe de F.

Alors, q([C j) = 0 dans Z /4 Z  si [C] € H ^ (F ;Z /2Z ) est represente par C .

("M 3
Remarquons que I'on n'utilise pas vraiment g : F ]R , mais seulement

3
gQ : Fq -* P  dont 1'existence est elementaire.

ο

3
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En effet, puisque G est caracteristique, il existe une trivialisation du fibre
2

tangent a V au-dessus du 3-squelette de V - G . Puisque Δ  a le type d 1 homotopie
3

d'un 1-complexe, il existe un champ de vecteurs normal a G defini sur un voisinage
2 3 3 

de Δ  . Appelons ce voisinage G* . Soit η le complement de ξ , ξ ©77 = v (G ., V)
3

Le long d 1 une copie de G ^  translatee par £ , on peut supposer que le premier vec- 

teur de la trivialisation coincide avec ξ et aussi que le dernier vecteur de la trivia­

lisation est normal rentrant le long de dV^ . Alors, par projection parallelement a £ , 

on obtient une trivialisation du fibre tangent a E(rj|G^) . Par restriction au bord, on 

obtient une trivialisation du fibre tangent a E(tj |F ) ou F est un voisinage de C

dans F qui est certainement celle utilisee dans la definition de q([CJ) .
3 2 4 3

De la, on deduit une immersion g : (G ^ ,F c) *♦ (]R+ ,]R ) . On remarque alors

que le nombre d1 enlacement de C et c>Fr est egal au nombre d 1 intersection
3 2 ·

g(dG^).g(A) qui est certainement nul puisque g(SG^) et g(A) sont disjoints.

On remarquera que cette preuve, contrairement a celle donnee au § III n1 utilise 

pas la formule de Wu , i.e . I1 equivalence des definitions algebrique et homotopique 

du mot caracteristique.
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Deuxieme partie





Le theoreme de translation plane de Brouwer : 
une demonstration simplifiee menant a une nouvelle 

preuve du theoreme de Poincare-BirkhofF*

L u c ie n  G U I L L O U

1. E n o n c e  d u  t h e o r e m e  e t  r e m a r q u e s  h is to r iq u e s
Soit t un hom eom orphism e de R2 sans point fixe et preservant 

l ’orientation. Tout d ’abord, Brouwer [B r2 , theorem  3 : lire les trois lignes 
precedant l ’enonce du theoreme] a cru q u ’une telle transform ation du plan 
etait toujours conjuguee a la translation r ( x , j / )  =  (x  +  1 , y )  (i.e. il existe 
φ  hom eom orphism e de R2 tel que φ ί φ ~ χ =  r  ). Mais il se corrigeait 
rapidem ent [B r6 , errata p .777], [B r7 , note p.37] et donnait l ’exem ple 
suivant [B r7 , Beispiel p.40], [B r9 ], [B r lO , p .220] m ontrant qu ’ il n ’en est 
pas ainsi.

Les courbes Cc d ’equation x  =  y(yiZi) +  c ,  c  constante reelle, sont 
deux a deux disjointes et remplissent la bande 0 <  y  <  1 de R2 . La 
transform ation it : R 2 —* R 2 definie par

I {x  — l , y )  sx y <  0
et par t ( x , y )  =  (x 'jt / ')  si 0 <  y  <  1 et (x , y ) €  Cc ou y'  <  y et ou la 
longueur de l ’arc de Cc de (x , y)  a (x / , y ;) vaut 1, n ’est pas conjuguee a 
r  (figure 1).

F ig u r e  1

En effet, l ’arc vertical figure ci-dessus rencontre toutes ses images par 
les puissances de t , ce qui n ’est le cas d ’aucun com pact sous les puissances 
d ’une translation.

Puisque le theorem e de translation a une preuve plus facile pou r 
les hom eom orphism es qui se plongent dans un flot C 1 (cf. ci-dessous), 
signalons l ’exem ple suivant d ’un hom eom orphism e h (d ’ailleurs C °°  ) qui 
n ’adm et m em e pas de racine carree (figure Ib is ).

* Cette version tient compte des critiques du rapporteur.

1

y=l

y=0

t(x y)
X + y)i, 1y



Sur la reunion des 2-disques ferm es de rayon 1, U «ez 5 ^ es  ̂
translation vers la gauche, h (B i ) =  B i —i , et hors de cette  reunion h est 
obtenue en suivant sur une distance 7r les lignes indiquees. O n pourrait 
aussi rem placer les disques Bi  par n ’im porte  quel com pact cellulaire et 
ses translates.

L ’enonce du theorem e finalement obtenu  par Brouwer [B r7 ] necessite 
une definition.

DEFINITION. U n domaine de translation pour t est u n  ouvert con n exe  
b ord e par k e t t ( k )  ou k est une d ro ite  p lon gee  proprem ent (d on e  ferm ee) 
te lle  que t~  1(fc): et t (k )  so ient dans d es com p osan tes d istin ctes  de R2 — k 
(le  d om ain e ne rencontre pas son  im age) (figure 2 ).

T H E O R E M E  d e  T R A N S L A T I O N  P L A N E .  Soit t un hom eom orphism e de 
R 2 sans point fix e  et p resew a n t V orientation. A lors tout point a €  R2 
appartient a un dom aine de translation pour t .

Figure 2

Signalons au passage que des caracterisations dans le m em e esprit 
des hom eom orphism es conjugues a une translation (soit : adm ettant un 
dom aine de translation D  avec t n( D )  =  R2) ont ete donnees un peu
plus tard par K erekjarto [K l] ,  [K 4] et Sperner [Sp]. Voir aussi A ndrea 
[A 2 j. Leurs preuves s ’averent bien plus faciles que celle du theorem e de 
translation plane.

2

F ig u re  I b is
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R.EMARQUE ( C .  B o n a t t i )  . Si t est p longe dans un flot C71 , le theorem e 
de translation a une preuve rapide : on considere le champ de vecteurs 
orthogonal a celui definissant le flot qui contient t . Alors, com m e pou r 
tout cham p de vecteurs sans zero sur R2 , tou te  orbite de ce flot orthogonal 
est propre (si une orb ite  n ’etait pas propre, en considerant un de ses 
points d ’accum ulation on  construirait une transversale fermee au flot et le 
theorem e de Poincare-B endixon conduirait alors a une contradiction). Une 
telle orb ite  est une ligne k com m e dem ande (les orbites du flot contenant 
t  ne se recoupent pas et sont sans point dou ble).

Le prem ier ob je t  de cet article est de donner une preuve com plete 
du theorem e de translation plane. La preuve donnee par Brouwer [B r7 ] 
a toujours ete consideree com m e tres difficile a suivre, sinon incom plete 
ou m em e fautive, cf. e.g. [Sp , p .9, note 1] ou  [S ll ,  p .277]. Aussi, dans 
les annees 20, plusieurs auteurs, W . Scherrer [Sc], B.v. Kerekjarto [K 2 ],
I. Terasaka [X] et E. Sperner [Sp] ont publie  des preuves, soit de lem m es 
necessaires a la preuve [Sp], soit du theorem e en admettant un certain 
nom bre de resultats preliminaires [Sc], [X ], soit com pletes [K 2 ] . Mais l ’ac- 
cord  n ’est pas encore realise : Kerekjarto [K 4 , p .226] critique severem ent 
Sperner [Sp], et R . Barrar [B a, p .336] en 1967 trouve encore “ long and 
hard to  follow ” les preuves donnees par Sperner [Sp] et Kerekjarto [K 2 ] 
d ’un resultat crucial (ici theoreme 2 .3 ), qui dit que les trajectoires sont 
sans point double.

Q uoi que l ’on  pense des arguments avances par Brouwer (et au- 
jo u rd ’hui ils paraissent tous essentiellement corrects), tous les lem mes 
et concepts im portants se trouvent clairem ent degages chez lui. Aussi la 
preuve que nous proposons, com m e la sienne et toutes celles connues, se 
divise en deux parties.

Dans la prem iere (paragraphe 2) , en suivant grosso m odo Sperner 
[Sp], nous m ontrons d ’abord que les trajectoires sont sans point double. 
La nouveaute est un lem m e de point fixe (generalisant [Sp, Satz 2]) qui 
perm et d ’une part de lisser l ’expose de Sperner et par ailleurs d ’obten ir 
aisement un lem m e-cle (2.5) qui donne im m ediatem ent les proprietes 
topologiques essentielles des trajectoires.

De l ’absence de point double sur les trajectoires, on deduit im m edia­
tem ent que tous les points errent sous t (i.e. tout point du plan possede 
un voisinage V  tel que V  Π tn(V )  =  φ pou r tout η €  Z — { 0 } ) .  Ce 
resultat, obtenu ici en moins de quatre pages, est tres souvent la seule 
inform ation donnee par le theoreme de Brouw er que l ’on utilise dans les 
travaux recents sur la dynam ique des hom eom orphism es de surfaces (cf. 
e.g. J. Franks [F r l ,2 ,3 ]  et H. W inkelnkem per [ W l ] ) .

Ceci a incite recem m ent M. Brown [B n l ]  et A. Fathi [Fa] a donner 
chacun leur preuve de ce resultat. Ces preuves introduisent des idees de 
“ perturbation” dans le sujet, mais elles m e semblent moins directes que 
celle presentee ici.

Dans la deuxiem e partie (paragraphe 3 ), on conclut en deux pages 
la dem onstration du theorem e de translation plane. Cette sim plification 
suit de la consideration nouvelle d ’une cellulation localement finie de IR2 ,

3



dont les cellules sont libres, entierement determ inee des le debut de la 
dem onstration  (une partie E  de R 2 est libre si E  Π t ( E )  =  φ et critique si 
E  Clt(lb) — φ et E  Πί(£7) φ). Cette preuve s ’inspire de celle de Terasaka 
[T ], m ais cet auteur construit une suite de carres critiques (plus rares que 
les parties libres) dont chaque element depend du choix  du precedent. La 
preuve de K erekjarto [K 2 ] contient les memes difficultes, plus d ’autres.

L e theorem e de translation plane n ’est, m algre son im portance, qu ’un 
residu des tentatives de Brouwer pour prouver un enonce plus general 
auquel il a ete conduit en etudiant le 5e problem e de Hilbert sous la  
form e su ivan te : Soit un groupe localem ent com pact qui agit efFectivement 
sur une variete, est-ce un groupe de L ie? (ce  problem e n ’est pas encore 
com pletem ent resolu, voir C .T . Yang [Y ]). II a m ontre que la reponse 
est ou i si la variete est un cercle ou une droite [B r l ]  et le cas ou  la  
variete est une surface l ’a conduit (voir par exem ple [B r 5 , p .199]) a un 
“ theorem e de translation generalise” concernant les hom eom orphism es 
des surfaces fermees orientees, ayant un nom bre fini de points fixes, et 
affirm ant (en prem iere approxim ation) qu ’il existe un ouvert connexe 
invariant sur lequel 1’hom eom orphism e est con jugue a une “ translation” 
[B r 2 ]. M alheureusem ent, la preuve esquissee par Brouwer [B r2 ] de ce 
resultat ne tient pas. En particulier, il suppose que tout com pact connexe 
du plan est frontiere com m une d ’au plus deux ouverts du com plem entaire 
(il donnera lui-m em e le prem ier contre-exem ple a cette assertion peu de 
tem ps apres [B r3 ]).

L ’enonce m em e du “ theorem e generalise” [B r 2 , p .179] et [B r4 , p .295] 
n ’est pas sans ambigui'te. Brouwer definit “ a transform ation dom ainn 
com m e un ouvert connexe libre m axim al (en un sens flou [B r4 , p .286]) 
pou r ces proprietes et enonce “ an arbitrary continuous one —one trans­
fo rm a tion  o f  a two sided surface in itself with invariant indicatrix p os ­
sesses  a transformation domain, which either breaks the connection o f  the 
surface, or  jo in s  two points invariant f o r  the transform ation ” . L ’exem ple 
sim ple d ’un hom eom orphism e de Sr2 , fixant les poles obtenu en doublant 
1’hom eom orphism e du disque de rayon 1 donne par h(r, Θ) =  (r, Θ +  r )  
sem ble deja  necessiter de preciser l ’enonce. K erekjarto [K 3 , p .237] propose 
la version suivante : “Soient h un hom eom orphism e preservant Vorienta­
tion d'une surface orientee, n ’ayant qu ’un nom bre fin i de points fixes et h 
un relevem ent de h au revetem ent universel (hom eom orphe a R2 )  de la 
surface privee de ses points fixes. Alors on peut construire un domaine de 
translation periodique (relativem ent aux transformations du revetem ent)  
ayant pour frontiere deux droites propres se projetant sur la surface en  
deux courbes ferm ees  ou un domaine de translation borde par deux droites 
propres, toutes deux convergeant dans les deux sens vers deux points fixes  
( qui peuvent eventuellem ent cotncider)” .

Le statut de cet enonce est toujours en suspens. K erekjarto [K 3 , 
p .238] en a annonce une preuve qui n ’est jam ais parue, sauf dans le 
cas particu lier qui correspond a la version topolog ique du theorem e de 
Poincare-BirkhofF [K 2 ]. En effet, si Ton considere un hom eom orphism e h 
de S 2 m uni de deux points fixes et preservant l’orientation, alors l’enonce 
de Brouw er se reduit a celui de Poincare-BirkhofF si de plus h preserve un

4



anneau separant les deux points fixes et sur les disques com plem entaires 
de l’ anneau se reduit a des rotations “ tournant dans des sens opposes” 
(figure 3) (voir le paragraphe 4).

F ig u r e  3

II serait deja  interessant de traiter les hom eom orphism es de la sphere 
isotopes a l ’identite (relativement aux points fixes). En tout cas, com m e 
le rem arque C. B onatti, l ’enonce est vrai pou r le temps 1 d ’un flot C 1 
sur la sphere n ’ayant qu ’un nom bre fini de singularites (brievem ent : on 
considere le cham p Y  orthogonal au cham p X  du flot. Si Y  adm et une 
tra jectoire ferm ee c ’est gagne. Sinon, par Poincare-Bendixon, Y  adm et 
une tra jectoire qui join t deux singularites de Y .  Si aucune orb ite  de X  
ne recoupe cet arc deux fois c ’est gagne, sinon on fabrique une transversale 
ferm ee a X  ).

Rem arquons que, a la difference de ce qui se passe pour le theorem e 
de translation plane, le “ theorem e generalise” ne dit pas que tout point 
du revetem ent universel de la surface privee de ses points fixes est dans un 
dom aine de translation. Et ce n ’est pas possible : dans le cas particulier 
precedent, les points des disques ou h est une rotation ne sont pas revetus 
par des points appartenant a un tel dom aine.

Dernierem ent Slaminka [S ll] a m ontre une version forte de l ’enonce 
pour le cas particulier d ’un hom eom orphism e libre de la sphere S 2 ayant 
un nom bre fini de points fixes (libre au sens de M. Brown [B r2] : pou r 
tout disque D  C  S 2 , si h (D )  Π D  =  φ , alors hn( D )  Π D  =  φ pour tout 
η  (Ξ Z — { 0 } ) .  N otons encore que le cas general des hom eom orphism es 
de S 2 ayant deux points fixes est lie a la conjecture de W inkelnkem per 
[W 2 ] et sem ble aussi lie a une question de M . Herman [H] : existe-t-il 
un hom eom orphism e de S 1 x  R m inim al (i.e. dont toutes les orbites sont 
denses) ?

Un autre cas particulier du “ theorem e generalise” lie a des etudes 
recentes est celui d ’un hom eom orphism e h du tore T 2 preservant l ’orien- 
tation et sans point fixe. L ’enonce dit alors qu ’ il existe une courbe ferm ee 
simple k  (non  hom otope a zero) disjointe de son image par h.  En par­
ticulier, un hom eom orphism e de T 2 h om otop e  a l ’identite, preservant la 
mesure de Lebesgue et le centre de gravite, devrait posseder au m oins un 
point fixe. Ce dernier fait a ete prouve recem m ent par J. Franks [F r l ,  
Cor. 3.3] et Slaminka [S12] a annonce q u ’un tel hom eom orphism e avait 
trois points fixes (si h est en plus un diffeom orphism e ce resultat rem onte 
a C onley et Zehnder [C Z ]). D ’ailleurs, l ’enonce de Brouwer im plique deja  
l ’existence de deux points fixes pour de tels hom eom orphism es.
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A ctuellem ent, nous ne savons prouver aucun de ces cas particuliers 
et com m e m otif d ’optim ism e nous pouvons seulem ent, com m e K erekjarto 
[K 2 ], deduire le theorem e de Poincare-BirkhofF du theorem e de transla­
tion . C ’est l ’ob je t du paragraphe 4.

U ne prem iere version de ce travail contenait une telle deduction  m ais 
p lu to t com pliquee, residu de tentatives contre le “ theorem e generalise” .

En fa it, com m e m e l ’a fait rem arquer C. B on atti, le fait que les droites 
propres, frontieres de dom aine de translation, que nous construisons peu- 
vent etre choisies dans le 1-squelette d ’une cellulation, perm et de donner 
une preuve simple du theorem e de Poincare-BirkhofF au point que ce der­
nier apparait com m e un corollaire assez facile du theorem e de translation 
plane. L ’argum ent de B onatti s ’est d ’ailleurs revele etre essentiellem ent 
le m em e que celui de R . Barrar [B], m ais celu i-ci, partant d ’une droite 
p ropre  quelconque, devait utiliser en plus la representation conform e pou r 
conclure. Pour d ’autres preuves topologiques de ce theorem e, voir par 
exem ple [B ilJ , [B i2 ], [B n N ], [C ], [Fr].

F inalem ent, dans le paragraphe 5, nous collectons quelques proprietes 
supplem entaires des trajectoires, parfois utiles (cf. [W 3 ]), et qui precisent 
la  situation .

2 . T h e o r ie  d e s  t r a je c t o i r e s
O n considere deux disques topologiques ferm es C  et D  de R2 et leurs 

b ord s respectifs c  et d . On suppose que 0  C\£) φ  φ et que Ο φ Ο \ Δ Ό φ Ό ,  
et on choistt une com posante J  (d ’adherence notee J)  de 0  Π £).

D ans cette situation, nous dirons que Ό  deborde de C  le long d ’un 
arc 7  C  c  si -γ C  F r J , C  f )  et si 7  a ses extrem ites dans d (figure 4 ).

δ

δ
Le long de cet arc D ne ddborde pas.

F ig u r e  4

Les extrem ites d ’un arc 7  de debordem ent determ inent sur d un arc 
δ qui ne rencontre pas J” et 7  U δ est une cou rbe ferm ee simple qui b ord e  
un disque Δ  tel que A  Π J  =  φ.

O n note que tous les points de D  hors de J  sont dans un tel disque 
Δ  , q u ’ il y  a au plus une fam ille denom brable d ’arcs de debordem ent, notes 
7 *, *’ 6  N , et que lorsque i —* 0 0 , d iam etre(7 ,-) —► 0 , diametre(£,·) —* 0 et 
d iam etre(A ,·) —* 0 , ou £,· et Δ,· sont les arcs de d  et les disques associes 
aux 7 ,·.
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O n note enfln que F r J y etant obtenue de d en substituant aux arcs 
Si les arcs 7 ,· correspondants, est une courbe ferm ee sim ple et done que 
J  est hom eom orphe a un disque.

2 .1 .  LE M M E  d e  POINT FIXE. Si dans la situation precedente, une  
application continue f  : C  —*■ D  verifie f ( ^ i )  Π (Δ,· — 7 *) =  φ pour tout
i €  N , alors f  a un point fixe . (C ette  condition equivaut a / ( 7 ί)Π<5,- =  φ 
dans le cas ou f  est un hom eom orphism e de C  sur D .)

PREUVE : Soit, pour tout i ,  p,· une retraction de Δ* sur -γϊ telle 
que p i(Δ,· — 7i)  C  i . Soit F  : J  —* J  definie par F {p )  =  / ( p )  si 
/ ( p )  €  J  et F (p )  =  p * ( /(p ) )  si / ( p )  €  Δ , . A lors, F  est continue car 
d ia m etre (A i) —*· 0 ; done F  a un point fixe po car J  est un disque (par 

un autre theorem e celebre de B rouw er!).
Si /(P o )  ^ J , alors / (p o )  €  Δ* — 7 ·*· pour un certain i , done 

F ( p 0) G ^i et po =  F (p 0) aussi. M ais alors / ( p o )  €  /( 't ,·)  Π (Δ ί  — 7 ,·) =  φ 
ce qui est absurde. D one, / ( p o )  S J  et / ( p o )  =  -^(Po) — Po·

D e f i n i t i o n s .
1 )  Un arc de translation est un arc sim ple ac d ’extrem ites p  et t(p )  

(pou r un p  6  R 2 ) tel que & Π t(S:) =  φ.
2 )  Une trajectoire i  est la cou rbe engendree par un arc de translation 

a  sous Faction de t : Z — £(oc) =  Un.ez t n(a ) ·

O n conviendra d ’orienter les trajectoires de sorte que si t  — £{cx.) , 
a  soit oriente positivem ent de p vers ΐ ( ρ ) .

2 .2 .  L E M M E . P ar tout point a du plan passe un arc de translation (e t  
done une trajectoire).

PREUVE : Soit D (r )  le disque centre en a de rayon r et soit p =  s u p {r  €  
R I D ( r )  Π t ( D ( r ) )  =  φ } . A lors, p >  0 car a φ  t ( a ) , D (p )  C\t(D(p)) =  
F r ( D ( p ) )  Π t ( F r ( D ( p ) ) )  et 5 { ρ )  Π t (D (p ) )  =  φ . Soit q €  F r { D { p ) )  Π 
t ( F r ( D ( p ) )  et posons q =  t(p )  ou p  €  F r ( D ( p ) ) . La reunion des rayons 
pa  et aq est alors un arc de translation.

2 .3 .  T H E O R E M E . Les trajectoires son t sans point double.

2 .4 . COROLLAIRE. P ou r tout η φ  0 , n G Z ,  t n est sans point fixe. 
En d ’autres term es, un hom eom orphism e de R2 preservant I ’orientation  
et sans point periodique est sans point fixe.

REMARQUE. G. Johnson [Jo] a construit un hom eom orphism e h de R2 
sans point fixe (ne preservant pas l ’o rien ta tion !) tel que hn a un point 
fixe pour tout n  >  2 .
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P r e u v e  : Si la trajectoire t  — £(cx) ou  a  est d ’extremites p  et t (p ) a 
un point double, alors oc — { ί ( ρ ) }  Π ίη (α  — 0 ( p ) } )  Φ Φ pour au m oins un 
n >  1 . Soit k le plus petit de tels n et soit q le premier point de oc sur 
i fc(or) a partir de t* (p ) .

O n a q φ  £(p) et la courbe c =  qt(p)  U t(ac) U —  U t*~ 1(oc) U t* (p )q , 
ou  qt(p) est l ’arc de q a t(p ) sur oc et t k(p)q  l ’arc de tk(p ) a q sur 

est une courbe fermee simple qui b ord e  un disque C . Si d =  <(c) 
et D  =  t iC )  , les courbes c et d ont l ’ arc t(q )q  C  i(<*) U . . .  U <*(α;) en 
com m un et done, puisque t preserve l ’orientation , 0  Π D  φ  φ. O n denote 
par J  la com posante de 0  Π D  ayant l ’arc <(9)9  dans son bord . O n est 
alors dans la situation du lemme de point fixe. Supposons d ’abord  k >  2 
(figure 5 ).

F ig u r e  5

D eux possibilites : ou bien l ’arc pq  (eventuellem ent degenere) de oc 
ne rencontre pas 0  et alors l ’arc ί(ί>)£(<?) C  t(o;) C  c  ne rencontre pas £). 
Dans ce  cas, D  ne peut deborder de C  q u ’a travers l’arc y  =  qt(p )  C  oc de
c .  M ais ί(·γ) est l ’arc t (q ) t2(p) C t(q )q  C  c D d  ( k > 2 ) .  D one, le lem m e 
de point fixe s ’applique a t : C  —*■ D  pou r donner une contradiction.

O u bien, l ’arc pq  est inclus dans C  et alors l ’arc i(p )t (g )  C  c  est 
inclus dans D .

O n considere alors t ~ 1 : D  —*■ C . Dans ce  cas, C  ne peut deborder 
de D  qu ’a travers l ’ arc δ =  qt(q) C  d. Mais t ~ a(£) =  t~  1( ϊ )9  C  
(c  Π d) U t {p )t (q )  (si k — 2 , i~ 1(? ) peut preceder £(<?) sur i(o :) C  c ) ;  
done t~ x(£) ne rencontre pas l’arc qt(p )  de c .  D one le lem m e de point 
fixe s ’applique encore.

Term inons par le cas k =  1. Puisque & Π £(<$) =  Φ, necessairement 
q =  p  e t  oc -  {* (p ) }  Π t(oc -  { i ( p ) } )  =  { p }  .

A lors c =  oc U t (p )p  ou l ’arc t (p )p  est inclus dans ί (ο ; ) , d =  i ( c ) , et 
C  et D  sont les disques bordes par c et d (figure 6).

O n distingue deux cas selon que l ’arc p t2(p) C  <(<*) est inclus dans 
C  ou  bien ne rencontre pas 0 .  Dans le prem ier cas, le lemme de point fixe 
s ’applique a t : C  —> D , et dans le second a t ~ 1 : D  —► C .

2 .5 .  PROPOSITION. Si D  est un dtsque fe r m e  tel que D  Π  t ( O )  =  φ ,  
alors D  Π t n(D )  =  φ pour tout η  €  Z — { 0 }  .

A utrem ent dit, les points errent sous t et par consequent {<Λ(ρ) | n G 
Z }  est sans point d ’accumulation pour tout p  €  R 2 .
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REMARQUE. S. Boyles [B o] a donne un exem ple d ’un hom eom orphism e 
de R 2 (renversant l ’orien tation !) sans point fixe dont toutes les orbites 
sont bornees.

PREUVE : On peut supposer que D  est la bou le  ferm ee D( 1) de rayon 1 . 
Si q €  DC\tn( D ) ( n ^ —1 , 0 , 1 ) ,  alors q et t ~ n(q)  appartiennent a 2 ? (1 ). 
Soit s  G Fr(.D (p)) Π i(Fr(£>(/>))) et posons s =  i(w) ou u G Fr(Z)(/>)) . 
En jo ign an t, dans £)(p ), u a s en passant par q et t ~ n{q ) ,  on construit 
com m e dans le lemme 2.2 un arc de translation a  et une trajectoire ^(ac) 
se recoupant puisque q 6  oc fl ίη (α )  (figure 7).

Supposons par ailleurs que q soit un point d ’accum ulation de 
{ t n(jp) | n e  Z } . Soit D  un disque tel que q 6  f )  et D  Π t ( D ) =  φ .  
Par hypothese, il existe k,Z  G Z , k >  £, tels que € D  et done
t k (p ) =  t k~ e(t*(p))  €  t k~ e(D )  Π D . Contradiction . □

2 .6 .  LEMME C l6 . Soit λ  U71 arc simple d ’extremites p  et q et μ un 
arc de trajectoire de memes extremites verifiant t(p )  €  p.. Si Λ  U μ fo rm e  
une courbe ferm ee  simple, alors λ Π ί ( λ )  ^

PREUVE : Supposons Λ  Π  ί (λ )  =  φ  et posons c  =  Λ U μ ,  d =  i ( c ) . 
D esignons par C  le disque borde par c et par D  =  t ( C ) celui borde par
d. Les courbes c et d ont l ’arc t(p)q  =  ί (μ )  Π μ  en com m un et puisque t 
preserve l ’orientation, C  et D  sont du m em e cote  de cet arc. On denote 
par J  la com posante de 0  Π f )  ayant l ’arc t(p )q  dans son bord.

Le but est d ’ obtenir une contradiction avec l ’hypothese ί (λ )  Π Λ =  φ  
grace au lem m e de point fixe.

M ontrons d ’abord que t(q)  est exterieur a C si et seulement si p  est 
interieur a D  (notons que t(q) €  λ et p £  <(λ ) ) .
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On peut supposer que c est un carre dont μ  est un cote. Soit alors 
A' un arc jo ign an t i(p ) a un point q ' de ί (μ )  , constitue de segments 
paralleles aux cotes de c , orthogonal a μ en t(p ) , transverse a μ  , si 
proche de t(A ) que λ Π λ ' =  φ et que q’ €  0  ou  q' $. C  selon que t(g ) €  ό  
ou t (q )  $. O  , et tel que Λ' Π ί(/ί) =  { i ( p ) , g ' } .  Notons D '  le disque borde 
par X1 Π ί (μ )  ; si A7 est assez proche de ί (λ )  , p  €E t ) ‘ si et seulem ent si
p e £ > .

A u depart de A' , oriente de i(p )  vers q' , on se dirige vers l ’interieur 
(ou  l ’exterieur) de C  . D one, puisque C  et D '  sont du m em e cote  de 
ί (μ )Π  μ  , en allant de t(p )  vers p  sur μ  , on  com m ence par se diriger vers 
1’ exterieur (ou  1’ interieur) de D '  (figure 8) .

Ρ  μ  t(p)

Dans la prem iere eventualite, si t (q )  est exterieur (resp. interieur) a 
C  , A ' f l c — 0 ( p ) }  =  ^  H pt(p) — { i ( p ) }  est un nom bre im pair (resp. pair) 
de points et p  est interieur (resp. exterieur) a D '  . Dans la seconde on  
raisonne de m em e.

Supposons maintenant que t(q )  est interieur a C  (et p  exterieur a 
-D ), on peut alors appliquer le lem m e de point fixe a t : C  —► D . En 
effet, si r est le prem ier point de λ Π t ( μ ) sur A a partir de p , D  ne peut 
deborder de C  que le long des arcs rq  C  A ou  pt(p )  C  μ . Dans la prem iere 
eventualite, l ’ arc δ associe a un arc -γ de debordem ent se situe dans t(/z) 
et don e t (^ )  D i  C  ^(-^) Π £(μ) =  φ . D ans la seconde, δ se situe dans *(A) 
et done ί("γ) ΓΙ δ C  t(ft.) Π t(A) =  φ.

Si t (q )  est exterieur a C  (et p  interieur a Z>), on peut appliquer le 
lem m e de poin t fixe a t ~ 1 : D  —> C . O n raisonne exactem ent com m e dans 
le cas precedent en echangeant p et t (q ) , μ  et t ( /x) , A et <(A) (figure 
9).

2 .7 . P R O P O S I T I O N ,  (a )  Toute trajectoire £ est une sous-variete de R 2 . 
A utrem ent dit, etant donne un point p  de i  et un arc A C  £ tel que
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ο
ρ  €  A, il existe un voisinage V  de p  dans R 2 tel que V n i  =  V  Π  Λ . En  
particulier, £ — £ est ferm e.

( b)  Soit Λ la com posante connexe du com plem entaire de £ — £ qui 
contien t £ . A lors, £ divise A en deux ouverts connexes par arcs de 
fron tiere  com m une ( dans Λ )  £.

R E M A R Q U E .  Une tra jectoire £ n ’est pas necessairement une sous-variete 
ferm ee de R2 . Soit : £ — £ peut etre non vide.

En effet dans l ’exem ple de la page 1, la tra jectoire £ =  £(ac) engendree 
par l ’arc de translation figure ci-dessous (figure 10) verifie £ — £ =  
{ ( x , l )  | x  €  R }.

PREUVE : (a) Soit oc C  £ un arc de translation tel qu ep  €  & et choisissons
V  assez petit pour que V  Π t { V ) =  φ , V  Π ( ί~ 1(α )  U ί(ο :)) =  φ et
V  Π oc =  V  Π λ . S ’il existait n >  1 (ou n  <  —1 ) tel que V  Π £n(<*) φ  φ , un 
arc μ  C  V  irreductible de p  a υΓ=2^*(°0 (ou  U i^n^*(Q:) )  verifierait les 
hypotheses du lem m e cle et done μ Π i ( / i )  -φ φ , ce qui contredit μ  C  V .

(b ) Tout d ’abord , Λ — £ n ’est pas connexe pax arcs. En effet, 
considerons un arc sim ple μ  C Λ d ’extrem ites p  et q coupant £ en un 
seul point r  (un tel arc existe par (a )). Si Λ — £ etait connexe, on pourrait 
jo in dre  p  a q dans Λ — £ par un arc Λ. En extrayant alors de μ et λ  des 
arcs convenables, on  obtiendrait une cou rbe ferm ee simple c  coupant £ en 
un seul point r . Mais alors une des com posantes de £ — { r }  serait tou te  
entiere dans le com pact borde par c ,  ce qui contredit la proposition 2.5 
(les points errent).

D ’autre part, tout point 5 de A — £ peut etre joint a p  ou a q dans 
Λ — £. II suffit pour cela de joindre s a un point de £ dans Λ par un arc 
v . Puisque v  C A , i/ ne rencontre pas les points d ’accumulation de £ et 
on  peut en extraire un axe v* de s a £ ayant seulement une extrem ite 
s' sur £. M aintenant on  peut supposer que v* et l ’arc s ’ r  de £ sont des 
segments lineaires orthogonaux et I’on peut jo in dre  un point s "  de u' 
proche de s' a p  (ou  q ) dans Λ — t  en suivant parallelement s'r  (puisque 
£ ne s ’accum ule pas sur s ' r ) .
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3 . P r e u v e  d u  t h e o r e m e  d e  t r a n s la t io n
O n appellera cellulation d ’un espace X  un recouvrem ent localem ent 

fini de X  par des cellules hom eom orphes a des disques fermes tel que
(i)  les interieurs des cellules (i.e. les images des interieurs des disques 
hom eom orphes aux cellules) constituent une partition  de X  en ensembles 
disjoints,
(ii)  1’ intersection de deux i -cellules est soit vide soit exactem ent une 
(i -  1) -cellule , i €  N .

R appelons qu ’une partie E  de R 2 est lib re  si Ε  Π t (E )  =  φ .
Soit a  un point de R2 et a  un arc de translation passant par a .
La preuve reclame les deux lemmes suivants :

3 .1 . LEM M E. H existe une cellxdation K  de R2 dont ot est un sous- 
com plexe et dont toute etoile est libre (Vetoile d ’un som m et de K  est 
Vunion des 2-cellules ferm ees de K  possedant ce som m et).

PREUVE : On peut supposer que ce est un segment lineaire. On ecrit 
ensuite R 2 com m e une union croissante de carres C , , z €  N , avec a  C  0 o  
et Ci C  0 « - i .  II est alors facile de trouver des cellulations de Co puis de 
chaque couronne Ci+1 — 0 i ,  i €  N , qui s ’unissent en une cellulation de 
R 2 com m e cherchee.

3 .2 .  L E M M E . Soit i  =  une trajectoire et K  une cellulation de 
R 2 , dont ot est un sous-complexe et dont toute etoile est libre. Alors, de 
chaque co te  de a , il y a au moins une 2-cellule de K  adjacente a ot sans 
point com m un aussi bien avec t ~ 1(λ }  qu ’avec t (o : ) . Et done, d ’apres le 
lem m e-cle, sans point commun avec i. — or.

PREUVE : Orientons Parc de translation ct =  p t(p ) de p  vers t (p ) et 
regardons les 2-cellules de K  adjacentes a Qi d ’un cote de or. La prem iere 
rencontre t~  1(a )  (en p  au m oins) et la derniere t(oc). D one, si toutes 
les 2-cellules considerees rencontrent t ~ 1(o;) ou t(oc) , il y en a deux 
consecutives, de som m et com m un q , dont l ’union rencontre a la fois t ~ 1 (cc) 
et t(oc) .  Cela n ’est pas possible. En effet, dans ce cas, un arc irreductible 
λ dans l ’etoile de q de t ~ 1(o:) a <(α) ne rencontrant pas o: verifierait 
les hypotheses du lemme cle et done λ Π t (λ ) φ  φ mais l’etoile de q est 
libre.

PREUVE DU THEOREME DE TRANSLATION : Soit ac0 =  pot(po)  un arc 
de translation passant par a et soit £o =  £(cc0) la trajectoire engendree 
par Qfo . D ’apres la proposition 2.7, to  decoupe la com posante connexe Λο 
de R2 — (£q —£o) qui la contient en deux regions Aq et Ajf invariantes par 
t et de frontiere com m une (dans Λο ) £ o .

Nous allons construire une dem i-droite, hom eom orphe a [0 ,+ o o [ ,  
d ’origine un point de aro, libre et proprem ent plongee dans (a l ’excep- 
tion de son origine).
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Pour cela, considerons une cellulation K  de R2 , donnee par le 
lem m e 3.1, dont toutes les etoiles sont libres et dont oro est un sous- 
com plexe. Et soit Δ ο  une 2-cellule (donnee par le lem m e 3.2) de A d U £o 
adjacente a a o qui ne rencontre ni t ~ 1(o:o) ni t(aro) · On construit alors un 
arc <*i constitue de l ’arc dans ao de po au prem ier point de Δ ο  (disons 
rp ), de l ’arc dans aro du dernier point de Δ ο  (disons ίο ) a· ^(.Ρο) et de 
l ’ arc de rg a to dans F r A o  — Qo- Puisque Δ ο  ne rencontre ni t~  1(oro) 
ni i(oto) , l ’arc oc\ est de nouveau un arc de translation de po a £(po)· 
Π engendre une tra jectoire t\ =  £(aci )  C  Aq U to  qui borde deux regions 
A\ et A f  (com posantes connexes de R 2 — t \) avec A f D Ag et A<( D A f . 
Puisque oc1 est un sous-com plexe de K , on  peut de nouveau appliquer le 
lem m e 3.2 et construire un nouvel arc de translation c*2 de po a t(jpo). 
On continue ainsi pour obtenir une suite de 2-cellules libres Δ η , d ’arcs de 
translation otn de po a i(p o ) 5 de tra jectoire t n =  t ( a n) et de regions A d 
invariantes par t avec A£ D Λ ^+1 et Δ η C  A^ U £„ — A£+ 1 .

D one tous les Δ η sont distincts et si L  C  K  est le sous-com plexe 
union des Δ η , L  est libre. Pour tout n >  1 , un cote de Δ η est sur 
otn_ 2 ou  sur Δ η_ ι  et par suite chacune des com posantes connexes de L  
a un cote  en com m un avec ao . D one ces com posantes sont en nom bre 
fini. Soit H  l ’une d ’entre elles contenant une infinite de 2 -cellules. A lors, 
le 1-squelette de H  contient une ligne plongee k d issue de qd €  Qfo qui 
fournit la dem i-droite cherchee.

D e m em e, όη construit dans A^ une ligne k 9 issue d ’un point q9 €  Qo 
proprem ent plongee et libre.

On considere enfin k =  kd U q9qd U k9 ou q9qd est l ’ arc de q9 a qd 
dans 0:0 . C ’est une droite proprem ent plongee dans R2 avec t —1(k)  et 
t (k )  dans des com posantes distinctes de R2 — k (deja a o a ses extrem ites 
de paxt et d ’autre de k ). Si a £ k ,  on  a termine. Si a €  k ,  il suffit de 
m odifier k pres de a .

4. Le theoreme de Poincare-BirkhofF
Soit 7Γ la projection  de la bande B  =  R x  [0 ,1] sur l ’anneau 

A  =  R /Z x  [0 ,1] . On note τ  1 B  —* B  la translation τ (χ , y ) =  (x-f-1, y )  . Les 
com posantes du bord  de B  (resp. A ) sont doB  =  R x { 0 }  et d\B — R x { l }  
(resp. do A  et d%A). On note 60 =  (0>0) €  doB  et ao =  ττ(δ o) €  OqA.

Un hom eom orphism e H  : (A ; do A , d\A) <—» a un unique relevement 
dit canonique h : ( B ‘,d oB ,d \ B )  <—> tel que Λ(&ο) soit dans l ’ intervalle 
[6o , r ( 6o ) [  de d o B .  N otons que h et r  com m utent.

4 .1 .  THEOREME. Soit H  : ( A ;  θοΑ ,Θ χΑ ) <— > un hom eom orphisme sans 
point fixe. Alors

ou il y a dans A  une courbe simple ferm ee  non hom otope  d zero  
disjointe de son  image par H ,

ou il y a dans B  un arc essentiel (i .e . jo ignant doB et d \ B )  disjoint 
de son image par le releve canonique h de H .
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4 .2 .  R e m a r q u e s .
1 )  Les deux cas du theoreme ne sont pas exclusifs.
2 )  Un hom eom orphism e H  : (A\doA, d iA )  «—> (resp. k : (Β -,θ οΒ ,Θ χ Β )  

sans point fixe est isotope a l ’identite.
3 )  Dans le second cas, h est conjugue a τ  en vertu du lem me suivant 

du a W inkelnkem per [W 2].

4 .3 .  LEMME. Un homeomorphisme sans point fixe  k : ( Β ;9 ο Β ,9 χ Β )  
com m utant a r  est conjugue a une translation si et seulement si il y a un 
arc essentiel disjoint de son image par k dans B .

PREUVE : Soit ce un tel arc et supposons, sans perte de generalite, que 
<Pi(x) >  x  pour i =  0 ,1  si fc (x ,i) =  (v?,-(ar), i )  pou r * =  0 ,1  et x  €  R . P our 
tout n >  0 ,s o it  B n la com posante de B  — k n{oc) contenant iV xO  pou r N  
grand. On a ΓΊη > 0 B n =  φ .  En effet, supposons que p  €  ΓΊη>ο et soit 
m  >  0 tel que p  appartienne a la com posante de B  — Tm(a )  contenant 
—N  x  0 pour N  grand. Puisque Arr =  r k , k ~ ” ( r m(a ) )  est aussi dans 
cette com posante, done { k ~ n(p ) ,n  >  0 }  se trouve dans le com pact de 
B  borde  par oc et Tm( a ) ,  ce qui contredit que les points errent sous 
k (proposition  2.1). De meme, si B'n est la com posante de B  — kn(at) 
contenant — N  x  0 pour N  grand, f~ln<0 B'n =  Φ · P 3,1, consequent si F  est 
la partie bornee ferm ee de B  bordee par oc et &(α:) , on a )Jn€Z k n(F )  =  B  
et F  est hom eom orphe a [0,1] x  [0 ,1 ]. On con clu t facilem ent. □

4 )  Pour obtenir une version du “ theorem e de translation generalisee” 
(cf. le paragraphe 1) pour l’anneau, il faudrait pouvoir rem placer la 
seconde alternative par : il y  a dans A  un arc essentiel disjoint de son im age 
par H . Nous ne savons pas le faire. Le theorem e 4.1 dit seulement q u ’un 
reieve de i f  a un revetem ent fini assez grand verifie l ’enonce generalise 
de Brouwer.

5 )  A ppelons distorsion ( “ twist hom eom orphism ” ) un h om eom or­
phism e H  : (A \doA ,d\A )  <—» tel que H  ou  ϋΓ—1 admet un reieve 
h : (Β ·,Θ οΒ,Θ χΒ)  qui verifie pour tout x  G R , <pi(x) <  x  <  <po(x) 
ou h ( x , i )  =  (v?t- ( x ) , i ) ,  i =  0 , l  .

Rem arquons qu ’alors le reieve canonique de H  (ou H ~ x ) a la m em e 
propriete et le deuxiem e cas du theorem e ne peut se produire. On retrouve 
ainsi le

4 .4 .  THEOREME DE PO IN C AR 6-B irK H O FF. Une distorsion de Van- 
neau A  sans point fixe admet dans A  une courbe simple ferm ee  libre et 
non hom otope a zero.

6 ) La version originelle du theoreme de Poincare-B irkhoff concerne les 
distorsions de l ’ anneau preservant l ’aire (usuelle) et conclut a l ’existence 
de deux points fixes. La version topologique enoncee ici conduit a un seul 
point fixe, mais il n ’est pas possible de faire m ieux car, pour t p e tit , 
le tem ps t  du flot figure ci-dessous (cf. figure 11) est une distorsion de 
l ’ anneau (ne preservant pas l ’aire!) avec un seul point fixe bien que tou te  
cou rbe ferm ee sim ple non hom otope a zero rencontre son image.

14



P r euv e  du T heoreme 4 .1  d ’apres C. B onatti : On pose h ( x , i )  =  
pour i =  0 ,1  et on continue de designer par h l ’extension de h 

a R2 definie par h ( x , y ) =  (<Pi(x),y)  si y  >  1 et h ( x , y ) =  ( (p0( x ) , y ) si 
V <  0.

Soit K  une cellulation de A  dont toute etoile est libre sous H . O n 
en deduit une cellulation L  de R2 invariante par r  et induisant une 
cellu lation de B  dont toute etoile est libre sous h .

N otons que doB  est une trajectoire pour h.  D one d ’apres le theorem e 
de translation plane, il existe une dem i-droite k proprem ent plongee dans 
le dem i-plan y >  0 , libre sous h , issue d ’un som m et de OqB  , contenue 
dans le 1-squelette de la cellulation L  de R2 et dans l ’ouvert y >  0 a 
l ’exception  de son origine.

Si elle rencontre le bord  d \ B , on en extrait un arc essentiel dans B  
libre sous h et la deuxiem e alternative du theorem e est satisfaite. Sinon, 
on  a k C  B —d\B  et k separe B  en deux ou verts connexes R\ et R i  dont 
l ’un, i? i , contient θ χ Β . O n suppose que h(k)  C  i?2 (sinon on considere 
h ~ 1 ). Soit alors R  C R\ la com posante connexe de Π»»€Ζτ η (·^1) 
contient d \ B . Tout sous-com plexe com pact K  de L  ne contient q u ’un 
nom bre fini d ’arcs simples dans son 1-squelette, done il existe τη =  m(IC)  
tel que K  f"l(U nez r n (^ )) =  ^  n(U|n|<m τΛ (^ )) Par suite la frontiere 
de R  est incluse dans le 1-squelette de L  Π ( B  — d \ B ) . Elle est d ’autre 
part clairement invariante sour r . Enfin, elle est libre sous h car si σ  est 
une 1-cellule de F r ( i? ) , il existe d ’apres l’argum ent precedent un m  tel 
que (X C  Tm( k ) , done h(a )  C  h r m{k)  =  r m(h (k ) )  C  r m( R 2) C B  -  R .  
Par consequent, cette frontiere descend dans l ’ anneau A  sur une courbe 
ferm ee sim ple qui satisfait la prem iere alternative du theorem e. □
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5 . E n c o r e  s u r  le s  t r a je c t o ir e s
Les proprietes suivantes n ’ont pas ete necessaires pour la preuve du 

theorem e de Brouwer, mais elles sont parfois utiles (cf. [W 3 ]) et precisent 
la situation.

Si £ =  £(<*) est une trajectoire, on  ecrit £ =  U ce U £~  ou  
£+  =  U n > i * " (a ) > =  (J n < -i ^n(a ) et £ — £ com m e union de =  
ω + (£ ) =  £ + - £ +  =  Π η > ο (υ »> «  ̂*(*-*)) et de u>_ =  ω _ {£ )  =  t 1 -  £~ =
Π Λ< ο ( ϋ ί < η  * * (« ) ) ·

Clairem ent et ne dependent pas du choix de l ’arc de trans­
lation oc engendrant £, sont fermes, d ’ interieur vide, invariants par t et 
done non bornes puisque les points errent. D ’autre part,

1 )  u;-4-U {o o }  et u ;_ U {o o }  sont des com pacts connexes de R 2 U {o o }  =
S 2 com m e intersections decroissantes de com pacts connexes. D one, aucune 
com posante connexe de ω +  (ou u>_ ) ne peut etre bornee et u>+ et oj— 
sont sans point isole, done parfaits. A  noter que (com m e oj— ) peut ne 
pas etre connexe (figure 12).

F ig u r e  1 2

3 )  Cl?4. Π OJ— =  φ .
En effet, si p  6  ω+  Π u>_, soit D  un disque centre en p  si petit que 

D  Π <(-D) =  φ et D  Π oc =  φ. Par hypothese, il existe n >  0 tel que 
i n(at) C\ D  φ  φ et m  <  0 tel que t m(oc) Π D  φ  φ . A lors, un arc dans D  
irreductible de U fL i a contredirait le lem m e-cle.

4 )  O n a vu dans la proposition 2.7 que les com posantes connexes par 
arcs de R 2 — £. adherentes a £ sont au nom bre de deux, Ad et A g .

5 .1 . P R O P O S I T I O N .  Les com posantes connexes par arcs de R 2 — t  
adherentes a t  son t ouvertes. En fait, elles coincident avec Λ</ et A g .

A utrem en t dit, les seuls points de Υτ Ad (resp. ¥ r A g )  accessibles par 
Ad (resp. A g )  sont les points de t .

Ceci equivaut a m ontrer qu’un arc simple λ  d ’extrem ites p  et q avec 
p  €  £ et q €  £ — £ verifie \ Γ ) £φ  φ.

Ο -

PREUVE : Supposons ΧΓ\£ =  φ. On peut aussi supposer ( λ —{<ζ})Π(£—£) =  
φ et q €  . L ’ idee est la suivante : la figure ci-dessous ou est
une dem i-droite est im possible car l ’extrem ite de la dem i-droite serait 
un point fixe. M ais elle est aussi im possible car seuls un nom bre fini de 
t n(q) peuvent se trouver entre q et l ’extrem ite de ω+  (les points errent). 
Done, il existe i <  0 et j  >  0 avec t*(q)  et t*(q)  a droite de q,  ce qui
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n ’est pas possible pour l’hom eom orphism e sans point fixe t de la ligne
— {e x tr e m ite } .

C ’est cet argument que I’on va m ettre en oeuvre en general sur une 
tra jecto ire  a construire “ parallele” a (figure 13).

1(μ) 

ω +

Figure 13

Tout d ’abord notons que ΛΠ ί(Λ)^<^ : sinon, soit B  un disque centre 
en q si petit que Β  Π t ( B )  =  Β  Π t(X) =  Β  Π t ~ 1 (Λ) =  φ et Β  Πp t {p ) =  φ 
ou  Parc pt(p)  est inclus dans £. Alors (Λ U Β ) Π t(X U Β )  =  φ et λ U B  
contient un arc simple de p  a q' G £ Π B  qui contredit le lemme-cle.

O n a aussi t (q )  ^ λ et t ~ *(ς) λ : sinon i ±:l(g) G ΠΑ =  { g }  et 
t aurait un point fixe.

Suivons alors Λ a partir de q jusqu ’au prem ier point r  de Λ tel que 
qr  Π t ( q r ) φ  φ ou qr C A. On a r φ  q puisque q §£ ί (λ )  (figure 14).

L ’arc qr C  λ contient t ( r )  ou t ~ 1( r ) ,  mais pas les deux car dans ce 
cas l’arc y  de t ~ *(r) a <(r) interieur a qr est libre, mais i ( r )  G ί2(7)·^Τ> 
ce  qui contredit la proposition 2.5. Notons aussi que r φ  p car sinon 

G Π £ =  φ. Si on pose 5 =  ί±χ (Γ ), selon le cas, on a s φ  p, q> 
l ’ arc μ =  sr  C. qr C  λ est un arc de translation et l ’arc v  =  qs verifie 
v  Π t ( v )  =  φ.  Par consequent
(i) t m(v)  fU n(i/) =  φ pour m ,n  G Z ,  τ η φ η  d ’ apres la proposition 2 .5 ;

(ii) u Π £ =  φ et tn(v )  Π£  =  φ pour η  G Z puisque v  C  λ — {p }  . 
Considerons alors la trajectoire £{μ)  ■ O n a
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(iii)  £(μ)  Π £ =  φ puisque / ι Π ί  C λ Π £  =
(ίν ) ν  Π £(μ)  =  { s }  et tn{v)  Π £{μ)  =  O n( s ) } ,  η  (Ξ Ζ (sinon, puisque 
( ν  — { s } )  Π μ =  φ , le lemme-cle mene a une contradiction avec ( i ) ) ;

(v )  q £  £{μ)  (sinon, puisque ( y  — { s } )  Π μ  =  φ , on pourrait appliquer le 
lem m e-cle com m e dans la preuve de Λ Π ί(Α ) φ  φ ci-dessus pour deduire 
ν  Π t { y ) φ- φ ce qui contredit (i)).

Soit m aintenant un disque D  centre en q si petit que D  Π t n(v)  =  φ 
pour η  E Z — { 0 }  , jD Π (A — u) =  φ , D  Π £(μ)  =  φ ( c ’est possible grace a
(v ))  et D  =  φ.

Soient q' le prem ier point de £ sur d D  a partir de p , et q"  le prem ier 
point de λ sur d D  a partir de p . II existe un arc q'q"  sur d D  tel que la 
courbe ferm ee simple pq' U q'q" U q"p  C  £ U d D  U A ne contienne pas q

O

dans son interieur A  (de fermeture A ) .
Puisque les points errent, il existe n  >  0 et m  <  0 tels que 

tn ( q ) , t m(q) £  A .  Soient D n et D m des disques centres en *n(#) et tm(^) 
si petits que D n Π Dm — φ , ( D m U D n) Π £~ =  φ ou £~ est la dem i-droite 
de £ de p  a ω _  et (D m U D n) Π (£{μ ) U D  U A )  =  φ (on utilise 2) et (v ) ) .

Si on  se deplace sur £ de p  vers u>+, on  rencontre d ’abord D , puis 
D n ou Dm  , disons que l ’on rencontre D n puis D m ·

Si £* C  £ est l ’arc de p  au premier point de £ Π d D m , soit K  un 
grand carre contenant £* , λ , v  ,<n(i/) , t m(v )  , D  , D m , D n . Dans ce carre, 
on a par construction une situation topologiquem ent equivalente a celle 
dessinee ci-dessous (figure 15).

et com pte  tenu de (i), (ii) et (iv ), on obtient que sur £{μ)  (avec μ  oriente 
de r  vers s ) les points s , t m(s)  , t n(s)  arrivent dans cet ordre ou bien dans 
l’ordre s , t n( s ) ,  t m( s ) ,  ce qui est absurde.

5 )  II n ’y  a pas d ’arc simple A joignant ω +  a u>_ (supposes non vides) 
sans rencontrer £.

En effet, raisonnons par l ’absurde et considerons une droite k (donnee 
par le theorem e de translation plane) proprem ent plongee dans R2 , incluse 
dans R 2 — { £ —£) et rencontrant £ en un seul point . A lors et u s o n t  
dans des com posantes distinctes de R 2 — k . D one A rencontre k et on  
obtient une contradiction avec la proposition  5.1.
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