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RESUME DE LA THESE EN ANGLAIS

This thesis consists of two independent parts. The main result of the first part
(which is joint work with A; Marin) is about four dimensional manifolad which
are smooth, simply connected and closed. Given such a manifold M and Fa
characteristic ( not necessarily orientable) surface in M, we give a congruence
between the signature of M, the self intersection of Fin M and the Arf
invariant of a quadratic form defined on the first homology group of F. This
formula generalizes the famous Rohlin's congruence. We also give new and
geometric computation of the same groups when a spin structure is taken into
account.

In the second part we first give a simple and rigourous proof of a slightly
enhanced version of the Brouwer's plane translation theorem. Then we show
how our version of this theorem leads to a quick deduction of the
Poincare-Birkhoff theorem about homeomorphims of the annulus.
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INTRODUCTION

Cette thése comporte deux parties indépendantes.

Premiére partie?
Cette partie présente les résultats d’un travail en commun avec

A. Marin.

Si on s’intéresse a une variété de dimension quatre, connexe, com-
pacte, sans bord et simplement connexe M* (sauf mention contraire toutes
les variétés de cette introduction seront ainsi), le seul groupe d’homologie
intéressant est le second, H2(M ;Z), qui est un Z-module libre de rang
fini muni de la forme d’intersection qui est bilinéaire, symétrique et unimo-
dulaire. On sait depuis Pontriaguine (1949) que cette forme détermine le
type d’homotopie orienté de M* et méme, d’aprées Wall (1964), la variété
M* & h-cobordisme prés si M* est différentiable.

- Deux questions se posent naturellement :

(1) Est-ce que toute forme bilinéaire symétrique entiére unimodulaire
est forme d’intersection d’une telle variété A% ?

(2) Peut-on classifier les variétés M* de forme d’intersection donnée?

Rappelons que, pour les variétés topologigues, les travaux de Freed-
man (1982) (complétés par Quinn (1982)) donnent une réponse complete
a ces deux questions. Toute forme bilinéaire symétrique entiére unimo-
dulaire est forme d’intersection d’une variété topologique de- dimension
quatre et ceci d’une maniére unique si la forme est paire. Dans le cas ou
la forme est impaire, il y a exactement deux variétés topologiques réali-
sant la forme donnée. Ces deux variétés sont distinguées par l’invariant
de Kirby-Siebenmann de leur produit avec le cercle S!. On sait que cet
invariant k(M x S').€ H*(M x SY,Z/2Z) = Z/2Z est nul si et seulement
si M x S' admet une structure de variété différeutiable.

Dans le cas différentiable, qui est celui qui nous intéresse ici, la
situation est toute différente. En effet, on a le fameux résultat de Rohlin
(1952) qui dit que si la forme d’intersection de M?* est paire (ce qui
équivaut a dire que M* admet une structure spin), alors sa signature
est divisible par 16. Par e\emple la forme bilinéaire symétrique associée
au graphe :

2 2 2 2

2 2 2
Esz *———0 I +—7=

2

n’est la forme d’intersection d’aucune variété différentiable de dimension
quatre fermée et simplement connexe. La premiére partie de la these est

1 On trouvera pp. 21, 51, 75 et 92 des introductions plus détaillées a diverses fractions
de cette premiere partie.



consacrée a un dévissage géométrique, puis a une généralisation, de ce
résultat.

Rohlin est arrivé a son résultat en calculant 7,43(S™) parla méthode
dite de Thom-Pontriaguine qui rameéne le calcul des groupes d’homotopie
Tn4p(S™) a celui des groupes de cobordisme des sous-variétés de dimension
p de R™ munies d’une trivialisation de leur fibré normal. En fait, Rohlin
commence par se tromper et calcule m,43(S™) = Z/12Z, puis se corrige
et obtient simultanément w,43(S™) = Z/24Z (comme il se doit!) et le
résultat ci-dessus. Tout cela fut annoncé en 1952 dans une série de quatre
notes & ’Académie des Sciences Soviétiques (traduites ici par S. Ochanine).
Notre premiére partie commence par commenter et détailler largement ces
notes une raison étant que les méthodes géométriques qu’elles recelent
furent longtemps oubliées. En effet, la langue russe, le caractere tres
succinct des arguments présentés, 'aspect indirect de la preuve de son
résultat (obtenu en corrigeant une faute), et surtout ’apparition des
puissantes méthodes algébriques inaugurées par Serre (1951) pour le calcul
des groupes d’homotopie ont nui a la diffusion des idées de Rohlin. Et
classiquement son résultat se déduisait de la connaissance a priori du
groupe T,43(S™) (cf. Milnor-Kervaire (1958)).

Cependant le caractere central de ce résultat - que l'on retrouve
évidemment dans la définition du u-invariant des sphéres d’homologie
entiere de dimension trois mais aussi, par exemple, de 1naniére plus
surprenante dans le probleme de l’existence de variété topologique de
dimension supérieure a cing triangulable comme complexe simplicial (sans
I’étre comme variété combinatoire) cf. Siebenmann (1970) - ainsi que
son caractere (jusqu’en 1981) de rare théoréme concernant la dimension
quatre, ont conduit les topologues dans les années 1970 & rechercher des
démonstrations plus géométriques et plus directes de ce résultat de Rohlin.

On trouve en particulier, esquissé dans les notes de Rohlin et expliqué
en détail dans nos commentaires, un calcul géométrique des groupes de
cobordisme des variétés de dimension trois ou quatre (ces groupes avaient
-été aussi calculés par Thom en 1952, par une réduction & des problémes
de topologie algébrique). Pour ces calculs, Rohlin s’appuyait sur une
méthode de Kneser (1924) de lissage des cycles de petite codimension
par élimination successive de singularités, méthode elle aussi oubliée au
profit d’ar guments de transversalité basés sur ’identification H*(M, Z) =
[M, K(Z,n)]. La méthode de Kneser (que nous exposons en détails en
montrant ses liens avec la théorie du lissage des sous-variétés P.L. d’une
variété lisse (p. 72) (cf. Haefliger (1967)) et le théoreme de Wall (1967)
d’unicité des fibrés normaux P.L. en codimension deux (p. 64)) a d’une
part I’avantage de s’appliquer sans grande modification au cas ol la variété
ambiante est non orientable et d’autre part nous permet de donner un
nouveau calcul, parfaitement géométrique et élémentaire du groupe de
cobordisme orienté de dimension quatre (p. 69).

On profite de 'occasion pour montrer dans des appendices comment
les arguments géométriques de Rohlin permettent assez aisément de
prouver que toute variété de dimension trois munie d’une structure spin
borde une variété de dimension quatre munie d’une structure spin étendant

la structure spin donnée sur le bord (autrement dit Q" = 0) et de

prouver que Q5P'™ = Z (ce qui résout le probleme N4.54 de la liste de
Kirby (1984)).

Ces mémes arguments nous donnent aussi un nouveau regard sur le

1



groupe des noeuds lisses S® dans S® d’abord calculé par Haefliger et
sur le théoréme de Haefliger et Boéchat qui caractérise les variétés M4
simplement connexes fermées lisses qui se plongent dans R” (pp.90-92). .

Pour bien comprendre le résultat de Rohlin proprement dit, il convient
d’abord de le généraliser. Rohlin lui-méme (1972) et Casson (indépendam-
ment) ont indiqué la formule o(M*)—F-F = 8 Arf(q) mod 16. Dans cette
formule, o(M*) désigne la signature de la forme d’intersection de la variété
M?* | F est une surface fermée orientable caractéristique pour M* (c’est-
-dire FX = XX mod?2 pour tout X € Ho(M,Z/2Z) si 'on considere
F' comme élément de H,(Al;Z/2Z) et si la juxtaposition représente ’in-
tersection homologique), F'- F' € Z est 'auto-intersection de F' et Arf(q)
est I'invariant d’Arf d’une forme quadratique ¢ : H1(F';Z/2Z) — Z/2Z
définie a partir du couple (M, F'). Cette formule généralise le résultat ori-
ginel de Rohlin puisque, si la forme d’intersection est paire, on peut choisir
F=4¢. _

Puisque 1’étude topologique des courbes algébriques réelles (c’est le
sujet qui intéressait aussi Rohlin en 1972) met souvent en présence de
surfaces caractéristiques non orientables, nous avons généralisé la formule
précédente a ce cas-la. Dans le dernier texte (p. 92) de cette premiere
partie, nous donnons une preuve élémentaire et directe, n’utilisant que
le calcul du groupe de cobordisme de dimension quatre, de cette formule
géneralisée.

Pour conclure rappelons, comme le lecteur le sait certainement, que
depuis 1982, Donaldson, utilisant des méthodes entierement différentes, a
obtenu de nouvelles restrictions sur les formes d’intersection des variétés
fermées lisses de dimension quatre menant & des résultats spectaculaires
(comme l’existence d’une infinité de structures lisses sur R*). C’est un
probléeme ouvert que de savoir s’il est possible d’obtenir quelques-uns de
ces résultats par les méthodes exposées ici.

Toute cette premiére partie est parue en 1936 dans le volume 62 de
Progress in Mathematics, Birkhauser. On y trouvera aussi une rédaction
de conférences fondamentales de A. Casson que j’avais pu mener a bien
grace aux explications de L. Siebenmann.

Références

Freedman M., The topology of four-dimensional manifolds, J. Diff.
Geometry 17 (1989) 357-453.

Haefliger A., Lissage des immersions, 11 (preprint 1967, non pubhe)
Kirby R., 4-manifold problems, in 4-manifolds, Contemp. Math. 35
(1984), 513-528. '

Kneser H., Ein Topologisches Zerlegungssatz, Proc. Royal Acad. Am-
sterdam, 27 (1924), 606-616.

Milnor J. and Kervaire M., Bernoulli numbers, homotopy groups end
a theorem of Rohlin, Proc. Internat. Congr. Math. Edinburgh, 1958, 454-
458.

Pontriaguine L.S., On the classification of four-dimensional man:*>!7:
Uspehi Mat. Nank., 4 (1949), 157-158 (Russian).

Quinn F., Ends of maps. III :dimensions 4 and 5, J. Diff. Geometry 17
(1982), 503-521.

7

111



Rohlin V., New results in the theory of 4-dimensional manifolds, Dokl.
Akad. Nauk SSSR, 84 (1952), 221-224 (Russian); traduction frangaise ici
au début de la premiere partie.

Rohlin V., Proof of Gudkov’s hypothesis, Funktional anal. i Prilézen, 6
(1972), 62-64 (Russian); English translation : Functional Anal. Appl. 6
(1972), 136-138.

Serre J.P., Homologie singuliére des espaces fibrés. III : applications
homotopiques, C.R. Acad. Sci. Paris, 232 (1951), 142-144. ‘
Siebenmann L.C., Disruption of low-dimensional handlebody theory by
Rohlin’s theorem, Topology of Manifolds, Markham, Ill. (1970), 57-76.
Wall C.T.C., On simply connected 4- ma.mfolds J. London Math. Soc.
39 (1964), 141-149.

Wall C.T.C., Locally flat PL submanifolds with codimension two, Proc.
Camb. Phil. Soc. 63 (1967), 5-8.

Deuxiéme partie?.

Une translation du plan R? est un homéomorphisme préservant
I'orientation sans point fixe. Inversement, étant donné un tel homéowmor-
phisme A de R?, on-peut se demander dans quelle mesure il 1essemble a
une translation.

Le théoreme de translation plane de Brouwer (1912) affirme que tout
point p du plan se trouve dans un ouvert invariant par A, U = U(p), tel
qu’il existe un homéomorphisme ¢ : U — R? qui vérifie php~(a,y) =
(z+1,y) pour tout (z,y) € R? et ¢~}(0 xR) est fermé dans R2. Brouwer
donne aussi ’exemple suivant, temps 1 du flot suggéré par la figure ci-
dessous, montrant qu’en général on ne peut pas choisir U = R?.

—>—
<

La preuve de ce théoréme est considérée comme difficile et a éLé sujette
a controverses. Aussi le premier objet de cette partie est d’en donner une
preuve simple, breve et, espérons-le, claire. En particulier, on obtient tres
rapidement, comme étape dans la preuve, que tous les points du plan
errent sous ’homéomorphisme A (i.e. tout p € R? admet un voisinage V
tel que VNA™(V) = ¢ pour n3#0). Ceci, qui bien sir est aussi un corollaire
immédiat de I’énoncé du théoréme, est bien souvent le seul résultat sur de
tels homéomorphismes h de R? qui est utilisé dans la plupart des travaux
sur les homéomorphismes des surfaces.

Ce théoreme de translation plane n’était dans ’esprit de Brouwer
(1910) qu’un cas particulier d’'un “théoreme de translation généralisé”

2 On trouvera une introduction plus détaillée au début de cette deuxiéme partic.
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concernant les homéomorphismes de surfaces orientables, ayant un nombre
fini de points fixes et. préservant ’orientation. De I’aveu méme de Brouwer,
la preuve qu’il avait donnée de ce “théoreme généralisé” ne tient pas et
son énoncé est aujourd’hul encore une conjecture.

Cependant, un autre cas particulier de ce “théoréme généralisé” est
bien connu : c’est la version topologique du théoréme de Poincaré-Birkhoff.
Ce dernier théoréeme concerne les homéomorphismes de 1’anneau S! x
[0,1], préservant l'orientation, sans point fixe, et qui sont des distorsions
au sens qu’ils tournent dans des sens opposés sur les deux bords, ou, plus
correctement, admettent un relevé a la bande R x [0,1] qui pousse dans
des sens opposés sur les deux bords. Le théoréme affirme alors qu’a toute
telle distorsion est associée une courbe de ’anneau, fermée, simple, non
homotope a zéro et disjointe de son image par la distorsion. En considérant
un relevé de la distorsion a la bande R x [0,1], on voit qu’une maniére
de construire la courbe cherchée est de construire, pour ce relevé étendu
trivialement 2 R?, un ouvert comme dans le théoreme de translation plane
qui soit de plus équivariant pour la translation horizontale d’amplitude 1
(considérons que S*' = R/Z). Il s’agit donc de construire, au moins pour
ce cas, une version équivariante du théoreme de Brouwer. Le second but de
cette partie est de donner une preuve du théoréme de Poincaré-Birkholt
selon cette approche. Une preuve de ce type avait déja été donnée par
Kérékjartdo (1928), mais elle partait d’une démonstration plus compliquée
que celle exposée ici du théoreme de translation plane et restait donc
difficile.

Le théoreme de Poincaré-Birkhoff reste ’un des plus fins parmi les
résultats concernant les homéomorphismes des surfaces. L't il a récennnent
été l'objet de plusieurs preuves nouvelles, notamment celle de [ranks
(1988). Mais celles-ci n'utilisent du théoréme de translation plane que le
corollaire a propos des points errants. I1 me semble permis d’espérer que
celle présentée ici permettra d’avancer vers une meilleure compréhension
du “théoreme de translation généralisé”.
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QUATRE ARTICLES DE V.A. ROHLIN

traduits du russe par

S. OCHANINE

Sur une application de la (n+3)-sphére dans la n-sphére
Classification des applications de la (n+3)-sphére dans la n-sphére
Toute variété de dimension 3 borde une variété de dimension 4

Nouveaux résultats dans la théorie des variétés de dimension 4



I. SUR UNE APPLICATION DE LA (n+3)-SPHERE DANS LA n-SPHERE

1. Enoncé du résultat.

Nous allons désigner par « (S le r-eme groupe d'homotopie de la n-sphere

n 3

S, par £, 1'application de Hopf de S° dans S° (4] et par E 1'opérateur de

suspension de Freudenthal [3,' . Posons :
2 ' ' n-2

B, 8y =iy, hy=1tLf, g =E “g (Lf ),

h, (= L . n+2) (n23) ;

f = E™
n

h = E™
n

2

et convenons de noter de la méme maniére 1'application et sa classe d'homotopie. On
n
n+1(S )

sait que 1r3(82) est un groupe cyclique libre engendré par f, (6! etque 7
(s™ pour n 2 sont cycliques d'ordre 2 engendrés respective—

pour n=3 et L
ment par f et g ({113, (32, (15]) . On sait également que le groupe (:: ) est
cyclique d'ordre 2 de générateur h2 [15,, (61), mais les groupes L (S ) pour
n 23 n'ont pas été calculés completement. A l'inverse, on a enti‘erement determme
le comportement de 1'homomorphisme E .sur 7 3(S ) pour nz3 ({7., (18], (3D,
alors qu'il reste inconnu sur TTD(S2) . Nous allons demontr'er dans cette note que,
pour n=3, l'application hn est homotopiquement triviale et que par consequent_

Em (52) =

Remarquons d'abord que chacune des identités h = 0 (n=3) entraine toutes
les autres. En effet, comme 1'homomorphisme E est mJectlt sur 176( 3) et sur

(s™ pour n=5 ([77,(3]) et que da;ts m (S ) son noyau a une intersection nulle
g~

"n+3

avec le sous-groupe Emé(s3) (18], est une injection de 176(5 ) dans LA 3(S )

(n=z4) . Nous allons donc nous contenter de démontrer 1'identité hn =0 pour n grand.

2. Construction d'applications selon Pontriaguine.

Toutes les variétés considérées seront désormais lisses et compactes (avec ou
sans bord). Soit Mk , k=r-n, une sous-variété close de dimension k , connexe
ou pas, de l'espace euclidien RY clos en une sphere st par un point a l'inﬁni..
Supposons donné, en chaque point a € Mk , un systéme F‘n(a) de vecteurs orthonor-
maux v_(a),...,v _(a) normaux a M et qui dépendent continuement de a . Le champ

1
de repéres (1=‘n |M®) définit de la maniére suivante une application de S* dans S"

2



3
un voisinage Ut de Mk se décompose naturellement en un produit de Mk et dtun
disque V" de dimension n, de sorte qGue tout x € U" stéerit : x = {a(x),n(x)} ,
ou a(x) € M< et 7(x) € v on compléte Vi par un point g pour en faire une sphére
n
S
tion analogue est possiblé pour le cas ou Mk est une variété plongée dans le demi-

espace Rf de R , ayant son bord qu dans le bord R'~ ! de R, a condition

k-1 rlq
soit dans R . Nous obtenons
n-1

et on pose f(x) =7(x) si x€ u” , et f(x ) si x€ s¥-uU". Une construc-

que la partie Fg du champ Fn induite sur le bord M
une application du disque de dimension r dans s" qui coincide sur le bord S
de ce disque avec 1'application obtenue a partir du champ de repéres (Fg lmk‘.‘) .
champ sera appelé bord du champ (Fn! Mk)

3. Champ de reperes de l'application hn

"3 (hz2) et R}
1 ? 2 ’ x3 ?
nées dans cette base de Rg . Soit ’I‘S le 2-tore plongé de la mamere habituelle

Soit e

de Rn+3 engendré par e1 s e2 , e3 R e . On notera x

yee.,@ une base orthonormée de R le sous-espace
1 n+3

x les coordon-

dans le sous-espace X, =0 de R

0"
(4 . oo (1)
1 4+2cosc>z)coscx1 s x2-(4-'-2coscz2)smca1 , x3—:,1na2
<
(O -I ? c‘z 2") ?
et soit T(B) le 3-tore, bord du voisinage unitaire de Tg dans Rg :
X, = (4 + (2+cos a3) cosa,jcosa,, X,= (4 + (2+cos a3) cos az] sina_
x37(2+cosa3)sma2, x, = sin ag (0= « a2,a3< 27) .
Notons n(a) le vecteur normal unitaire extérieur a Tg dans RO au point
- 3 .
a= (a] ,az,a3) '6 TO et posons :

u1(a) = n(a) cos(a1+a2+a3) - ey sin(cz1+a2+ o:3) ,

u(a) = n(a) sin(a, +a,+a3) + es cos(a, +a,+ay)

<

0 ,
Uz = €gya-el = € g, Hn(a) = {u1(a),...,un(a)}
n+3

On vérifie aisément que l'applicationde S '~ dans s" gui correspond au champ
de repéres (Hgl Tg) appartient a la classe h_

. . +
Considérons maintenant Rn 3

comme bord du demi-espace R?M . D'apres le
n°2, on aura prouve h =0 sil'on trouve dans R?M un champ de reperes
(H ‘M%) de bord (H !T%)

3

La variété la plus simple de bord TO est le produit d'un 2-tore et d'un 2-disque.

(7) I faut lire X3 = 2 sin a5y (voir les formules suivantes) N.d.T.



i
Cette variété ne convient pas dans le rdle de M4 , car le champ Hg ne s'étend pas
sur cette variété : son 2-tore axial est toujours pour Hn un cycle caractéristique
au sens de (17] [20] .

4. Construction de la variété M4 .

2 3

, T des tores plongés dans R4 de la méme

maniére que Tg , Tg le sont dans Rg , et g 1 C2 , 1;3 des cercles sur T3 définis
respectivement par les équations a2 = a3 =0, a,=« 1= o, cx] = a2 =0 . Complé-
tons R4 par un point pour en faire une sphére S ;:t désignons par K4 et E4 res-

Soient R4 1'espace euclidien, T

pectivement les parties extérieure et intérieure a T® dans s* . E* estle produit

d'un 2-tore et d*tun 2-disque, avec T2 pour tore axial. Poussons le cercle §3 de
3

T

un 3-disque et recollons a sa place le produit d'une 2-spheére et d'un 2-disque par

a l'intérieur de K, enlevons un voisinage de ce cercle, produit du cercle par

un difféomorphisme. Ce recollement peut se faire de deux fagons hémotopiquement
différentes. La premiéere fagon transforme S4 en un produit direct P4 de deux
2-sphéres, 1'autre 'conduit & un produit tordu de ces deux sphéres. Nous allons choisir.

la premiére maniere et noter I_.4 la partie de P4 en laquelle se transforme alors K4 .

1) .
au 2-tore oz1 + a2 + a3 = 0 conte- -

nu dans T3 ; enlevons un voisinage de 22 , produit d'une 2-sphére et d'un 2-disque,

Dans L4 , prenons une 2-sphere EzhOmologue

et recollons-le d'une maniére homotopiquement différente. Alors 134 se transformera

en une variété Q4 , alors que L4 deviendra la variété cherchée M* de bord ’[‘3 .

Les variétés M4 et Q4 ont les propriétés suivantes, qui seules seront essen-
tielles pour la suite : '
a) Pour toéut recollement a M4 du produit d'un 2-tore et d'un 2-disque,
le 2-tore axial de ce produit devient un cycle caractéristique [17.7201. En parti-

culier, T? est un 2-cycle caractéristique de ot .

b) Le nombre caractéristique de Pontriaguine X, [12}[1'3} de la
variété Q4 est nul. '

5. Construction du champ (H n|M4) .

n+4 0.3
1 de bord (HanO)

serait fastidieuse, et nous allons nous contenter de la preuve de son existence. Pour

La construction explicite du champ (Hn IM*) dans R

n suffisamment grand, il existe un plongement de Q4 dans Rm'4 qui envoie M4

(1) Une telle 2-sphére n'existe pas ; cf. l'article IV et les commentaires (N.d.T.)
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n+4 .. e . 3 4 3 . e
dans R , qui identifie canoniquement les tores T~ < Q" et 'I‘o (en identifiant
les pomts de T3 et ’I‘3 ayant les mémes coordonnées a1 , &2 , a3) , et pour
lequel les n-plans normaux a Q4 aux points du tore T0 tombent dans Rn+3 .
T2
(Gn | M4) sur M* . En modifiant, s 'il le fadt, le signe de 1'un des vecteurs de ce

Comme
est un 2-cycle caractéristique de la variété Q4 , il existe un champ de repéres

champ, on obtient que son bord G | TO) soit oriente’ de la méme maniére que le

champ (Hgl Tg) , eten comparant GO \ TO) et (H 0 TO) on obtient une applica-
tion ¢ du tore TO dans la \agxete L n des rotatlons de 1'espace euclidien de dimen-
sion n . Aucun des champs Gn et Hg ne s'étend sur E.4 , et pour les deux, le
tore T2 est un cycle caractéristique (cf. n°® 3 et n®4 a)). Comme le groupe fondamen-
tal de I" a deux éléments, cela entraine que 1'application ¢ est homotopiquement
triviale sur le cercle C3 Enenlevant E4 et en recollant a M a sa place le produit
~d'un 2-tore et d'un 2- cb.sque de maniere a ce que ce soit g1 ou 4;2 qui devienne
homologue a 0 , nous voyvons que ¢ est homotopiquement triviale également sur ces
cercles. Elle est de plus homologiquement triviale en dimension 3 ce qui découle de
la nullité de X22(Q4) (cf. n° 4, b)). Mais toute application d'un 3-tore homologi-
quement triviale en dimension 1 et 3 est homotopiquement triviale. Il en est ainsi
de (,9 et on peut donc obtenir le champ (H | To) par detormatlon du champ

(G i TO) Le champ de reperes (H | M ) de bord (H | TO) qu'on cherche s'obtient

en prolongeant cette déformation en une déformation du champ (G | M



II. CLASSIFICATION DES APPLICATIONS DE LA (n+3)-SPHERE

DANS LA n-SPHERE

1. Considérations préliminaires.

Dans ce travail, nous utilisons la méthode de Pontriaguine de r'édqction de
problémes homotopiques a des problémes de champ de repéres (15) . On s'appuie
sur les définitions dun®2 demanote [ I j. Les classes d'homotopie des applica-

tions sont notées de la méme maniére que les applications elles-mémes. Fixons une

- base e1,...,ep de R" et soient ngﬂ le sous-espace de RC engendré par
TR e et Sg la sphér‘e—unité de Rlsﬂ . Les classes d'applications engendrées

k
0 H
sphériques et engendrent le sous-orroupe sphérique 7 ('Sn de 7 (Sn) Le groupe

par les champs de repéres F‘ lM cRF, r=n+k, ol \/ik S sont appelées

ng(s“) est canoniquement un groupe quotient du groupe nk(ln) , k-eme groupe d'homo-
topie de la variété I‘ des matrices orthogonales d'ordre n de déterminant +1 . En
effet, soient ¢ une appllCathI‘l de Sg dans l' , n(a) le vecteur normal unitaire
ex*drieur a Sls dans Rg"' au point a € SO , F (a) le repere-image du repere
{n(a)’ek+2""’ek+n e } par la matrice ¢(a) et f 1'application de s' dans s"
engendrée par le champ (F lS ) . Laclassede ¢ détermine cellede f etl'on

écrit £=Dg . Alors D est un homomorphisme surjectif de nk(I"n) dans NS(Sn) .

La variété I‘ admet un plongement canonique I dans T N+ : la matrice

1 . .
llyijll L(lly, H) est définie par )’J Vi Yine1 7n+1’j=0 i,i=1,...,n);
7;1 +1,n41 = =1. Ce plongement est relié a l'opérateur de suspension de Freudenthal
(31 par ED=DI . Enparticulier, En (s e, 1(s““"‘)

Passant au cas k = 3 , nous allons considérer les points x € R4 comme quater-
nions ayant e e2 , e3 » &, pour unités et noter xy et (x,y) respectivement le
produit et le produit scalaire de deux quaternions x , y . Le groupe 173 (f3) est
cyclique libre engendré par la classe de 1'application ?3 définie par
<p3 = ny @I, ¥ l_] (ael_ﬂa ! J*_1) (a€ Sg ; i, 3=1,2,3) . Le groupe

(53) est cyclique engendré par t3 = D¢3 . La classe f3 a été étudiée par
Blal;ers et Massey [1]. Il découle de leurs résultats que f3 n'est pas divisible par
2 et que l'ordre du groupe 1r6(S3 ) est pair. On sait également que cet ordre est

divisible par 3 [16} . Le groupe 173(1"4) est la somme directe de deux de ses sous-

6
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groupes cycliques libres ayant pour générateurs ¢ 4 Y 4 définis par © 4 = I‘P 3.7
ty(a) = lly; (a N, ¥ lJ( a) = (ae; e) (a € 5(3) ; i, 3=1,2,3,4) . Le groupe vg(s‘*) est
la somme de deux de ses. sous-groupes cycliques engendrés par f =D 4= Ef

et
gy = Dg 4 On voit alsement que g, est la classe de 1! apphcatlon de Hopf de 357
dans S (51, de sorte c,ue le sous-oroupe {g 4} est libre, et on sait que E est
une injection du groupe né(S ) dans 117(5 ) et quele groupe 177(54) est somme
directe des sous-groupes En6(53) et {g4} (7. Ainsi, 177(54) est somme directe
des sous-groupes Eng(S3) et {g 4} . Le groupe TIB(In) , N=5, estcyclique
libre engendré par b, = -4 by - Le groupe g+3(5“) , n25, estcyclique de géné-
rateur g = D ¥y E““4 g, » eton sait (3. que E est un isomorphisme de nn+3(sn)
sur 7 (S“‘”) pour n=5 . Enfin, le noyau de 1'homomorphisme I de = (I‘ ) dans
15(1"5) est cyccl)lque de générateur X 4= Py " 24 4 et il s'avere que le sous-croupe
cyclique de = (S ) engendré par h =Dy, 4= f -2g 4 est le noyau de 1'homomorphis-
me E sur le groupe 1r7(S4) tout entler On salt gue ce noyau est cyclique et on a
déterminé, en des termes différents des nétres, un générateur h de ce noyau [18] .
Nous utiliserons le fait que l'invariant de Hopf y(h) =¥2 . Notons que y (h 4.) =
=y (t,) - 27(g4) =-2 . Comme Eh, =EDx, = DIx, =0, ona : h, € {(n},

4
- - o+ -t
h4—Ah, 7(h4)-/\7(h), A=X1 et h4- h.

2. Enoncé des principaux résultats.

Le groupe 176( 3 ) est cyclique d'ordre 6 et engendré par f3 . Le groupe
1r_(S ) est somme directe du sous-groupe d'ordre 6 engendré par f et du sous-
groupe cychque hbre engendré par g 4 Le groupe = +3(Sn) pour n,25 est cycli-

que d'ordre 12 de crenerateur g, - Enparticulier, ™ (Sn) (s™ (n=3).

n+3
En vertu de ce qui a été dit dans le n° 1, il suffit de prouver que :

n 0 n, .
a) pour n grand, ﬂn+3(5 ) = Tfn+3(5) ;

b) pour n grand, 12¢g = 0.

11 découle des résultats de L..S. Pontriaguine [15] que, dans toute classe d'ap-
plications de ST dans s" , il en est une qui est engendrée par un champ
(F ]x\l )< RF et que tout champ (F \M )< RF qui engendre une application homotope
a zéro, est le bord d'un champ (F Mk”) défini dans le demi-espace RP+1 (de bord

R ) de l'espace Rr'H

. llen decoule aisément que les affirmations a) et b) sont
équivalentes aux affirmations :

a') pour n grand et tout champ (FnlMB) c R" tel que Mo Sg =y,
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il existe un champ (Gp |M ) R1 de bor'd (Fy l MB) + (Fgl 5(3)) comrposé du champ
(F‘nl N13) et d'un certain champ (F |SO)

b') il existe dans R1+4 un champ (Hn|N4) de bord (Hglsg) construit

selon le schéma du n°® 1 a partir d'une application de la classe 12y n

3. Construction du champ (Gn| M4)

Soit M[;' une variété orientée dont le bord Mi est difféomorphe a M ; on peut

prouver qu'une telle variété existe pour toute variété orientée close M3 . Plongeons

M‘: dans Rn+4 de telle maniere que le bord M? coincide avec M3 et que les plans
normaux a M4 aux points de ce bord tomoent dans Rn+3 , et essayons de prolonger

3.0 4 | 4 2 2, 4
Fn de M~ a M1 tout entier. Nous obtiendrons dans M1 une classe z" =1z (M1)
d'homologie (absolue) modulo 2 dont chaque cycle peut étre réalisé comme cycle
4
1

est close (le bord M

dans Rn+4 satis-

. . . 2’ 7 - . F Ld 4
faisant aux conditions énoncées. Si la variéte M1 %

alors zZ(M‘;') est simplement la 2-classe caractéristique homologique {17}(20].

caractéristique. Cette classe ne dépend pas du plongement de M
est vide),

Nous allons montrer qu*il existe un M: avec z2 =0 . Le champ F‘n pour une telle

variété M‘: peut étre étendu en un champ Gn défini sur M‘:

voisinage sphérique V4 d'un point. Posons M = Md{ - V4 et plongeons M4 dans

. 1
Rn+4 de maniére a ce que M4 tombe dans Rn"'4 ; son bord M3 + 53 o S3 est
+S3 et les plans normaux a M

dans le complément du

17 1
le bord du disque V4 , coincide avec \43 1 aux points

n+3

de ce bord tombent dans R Nous obtenons le champ voulu (G | M )

Prenons d'abord un M‘]" connexe arbitraire.. On peut rendre nul le premier

groupe d'homologie de M‘: ‘par exemple en enlevant les voisinages d'un ensemble de
chemins fermés a l'intérieur de M;‘ formant une base de ce groupe, et en les rempla-
¢ant par des produits de 2-sphéres et de 2-disques. On peut considérer alors la

classe z2 comme réduction modulo 2 d'une classe d'homologie entiére 22 . Nous

22)

allons montrer que le nombpe d'auto-intersection i(Z de la classe Z.2 peut

étre rendu nul. Soient Q le plan projectif complexe orienté, Q4 le complément du

1
voisinage sphérique d'un de ses points, Q2 une droite projective orientée dans Q‘;'

et 2‘2 , 02 les classes d'homologie entiere et d'homologie modulo 2 qu'elle définit.
Choisissons une orientation de Mi ,

enlevons de M‘: le voisinage sphérique de 1'un
de ses points et recollons a sa place Q4 en prenant soin d'accorder les orientations.

Nous obtenons une nouvelle variété M‘% du type de \/i My et on déduit facilement, du fait

que 02 est la 2-classe caractéristique de la variété Q4 , que
22 = 22 + 0%

M 1) + 0 Cette classe est la réduction modulo 2 de la classe entiére



Z =2Z°+4°, etona :

(22,23 = 123,29 +i2459) - 12329,
ou le signe dépend de 1'orientation de Q* . En répetant cette opération un nombre
suffisant de fois et en choisissant une orientation convenable de Q4 , On obtient une
variété M‘; et une classe Z2 telles que i(ZZ,Z )=0.

Soit P2 une surface orientée close a 1l'intérieur de M:
(cf. (207, §23). Comme 1(22,22) =0, un voisinage u* de P
un produit de p2 par un 2-disque (cf. (20], §18). Plongeons P

qui représente 22

2 se décompose en

2 dans R3 c R4
comme sphere avec anses et faisons de R4 une sphere S4 en lui ajoutant un point.
Soit E4 un voisinage de P2 dans R4 et ¢ le difféomorphisme naturel entre U4 et
E4 . Prenons dans S4 - E4 un cercle enlacé avec F’2 , enlevons un voisinage de ce
cercle et, apreés avoir recollé a sa place le produit d'une 2-sphére et d' un 2-disque

de maniére a tranformer 54 en un produit P4 de deux 2-spheres, recollons
Mi-u* et PY-E :

M‘} . Etendons Fn sur M‘: - U4 et construisons un champ de reperes quelconque
sur P4 - E.4 ayant la méme orientation. Soient Cl yaes ,C1 ; C?, v ,Ci des bases
de 1'homologie du bord P3 4 4 a3’

de P" - E" telles que 1(c}x,c§) =6
ng y oo ,C; ! ! sur lesquels les deux champs obtenus

3 1l'aide de § . On obtient une nouvelle variété M. du type de

et soiz=nt

ceux des chemins C_,...,C
q 1 p

ne sont pas homotopes. A l'intérieur de P4 - E‘.4, prenons une sphere 272 homologue

(dans P4 - E.4) au cycle CZ1 + ...+ Ci ; enlevons un voisinage de 22 (produit

q
de 22 par un 2-disque) et recollons le méme voisinage d'une maniére homotopiqueme!

différente (cf. I, n°4). Alors M

1 Se transforme en une variété du type de M4

pour
5 1
laquelle z©=0 .

Notons pour la suite que, dans le cas ou M‘;' est close, les opérations précédente
la transforment en une variété qui avec M‘: borde une variété orientée de dimension 5

Donc, si la classe caractéristique zZ(M‘%) d'une variété close M4 est la réduction

1
modulo 2 d'une classe entiere 22 telle que i(Zz,Zz) =0, alors il existe une

variété close NL} , telle que zZ(N:) =0, et quiborde avec M4 une variété orientée

1
de dimension 5 .

4. Construction du champ (HnlN4) .

Nous allons montrer qu'il existe une variété close orientée N‘: dont la 2-classe

caractéristique 22 est nulle et dont le nombre caractéristique de Pontriaguine X22

(1) Une telle 2-sphére n'existe pas ; cf. 1'article IV et les commentaires (N.d. T.)
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([1230137)) est t24 (ﬂ. Pour tout plongement d'une telle variété aans Rn+4 on
peut construire un champ de reperes Hn def.lm sur le complément d'un voxsmage sphé-

rique V4 d'un de ses pomts Posons 1\ _N1 - V4 et plongeons N dans Rm4

n+4 3
1
sphere Sg et les plans normaux a N‘% aux points de ce bord tombent dans R

de maniére a ce que N tombe dans R ; son bord orienté S comc1de avec la

n+3

Nous obtenons le champ voulu (H n |N4) . Le fait que son bord lSO) correspond

3

selon le schéma du n° 1 a une application de SO dans J."n de la classe 12 Yy dé-

coule de ce que X22 =124 . En effet, on peut voir par un calcul que la multiplicité,

au sens de Pontriaguine {13], de la singularité de type X2 4.
le champ construit sur Sé selon le schéma du n® 1 a partir d'une application de S

5 qu'a au centre de V

3
0

" dans .Fn de la classe A g n est ¥ 2A, et dans notre cas cette multiplicité est X22.
Soit Qg le plan projectif complexe orienté percé de 9 trous sphériques et

soient Q‘J‘. (3=1,...,9) des plans projectifs complexes percés d'un trou sphérique

et ayant 1'orientation opposée. Recollons Qg, e ,Qg en accordant les orientations

en une variété close M‘: et notons E? (j=0,1,...,9) laclasse d'homologie entiére

d'une droite projective dans Q‘; . Posons 22 =3 Zg + 23 + ...+ 2‘; . La classe

22 réduite modulo 2: est la classe caractéristique 22 de la variété m? et

:
i(z4,29 = 91(zg,zg)+i(z:f,zf)+...ﬂ(z 29) +(9-1-...-1) = 0.

Donc (cf. la fin du n° 3), il existe une variété close N‘: telle que zz(N‘;') =0 et
qui borde avec M‘: une variété orientée de dimension 5. Cette derniere propriété
entraine que XZZ(N ) = X22(M ) (cf. {12, théoréme 3) alors que X22(M ) = +24

(cf. (131, §3, E). Ainsi, 22(N4) =0 et X (\I) = %24

1 22

5. Remarques.

Les techniques de ce travail permettent de démontrer facilement que
X22(M4) = 0 (mod 3) pour toute variété close orientée M+ et que, si 22(M4) =0,

on a X22(M4) = 0 (mod 24)

(t) Le lien entre 1'existence d'une variété de dimension 4 telle que 22 =0, mais

n+3

X22 # 0, etl'étude des applications de S dans S" a été indiqué par

Pontriaguine [12] .



OI. TOUTE VARIETE DE DIMENSION 3 BORDE UNE VARIETE DE DIMENSION 4

1. Enoncé du résultat.

Par variété, on entend dans cet article, une variété lisse compacte, avec ou sans
bord. On dit qu'une variété Mk borde si elle est difféomorphe au bord d'une variété
k+1
M

variété close de dimension 3 borde. Ce théoréme peut étre appliqué a la classifica-

, orientable si Mk est orientable. Le résultat de cet article es;c que toute

tion des applications d'une (n+3)-sphére dans une n-sphére (cf. II, n® 3) et a été
conjecturé (dans le cas orientable) par L.S. Pontriaguine (125 .
Nous ne considererons que le cas orientable. Par la suite, la variété M3 est

supposée connexe.

2. Plan de la démonstration.

Le point de départ est le fait suivant :

3 3

A. Si une variété orientable close M~ peut étre plongée dans R’ , alors M’ borde.

Pour déduire de ce lemme le théoreme général, nous allons définir deux opérations

0 . et 02 qui transforment les variétés orientables closes en des variétés du méme

type et qui possedent les propriétés suivantes :
3

B. Toute variété orientable close M~ peut étre transformée par un nombre fini

d'opérations C51 et 02 en une variété qui se plonge dans R .

1]
C. Sil'une des variétés 01(M3 ) ou 02(1\/13 ) borde, il en est de méme pour M.

3. Définition des opérations O, et O
3

5
avec les coordonnées différentiables «, ¢, 7,

ou « est la coordonnée cyclique et £ 2 + n2 < 1. On retirel'intérieur de K eton

transforme le tore gz + n2 = 1 qui borde maintenant la variété en une bouteille de Klein

3

Soit K un tore solide dans M

en identifiant les points («,£,n) et (a+7,&,-n) . Alors M
01(M3) .

Soient K' et K" deux tores solides disjoints ayant des systemes de coordonnées
(a,€,n) du type précédent et qui induisent des orientations opposées dans M3 . On
retire les intérieurs de K' et K" et on identifie les tores 52 + n2 = 1 en identifiant

2).

est transformée en

les points ayant les mémes coordonnées («, & ,n) . Alors MB est transformée en O2

11
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4. Démonstration du lemme B.

Un point x € M est dit point multiple d'une application f de l'ensemble M, s'il
existe un point y € M tel que y #x, mais £(y) =f(x) . S'il n'existe qu'un seul y

qui a cette propr‘iéfé, on dit que x est un point double. Il découls des résultats de

3 5

Whitney (21] qu'il existe une application lisse f de M” dans R” qui a les proprié-

tés suivantes :
a) le rang de f en chaque point de I\/13 est égal a 3 ;
b) tous les points multiples de f sont des points doubles et sont dlsposes sur des

courbes lisses disjointes closes C1 ,C2, ces ,Cp C1 ,C1 ,C2,C . ,C ,C de telle
maniére que C, recouvre deux fois f(Ci) (i=1,...,p) et f(CJ.) = f(C&) G=1,..,9 ;

c) les plans de dimension 3 tangents a f(M3 ) au point f(x) =f(y) (x#y) ontune
_ intersection de dimension 1 pour tout point double x € M3 .

t 1] 1 n
Soient Ki’ KJ., KJ. des voisinages toriques des courbes Ci’ Cj’ Cj dans M3
ayant des coordonnées (a,& ,n) (cf. n®3). En retirant les intérieurs des tores
5

K KJ KJ , on a un plongement de la variété EIB a bord, ainsi obtenue, dans R

_ 51 1'on effectue sur le bord de \/13 les identifications décrites dans le n® 3 pour chaque
i et chaque j, on obtlent une variété close N3 qui est le résultat de 1'application

a M3 de p opérations du type O 1 et de q opérations du type 02 . Les ldentlﬁca—
tions correspondantes sur le bord de f(Vl3 ) peuvent étre effectuées dans R’ , et
nous obtenons ainsi un plongement de N3 dans R’

5. Démonstration du lemme C.

Supposons que M? =0 ( 13 ) est le bord d'une variété orientée M‘: . Dans le tore
£ +n2 = 1 dans MB , on pose £ =cosB, n=sin3 etl'on considere que a et 3
sont les coordonnées de l'a surface B2 (bouteille de Klein) liées par la relation
(«,8) = (e+m,-3) . On inclut ce systéme de coordonnées dans un systéme de coordon-
nées différentiables a, 8, s (-1=<s=<1; « et8 cycliques comme précedemment)
définies dans un voisinage fermé _,UB de B2 ?
(e¢,B,s) =(a+m,-8,-5) , et telles que B% soit définie dans U par 1'équation
s = 0 . Il existe un voisinage de M':' dans M‘: difféomorphe au produit de M?
segment. En conséquence, on peut inclure le systéme de coordonnées «, B, s dans

dans M7 et liées par la relation

par un

un systéme de coordonndes différentiables «, 8, s,t (-1st=<1; ¢, B cycliques ;

-1=< s < 1) définies dans un voisinage fermé V4 de 82 dans M‘:
relations (,8,s,t) = (a+7,-8,-5,t) et de telle maniére que U3 soit défini dans V
par l'équation t =1 et donc que 82 soit définie par les équations s=0, t =1.

Soit W4 la partie de V4 ou s?‘ +t2$ 1 et soit F’3 le bord de W4 : 52 +t2 =1.

et liées par la
4
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On pose dans W4 , s=psiny , t=pcosy etl'onconsidere @, 8,y comme
étant des coordonnées dans P2 lices par la relation (o,8,y) = (ax+7,-8,-v) ;
B2 4 et on la recolle d'une maniére

1
différente en utilisant le difféomorphisme o =a , B8' =y, ¥' =8 de son bord P3 .

est alors définie par ¥ =0 . On retire w4 de M

Alors M‘: se' transforme en une variété orientable Mg (ayant le m&me bord” M?) et
82 est définie dans P3 par l'équation 8 =0 . Dans W4 , cette équation définit une
variété Q

3 de bord 82 ; en découpant M4 le long de 03 , on obtient une variété

orientable de dimension 4 dont le bord est cziif.féomor'phe a M3 .
" Dans le cas ou c'est 02(M3 ) qui borde, la démonstration est analogue. La seule

différence est dans le fait que c'est dans un voisinage d'un tore T2 (et non d'une

bouteille de Klein 52) qu'on introduit les coordonnées a«, 8, s et t, et deplus

celles-ci ne sont liées par aucune relation.

6. Démonstration du lemme A.

Kneser [8] a donné une méthode qui permet, par éliminations successives des
singularités, de transformer un k-cycle dans une variété combinatoire de dimension

k+1 en une variété de dimension k qui lui est homologue. Cette méthode, légérement

modifiée, permet également de transformer une membrane dans Rk+2 dont le bord est

k+2 k+1

une variété orientable Mk plongée dans R en une variété orientable M de

bord Mk . Ceci a un sens combinatoire. En particulier, Mk est un sous-complexe

de Rk+2 et Mk'H est un sous-complexe d'une subdivision du complexe Rk+2 . Dans

ce sens combinatoire, on peut donc dire qu'une variété orientable close Mk dans

Rk+2 borde une variété orientable MkH .

Si maintenant on a un plongement lisse d'une variété orientable Iv13 dans Rs ,
3

] ; construisons ensuite

nous le remplagons par,un plongement combinatoire proche M
une variété orientable M‘: de bord M? et introduisons sur M‘% une structure diffé-
rentiable [2] . Cette derniere peut &tre choisie de manidre & ce qu'elle induise

sur le bord la structure différentiable initiale.



IV. NOUVEAUX RESULTATS DANS LA THEORIE

DES VARIETES DE DIMENSION 4

On sait que toute surface close orientée est le bord d'une variété orientée de

dimension 3 . Dans ma note III, il est démontré que toute variété close orientée de
dimension 3 est le bord d'une variété orientée de dimension 4 . Le théoréme analogue
pour les variétés orientées de dimension 4 est faux ; par exemple, le plan projectif
complexe ne peut étre un bord. Dans cette note, on donne une condition homologique
nécessaire et suffisante pour qu'une variété close orientée de dimension 4 puisse étre
le bord d'une variété orientée de dimension 5. Il s'avéere que toute variété close
» orientée de dimension 4 devient un bord apres qu'on lui ait ajouté un certain nombre
de plans projectifs complexes convenablement orientés. A l'aide de ce résultat, on
arrive 3 exprimer le nombre caractéristique de Pontriaguine ([12], [13]) en fonction
des invariants homologiques de la variété. Des résultats analogues sont obtenus pour
les variétés non-orientébs. De plus, a partir des résultats de cette note, on corrige
1'erreur contenue dans mes notes I et I consacrées au calcul du (n+3)-&me groupe

d'homotopie de la n-sphere.

1. Définitions.

Par variété, nous entendrons une variété lisse compacte, avec ou sans bord. Pour

s 7 7 : Id k k ~ s 7 7’ . . 3
toute variété orientée M , onnote -M la méme variété munie de 1'orientation

opposée, et a toute paire Mk , Nk

de variétés orientdes, on associe leur somme

k k .. .. k k . k Kk k k
M+ N" (réunion disjointeade M et N') etleur différence M -N =M + (-N") .
Convenons de dire qu'une variété orientée 1\1k borde ou encore qu'elle est homologue
a zéro, et de noter Mk ~ 0, s'il existe un difféomorphisme préservant 1'orientation
entre Mk et le bord d'une variété orientée ;\xk'r1 . Convenons ensuite de dire que

deux variétés closes orientées Mk et Nk sont homologues, et de noter Mk ~ Nk ,

lorsque Mk - Nk ~ 0 . En vertu de ces définitions, les variétés closes orientées de
dimension k se répartissent en classes d'homologie et ces classes forment un groupe
additif, le k-eme groupe d'homologie, que nous allons noter ok . Des considérations
élémentaires montrent que les groupes DT et 32 sont nuls, alors que le résultat de

ma note I affirme la nullité de 523 .

Le groupe o n'est pas nul et il contient méme un sous-groupe cyclique infini.

En effet, soient F’4 le plan projectif complexe muni de son orientation naturelle,

14
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s un nombre entier et 5P4 la variété composée de s exemplaires (disjoints) de la
variété P4 , si s20, oude -s exemplaires de la variété -P4 , Si s<0. Le
~ombre caractéristique de Pontriaguine de sp* est 3s (cf. [13], §3, E), alors
qu'il est nul pour toute variété homologue & zéro (cf. (12], théoréme 3). Les variétés
51?4 sont donc deux a deux non homologues. |

Soit M4 une variété close orientée arbitraire de dimension 4. Notons B le
second groupe d'homologie réduit de M4 et (x,y), x,y€ B, lenombre d'inter-
section des classes d'homologie x et y . Alors (x,x) estune forme quadratique
entiére . a discriminant * 1 définie sur le réseau B ‘. La signature de cette forme
sera appelée signature de la variété M4 et notée ¢ (M4) .‘ Il est clair que
o (-M4) =-0 (M4) .

2. Principaux résultats.

‘ o 4 o . o
Une variété close orientée M de dimension 4 borde si et seulement si sa signa-

ture 0 =0 (M4) est nulle. Dans le cas général, 1\14 est homologue a la variété ¢ P4 .

Ainsi, le groupe d'homologie 34 en dimension 4 est un groupe cyclique libre engendré

par la classe d’homqlogie du plan projectif complexe P4 . Le nombre caractéristique
de la variété est donné par

x22 (314) =3 c(M4) .

Ces théoreme sont des conséquences directes des 5 lemmes suivants

de Pontriaguine X

22

a) Pour tout M4 , il existe un s tel que M4~ sP4 ;

4 4
)

b) Si M¥~NY, alors o (MY) = o (n

c) c(sP4) =5 ;

o4 4 A o L
d) Si M ~ N, alors XZZ(M) = }\22(1\) ;

4
ZZ(SP ) = 3s. .
Les propositions d) et e), déja citées, appartiennent & Pontriaguine. Le lemme b)

e) X

est démontré a 1' aide des théoremes de dualité classiques. Le lemmec) est évident.
La difficulté principale réside dans la démonstration du lemme a). Elle se déroule de

la maniere suivante. Il est facile de démontrer que, la variété M4 étant donnéde, il
4
1
trivial et qui admet un plongement dans 1'espace euclidien R

existe une variété connexe M, qui lui est homologue, dont le groupe fondamental est

7 . Dans R7 , on peut

toujours construire sur M? un champ de vecteurs normaux dont les points singuliers

sont isolés et sont d'indice ¥ 1. En enlevant des voisinages sphériques des points
singuliers et en les remplagant par des plans projectifs complexes troués de la méme
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. . 4 . .
maniere, on transforme M‘;' en une variétée M2 c R7 sur laquelle il existe un champ
- . ) . : 4 )
de vecteurs normaux sans point singulier. Il est clair que M ~ M; + mP4 , ou m est

7 7

un nombre entier. Soit S’ la sphere obtenue en ajoutant un point a R’ et soient L7
7 b

le complément d'un voisinage régulier de Mg dans S’ et l_JD le générateur du groupe

7

d'homologie entiére relative de L’ en.dimension 5 choisi en accord avec 1'orientation
gL { :

de la variété M; . 11 se trouve que parmi les cycles relatifs de la clasée U5 , on
peut trouver une variété dont le bord est homologue, au sens du n® 1, ala variété
M; - nF’4 , Ou n estun nombre entier. Donc Mg ~ nP4 et M4 ~ Mg+m P4 ~ (m-*-n)-P4 .
Remargue. Notre connaissance des groupes d'homologie Dk pour k > 4 se réduit
pour l'essentiel, a ce que l'on sait des nombres et des résidus caractéristiques de
Pontriaguine ([12], [131). Comme les nombres et les résidus caractéristiques de
la somme de deux variétés sont la somme des nombres et des résidus caractéristiques
des deux variétés, et que ces nombres et résidus sont nuls pour une variété homologue
a zéro (cf. [12], théoréme 3), chaque nombre caractéristique en dimension k définit
un homomorphisme du groupe Qk dans le groupe des entiers, alors que chaque résidu
caractéristique définit un homomorphisme dans le groupe des entiers modulo 2. A
1'exception de la caractéristique d' Euler (qu'il convient de considérer ici comme
résidu) et du nombre caractéristique X22 de dimension 4 trouvé dans le présent
travail, aucun de ces invariants n'a été calculé. Seules les variétés de dimension
divisible par 4 ont des nombres caractéristiques (cf. (12], 86, D). Il est intéres-
sant de noter que la définition de la signature donnée ci-dessus pour les variétés de
dimension 4 admet également une généralisation aux variétés de dimension divisible
par 4 (il faut alors entendre par B le (k2)-éme groupe d'homologie réduit de la
variété Mk) , et que la signature d'une telle variété est nulle, si la variété borde.

|
3. Le cas non-orienté.

Négligeons maintenant les orientations et considérons les variétés closes de
dimension k qu'elles soient orientables ou pas. Si la variété Mk est difféomorphe
au bord d'une variété Mk'i'1 (orientable ou non orientable), nous allons dire que Mk
est homologue a zéro modulo 2 et écrire Mk ~ 0 (mod 2) . A toute paire de variétés
Mk , x\-'k correspond leur somme Mk + Nk , etondira que I\rlk

et Nk sont homologues
modulo 2 , et on écrira M~ N¥ (

mod 2) , si cette somme est homologue & zéro
modulo 2 . Les classes d'homologie modulo 2 des variétés closes de dimension k
forment un groupe additif, le k-éme groupe d'homologie modulo 2 , que nous allons
noter nk . Tous les éléments non nuls du groupe hk sont évidemment d'ordre 2 .
Des considérations élémentaires montrent que le groupe h1 est nul, alors que le
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groupe h2 a deux éléments (son générateur est la classe du plan projectif réel P2
si la caractéristique d'Euler d'une variété M2 est paire, M2 ~ 0 (mod 2) , sinon

M2 ~ p? (mod 2)). Il découle des résultats de ma note Il que le groupe n
Il s'avére que le groupe h4 a deux éléments(ﬂ

est nul.
et qu'il est engendré par la classe du

plan orojectif complexe P4 . Une variété close M* est homologue a zéro modulo 2

si et seulemant si sa caractéristique d' Euier' est paire. Si elle est impaire,
M* ~ P* (mod 2) .

4.. Le (n+3)-éme groupe d'homotopie de la n-sphére.

Au calcul de ce groupe sont consacrées mes notes I et II. Elles contiennent une
erreur qui a conduit a des résultats incorrects. Cette erreur sera maintenant corrigée.
Nous utiliserons les notations ﬂr(Sn) , NI?(Sn) » f (n=3) et g, (n=4) dela
note II et la notation h n (n=22) delanotel . Dans I, on affirme que hn =0 pour
n >3 . En réalité, la classe hn n'est nulle pour aucune valeur de n . La preuve
s'appuie sur les résultats de la présente note. En effet, on peut prouver par les
méthodes de la note I que hn =0 (n23) est équivalent a 1'existence d'une variété

close orientée Q4 ayant les deux propriétés suivantes (cf. I, n° 4)

a) Il existe dans Q4 un tore lisse T2 qui d'une part a un voisinage E4 décom-
posable en un produit de T2 et d'un 2-disque, et qui d'autre part est un 2-cycle
car‘actéristiqué de la variété Q4 et le reste si on enléeve E4 de Q4 et on le replace

d'une maniére (lisse) différente ;
4
) X, = 0.

‘D'apres les résultats de la présente note, la condition b) est équivalente a 1'affir-
mation que la variété Q4 borde, et on peut démontrer que ceci contredit la condition a).
L'erreur de la note I ’apparaft dans le n° 4 a 1'endroit ol intervient la sphere =2 . En
réalité, il n'existe pas de sphere 32 ayant les propriétés annoncées. Cette erreur
est répétée dans la note II (n° 3, paragraphe 3) ou elle a entrainé 1'affirmation
erronnée 12 g, = 0. En re’alité, la construction décrite au n°® 4 de II, conduit a 1'éga-
lité 12g =h_(#0) . Comme 2h =0, ona 24g =0. L'égalité =_(s% = ng+3(S4)
prouvée au n° 3 de I reste vraie (dans sa démonstration, au lieu d'appliquer implici-
tement 1'égalité hn =0, il convient d'utiliser 1'égalité h n= 12 gn) . Donc, les
générateurs des groupes m n+3(Sn) (n =23) sont correctement indiqués dans II , mais
leurs ordres sont en réalité deux fois plus grands :

1:'6(53 ) est un groupe cyclique d'ordre 12 de générateur f3 , le groupe

T (S4) est somme directe de son sous-groupe cyclique d'ordre 12 engendré par t4

7

(4) Ceci est faux ; cf. les commentaires (N.d.T.)
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. . , 4
et du sous-groupe cyclique libre engendré par g 47 le groupe ﬂn+3(S ) pour n=5

est cyclique d'ordre 24 et est engendré par g, -

5. Une relation entre les cycles caractéristiques.

Nous avons identifié 1'ordre de 1'élément g comme étant la, m01t1e de la valeur
mlmmale que peut prendre "le nombre caractemsthue X22 d'une variété orientée M4
de dimension 4 dont la classe caractéristique z (M ) de dimension 2 est nulle
(cf. II, n° 4). Comme cette valeur minimale du nombre X22 est48 ; ona :

22(1\1 ) = 0(mod 48) et o (M4) = 0 (mod 16) pour toute variété MY telle que

22MY =0 (cf. I, 0 5).

Ce théoréme a une application intéressante. Whitehead [19] et Pontriaguine [14]
ont démontré que le type d'homotopie d'une variété close M4 connexe et simplement
connexe est déterminé par le type arithmétique de la forme quadratique (x,x) (cf. n® 1).
Cependant, la question de 1'existence d'une variété dont la forme (x,x) a le type
arithmétique donné (étant entendu, bien sdr, qu'on se limite aux formes entiéres de
discriminant +1), restait ouverte. Nous pouvons donner une réponse négative a cette
question. Par exemplée, la forme (x,x) ne peut pas étre définie positive, de rang 8
de discriminant +1 et ne prendre que des valeurs paires (une telle forme a été cons-
truite par A. Korkine et G. Zolotareff (9]). En effet, si la forme (x,x) d'une
variété M* simplement connexe ne prend que des valeurs paires, alors 22(M4) =0
(cf. {22]) et par conséquent ¢ (M4) = 0 (mod 16) , donc o (M4) #8.

T Dans leur note [10], Massey et Whitehead affirment également que h £0
(n=3) et que les groupes rr6(S ) et L 3(S ) (n=5) sont respectivement d'ordre
12 et 24 (la structure exacte des groupes nn+3(s ) n'est pas déterminée dans [10]).
A la lecture’de la note, on voit que ces résultats sont obtenus par des méthodes complesr

tement différentes des miennes.



(1]
(2]
(3]

(4]

(10]

{11]

(12]
(131

(14]
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COMMENTAIRES SUR LES QUATRE ARTICLES PRECEDENTS DE V.A.ROHLIN

par

Lucien GUILLOU et Alexis MARIN

A la fin des années 40, Pontriaguine ramene le calcul des groupes "n+i(sn)
4 des problémes de cobordisme pour des variétés de dimension i dans S™* munis
de trivialisations de leur fibré normal. Il obtient ainsi ﬂm—i(sn) pour 0=i=<2 () .

A sa suite, Rohlin prouve en 1951 que toute variété orientée close de dimension
trois borde et calcule géométriquement le groupe TTn+3(Sn) . Le résultat qu'il donne
est faux (a cause d'une utilisation abusive du lemme de Whitney en dimension quatre).
Mais 1'année suivante, il établit, toujours par des méthodes géométriques, que la
signature réalise un isomorphisme entre le groupe de cobordisme des variétés orientées
closes de dimension quatre et les entiers. Fort de ce résultat, il corrige son calcul
de nn+3(Sn) et obtient le célébre théoreme de Rohlin : la signature d'une variété
close presque parallélisable de dimension quatre est divisible par seize. _

Entre temps le calcul de 1rm_3(Sn) a été effectué par des méthodes de théorie
de 1'homotopie (Serre ; Massey-Whitehead), puis Thom a ramené le calcul des groupes
de cobordisme a celui de groupes d'homotopie d'espaces de Thom qui se calculent a
1'aide de suites spectrales. Des lors, toutes les démonstrations des résultats de
Rohlin ont utilisé ces machines homotopico-algébriques. Ceci est dommage car les
articles de Rohlin n'utilisent que de la géométrie et donnent des démonstrations bien
plus claires et égonomiques de ces résultats. D'autre part, et nous y insistons dans
les commentaires, ces articles résument 1'essentiel des méthodes géométriques utilisées
jusqu'a ces derniéres années en dimension quatre (en fait jusqu'a la révolution Casson-
Freedman-Donaldson : les années 80 !).

Serge Ochanine a traduit du russe les articles de Rohlin, mais méme en fran-
¢ais ces articles restent tres denses et d'un abord difficile. Le but de ces commentai-
res est donc de faciliter au lecteur de 1984 leur lecture en démontrant les affirmations
de Rohlin qui ne semblent pas immédiates.

() Un exposé détaillé de tout cela, pouvant servir d'introduction aux textes de Rohlin,
est : L.S. Pontriaguine, Smooth manifolds and their applications in homotopy theory,
Amer. Math. Soc. Translations, ser. 2, I (1959), 1-114 (traduit de Trudy Inst.
Steklov 45 (1955)) .

21



22

Nous avons écarté un systéme de renvoi en bas de page du texte de Rohlin
pour reprendre les commentaires article par article. Ceci al'inconvénient de nous
obliger souvent a paraphraser le texte original et a étre long ; nous avons cependant
cherché a renvoyer le plus possible en appendice ceux des commentaires dont la
lecture n'est pas indispensable a la compréhension du texte de Rohlin. Nous renvoyons
aux introductions de chaque chapitre pour un résumé de leur contenu.

Nous suggérons au lecteur le chemin suivant : lisez les articles de Rohlin,
si vous avez compris, fermez les commentaires, ils ne vous apporteront rien. Sinon,
lisez les commentaires, puis relisez Rohlin. Vous vous apercevrez que tout y est dit
en 17 pages.

Nous tenons a remercier Vlad Sergiescu, pour, il y a presque dix ans, nous
avoir donné une esquisse de traduction qui nous a permis de comprendre, sans théorie
d'homotopie, le théoreme de Rohlin. Saluons aussi Serge Ochanine pour sa tracuction
précise et Francis Bonahon pour avoir rongé, en bon cobaye, les premieres versions de
ces commentaires. Admirons enfin la belle frappe que Bernadetta Barbichon a donné
des articles et des:commentaires.
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I. SUR LES DEUX PREMIERS ARTICLES

Soit Tg le tore de dimension trois plongé de maniere standard dans 1'espace

euclidien RM3 . Aprés avoir décrit le champ de n-repéres Hg normal a Tg que

Rohlin considere, nous reprenons en'détail la construction d'une variété m* , de bord
Té , plongée dans R?”“ (=R, x R™)
étendrait Hn : c'est la partie géométrique de la premiére note qui se trouve exposée

, et munie d'un champ de repeéeres niormal qui

dans les paragraphes 4 et 5 . Une telle construction conclurait a la nullité de 1'élément

h €
n n+3
Nous rejettons dans 1'appendice A la vérification de 1'affirmation de Rohlin selon

(Sn) obtenu par construction de Pontriaguine sur le champ de repere HS .

laquelle hn est la composée de trois suspendues de 1'application de Hopf. Ceci permet-
tra au lecteur de relire la premiére note et de comprendre la deuxieme note dont les
méthodes géométriques sont analogues.

La faute de la premiére note (en fait, hn est d'ordre 2 !) réside en ce que dans
la construction de M4 on a supposé que la classe d'homologie d'un tore plongé dans une
variété I..4 simplement connexe est représentée par une sphére plongée. Comme la
variété L4 est explicitement donnée, il est tentant de regarder de plus pres ce contre-
exemple au lemme de Whitnéy, c'est ce que nous ferons dans 1'appendice B ol nous
verrons que I..4 s'obtient par chirurgie d'indice zéro sur les anneaux boroméens, le
tore T2 étant la chifurgisée de la fibre de 1'enlacement fibré que constituent les

anneaux boroméens.

L'appendice C- est un rappel des définitions et des propriétés des surfaces

caractéristiques.

Le lecteur aura remarqué que l'exemple fondamental qui intervient dans la
deuxiéme note est la variété M‘; , 1'éclaté d'un plan projectif en neuf points. Nous en
donnerons la description suivante dans 1'appendice D : La variété M‘;' est la réunion

2 D2 trois anses le long

d'un plombage Eg et dela variété obtenue en attachant a T
de trois axes du tore T> = 3(T?xD?)

points comme les points fixes d'un pinceau de cubique, T

"les framing étant -1" . (En choisissant les neuf
2 % D2

cubique lisse du pinceau et les anses proviennent de deux cycles évanescents pour le

est un voisinage d'une

pinceau et d'un diviseur exceptionnel.) Ceci nous permettra de donner une décomposition
analogue des surfaces d'Enriques et des surfaces K3 .

23
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3
0

0

1. LE TORE T, ET LE CHAMP DE REPERES Hn

3

Soit Tg un tore de révolution dans i'espace euclidien ]R3 . Le tore TO est
2 3

le bord d'un tube E autour de T dans RrRY. Un point a de T, est reperé par ses

coordonnées (a1,a2,a3) ou a, € R/21Z , Qg Tg -+ R/27Z est une trivialisation

3

du tube E telle que a;(o) soit le bord d'un collier extérieur a Tg dans R~ et

(oz1 ,a2) provient, via la projection du tube E , 7 : Tg - Tg , du systéme de coor-
donnée paralléle-méridien sur le tore Tg . Pour tout point a de Tg , on désigne par
n(a) le vecteur normal unitaire sortant.

Soit e1 1€ e ner€ 3 la base canonique de Rn+3 (n=2) . On considére

n+3

= {u1 g ,u } le champ de reperes normal a Tg dans R ‘défini par :

u1(a) = n(a) cos(a 1ot 3) &g sm(cz1+oc2+a3)

u2(a) = n(a) sin(a1+a2+a3) + €5 cos(a1+a2+a3)

u. = . <is<n
A e4,; pour 3=i

Rohlin considére ce champ de repéres car il produit par la construction de
Pontriaguine 1'élément h_ de m +3(Sn) représenté par la composition de trois sus-

pendues successives de 1'application de Hopf :

n
E f2 n+2

—_——— g

n-1
E- L ne 2

n+3 S

S

L

hpy
- (ici f2 : 53 s-' s? est 1'application de Hopf et E est la suspension).

Comme la vérification de ce fait est indépendante des arguments géométriques
de Rohlin, - nous la rejettons a 1'appendice A. Nous allons expliquer comme Rohlin

"prouve" que h, est nul, en faisant border au couple (TO,HO) un couple (M ,H ) ou

M4

est une sous-vamete propre du demi-espace R?M (= {(XO’XV'"’xn}E R" lx = 0}
de bord Té , et I—in un champ de repéres normal & M% étendant Hg

Rohlin commence par énoncer, a la fin du §3, la proposition suivante :

PROPOSITION. Pour tout plongement propre ¢ : T2 X D2 - ]R tel que

©(d (T xD )) = O , 1'ame qo(T x 0) est un cycle d'obstrucnon a étendre le champ
0
de repére Hn

Démonstration. Soit @y T2 x 3D2 + Tg la restriction de ¢ au bord. On

peut supposer que 9y conserve 1'orientation. Identifions ’I‘2 2 2 X T1 = Tg

xdD° a T
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le difféomorphisme @ est alors homotope a un difféomorphisme lindaire ¢, - Parla
2 qe (p(’[‘z X D2) de bord
et munie d'un champ de reperes normal {v 'VZ} dans (p(TZ X D2)

construction de Pontriaguine, on obtient une sous-variété M

0¥ x 3D?) dont la

restriction au bord est {Tso1( 6_2_)’ Ttp1(—a—%—)} (t)
110y

) <. 0 N 2 0
Considérons le couple (C’Hn+2) ou C est le cercle <p1(*x dD?) et Ho,o

est le champ de repéres {T‘P1(327‘)r Tcp1(%-2), Ugy oo ,un) . L'3me cp(T2 x 0) est un

~ cycle d'obstruction a étendre le Champ de reperes H_ si et seulement si Hg ne s'étend

pas au-dessus de e ; cela a donc lieu si et seulement si le couple (C,Hg +2) ne

borde pas. Rappelons le lemme de Pontriaguine :

+3

LEMME 1. (C,I-I0 ) est un cercle dans Rr"

muni d'un champ de repéres normal

n+2
Hg+2 , n=1. Soit v, un champ de reperes tangent a C.. Alors, le couple (C,Hg+2)
ne borde pas si et seulement si 1'application f: C - Vn+3 ; f(x) = (v1 ,Hg+2)
représente 1'élément nul de "1(Vn+3) . (v 143 est 1'espace des reperes de Rn+3 , il
est isomorphe & GL(n+3,R).)
Dans le cas un. nous occupe, l'invariant de Pontriaguine de (C ,Hg+2) est la
restriction a gl(*x'a D2) de :
. 3
F: TO - Vn+3
Flay,0,a5) = (T9,(52), Toy(5gm), Toy(ga) Uy e o)
177273 15013’ 16&1’ 16a2' 17°°°""n
Comme ?, est un difféomorphisme linéaire préservant l'orientation, F est homotope
s d d 9
a Fy: Fo(a1,a2,a3) = (aa ySa Sa  Uqpr .,un) . En regardant sur la base

1 2 3
canonique de T3 , on voit que F induit zéro sur le m (*) . Ceci acheve la démons-

H
tration de 1'affirmation du §3.
]

Démonstration du lemme 1.

n+4
L a2 n+4 2 o
fibré normal a M“~ dans Il-‘\’1 est trivial (car il est orientable et M“ a le type

d'homotopie d'un complexe de dimension un). L'obstruction a étendre le champ de
2 (¥Z/2Z carn+2=3).

Soit M2 ‘une surface orientable connexe bordant le cercle C dans R Le

reperes HO, a M
n+

5 est donc un élément Yo de 171(V

n+2)

(1) e couple (iy(* x ap?), {(T“’o(ﬁ;)’ T‘po(%z) }) borde (p(¥xD?), {T‘P(a_i:) , To (aalz)} ),

comme le difféomorphisme ¢ est homotope a €0 le couple

(p,(*xD?), {T¢1('a—§-1), Telgg))) borde (M2, (v, v,}) -

(+) Le lecteur pourra se reporter, pour le vérifier, au dernier paragnaohe de 1'appendice
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L'obstruction a étendre le champ de repéres (eo,vo) en un champ de repéres tangent a
1\/12 est un élément 7, de 1r1(V2) (~¥Z) ; cet élément est impair car il est égal a la .
caractéristique d'Euler de M2 . Soit f: C=V__, donnépar f(x) = (eg,f(x)) et
considérons 7, et 71 _les images c_le ZO eii 71 dans 171(V n +4) par les inclusions
canoniques. On a dans 111(Vn+4) » T=7+ Y1 - Le lemme suit de ce que

. . - ’ 1 414
”T(Vn+3) - "1(Vn +4) est un isomorphisme et que ¥, représente 1'élément non nul.

2. CONSTRUCTION DE LA VARIETE M4 ET DU CHAMP Hn .

Soit K* 1'extérieur du tube E dans la sphere st , le compactifié
d'Alexandroff de R? (S4 -Rr* Ue). La chirurgie transformant k* en la variéts L*
5 (_ 5

(=R

Soit d un disque fibre du tube E et c: st x (0,2] -~ D’ un collier du bord.

Considérons £ = c¢(Kx [0,2] Udx2);la variété L% sera le bord d'un voisinage

régulier lisse de £, pincé sur c(Tg x [0,1]) (T). La variété pt-1? UE estle

simplement connexe peut se voir plongée dans D U®) de la maniére suivante :

bord d'un voisinage régulier du complémentaire d'un 2-disque dénoué dans D5 ; elle
est donc difféomorphe a s?xs?. on désigne par 1 le champ de vecteurs normal a

s dans IR? étendant n (voir la figure 1).

Figure 1: la variété L4

(t) on peut prendre pour L4 le bord de 1'ensemble des points a distance <e¢ de £,
ou €: D (0,e5] est une fonction C* telle que e 10) = c(s7 x [0,1]) et

€-1(€O) = D5 - ¢c(lo,3/2() et €, assez petit.
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LEMME 2. Soit, dans L%, le deux tore 7 = (cllay,ay,a5), 1) o ra ray = 0}
4 ¢
Ilyasur L' -7 un champ de repéres Hn étendant Hg pour lequel T soit un cycle

d'obstruction.

4_1 4 R/2rZ définie par :

a) f.(x) = 7 pour X horsde c(T3><[O 1])

Démonstration. Soit f: L

b) e = ir1+a2+oz3) pour c(a ,az,aB,t) dans
I(1-t)e - ti] c(Tgx [0,1]) -7
(voir la figure 2). .
11 suffit de poser ﬁn ='LT1, e ,'LTn , ou, pour a € L

31(a) = Ti{a) cos(f(a)) - e sin(f(a))

"Jz(a) = T(a) sin(f(a)) + e cos(f(a))

ui(a) = €,3 1 -pour 3<i<n . O

@)
HCRL LY
‘ e 2
-1

Nt ) ¢

Figure 2: construction de Hh ; la fonction f .

Rohlin suppose alors que la classe d'homologie du tore 'r dans la variété
simplement connexe L se représente par une sphere plongée 2 . Nous sommes

en dimension quatre et le lemme de Whitney ne s'applique pas ; nous verrons en fait,

. dans le quatrieme article, qu'une telle sphére n'existe pas. Supposons cependant,

comme Rohlin, 1l'existence de 32 et suivons la suite de 1'argument.

Montrons tout d'abord comment on obtiendrait aujourd'hui la variété M4 et le
champ H (en fait H2) . Nous expliquerons ensuite les arguments de Rohlin.
Remarquons tout d'abord que la sphere E borde un disque a3 plongé dans
R? et ne coupant la variété L. qu'en son bord :
La sphere 22 borde certainement un disque D dans R’ ; poussons l'intérieur
5 et mettons-le en position générale, nous obtenons un disque D'

1
immergé dans ]R? debord T et dont l'intérieur est dans ]R?_’_ (= {xo,...,xs) € R?

de D au~-dessus de R

lx5 > 0}) . On peut supposer que le nombre algébrique de points doubles de D' est
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zéro. Le lemine de Whitney fournit alors le disque A3 .

R’ D N

TS L ad

K”' R IS L

Figure 3: construction du disque A3

Le disque 2 permet de faire une chirurgie plongée sur la.sphére T ; soit
M4 < R? la variété obtenue par cette chirurgie. Le champ de reperes Hg s'étend au

(1) .

complémentaire du cercle co-dme de la chirurgie ; comme ce cercle est de

codimension trois dans M4 et 77( 2) =0 pour i=2, lechamp H2 s'étend en fait

en un champ de reperes H2 normal a M4

La technique de la chirurgie plongée n'existait pas en 1951 , et Rohlin nous

offre une toute autre construction.

La construction de M4 selon Rohlin.

<«

Soit V un tube autour de la sphere ...,2 . Comme 1'auto-intersection de 22

est nulle, il y a un isomorphisme de tube entre V et un tube produit 22 X D2 .

Soit ¥ : 22 X S1 + 52 x S1 le difféomorphisme défini par :

p(x,y) = (xy,y)
(ici, on a identifié la sphére 2 3 € U= et le cercle S1 au cercle unité de C).

Smt ¥ le dlffeomorphlsme correspondant de av Rohlin pose alors :

vt = LA-Vuve et @t = PY-VUuv = VRUE

$ v ¥
ou V' estun deuxieme exemplaire du tube V .

Rohlin dégage alors les propriétés suivantes des variétés M* et Q4

Propriété a). Pour tout recol.[ement a M du produit d'un 2-tore et d'un 2-disque,
le 2-tore axial de ce produit dev1ent un cycle caractéristique.

Propriété b). Le nombre caractéristique X22 de la variété Q4 est nul.

(1)

car la sphére £2 est homologue au tore T et Hg s'étendait au coniplémentaire
de T par le lemme 2.
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Démonstration des propriétés a) et b).

Remarquons tout d'abord que VU V' estle 52 fibré non trivial sur la

¥
sphere 52 , V et V! étant les restrictions de ce fibré a deux des hémispheres de la

base 52 . Encollant &2 Qx{0,1], lelongde Vx 1, un exemplaire de S2 ,>5D3 ,
le D-fibré non trivial sur-la sphere ’ 52 , On obtient un cobordisme orienté entre p*

et Q4 . Lapropriété b) en découle car le nombre de Pontriaguine X22 (t) est un

invariant de cobordisme orienté et P4 , un produit de sphere, borde.

Plongeons le cobordisme précédent dans ]}521;“'4 , par un plongement étendant

1'inclusion de Q4 x 1 dans IR;H'4 . La propriété a) découlera alors de la Proposition

et de ce que le champ Hg s'étend au deux squelette de M4 .

En effet, comme la sphere o2 est homologue au tore 2 , le champ de repere
Hg s'étend au complémentaire de V dans L4 , 1'ame 22 de V étant un cycle
o o
d'obstruction. Mais L4 v=mt-w . Sil'dme =2 de V' étaitaussi un cycle

d'obstruction, on pourrait (en arrondissant les angles en 3V =23V') construire

un champ de repéres normal a VU V' dont un cycle d'obstruction serait
W
=z 2 z! 2 » Or' ce cycle est nul en homologie modulo deux ; cela contredit le fait que la

2

X 52) est non nulle (c'est le

seconde classe de Stiefel—Whitney de VU V! (=s

dual de 32) (voir la figure 4). a ¥

¥ HL/

Si Hg ne s'étendait pas au 2-squelette de M4 , On aurait w2(V Uvh)=0!
L7

Figure 4

(t) En langage moderne, X22(Q4) = <P1(M4) , [M4] > est le premier nombre de Pontria-

guine. Les notations originelles de Pontriaguine provenaient d'une description explicite
des classes de Pontriaguine en terme .des cycles de Schubert dans la grasamannienne.
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Les indications précédentes devraient permettre au lecteur de comprendre la
construction du champ H n donnée au §5 ; indiquons cependant la variation suivante
de 1'argument (qui utilise la définition moderne des classes de Pontriaguine).

Comme nous venons de le voir, le champ Hg s'étend au 2-squelette de M4
Puisque 1r2(Vn ) =0, il s'étend aussi au complémentaire d'un point m, de M4 et
1'obstruction a 1! étendre a M4 est un élément x de ﬂB(Vn) . Complexifions ; comme
le champ Hg se déduit du champ (n,es, ces ,en+3) par une application
g: T,» SO(2) & GL(n,R) et que l'inclusion SO(2) + GL(2,€) » GL(n,€) est nulle
en homotopie, le complexifié du champ Hg s'étend en un champ de repéres défini sur
Q4 -mgy 1'obstruction i 1'étendre 3 ¢f est le complexifié Xe € nB(Vn(C)) de x .
Or, "B(Vn(c)) est isomorphe @ Z pour n=2 et Xg représente le nombre de
Pontriaguine de .Q4 , il est donc nul par la propriété b). On conclut que x lui-méme
est nul de ce que, pour nz5 , "B(Vn(]R)) - 1r3(Vn(C)) est injective. (Si n=3, 4,
on peut aussi conclure a la nullité de x en utilisant que la classe d'Euler du fibré.
normal a Q4 dans IRn+4 est nulle et la description explicite des stabilisations
nB(Vi) - 173(Vi+1) pour i=3et4 (cf. § 23-6 du livre de Steenrod, the topology of
fiber bundle).)
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APPENDICE A

DESCRIPTION DE L'APPLICATION DE HOPF ET DE SES SUSGPENSIONS

3 1a sphére unité deiC? et s? 1a sphere de Gauss

52 =CUw> = l’.‘,]F'1 . L'application de Hopf H: 53 - 52 est la restriction a la

sphére 53 de la projection canonique 7 : C2 -0+ CU==cP’ définie par

Considérons S

1(X,Y) = % .
La projection stéréographique de pdle (0,i) de S3 sur € ® R fixe le cercle
€= H_1(O) - Une équation paramétrique de C, est :

X =cosae+isina, Y = 0.
Soit n{¢) = cos _cx.e1 + sin c::.e2 le vecteur normal unitaire extérieur a CO dans €x0 ;
la base réelle canonique de € & R est e, = (1,0, e, = (i,0) et ey = (0,1) . Le

cercle C ¢ = H-l(e) est l'intersection avec 83

de la droite complexe d'équation
eX-Y =0 . Cette droite coupe € x 0 avec nombre d'intersection +1 et donc le
nomiare d'enlacement ¢(C c ,C O) des deux cercles € c et CO vaut +1 . Le champ de
repere produit par }a construction de Pontriaguine sur 1'application de Hopf est donc
paramétré par F‘2 : R/21Z -~ V2,3 , ou Vp,n est 1'espace des p-uples de vecteurs

indépendants dans R" . Fz(a) = (cos «.n(a) - sin a.eq, sin a.n(a) + cos « .e3)
(voir la figure 5).

€3 TR

e; e 2 Aa
M) Z e,

Ce

Figure 5

Soit f2 1'application produite par la construction de Pontriaguine sur le champ
, et f =E"7 - |

Pour simplifier les calculs, nous prendrons pour modele de la sphére s" le
compactifié d'Alexandroff 2B2x1" 2 U de 2B2 X172 , ou I=7-1,10 et
B2 - {(x1 , X

21.2 .2
€R \x11-x2<1}.

de repére F t, la n-2-eme suspension de f

2)

L'application fn+2 est alors définie par les formules suivantes :
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. . 2.2
- Six = ((1+x1)cos a,(1+x1)sm a,x23x3,..., n+2)6 s'xB x21

(@es! 5 (x,x) €BZ ; (xg,...,x ) €2l"

b

' . . o2
f (x) =(2cosa.x -2s1na.x2,251na.x1+2cosa.x2,x3,...,xn+2)E2(B xI")

1
(x) =_o.

n+2

- Sinon, fn+2

En substituant, on obtient pour hn =f n° 1‘1,1+1 o fn+2 :

- Si, écrit en colonne,
(1 ++(1+% (1+cos. yu1+sin 7u2) cos(y -8))cos (B8 - )) cos «

A+30+ (1+cosyu1+sm7u)cos(y -B)) cos(8-«a)) sin «
%(1+%(1+cosyu1+sm)’u2) cos (y -B8)) sin (8 - @)
1 . .
< = 4(1-i--cos‘}'u1-i-s1n‘yu2)sm(y-,s)
%(1+cos}'u1+sin7u2)
%6
_xn+3
2.2 °n 1 1 1
avec (u1,u2)€B (x6,...,x +3)621 , (@,8,7 €S8 xS xS
02 °9n-2
hn(x) = (2u 2u x6,...,xn+3)E 2(B°x1 9

- Sinon, hn(x) = o

En faisant une hompthétie de rapport 4 et le changement de variable,
a1=or, a2=,3-a, a3=y-B , etdonc ¥ =a1+a2+a3 ;
on obtient les formules de Rohlin :

h;1(0) est le tore Tg plongé de la maniére habituelle dans ]R4 CaIRm'B
X, = (4 +2(1+cos a3) cos az) cos e, ;
X, = (4 +2(1 +cos oz3) cos a2) sin o, ;.
X3 = 2(1 +cos @ 3) sine,
o ) _ >
Xy = sinag xi_Opourl 5

N 3

ol (oz a2,a3) €T
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Si n(a) est le vecteur normal unitaire extérieur a Tg dans ]R’4 au point a

de coordonnées (oz1 , & 2,a3) , le champ de repére normal produit par h est :

u1(a) = n(a) cos(ct1 +a,+ a3) - 5 sin(oc1 + o, + a3)

u2(a) = ril(a)_ sin(oz1 o+ oz3) + eg cos(oz1 ra,+ a3)

U, = €,,...,0 = e
3 6’ | n+3

Terminons cet appendice en remarquant que, si 1'on restreint le plongement

décrit ci-dessus de T3 dans Tg a 1'un de ses facteurs, disons le cercle des ey défini

par @ = aj =0 ((i,j,k) étant une permutation de (1,2,3)) , les vecteurs -a—aa— et
-a—%- sont constants, alors que (a—i-l— ,n(a)) décrit une base du plan S cette
J base effectue un tour complet qlfland C!k variede 0 a 27 . Il en est de méme

de la fonction de .IR/Z dans SO(2) < GL(n) qui fait passer du champ de repére
‘cos @, sina

0 _ . k k) X
(n(a),e5, ,en+3) au champ H_ = (u1 , ...,un) (elle associe (-sin o cos a ozk) .

Cela démontre que 1'application F‘O: T3 - Vn+3 induit zéro sur le T, - Rappelons
que 1'on a considéré cette application pour la démonstration de 1'affirmation du § 3 ;

elle est donnée par :
Fo(a1,a2,a3) =
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APPENDICE B.

QUELQUES DESSINS DE LA VARIETE L4 ET DU TORE 1.

UNE DECOMPOSITION EN ANSES DE L*.

Considérons le tore standard T2' dans

0
R c RU® =5

3 tel que Rohlin le décrit
au paragraphe 3.

Soit V le tube unité autour de Tg J
il est difféomorphe a Tgx I . Dans le complémentaire
et D, de bord un

1 2
méridien de Tox -1 et un paralléle de Tox 1 respectivement. Des bicolliers autour

de V, ily adeux disques D

de D1' et D2 forment deux anses d'indice deux, H, et Hz; notons a, et a

1 1 2

leurs co-ames :

VUH 1 UH2 est difféomorphe a une spheére épaissie 52 x I plongée de
manidre standard dans S° . Faisons apparailtre cette sphére épaissie en retournant
la figure précédente comme un gant :
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S+I

Epaississons la situation précédente en considérant la sphére 53 comme

1'équateur de S4 . Le voisinage V devient V=V xI etles anses H, et H

1 2
deviennent FI1 =H xI et Hy=H,xI. Laréunion VUH, UH, est difféomorphe
a 52 xIxl =S2xD2; le complémentaire est un tube D3 x S1 autour du cercle
enlacant T% dans S4- . Remplagons ce tube par 52 X D2 pour créer P4 (= Szxsz).

Soit }—{3 = D-21- x D® une anse d'indice 2 remplissant la moitié de S2 x D2 Le complémen-

taire dans P4 de -\'-/"U§1 UI?ZUI:I—3 est alors D2><D2 un disque de dimension quatre.

Décrivons 1'enlacement de S° sur lequel s'attachent les anses duales de FI1 ,FIZ et FIB.

A -~

D
[}
1

”
L R,

T

SN/

Pour FI1 et -I-'Iz , les cercles d'attachement S1 et S2 des anses duales

sont les doubles des co-ames de H., et H. .

L 2 2 1

Elles sont situées comme suit dans la moitié S1 x D de S 2

xS
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Le cercle d'attachement 83 de 1'anse duale de EB est *X oD ;1'enlacement

obtenu est :

on rewn na?.t

5

Les trivialisations des tubes autour de chacun des trois anneaux ont nombre

d'enlacement O : On peut le suivre dans le "cinéma" précédent ou remarquer que ce
sont les seules trivialisations qui donnent une homologie de rang trois sur le bord de
la variété I..4 obtenue par chirurgie (rappelons que aL4 = Tg) .

Nous allons maintenant faire apparaitre la structure de tore sur le bord de L.4
vue comme trois ‘anses a nombre d'enlacement O attachées sur les anneaux borr'oméens.
Soit p la rofation d'angle 233- de 53 qui permute les trois anneaux borroméens
L'image de chacun des trois anneaux dans le quotient 83 /p estun noeud trivial n .
Le complémentaire de n admet une fibration en disques telle que chaque disque coupe
1'image de l'axe de p tr-ansvg:r'salement en trois points. Le complémentaire des
anneaux borroméens est donc fibré ; la fibre F est un revétement cyclique d'ordre 3
ramifié sur trois points du disque, c'est un tore a 3 trous. Cette fibration s'étend
en une fibration en tores de aL4 la variété chirurgisée avec fibre F= FUDIUDZU D3,
ou les Di sont des disques dans le bord de 1"anse duale de }_{i . La fibre ‘I:‘ est
invariante par 1'extension naturelle de p a L4 et représente le tore 1'2 d'équation

_ 3
a1+a2+a3_0 dans To.
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1\

(mqge de Qlouxe de £

g

Terminons cet appendice par quelques exercices.

1) Calculer la monodromie de la fibration des anneaux borroméens. En déduire que
la monodromie de la fibration correspondante de L4 est 1'identité : vous aurez

vérifié directement que la variété de dimension 3 présentée par la donnée de

‘e o 3
chirurgie (\ est letore T7 .
N
o
4

2) 1l s'agit de déterminer les difféomorphismes de Tg qui s'étendenta L~ et
d'en déduire qu'une variété obtenue en collant T2 xD? a LY est difféomorphe soit a
p* - 52 x 52 24 s% (zcP? £ (-cP?).

a) Prouver que si un difféomorphisme du tore 'T% s'étend a L4 , il fixe

, soit au "produit tordu" de deux 2-sphéres S

la classe d'homologie modulo deux du tore T . (Indication : Tout difféomorphisme du
tore Tg conservé la structure Spin provenant du champ de repére Hg (voir App. C),
une extension de ¢ doit conserver ‘1'obstruction a étendre a L4 cette structure
Spin. ]

b) Prouver qu'un difféomorphisme agissant par une permutation des coor-

donndes de Tg s'étend a L4 (utiliser la présentation en anses de L4) .

c) Prouver que le difféomorphisme linéaire de Tg (; ?) s'étend

en un difféomorphisme de s* induisant (2 1 1) sur Tg . [Soit V= STxD?2 un des

de matrice

0
1' épaissi -\71 = S1 xD3 de V1 , remarquer que S4- V1 ~ D2><S2 et utiliser le fait .

(SO(3)) est d'ordre 2. )
1
En déduire que (-2 1

deux tores solides bordant T2 dans 53 (1'autre est V2 = D2xS1) . Considérer

que 7,

> s'étenda LY .
1.
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d) En faisant dans S4 - T2 des "twists de Dehn" autour de V

0 1
que :

1,1 1
i) les difféomorphismes linéaires de matrice ( 1) et ( 11)

et de V2 , montrer

st'étendent a S4 maisnona L !
11

1
e) Déduire de b) et c) qu'un difféomorphisme lindaire s'étend a L4 si sa matrice

1
ii) le difféomorphisme lindaire de matrice ( ) s'étend a L4

est congrue modulo 2 2 une matrice de permutation. Déduire alors de d) que, pour
un dif*domorphisme linéaire, la condition nécessaire de a) est aussi suffisante.

3

f) Prouver que tout difféomorphisme ¢ du tore T~ est isotope a un difféomor-

phisme linéaire. [Supposer que ¢ induise 1'identité sur le I-I1 ; Se ramener par un
argument de cercle le plus intérieur au cas ou o(T2x0) N T?2x0 =@ ; se ramener

alors au cas ou ¢ induit 1'identité sur T2>< 0 5 reprendre l'argument pour se
ramener au cas ou ¢ induit 1'identité sur T2x0 U ’I“I x 0% T1 U OxT2 ; conclure
en utilisant le théoréme de Cerf : Diff'(S> ) est connexe. ]

3

et M4 la variété obtenue en collant I_.4 a

g) Soit ¢ un difféomorphisme de T "

T2 X D2 au moyen de ¢ :

Mi = L*urexp?

%)
Prouver que :

_ 14 12 n2

i) Si pPlogp: 5 T2 est de degré impair, M:’ est difféomor'phe ‘a

4 2

P =M, (=S xSZ)) et il y a un difféomorphisme entre L*UT?xD
qui preserve la décomposition (avec p,:T 2xD% - T2

ii) Si pqow : 72 12

et L UTxDz,

4
la projection naturelle).

est de degré pair, M4 est dlffeomorphe au "produit
2> ¢p? Z (- CIPZ)) et il y a entre deux
tels qu un difféomorphisme préservant la décomposition.

2

tordu" S“ x s? de deuk 2-spheres (s2 XS
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APPENDICE C.

SURFACES CARACTERISTIQUES

Soit M4 une variété orientable de dimension quatre. 'AUne surface F2 dans

M4

2-squelette du fibré tangent a M : Il y a une trivialisation t du fibré tangent M hors

est caractéristique si elle est un cycle d'obstruction a trivialiser la restriction au

de F et pour tout disque D transverse a F l'obstruction a étendre t au-dessus de
D est 1'élément non nul de n](SO(4)) ~ Z/2Z (rappelons que comme M est orientable,
son fibré tangent se réduit a SO(4)). Ceci revient a dire qu'elle est duale de la seconde

classe de Stiefel-Whitney w_(M) de M

2 :
Rohlin utilise la méme notion pour le fibré normal. On voit que c'est la

méme chose en appliquant a N =M - F la remarque suivante.

Remarque. Soit N? une sous-variété de IRN , 2<n<N-2. Ily aune bijection entre
1'ensemble des classes d'homotopie de trivialisation des restrictions au 2-squelette de
N des fibrés tangent 7N et normal vN de N . Cette bijection associe a la trivia-
lisation t de TNW[21 la classe d'une tmnahianon t!' de VN ‘ I\EZ telle que t & t'
soit homotope a la trivialisation standard de TR" (si n< 2, il faut remplacer le
fibré tangent par le fibré tangent stable).

Par exemple, la bijection précédente fait correspondre a la trivialisation

d d d 3 . : . X 0
(aa Y REY ) de To , invariante par translation, le champ de repere normal Hn

1 2 3
que Rohlin considére.

Une clasge d'homotopie de trivialisation de la restriction au 2-squelette du
fibré tangent stable d'une,variété est une structure Spin sur cette variété.

11 y a une autre définition d'une surface caractéristique d'une variété

orientable M4 : Une surface F‘2 est caractéristique dans M4 si, pour tout cycle

modulo 2 , 22 de M4 , ona .2 =XZ.F mod2 (lepoint désignant 1'intersection

homologique). L'équivalence des deux définitions est la formule de Wu dont nous allons
donner la démonstration géométrique suivante :

<«

Supposons le cycle u2 représenté par une surface G2 . Soit TG le fibré
tangenta G et vG le fibré normala G dans M . Comme la variété ambiante M est

orientable, les fibréds 7G et vG ont tous deux méme obstruction w, a l'orientabi-

1
lité. Soit C et C' deux cercles transverses représentant cette obstruction. Soit X

un champ de vecteurs tangent 8 G et Y un champ de vecteurs normal 8 G, chacun
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non nul hors d'un voisinage d'un point (gX et gy respectivement) de G- CUC! .

Soit X' un champ de vecteurs tangent non nul hors de ngC et formant la
-avec X unebasede TG ; soit .Y‘ un champ de vecteurs normal ron nul hors de
gy UC! et y formant uqe base de ¥G . Hors de (gx,gy,CﬂC' }, les trois vecteurs-
X ,Y,X'+Y' sont indépendants, ils se completent en un champ de repéres tangent & M
défini sur G - (gx,gy,Cﬂ.C'} . L'obstruction a étendre ce champ a G est
6(X) +6(Y) +CNC' mod (2) ot 6(X), l'obstruction a étendre X , est la caracté-
ristique d'Euler x(G) de G, et 6(Y) l'obstruction a étendre Y , est G.G .
Mais, pour une surface G2 , ona Xx(G) + (w1(G))2 = 0 mod(2) ; 1'obstruction a trivialis
la restriction a G2 du fibré tangent a M est donc G2. G2 , Ce qui établit 1'équiva-
lence des deux définitions. a-

Remargﬁe. Dans la deuxiéme définition, il faut tenir compte de tous les cycles

modulo 2 et non seulement de ceux qui sont réduction modulo 2 de cycles entiers :
Pour la surface d'Enriques dont nous allons donner une description dans 1'appendice D
la surface vide n'est pas caractéristique bien que Z .Z = 0 mod (2) pour tout cycle
1(M;z/zz) =0, toutélément de H_ (M;Z/2Z) est

réduction modulo 2 d'un élément de HZ(M;Z) .

entier Z . Cependant, si H 5
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APPENDICE D .

LA VARIETE M: DE ROHLIN,

LES SURFACES D'ENRIQUES ET LES SURFACES K3.

Dans le second article, Rohlin a besoin d'une variété M: de signature -8

et possédant une surface caractéristique d'auto-intersection nulle. Pour 1'obtenir,
il fait la somme connexe d'un plan projectif complexe CP2 et de 9 exemplaires de
—-C]F’2 , le plan projectif complexe munit de l'orientation opposée: M‘; = CIPZ#/ 9(-CIP2)
la surface caractéristique F est une surface représentant la classe d'homologie
£=0,1,...,0 € 262’ = H(@P?) & (H(-eP?))’ = H (M) . (Onachoisi CP'
muni de son orientation complexe comme générateur de HZ(CIP2) ; pour
X=(Xn,Xpyeoe,Xa) 623729 =H. MY, ona:
0’ 9 2V :
2 2 2 2 2 4 9
X:xO-Exi,doncona modulo 2, X™ = x =z =

-ux.-=-3x - 3 X. =X.f
[ 0 j=171 0 =171 !

9
et la classe d'homologie f est caractéristique ; d'autre part, f2 = 32 -2 1=0.)

La variété M: .

Soient dans GZ]P2 deux cubiques C0 et C_ d'équations FO =0 etF_=0

telles que la courbe générique C; du pinceau engendré (1) par CO et C_ soit

lisse. Ce pinceau définit, une application rationnelle ¢ : CIF’2 ----- > <P’ définie
pour X dans CIP2 hors de Coﬂcw par : ¢(X) estl'unique t tel que X € Ct .

L ~
obtient apres 9 éclatements de CIP2 une surface algébrique C]P2 sur laquelle
1'application ¢ devient bien définie.

On

~
cP?
composée de |
e ﬂ
9 éclatements |
CP?----+CP!

La variété 6.‘:1\132 est difféomorphe a la variété M: de Rohlin et la transfor-
mée stricte Eto d'une courbe lisse du pinceau est dans la classe d'homologie de f .

En effet, un éclatement en un point X lisse d'une courbe C sur une surface

() Elle est d'équation Ft=F0+tFm=O.

.
H



42

algébrique M correspond a faire une somme connexe de paire (M,C) # (—C]Pz,cpl)

Comme toutes les cubiques lisses sont difféomorphes par un difféomorphisme
ambiant de (:IF’2 , on déduit de ce qui précéde que le type de difféomorphisme de la
paire (€P2,& t) ne dépend pas du choix du pinceau. Le jeu maintenant consiste a
dtudier la topologie de Eé\le,&) en choisissant un pinceau explicite.

Comme la fibre éto est lisse, elle a un voisinage en produit difféomorphe
a Cto xD? = T? x D2 ; posons BN‘;' = M‘: 2)
bord le tore de dimension trois T~ . »

- int (Cto x + D%), c'est une variété de

PROPOSITION 1. Les difféomorphismes de 'I‘3 qui s'étendent a \‘;' sont ceux qui
préservent 1'orientation.

Démonstration. On choisit un pinceau tel qu'une base de 1'homologie d'une

fibre générique Cto soit représentée par deux cycles évanescents se contractant

vers deux fibres singulieres ordinaires (1) Ct1 et Ct2 . Soient D1 et. D2 des

disques que ces cycles évanescents parcourent au cours de leur contraction, tels que

(p(D1) UQD(DZ) soit- un arc a plongé, joignant t1 a t2 , passant par tO et ne
1 et t2 :

rencontrant aucune valeur critique de ¢ autre que t

(1)

c'est-a-dire irréductibles avec un seul point singulier qui est quadratique non
dégénéré.
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Ajoutons a Ct ><D2 deux anses I—I1 et H, d'indice 2 le long des disques

2

0
D, et D, . Soit V= Cto X DZUH1 UH2 la variété obtenue, on peut faire en sorte

que V soit la préimage par ¢ d'undisque D contenant l'arc a dans son intérieur.
Soient e un diviseur exceptionnel de €P2 rencontrant transversalement
leshtfibre:s génériques et E)3 = e- \ol . Ajoutons a Cto X D2 une troisiéme anse
d'indice 2 le long du disque D3
P = CtoxDZUH]UHZUH - VUH

pour former :

Posons enfin Q = P - int (Cto X ¥ D2); le bord de Q est :

, ) 12
‘JQ = 3+QU B_Q ou 5+Q = Ctox 2 ¢D =T

3

Dans le tore T3 = Cto X aD2 , les cercles d'attachement sont des paralleles
disjointes aux axes de coordonnées , les trivialisations des tubes autour de ces
cercles different de -1 de la trivialisation invariante par translation.

Comme la signature de N‘: est non nulle (elle vaut -8), un difféomorphisme

de N‘: préserve l'orientation. La proposition découle alors du lemme suivant :

LEMME. Tout difféomorphisme préservant 1l'orientation de T3 = 5+Q s'étend en un

difféomorphisme de Q _identité sur Q .

Démonstration. En faisant tourner al'intérieur de V la fibre C; autour

des fibres singuliéres Ct1 et Ctz , on produit des difféomorphismes de Q identité

sur 3 _Q et induisant sur T3 =23 49 des difféomorphismes linéaires «, et «, de
T 1 T

matrices ( 1 ) et (11 _} .
1 1’

La variété Q a un difféomorphisme B d'ordre 3 induisant sur T3 =9 +Q

un difféomorphisme « isotope a la permutation circulaire des coordonnées. (Si on
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choisit pour cercles d'attachement des anses H1, H,, H3 les cercles d'équation
Y=2=0, Z-= X— X—Y—

3 3 le difféomorphisme 2 donné par
3X,Y,Z)=(2 + ,X,Y + 3) permute les cercles d'attachement et les trivialisations
des anses : il s etend a Q .) En conjuguant ¢y et ®, par des puissances de 3 ,
on réalise toutes les matrices élémentaires et donc par composition tout SL(n,Z) .
Le lemme suit alors de ce que tout difféomorphisme du tore T3 préservant 1'orienta-
tion est isotope & un difféomorphisme lindaire de SL(n,Z) (voir les exercices de

1'appendice B) . c

PROPOSITION 2. La variété Q décrite dans la démonstration de la proposition 1

‘} telle que le complémentaire N1I - Q soit un plombage

admet un plongement dans N

E‘B défini négatif .

COROLLAIRE. Lebord intérieur 3 _Q de Q est une sphére de Poincaré.

Démonstration de la proposition 2. Il s'agit d'étudier explicitement un

pinceau particulier.

3-a-3e:2x-t

Pour t# ¥2i 3 , ce polyndme a trois racines distinctes. Si t= t0 est réel, une des
racines x; est réelle, les deux autres x et x sont complexes (Im(x, ) >0).

Quand t parcourt le segment [to,i'zl &3 ], les racines Xy et x; vont se confondre.

Soient € >0 fixéet t dans € ; considérons le polyndme f_ t(x) =X

Considérons le pmceau des cubiques C d'équation
F. (X Y,Z2) = ZY? - X3 - 3e272x +t23, ou,en coordonnees affmes,,\2 = x3+Be X-t.
Le nombre € eta;nt fixé posons Ct = Cet . Soient tO € R , par exemple to = 1, et

Yo+ €t ¥g- les deux courbes de Cto définies par yy.= {(x,y,1) € Cto\x € [xto,xtoi_]} .

Ce qui précede prouve que Yo+ et 7g- sont deux cycles évanescents formant une base
de H1(Cto) et allant mourir sur les courbes singuliéres C2ie3 et C-2i63 . Les

9 points fixes du pinceau sont au-dessus du point a 1'infini (0,1,0) sur l'axe des y
et forment une chaine linéaire de points infiniment proches ; soieht PR 1€g les
diviseurs exceptionnels correspondants. Les fibres singulieres de ¢: CP2 - C]F’1
sont : ¢-1(-21e3) _ C-Zie3 ’ ¢—1(2i€3) - 621€3 ot ‘p-l(m) - ém ;8_1 e

2

et l'on a dans EEP la configuration suivante :
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—

-~ . - 7
Le complémentaire de Q dans C]P2 est un voisinage régulierde C_ U e,

l ’
c'est un plombage E.8 défini négatif. C 1=1

Remarque. Le lecteur pourra faire tendre ¢ vers O dans les constructions précé-
dentes et reconnaitre la sphére de Poincaré sous les trois manifestations suivantes :
- bord d'un plombage EZ8 ,
- 3_Q,

- resultat de la chirurgie d'indice 1 sur le noeud de tréfle
] . .
k=(x,y)1y? =), ob %= {(x,y) e€®l x|+ lyl®=1} .

Pour que ‘les orientations coincident, il faut prendre un plombage E.8 défini
positif (dans ClP2 la variété Q et le plombage ES défini négatif sont de part et
d'autre de leur bord commun).

Les surfaces d'Enriques et K3

Une surface d'Enriques est une surface elliptique obtenue en faisant deux .
transformations logarithmiques d'ordre 2 sur deux fibres lisses de la surface
elliptique ¢: ﬁpz + CP! obtenue 2 partir d'un pinceau de cubiques (voir par
exemple Griffith-Harris, Principles of algebraic geometry, Wiley Interscicuce,

p. 594-600).



II . SUR LE TROISIEME ARTICLE

1. CERCLES DE POINTS DOUBLES D'UNE IMMERSION GENERIQUE

La partie la plus importante des commentaires sur le troisieme article est
1'explication de la méthode de Kneser pour lisser les cycles combinatoires de codimen-
sion inférieure ou égale a deux dans une variété.

Nous nous contentons ici d'expliciter les modeéles pour les cercles de poinis
doubles d'immersions gén‘ériques que Rohlin utilise pour "éliminer ces points
doubles™ .

Rohlin prend une variété orientée M3 de dimension trois. Pour montrer qu'elle
borde une variété orientée W4 de diknension quatre, il considére une immersion géné-
3, PS
] 1 et @2 lui permettaglt de construire une variété N3 cobordante a. M et possédant
un plongement dans R~ .
]Rs ; le fait qu'elle borde résultera alors de la méthode de Kneser-Rohlin appliquée a
latrace X d'une contraction de N en l'origine de ]R5 :

X = {y € R’ | 3xeN, te (0,1] tel que y =tx} .
Cette trace X est une chaine polyedrale de codimension un dans IR5 et de bord homo-

rique f: M et introduit, pres des cercles de points doubles, les modifications

La variété N peut étre triangulée comme sous-polyedre de

logique 3X =N . Le théoréme de Rohlin-Kneser (théoréme 3 du chapitre suivanf) permet

de remplacer X par une sous-variété W de IR5 de bord N .

La modification 62 n'a pas de mystere : c'est une simple "chirurgie ronde

plongée, d'indice un" (Rohlin utilise implicitement son analogue en dimension quatre

lorsqu'il calcule 4 dans le quatrieme article); la modification (91 est moins connue.
Nous analyserons donc les cercles de points doubles ; nous décrirons explicitement des
modéles plongés des modifications 6 1 et @2 et remarquerons que le cas qui conduit a

la modification la plus subtile (91 ne peut se produire en dimension quatre, ce qui

explique que, quand il calcule €, dans le quatriéme article, Rohlin considére triviale
cette partie de la démonstration, alors qu'il y consacre 1'essentiel de la rédaction du
troisieme article.

46
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Supposons que les deux fibres C_ et C_ sur lesquelles on va faire les
transformation logarithmiques soient dans un voisinage en produit autour d'une courbe
lisse CO que l'on a supposé trivialisé Qde la forme C0 x 2D2 de facon & ce que Ci‘
corresponde 2 Cq % 1 (ic aD?={z ¢/ |z| =a}) . Les deux transformations
logarithmiques ont pour effet de remplacer CO X 2D2 par

R=C,x (2D2 - %—DZ)/(x,y) ~ (x+7, y-1) , ou T estun élément d'ordre 2
dans le groupe de la courbe elliptique CO ;en identifiant CQ a T2 , on peut prendre
T =(7,0) . .

Ceci donne la décomposition suivante de la surface d'Enriques : E = N‘;' UR .

2

Remargue. En faisant opérer sur C0 x D des difféomorphismes de monodromie, on

peut changer a volonté 1'élément 7 . Cet argument de monodromie était d'ailleurs
implicitement utilisé quand on a écrit que les transformations logarithmiques sur C+ et C_

correspondent au méme T lorsque l'on identifie C+ et C_ avec CO a l'aide de la
2

trivialisation du tube Co x 2D7 .

Le revétement double d'une surface d'Enriques est une surface K3 ; sur

\

notre exemple, elle est difféomorphe &

[¢]
K = Nuc. x(@?-109uN? ¥ vfun?
1 0] 1 1 ¥ 1
ou le difféomorphisme de recollement ¥ : T3 = 5N4 - aN'4 = ’1‘3 est donné par

v(x,y,2) = (x+7%,y,-2) .

. 3 4 4 3 .
0. - - 1 -
Remarque. Sion recolle au moyende 4': T --(31)\11 - 6N1 =T, ¥'(x,y,2) =(x,y,2)

on remarque que l'on obtient la méme variété K mais que celle-ci est un revétement
de €P? rumifié sur deux fibres lisses : c'est la résolution du revitement double de
C]P2 ramifié sur la téunion de deux cubiques lisses. Le lecteur est invité a montrer
qu'elle est difféomorphe au revétement double de CIF>2 ramifié sur une sextique
lisse et plus généralement & trouver des difféomorphismes explicites entre les exemples
de surfaces K3 algébriques qu'il a rencontrées .$ (Pour de tels exemples, voir les
chapitre VIII et IX (et surtout leurs exercices) - du livre de Beauvillé, Surfaces algé-

briques complexes, Astérisque n°® 54.)

(1)

¢! est isotope a % ; d'ailleurs la proposition 1 permet de rer-~'=~er ¥ par
n'importe quel difféomorphisme de degré -1 .

(%)

On sait grace a la théorie des périodes des surfaces K3 qua toutes les surfaces K:
sont difféomorphes.
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§1 . CERCLES DE POINTS DOUBLES D'IMMERSIONS GENERIQUES.
(1)

closes orientées de dimension n+1 et 2n+1 respectivement.

Soit £: M" VLY une immersion générique entre deux variétés

L'ensemble singulier Z de f est une collection de cercles sur laquelle la
restriction de f, f1 : T -+ £(T), est un revétement double (explicitement
T={xeM|aIx"£x,f{x") =£x)}) .

Soit ¢ une composante connexe de f£(Z) que l'on identifie a R/7Z = (0,7]/0~m.
Soit T une tranche transverse au cercle ¢ en le point paramétré par O=7 . Ily a
un voisinage V(c) dans la variété V tel que si on le découpe le long de la tranche T ,
on obtient une vari_été UT(C) difféomorphe au produit [0,17] xR x R" ; de plus,
1'image réciproque f-1(f(M) N UT (c)) est difféomorphe a {0,1} x [0,7 ] x R",
1'application f étant donnée dans ces cartes par la formule f(u,t,x) = (t,ux,(1-u)x) ,
u€ {0,1}, tefo,mj, x¢€ Rr" (la composante "u = 0" va sur le "facteur vertical"
(0,m]x0xR" de [0,7]xR"xR", lacomposante "u=1" allant sur le "facteur

horizontal" (0,7 ] x R™ x 0 (voir la figure 1)).

Ul

Figure 1

Remarquons que, comme la variété M est orientable, le cercle f 1'(c) aun
voisinage en produit dans M et les identifications sur le bord de la carte

{0,1} x [0,7 ] x R" pour obtenir un voisinage de f-1(c) peuvent &tre choisies comme :

2n+1

(1) Une immersion f: Mn'*'1 -V est générique si pour deux points distincts x et

x' de M tels que f(x) =f(x') , lesimages fo(TxM) et Tf (T M) par l'application

tangente a f des espaces tangentsen x et x' sont transverses .: Tf(x)v , 1'espace
tangent a V en f(x) = f(x').
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() 1) (u,m,x)~ (1-u,0,x) sile revétement f, estnon trivial sur c .
2) (u,m,x)~ (u,0,x) sinon.
Les identifications qui produisent \(c) a partir de V T(c) sont alors :

cas 1) (m,y,z) ~ (0,2,y)

cas 2) (7,y,z) ~ (0,y,2)

Dans les deux cas 1'application f est donnée par : f(u,t,x) = (t,ux,(1-u)x) .
Dans le cas 1), la monodromie de recollement de UT(C) est 1'application
(v,z) - (z,y) qui échange les coordonnées du produit R" xR" ; comme la variété
ambiante V est orientable, cette monodromie conserve l'orientation et la codimension

n de l'immersion doit &tre paire : nous avons établi que le cas 1) ne peut se produire

que si la dimension de la variété M est impaire.

Précisons que les coordonnées ci-dessus ont été choisies dans 1'orientation de

()

la variété M

§2. LA VERSION AMBIANTE DES MODIFICATIONS @1 et @2 de ROHLIN.

L'idée des modifications (91 et @2 est de faire une élimination dépendant conti-

nument du point t de c de la singularité de point double isolé formée par f(M) dans

une tranche Tt normale & ¢ au point t (figure 2).

—t | ot (‘bbmﬂ) —_— -
71. i ! P 1 -
- | s ERD)
o). 26, K-%0)

Les modifications @1 et @2 vues dans une tranche ’I‘f

Figure 2

() Si 1'on veut tenir compte de 1l'orientation de la variété ambiante V , il faudra dis-
tinguer dans chacun des cas ci-dessus deux sous-cas suivant que les coordonnées pro-
duites donnent ou non l'orientation de V . Comme 1'orientation de V ne joue aucun

role ici (seule son orientabilité a été utilisée pour montrer que si M est de dimension

paire seul le 2e cas se produit), nous n'entrerons pas dans cette distinction plus fine.
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Précisément, Rohlin enléve a la variété M les tores solides Ki correspondant
aux points dont la coordonnée x vérifie |x| =< 7 (un seul tore dans le cas 1) et deux
dans le cas 2)) ; il prodmt alors un plongement de la vamete N obtenue par identifica-
tion sur le bord de M- K en remplagant sur M - K 1'immersion f par le plongement
g . Ennotant, pour m € f 1( (), m=(u,t,x), x= (x1, ...,xn) e rR" , le plonge-

ment g est défini par :
1) Si mEf—1(h(C)) ou |x{z1, gm) = £(m) .
2) si %5 ‘xl =1 ’ g(o:tix) =(t’ (P(‘Xl)(-x.],xz, ---:Xn):x)

g(1,t,X) = (t X (p(lxl)('x xzr'--rxn)) ]

y

"

ou ¢: [F,11 » Ed,ﬂ est une application C” telle que : 3
ce(@) =15 94T =-1; ¢(n)(%)=0 pour n=2 ;

I

1

\- ©o(1) = (n)(” =0 pour n=1 ;
|

3 (t) < 0 pour t<1 (voir la figure 3)

Figure 3 : le graphe de ¢

Pour |x| =% , l'application g identifie (u;t;x X ) a

1’ 2’ *

(1-u;t; -x 7% e ,xn) . Ce sont les identifications qui produisent la variété N .
Pour ceux qui préférent ces équations implicites, donnons, dans lecas n=2,

1'équation suivante de la partie d'un plongement de N se trouvant dans la carte U(c) :

0 = F(t,'y,z) - y.z+ollyl?+ 1219

=3/2-t pour 0<t=<7%

(ol on identifie R% 3 C et prolonge ¢ par :
{go(t):o pour t=1 . )

Le point de vue '"anses rondes" et "anses rondes tordues" qui résulte des
formules et des dessins ci-dessus nous permet de voir que les modifications & ] et @2
conservent la classe de cobordisme orienté de M :

Pour ®2 , 1l suffit d'ajouter a M x I une "anse ronde"

H = (0,11x (0,7 ]x Dn/(u,O,x) ~(u,m,x) en identifiant les points de H paramétrés

par (0,t,x) et (1;t;x1,x ...,xn) aux points de M x 1 paramétrés par ((0;t;x);1)

2
et ((1;t =X, X, ...,xn);1) )

Pour la modification 6, , on fait la méme chose avec 1'"anse ronde tordue'
H = fo,13x (0,7} x Dn/(u;O Y ...,xn) ~(1-u; ;-x1,x2, vy X ) c'est une
variété orientable et 1'image de la partie 3([0,1]) x (0,7 ] x D"/~ du bord de H
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sur laquelle se fait le recollement est connexe ; on a donc bien un cobordisine orienté.

§3. LES FORMULES DE ROHLIN.

Rohlin utilise le méme cobordisme : la variété qu'il nomme W4 est le fibré

tordu en disques, ayant une section, sur la bouteille de Klein 82 ; la variété Q3
est la restriction de ce fibré a une courbe unilatérale de 82 : la variété W4 découpée

le long de Q3 est un fibré en disques sur le ruban de Mobius M_2 ; C'est notre anse

tordue H (avec nos coordonnédes, la fibration est 1'application 7 : H- MZ donnée par :
+—

s gr e Xp) X)), ,

ouonprend [0,1]xD"/(1,x) ~ (0,-x) comme mod&le pour la bande de M&bius M- ,

et on prend le carré D1 xD1 comme modele du disque D2 co-ame de ?I) . La variété

W4 découpée le long de Q3 est un cobordisme orienté entre le bord d'un voisinage

w(u;t;x1,x

régulier de Q3 : un tore solide et le fibré en cercles associé au fibré en disques sur
M2 .

Le jeu que Rohlin effectue avec les coordonnées angulaires consiste a montrer
que le fibré en cercles associé a ce fibré en disque est difféomorphe au fibré non trivial
en intervalles sur la bouteille de Klein (par lequel on remplace le tore K de la
variété M pour former N). Ce fait se voit directement :

Soit en remarquant qu'un fibré (en cercles) sur la bande de Mcbius M est un
voisinage régulier de sa restriction & 1'ame de M ; ici cette restriction est une bou-
teille de Klein dont un voisinage régulier dans le fibré (en cercles) non trivial sur la
bande de MGbius est un fibré non trivial en intervalles.

Soit en considérant les deux espaces comme fibrés, non triviaux et d'espace
total orientable, en anneaux sur le cercle. (Il suffit de composer les fibrations définis-

t
sant ces espaces avec les fibrations M2

+s! et B2+ 8] respectivement.). Sur
notre modéle, la fibration sur la bouteille de Klein 82 est (u,t,x) (t,x) (casn=2

de notre modéle).



2. LA METHODE DE KNESER POUR LISSER LES CYCLES
D'UNE VARIETE COMBINATOIRE

' Une tentative de démonstration combinatoire de £ 4= y4

INTRODUCTION.

La courbe CO d'équation x.y = 0 a une singularité isolée et peut étre approchée
par des courbes lisses C_ d'équation x.y = ¢ . La méthode de Kneser ([X]) que nous
allons présenter est une généralisation de cette déformation de lissage au cas ou, au
lieu d'avoir des singularités isolées de variétés algébriques, on a seulement un sous-
polyéedre d'une variété combinatoire qui vérifie certaines hypotheses homologiques.

Enoncgons 1'un des résultats que 1'on obtient par cette méthode.

THEOREME 2. Soit Kn un sous-complexe fini orienté (1) de dimension n d'une
1

variété triangulée M™" de dimension n+1 . On suppose que la chafne K définie

par les n simplexes (orientés) de K est un cycle a coefficients entiers. Alors, il

existe une subdivision de M et un sous-complexe N de cette subdivision qui est une

sous-variété orientée ldcalement plate de M et homologue sur les entiers au cycle K .

Dans le cas ou M est orientable, on montre aujourd'hui ce théoréme en utilisant
la transversalité de Thom: Le dual pour Poincaré de 1'élément de Hn(M,Z) défini
par le cycle K est un élément de H1(M,a M;Z) (si M est non compacte, la remplacer
par un voisinage compact de K), on représente alors ce dernier élément par une appli-
cation f de M sur le cercle S1 , constante sur le bord 3M et transverse a un point
de s (distinct de £(dM)). Remarquons que dans le cas ol la variété M n'est pas
orientable, une "démonstration moderne" de ce théoréeme n'est pas aussi aisée, alors
qu'il ne suffit que de trés légéres modifications de la méthode de Kneser ([K] qui

(1)

Chaque simplexe de dimension maximale n est muni d'une orientation.

52



53

date de 1924) pour attraper, dans tous les cas (que la variété M soit orientable ou
non), le théoréme de lissage cohomologique : tout élément de H1(M;Z) se représente

par une sous-variété de codimension un, plate et transversalement orientée.

Mais 1'intérét d'exposer cette méthode aujourd'hui est autre. Rohlin, dans
1'article ([R]) ou il montre que le groupe de cobordisme des variétés orientables de
dimension trois est nul, énonce une méthode de Kneser a bord qui peut étre vue comme
le commencement d'une ""machine combinatoire"” de Kneser qui permettra de lisser les
cycles de codimension deux ; il est naturel d'essayer de poursuivre ; on se trouve
bloqué a l'étape suivante, mais on récolte une démonstration du calcul du groupe de
cobordisme 4 semblable a celle de QB = 0 . Cependant, nous ne réussirons pas a
donner une démonstration combinatoire du théoréme de Rohlin, et devrons soit nous
restreindre aux variétés différentiables, soit utiliser le théoréme de Wall d'unicité des
fibrés normaux PL en codimension deux ; mais ce théoreme n'a pas de démonstration
satisfaisante (on utilise le théoréme de Schdenflies en petite dimension, la théorie des
anses de Smale en grande dimension, et on a besoin du théoreme de Cerf : Diti(53 )
est connexe, pour faire le pont !). Nous noterons que le théoréme de Rohlin implique
le théoreme de Wall élémentairement (par des arguments qui sont les mémes pour toutes
les dimensions) et demandons donc une démonstration combinatoire et élémentaire dans

le sens précédent du théoréeme de Rohlin.

Au paragraphe 1, nous exposerons la construction fondamentale. Le paragraphe 2
est consacré a 1'analogue non orientable du théoréme 2 énoncé ci-dessus ; le
théoréme 2 sera démontré au paragraphe 3. Le théoréme de Rohlin (lissage, en fixant
le bord, d'un polyédre K , orienté, dont le bord homologique est une sous-variété
localement plate de codimension deux) sera "établi" au paragraphe 4 ; ce résultat
permettra, dans le paragraphe 5, d'établir 1'analogue du théoreme 2 en codimension 2.
Le paragraptie 6 sera consacré a la difficulté technique, signalée plus haut, rencon-
trée dans la preuve du théoréme de Rohlin ; nous échouerons au paragraphe 7 en
tentant de généraliser le théoréme de Rohlin en codimension deux, mais récupérerons
la démonstration de 1, = Z annoncée plus haut. Nous terminerons enfin par des
exercices indiquant, entre autres, comment obtenir les résultats sur H1(M,Z) ,

H1(M,Z/ZZ) , Hz(M,Z) en utilisant la méthode de Kneser.



54

§ 1. LA CONSTRUCTION FONDAMENTALE.

Commencj‘bns par rappeler certaines notions de topologie combinatoire. Soit ¢
un simplexe d'un complexe simplicial K . Le site de o dans K (ou l'étoile: de ¢

dans K , en anglais star) est le sous-complexe de K formé de toutes les faces des
simplexes dont o est une face, on le note St(o,K) . Lalicede o dans K (en

anglais link) est le sous-complexe formé des faces, disjointes de ¢ , des simplexes
dont ¢ est une face, on lanote L(c,K) . Si K' désigne la premiére subdivision
barycentrique de. K et s sont les simplexes de plus grande dimension de ¢' =e¢NK!',
toutes les lices .L(ci,K') sont égales, on note cette lice commune L(¢,K') ; la

réunion des sites St(cri,K') forme le site de ¢ dans K' quel'onnote St(o,K') .

Nous utiliserons. les faits connus suivants :

(1) Le sitede o dans K' estisomorphe au joint de o &t de la lice de o dans
K': St(0,K') = o%L(0,K') (1'isomorphisme est simplicial si o est triangulé
par aNK'):.

phe au joint du bord de ¢ et de la lice de ¢ dans K'

d St(o,K') ¥ a0 *L(g,K")

11 en résulte que la frontiére du site de ¢ dans K' est isomor-

(2) Un sous-complexe K™ d'une variété combinatoire M9 est une sous-variété
localement plate de M si et seulement si pour tout simplexe oP de K la paire
de lices (L(o,M), L(0,K)) est une paire de sphéres dénoude (de dimension
(n-p-1+q, n-p-1)) .

Figure 1. Site et Lice
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Soit K" un sous-complexe de dimension n d'une variété triangulée Mt

de dinEensiim n+q . Nous dirons que K a des singularités de codimension ¢ si
n-c
K-K

est une sous-variété localement plate de M (K[n_CJ désigne le n-c
squelette du complexe K) . Cette propriété se traduit techniquement de la maniére
suivante : -

n-i

Pourtout i, 0<i<c, ettout n-i simplexe © de K, lapaire des lices

de ¢ dans M' et K'(=KMNM!), (L(o,M'),L(0c,K')) est PL isomorphe a la paire

i-1+ i-1
9,57

standard de sphéres dénouées (S . Un simplexe pour lequelle cette pro-

priété est violée est dit singulier.

Nous pouvons maintenant présenter la construction fondamentale :

Soit ¢ un (n-c) simplexe d'un sous-complexe ayant des singularités
- en codimension ¢ . Lalice L(0,K') est alors une sous-variété localement plate
VC_1 de dimension c-1 de la hce L(cr M') qui est une sphére de dimension

()

Si lalice V borde WS une sous-variété localement plate de la sphére L(o,M'),

q+c-1

Kneser élimine la singularité du complexe K en remplagant K par :

K1 = K- St(c,K')Udo *W (voir la figure 2).

1 une subdivison de M qui triangule K 1 comme un sous-

complexe. Hors du site St(o,M!) le complexe K1 , tout comme K , ades singularités
+
en codimension ¢ . Sur St(g,M')-30, K1 est une sous-variété localement plate (+) .

Donc, les seuls simplexes 7 qui peuvent voir leur paire de lice (L(T ,M;) , L(7,K '1))

Désignons par M

modifiée sont ceux de 30 , mais ils sont de codimension c+1 . Bien siir, pour gagner
quelque chose, il faut effectuer cette modification simultanément sur tous les n-c
simplexes smguhers de K, ce qui peut se faire en ayant pris soin de subdiviser une
fois de plus (pour tous les simplexes g ¢ de K[n C'i NK', les sites St(o,K")

n'ont en commun que des points de 39) .

() Démonstration de cette affirmation :soient o un j simplexede V =L(c,K) et
7 le (n-c+j+1) simplexe du site St(o,K') dont T est lafaceopposéea o . La
paire de lices (L(r,L(c,M')), L(7,L(c,K")) est simplicialement isomorphe a la
paire (L(T,M'), L(7,K')) qui est dénouée car K est singulier en codimension c et

T est hors de K™ d (dim T = n-c+j+1 2 n-c+1 car j=0).

(#) car WNK =3W =V puisque St(o,M')NK = St(o,K') (c'est pour avoir cette
propriété que 1'on a travaillé dans la premiére subdivision barycentrique).
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3 23
®30 b,
®o P
®o1 1
o est le segment AA, ; St(o,M) est L(e,M") est un octogone
1'octahédre union des quatre tétraédres (b, ;,4 est le barycentre de AjA BB,
’
A0A1BiBi+1 .(1 =0,1,2,3) ; bi est le barycentre de AO’A1Bi)
St(o,K) est l'union des quatre triangles L(¢,K'") est formé des quatre points
AOAisi . bo,b1,b2,b3 .
\%
\/?—\
W est 1'union des segments
k
B;512P5 8t P3P3ePg
Le complexe K. plonge

1

abstraitement K, est:

Figure 2. La construction fondamentale dansuncasou n=2,g=1,c=1.

+1’
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Remarquons le lien entre cette construction et la déformation Ce de 1l'intro-
duction : Si une hypersurface algébrique d'équation f =0 possede une singularité
isolée au point x , on peut prendre pour variété W la fibre de Milnor de la singula-
rité, que 1'on sait isotope a St(x,M') N {f—1(e)} .

Tout le probleme dans la suite est de trouver des hypotheses garantissant
1'existence de la variété W : un probléeme de "surface de Seifert" pour une sous-

variété localement plate de la sphere.

§2 . LE THEOREME DE KNESER (COEFFICIENTS ENTIERS MODULO 2)

THEOREME 1. Soi‘t une variété de dimension (n+1) M ayant une triangulation T

et soit K" un sous-complexe fini de dimension n de T qui soit un cycle modulo 2 .

Alors, il v a une sous-variété localement plate N de M, homologue a K modulo deux

et qui est un sous-complexe du 2n-eme subdivisé barycentrique T(Zn) de T .

Démonstration. Supposons cc?nstruit un sous-complexe Ki de Mi = T(Zi) qui
soit singulier en codimension i+1 et homologue modulo deux a K (on commence la
récurrence avec KO =K etonposera N = Kn) . . '

Soient 0.,...,0y les n-(i+1) simplexes de Ki[n-(1+1)] N K'i ol Ki[n-(1+1)]
est le n-(i+1) ”squelette de Ki et K'i est le subdivisé barycentrique de Ki . Soit VJ
la lice L(o, ’Ki) ; elle borde une sous-variété localement plate Wj de la sphere
L(cJ.,M'{) : Si i=0, puisque K, =K estun cycle modulo deux, chaque Vj est
formé d'un nombre pair de points et donc borde une réunion disjointe d'arcs W.. dans
le cercle L(qj,M';) i(v.oir 'la figure 2) ; si i >0, c'estparce que toute variété de
codimension un disconnecte une sphéere simplement connexe.

Comme les sites St(cj,M'j") ne se touchent qu'aux bords des simplexes cj , on
peut appliquer simultanément dans les sites de tous les crj les modifications de Kneser

pour obtenir : N W N
Ki+1 = (Ki- _U St(cj,K")) .U acj *WJ.
N j=1 i j=1

La réunion des joints U °j *Wj fournit une homologie modulo deux entre Ki et
1

K. .. O J

i+1
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§ 3. LE THEOREME DE KNESER (COEFFICIENTS ENTIERS)

Démonstration du théoréme 2. Supposons construit un sous-complexe orienté

de dimension_: n, Ki , d'une subdivision Mi de M qui soit singulier en codimension
i+1 et homologue sur lés entiers 3 K (on commence la récurrence avec Ko =K et
1'on posera N = Kn) .
Nous utiliserons les mémes notations que dans la démonstration précédente et
‘ choisissons une orientation pour chaque n-(i+1) simplexe crj . Comme le complexe Ki
est orienté, la lice L(c‘r.,K'i') est une sous-variété orientée Vj de codimension un de

la sphére L(oj,M';) .

AFFIRMATION. Il existe une sous-variété Wj orientée, de codimension zéro de la
sphere L(cJ.,M'D telle que Wj N Vj = awj # @ etles orientations coincident.

En effet, pour i =0, puisque K estun cycle sur les entiers, Vj est formé
d'un nombre pair 2k de points disposés sur un cercle, k d'entre eux exactement
étant affectds d'une orientation positive ; il y a donc un arc dans le complémentaire
dont les extrémités sont d'orientations opposées. Pour i>0 , il suffit de prendre une
composante de Vj la plus intérieure.

On effectue la modification de Kneser partielle sur les Wj en posant :
N N N
1 "
K. = (K. - U sSt(e.,,K.)) U da,.%W. U o.*(V.-3W,
= - U stlepKy) U soyxiy U gy (vy-awy

N
La réunion des joints U crj * WJ. fournit une homologie entre Ki et K; (voir figure 3).
J=1
]
A , i
plus simple que Ki : définissons la complexité de Ki' comme étant le maximum des

Le complexe K. peut encore étre singulier en codimension i+1 , mais il est
nombres de composan'tes connexes de Vj , lalice L(oj,K'Jf_),o. parcourant les sim-
plexes singuliers de dimension n-(i+1) . Remarquons que pour toute subdivision de
K1i , les seuls simplexes singuliers de dimension (n-(i+1)) sont des simplexes Tn-(i+1)
qui sont inclus dans un cj et que, pour un tel simplexe, lalice L(T ,K; ") est PL
isomorphe a Vj - awj , cllconc K} a une complexité moindre que cell;z de Ki et, par
récurrence, on obtient Ki de complexité nulle et on pose Ki+1 = Ki

Remarquons que les théorémes 1 et 2 admettent des formes relatives : Si le
complexe K est, prés d'un fermé une sous-variété localement plate (orientée pour
le théoréme 2), on peut imposer a la variété N d'étre égale 8 K pres de ce fermé
il suffit de n'effectuer les modifications de Kneser qu'aux simplexes cj singuliers
(ceux pour lesquels la paire de lice (L(cj,M';) ,L(aJ.,K'i')) n'est pas une paire de

spheres dénouée).
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(L{o,M}),L(o,K )
La complexité de Ki est 6

La complexité de Kli est 4

Figure 3. La modification de Kneser partielle

§ 4. LE THEOREME DE ROHLIN

THEOREME 3. Soit K" un sous-complexe fini, orienté, de dimension n d'une
n+1

variété triangulée M de dimension n+1 . On suppose que le bord de la chafne K

définie par les n simplexes orientés de K est une sous-variété localement plate
n-1 ,

Q' de M.

Alors, il y a une subdivision de M et un sous-complexe de cette subdivision

qui est une sous-variété localement plate, N, de M, debord la sous-variété Q et
homologue, modulo Q et sur les entiers a la chaine K .

Démonstration. Tout d'abord, nous dirons que le complexe K est singulier-en

- ) (n-
codimension ¢ si Ko Ktn ©Jest une sous-variété localement plate de bord Q-K"" <] ;
cela se traduira techniquement par :

i) Pour tout (n-i) simplexede Q (0<i<c), lalice L(0,K') estun disque
localement plat dans la sphére L(0,M') debord L(¢,Q') (rappelons que, puisque Q
est une sous-variété localement plate, cette derniére lice est une sphere dénouée).

ii) Pour les (n-i) simplexes de K-Q (0=<i <c), la méme condition qu'auparavant.
Supposons construit un sous-complexe orienté Ki d'une subdivision Mi de M,
singulier, en codimension i+1 et homologue modulo Q & K (le bord homologique de
Ki est donc la sous-variété Q). Nous utiliserons les mémes notations que dans la
démonstration du théoreme 2.
La lice L(crj,K';) est une sous-variété localement plate et orientée V. de la

sphére L(ch.,M'i) , qui n'aunbord non vide que si i1 et sile simgiexe o, est dans
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Q, auquel cas le bord de Vj est L(oj,K';ﬂQ) qui est une sphére dénouée SJ. .
Supposons d'abord i=1 et oj dans Q .

AFFIRMATION. Ily aun disque D, de dimension i localement plat dans L(aj,M';)
de bord Sj et tel que : A
a) Sur un voisinage régulier RJ de SJ les variétés VJ et DJ coincident.
b) Le cycole (D uv ) - RJ est trivial en homologie entiere dans
E:J = I_,(c M ) RJ 1! \_xtemeur de RJ

Complément. a) Si GJ. n'est pas dans Q , l'affirmation est vraie pour
D.=R.=@ (vraie aussisi i=0) .

Jb) Si i=0 et Gj est dans Q , l'affirmation est vraie avec R. un voisinage
régulier de Dj .

Le complément n'est que la traduction de ce que, sur les entiers, le bord homo-
logique de K, est la sous-variété Q pour i =0 etpour i=1, Hi(L(cJ.,M'i))= 0.
Pour 1' affirmation, comme la sphéere Sj est dénouée, elle borde un disque D, de
dimension i . Par existence de collier de SJ dans DJ et VJ et de bicollier autour
de DJ et VJ dans L(c M ) , on peut, dans un voisinage de SJ interpréter D, et
VJ comme les traces de deux sections de deux fibrés normaux a SJ dans L(GJ M, )
Faisant appel au théoréme de Wall [W]) d'unicité des fibrés normaux en codlmensmn
deux, on peut, apres une isotopie de DJ. , Ssupposer que les deux fibrés sont égaux et
donc les deux sections différent par une application de Sj dans le cercle S1 . Comme
les deux sections sont homologues sur les entiers (car D, et Vj sont orientables),
1' application de comparaison est triviale en homotopie ; les deux sections sont

isotopes et 1'on péut réaﬁser la condition a) (c'est ici que 1'on utilise la condition
d'orientabilité; voir daris les exercices 3b) et 3c) ce qui se passe sans la condition
d'orientabilité).

Comme E’j a le type d'homotopie d'un cercle, la condition b) est automatique-
ment vérifiée pour i =2, etpour i=1, il suffit de faire des sommes connexes de
I'arc Dj avec des cercles bords de petits disques transverses & S, (ou si l'on

préfére, enrouler Dj autour de SJ. (voir la figure 4)).

Terminons, a l'aide de 1'affirmation, la démonstration du théoréme 3.

Soit 53. le barycentre du simple OJ. et ej = aj* L(oJ.,M'i) la cellule duale de o,.
Considérons E.J. x [F,1] ([+,1] étant la "moitié extérieure" de l'intervalle [0,1]
de joint ; voir la figure 5). Dans le bord de E.J. x (+,1), considérons la sous-
variété Tj = (Vj N Ej) x1U (Vjﬂ an) x(+,1]U (Dj N EJ.)x + . Avec l'orientation
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qu'elle hérite de V. , la variété 'I‘j borde homologiquement dans E. x [3,1], donc

J
par la version relative du théoréme 2 signalée a la fin du paragraphe précédent, T
borde dans EJ. x (1, 1] une sous-variété W. . Posons alors :
o o
W. = W, U(V.-E) x [$, 1
; §U VB x L7, 1]
I

z

et Kivr = K- g
. _

nC

N N
St(e,,K")) U (30, *W.) U o, *(D. x %)
SR P T

1
La réunion U 0o, * Wj est une homologie entiere entre Ki et Ki+
i=1

1
(Remarquons que, contrairement a ce qui se passe dans les théorémes précé-
dents, les joints o, * WJ. ne sont pas plongés dans I_.(o.,K';) bien que les deux réu-
nions dans la formule définissant K1 le soient.) '

Signalons 1'exercice 3a) ol une démonstration plus naive est présentée.

V., \ V. B
J \ . J ,
’ \ ’
l' “ Pt ‘\ -
s \ ;’ . \‘ Y " \‘
= D : L% — D @ '
I P :
\ .
\ / \\\ ’&’l \\ /,,
S. - disque transverse T
J a s,
J

Figure 4. L'enroulement de D, autour de S.

COROLLAIRE. Soit Qn-1 une sous-variété orientée localement plate de codimension
deux de M

dont la classe fondamentale est nulle dans Hn_1(Q,Z) . Alors, ily a
dans M une surface de Seifert S pour Q:

une sous-variété S orientée de dimen-
sion n, localement plate dans M dont le bord soit Q .

Démonstration. On applique le théoreme 3 a un complexe K" qui réalise une
homologie a zéro de M . cC

Remarque. Dans le cas classique ou Mrl L 53

et Q est un enlacement orienté, on
peut choisir un point Xy dans 53

d'ou l'on voit 1'enlacement Q immergé avec
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Figure 5. La construction finale de la démonstration du théoreme 3.
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sevlement des points doubles transverses. Prenons pour K le cdne sur Q issu de ce
point (voir la figure 6). La démonstration se simplifie car si 1'on applique aux.arétes
singuliéres de K (qui sont hors de 1'enlacement Q) la modification de Kneser (celle
du théoreme 2 ; comme la lice a quatre points, on peut le faire en une seule fois !),

le complexe K devient une sod:s-variété localement plate sauf au point de céne. On
lui applique la modiﬁcation de Kneser et 1'on obtient la premiere démonstration de
construction de surface de Seifert due a Frankl et Pontriaguine ([FP]) ; on remar-
quera qu'elle donne la méme surface que 1'algorithme de Seifert ([s)).

On a percé deux fenétres dans la surface de Frankl-Pontriaguine du noeud de tréfle
(pour voir ce qui se passe "a l'intérieur®)

Figure 6. La construction de Frankl-Pontriaguine
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§5. LA METHODE DE KNESER EN CODIMENSION DEUX

THEOREME 4. Soit K" un sous-complexe fini, orienté, de dimension n ='une
n+2

variété triangulée M de dimension‘ n+2 . On suppose que la n-chaine K & coef-

ficients entiers définie par K est un cycle.

Alors, il y a une subdivision de M et un sous-complexe N de cette subdivision

qui est une sous-variété, orientée, localement plate de M , homologue sur les entiers

au cycle K .

Démonstration. Elle est analogue a celle du théoréme 2 . Nous utilisons les

mémes notations. Remarquons que, puisque le complexe Ki est orienté, une orienta-

tion du .simplexe cj (€ (Ki N=1.)1) détermine une orientation de la lice Vj = L(cj,K';).
Le corollaire du théoréme 3 permet de construire une surface de Seifert orientée WJ.

pour Vj ; la suite de la démonstration est identique a celle du théoréme 2. C

§ 6. RETOUR SUR LA DEMONSTRATION DU THEOREME DE ROHLIN

L'enchainement des théorémes 2, 3 et 4 semble &tre le début d'une récurrence
pour lisser les cycles de toute codimension. On sait depuis Thom que ce réve est
impossible ; il nous semble cependant intéressant de mettre en marche la ""machine
de Kneser" et de tirer des informations géométriques des faits qui la font caler :
nous tenterons au paragraphe 7 une démonstration d'un théoréme de Rohlin en codimen-
sion deux qui échoﬁera, mais nous fournira un calcul du groupe de cobordisme {24 .

Un argument du §'4 ne se généralisera pas, c'est 1'utilisation du théoreme de
Wall. Ce paragraphe est consacré a 1'étude du théoréme de Wall, et a une version
affaiblie du théoréme de Rohlin n'utilisant pas le théoreme de Wall ; c'est cette
version que nous généraliserons au §7.

6.1. Une esquisse des arguments géométriques du théoréeme de Wall.

Par la théorie des immersions, Wall réduit son théoréme au fait que si un

n+2,zn) est trivial dans la catégorie PL,

noeud différentiable de codimension deux (S
il est trivial dans la catégorie différentiable (" est une variété différentiable PL
isomorphe a la sphére s" standard). Esquissons la démonstration que Wall donne
de ce fait.

Par unicité des voisinages réguliers PL et le théoréme de lissage de Hirsch,
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un tube autour de =" est difféomorphe a s™ x D2 en position standard dans sh+2 ;
en prenant une section du tube, on trouve o™ et s"x 1 plongés dans s™ x S1 . A
1'aide d'une grande translation du revétement infini cyclique s"x R , on a deux
relévements disjoints de s" et o dans s"x R ; soit A la région compacte com-
prise dans. s" xR entre ces exemplaires de s" et de 'S" . En enroulant le revéte-
ment infini cyclique autour de st , on peut voir A plongé dans s" et former

Am'1 =s"xI1LAL Dm'1 un disque d'homotopie bordant Z n (voir la figure 7).

n+1

Figure 7 . L'enroulement de Wall

Si n#3,4, onconclut par le théoréme de Schonflies (1) qui est vrai dans
ces dimensions (élémentairement par Schonflies et Alexander pour n=1, 2, etpar
la théorie des anses de Smale pour n=5) . Wall traite les cas restants (n =3 est
le plus difficile) par un brillant rétablissement qui utilise d'une maniére essentielle
la théorie des anses et le théoréme de Cerf : Diff(53 ) est connexe.

Ce théoreme utilise donc les résultats les plus profonds de la topologie différen-
tielle et surtout est non élémentaire dans le sens suivant : bien que vrai en toute

dimension, les arguments pour le prouver sont différents suivant les dimensions.

6.2. Le théoreme de Rohlin implique le théoreme de Wall.

1l est tout d'abord clair que 1'affirmation du paragraphe 4 implique le théoréme

de Wall : Considérons V™' une surface de Seifert lisse pour le noeud (Sn+2,2n) .

n+1

Par 1'affirmation, =" borde un disque D qui est localement plat presque diffé-

rentiable et égal a V pres de =" (donc pres de son bord = , le disque D™ est
une sous-variété lisse de Sn+2) . En appliquant le théoreme de lissage en codimension

1 de Hirsch, il y a une isotopie presque différentiable fixe prés du noeud o qui

n Caig s n+2 .
pousse D *1 sur une sous-variété lisse de S . Il n'y a qu'une structure lisse

sur un disque PL compatible avec la structure PL (grice a la théorie d'obstruction

(t) Indiquons au lecteur 1'exercice 5 ol un autre lien entre le probléme de Schénflies.
et les fibrés normaux en codimension deux est établi.
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au lissage de Munkres , ou si l'on préfere au théoréme de structure en produit de

Hirsch). Le noeud =" bordant un disque différentiable est donc trivial.

Voyons maintenant que la forme relative du théoréme de Rohlin (1)
le théoreme de Wall.

Considérons (Sn+2,2n) x I 1'épaissi du noeud (s

implique
n+2 ,=™) . Soit V une sur-
face de Seifert lisse pour " et D un disque presque différentiable trivialisant le

noeud PL . Pres de Sn+2 x 0, considérons 1'épaissi V x [0,e] de V et présde
n+2

S x 1 1'épaissi D x (1-€,1] de D et complétons sur la partie restante de
Sm'?‘ x 1 par K, une homologie modulo o' entre ces deux surfaces de Seifert. La

forme relative du théoréme de Rohlin nous donne une sous-variété localement plate W

de S™1 41 debord aW=Vx0UZ"xIUDX1 .

Soit (E,F) un voisinage régulier de s%x 1 dans la paire (Sm'2

xI, W) . Par
existence de voisinage en collier de o7 x1 dans W et unicité de voisinage régulier
de S x1 dans sh2 .1 , lapaire (E,F) est isomorphe a (EnxszI, oxix 1),
et donc son "bord" (QE,FNJE) T (Enx02

E,NV et 3E,ND (E =EN gh+2 -
truit un disque D1 égal & V (donc lisse) sur EO et é%al a D horsde E.1 .
(Rappelons que par unicité de voisinage régulier, E.1 - E‘O =) EO xI.) (voir la
figure 8). '

n
xI,Z "xI) estune concordance entre

xi) . En voyant E, inclus dans E on cons-

Figure 8

(t) On impose N = K pres d'un sous-ensemble de K auprés duquel le complexe K est
une sous-variété localement plate. Cette forme relative du théoréme 3 a lieu comme
pour les théorémes 1 et 2 et pour exactement les mémes raisons (voir la remarque
cldturant le paragraphe 3).
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La fin de la démonstration est identique a celle du premier paragraphe de 6.2.
On a laissé au lecteur dans 1'esquisse précédente le soin d'appliquer les théoremes
de triangulation de Whitehead pour les changements de catégorie implicites entre
presque différentiable et linéaire par morgeauX. Remarquons auAssi que ces théoréemes
de Whitehead, comme le théoreme de lissége de Hirsch (corollaire-du théoréme de struc-
ture en produit) que 1'on a utilisé ici, sont,contrairement aux arguments de Wall,
élémentaires en notre sens.

(1)

sition ni le théoreme de Wall, ni surtout ce que Wall utilise ; malgré de nombreuses

Rappelons que Rohlin a énoncé son théoreme en 1951 et n'avait a sa dispo-

tentatives, nous ne sommes pas arrivés a donner de démonstration élémentaire du

(%)

cette difficulté en prouvant de maniére élémentaire une forme affaiblie du théoréme de

théoréme de Rohlin (et par 12 méme du théoréme de Wall) . Nous allons élucider
Wall au point suivant.

6.3. Une méthode de Kneser lisse.

Il s'agit de faire toutes les constructions pour avoir a effectuer les modifica-
tions de Kneser sur de:é, paires de lices qui sont des paires de variétés C” lisses
car, dans la catégorie c® , il y a existence et unicité des fibrés normaux (et ce
élémentairement). ‘

' Pour cela, il faut modifier les hypothéses des théoréemes 1, 2 et 3, en demandant
3 la variété ambiante d'&tre C . et aussi, pour le théoreme 3, il faut que la sous-
variété Q soit une sous-variété lisse. Le complexe K devra étre un sous-complexe
d'une triangulation C® de M possédant une subdivision barycentrique pour laguelle

: (=] N
les cellules duales:sont des sous-variétés C . Ceci s'obtient relativement facilement

(1) Bien qu'il énorice son théoreme en toute dimension, Rohlin ne 1'utilise que pour un

5 ; en ce cas, la démonstration de 1'affirmation

complexe de dimension quatre dans R
que 1'on peut tirer du premier paragraphe de 6.2 et de 6.1 n'utilise que le théoreme

d'Alexander-Schonfliess et n'est pas anachronique.

(+) En suivant la machine de théorie des immersions dans 1'article de Wall (W], le
lecteur astucieux pourra par une double récurrence établir d'un seul coup les théoremes
de Rohlin et Wall, mais, du moins pour la récurrence que nous avons montée, elle s'ap-
puie sur une faute de frappe dans l'article de Wall : les obstructions pour la théorie de
lissage des sous-variétés de Haefliger sont dans I—Ii(M,I‘.2 ) pour existence et Hi(M,I.z)
pour unicité et non, comme 1'écrit Wall page 6, Hi+1(M, 11:121__1) pour existence et '

Hl(M,I‘iz_1) pour unicité !
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de la maniére suivante : on munit la variété d'une métrique riemannienne c” et 1'on
part d'une triangulation quelconque. Alors, il y aun € >0 dépendant de la triangula-
tion de départ telle que la triangulation a des subdivisions arbitrairement fines dont

(1)

Soit K une telle subdivision et ¢ un simplexe de cette subdivision de sommets

tous les simplexes sont d'épaisseur supérieur a € .

KooKqs ooy

et plus pres de chaque ki que des autres sommets de K . Alors, si la subdivision

kp . On note e(0) l'ensemble des points a méme distance de tous les k;

K est suffisamment fine, les e(c) sont des sous-variétés lisses isomorphes a un
polyédre convexe. Les e(o) forment les cellules duales pour une subdivision de K
isomorphe a la subdivision barycentrique. (Sahé subdiviser, le résultat est encore vrai
c'est un lemme célébre de Munkres ([M] théoréme 1.4).) On prendra alors pour
lice L(o,M) une sphére lisse située dans l'intérieur de e(o) et se déformant radia-
lement sur le bord de e(g) . ’

On modifie la définition d'&tre singulier en codimension i+1 en demandant a Ki
d'8tre une sous-variété C hors du squelette de dimension n -(i+1) de K, - On
remarquera alors que pour tout simplexe o0j de dimension n-(i+1) , lalice L(cj,K';)

(n-(i+1)]

est 1'intersection transverse de K-K avec L(o.,M") et que, sil'on prend

soin d'arrondir les coins de Ki+ situés en Ki N Uj * L(aj,M") - acrj) , le complexe

Ki+1 construit par la modiﬁcatio:x de Kneser est singulier en codimension i+2 .

Nous laissons au lecteur courageux le soin de rédiger les modifications des
arguments des paragraphes 1 a5 suivant 1'esquisse ci-dessus (c'est en vue de ces
modifications que 1'on a préféré la preuve écrite du théoreme 3 a celle indiquée dans
1'exercice 3a)).

Nous indiquerons dans 1'exercice 4 comment, en utilisant des triangulations de
Munkres, on peut batir "a la Kneser" la théorie d'Haefliger d'obstruction a lisser

une sous-variété PL flocalement plate d'une variété lisse.

(1)

C'est le rapport du diametre sur la distance du barycentre au bord du simplexe.
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§ 7. LA NON-TRIVIALITE DE 0.4 FAIT ECHOUER UNE TENTATIVE DE
DEMONSTRATION DU THEOREME DE ROHLIN EN CODIMENSION 2

Soit K" un sous-complexe orienté de dime_l:lsion n d'une varisté lisse 'MFH'2
de dimension n+2 ; on Suppose que le bord de la chaine K définie par les n simplexes
orientés de K est une sous-variété lisse an de M. Tventons de lisser K en sui-
vant la méthode du paragraphe 4 modifiée comme indiqué dans le paragraphe précédent,
pour que les paires de lices soiznt des paires de variétés c”. On peut construire un
complexe Ki lisse hors du n-(i+1) squelette de K , debord Q et homologue
modulo Q a K, etcepour i=0, 1,2,3 . Pour i=3, il faututiliser dans la démons-
tration de 1'affirmation que les deux sections du fibré normal a L(c¢.,Q) , une sphére
de dimension deux dans L(o_ ,M) une sphére de dimension cing, sont Jisotopes (1) car

elles different par une application de 52 dans 52 nulle en homologie donc triviale en

homotopie.

A 1'étape suivante, les deux sections différent par une application de 53 dans
52 . Or 173(52) esg infini cyclique, engendré par l'application de Hopf. Remarquons
que le cylindre de 1' épplication de Hopf est un plan projectif troué plongé dans la sphere
S” vue comme le joint de 53 et 52 , le bord est une sphere S_3 non nouée. On peut
donc remplacer le disque D par une somme connexe de plans projectifs troués.

Si la variété Q dont on était parti est de dimension quatre, on vient de voir
qu'on peut lisser K hors du zéro squelette de ¢ et que, quitte a faire des sommes
connexes avec des plans projectifs, on peut lisser K . On vient de donner pour le cal-
cul du groupe de cobordisme orienté de dimension quatre, une démonstration analogue a

celle que Rohlin a donnée pour le groupe de cobordisme orienté de dimension trois.

|
Remarque sur le rdle du § 6. Si on n'avait pas pris soin de travailler daris la catégorie

lisse, on ne pouvait pas faire le dernier argument : Il n'y a pas unicité du fibré normal
nour une sphere de dimension trois dans 56 .

Rappelons que le groupe (pour la somme connexe) des sphéres différentiables

() Dés cette dimension, nous ne pouvons utiliser le théoreme d'Haefliger et Wall
d'unicité du fibré normal dans le domaine stable; on a déja besoin ici des modifica-
tions du § 6.3 . Nous verrons cependant dans 1'exercice 6 que les arguments de 6.1 et
6.2 donnent 1'unicité dans ce cas limite. A 1'étape suivante, on ne peut s'en tirer,

la non-unicité produit des noeuds différentiables non triviaux de 53 dans 56 (voir la
remarque a la fin de ce paragraphe).
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de dimension trois nouées dans 56 est isomorphe aux entiers. Soient 83 c 56 et

V une surface de Seifert pour ce noeud ; le fibré normal a V dans S6 est de dimen-

2
(

sion deux et a f € H°(V;Z) comme classe d'Euler. Alors, l'isomorphisme entre le

groupe des noeuds et Z est donné par :
(2V] — signature de (V) - fof (1)
8 .

Soit 3V un noeud différentiable non trivial ; comme en codimension trois, il

n'y a pas de noeud PL, le noeud 3V borde undisque D . On interpréte des colliers
de 3D dans D et 2V dans V comme deux sections de deux fibrés PL normaux au
noeud. S'il y avait unicité des fibrés normaux, on pourrait supposer que ces deux fi-
brés coincident. Quitte alors & remplacer le disque D par une somme connexe V' de
plans projectifs troués, plongés comme cylindre de 1'application de Hopf (qui vérifie
signature (V') = f'o ') , on peut supposer que les deux sections (collier intérieur &

V et V! res;;ectiveme_nt) ‘coincident. L'argument de la démonstration du théoreme 3
fournirait alors un cobordisme W entre V et V', ce covordisme étant en produit

sur le bord ; donc : signature (V')

signature (V)
{ fof = flof'
ce qui contredit 1'hypothése signature (V) -fof#0 .
On a vér‘iﬁ:é une fois de plus le "fait expérimental" suivant : Il faut passer par
la catégorie différentiable pour montrer qu'une variété PL orientée de dimension

quatre et de signature nulle borde une variété orientée de dimension cing.

EXERCICES

0) Faire fonctionner‘la méthode ce Kneser pour les sous-complexes infinis, localement
finis. '
1) Soit M une variété triangulde . .

a) Soit C1 un 1-cocycle a valeurs entiéres qui ne prend (sur chaque aréte de
la triangulation) que les valeurs -1, 0, 1. Soit N la réunion des cellules duales
des arétes o telles que C1(cr) £0.

Prouver que N est une sous-variété combinatoire localement plate et normale-
ment orientée de M .

Indication : C' donne naissance a une unique application f: M - S1 =[0,1) O~
cellulaire et linéaire sur chaque simplexe de M . Remarquer alors que N = f_1(%) .

b) Soit c! un 1-cocycle a valeurs dans Z/2Z . Soit N défini comme en a).
Prouver que N est une sous-variété combinatoire localement plate de M .

(t) cf. les commentaires sur le d4e article, exercices.
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Indication : Prouver que la restriction de cl a chaque simplexe se reléve un

1-cocycle a valeurs entiéres ne prenant que les valeurs -1, 0 et 1.

c) Soit c! un 1-cocycle a valeurs enieres sur M . Prouver qu'il y a une sub-
division de M et un cocycle pour cette subdivision représentant la méme classe de
H?(M;Z) que c! etne prenant que les valeurs -1, 0 et 1.

2)
a) Montrer que 1'on peut, a partir du § 3, remplacer la condition "le complexe K est

orienté et est un cycle" (relatif pour le théoréme de Rohlin) par '"chaque simplexe de
dimension maximum n de K est muni d'une orientation normale telle que, pour tout
simplexe o de dimension n-1 de K, la somme des orientations obtenue sur la lice
L(g,M) est nulle (dans le cas du théoreme de Rohlin, nulle si ¢ € K-Q et égale & 1
si 0 €Q , étant supposé que Q est muni d'une orientation normale).

Etablir ainsi la version cohomologique de la méthode de Kneser.

b) Donner une démonstration moderne des théoremes prouvés dans 1'exercice
2.a) (qui ne sont différents des théorémes du texte que dans le cas oi M est non A
orientable).

Indication : Utiliser la transversalité de Thom sur des applications de M dans
RP , st et cp? r:eprésentant les éléments de H1(M,Z/2Z) , H1(1\-1;Z) , Hz(M;Z).

Trouver une "démonstration moderne" des théoremes du texte quand M est non

orientable.

3) a) Une autre démonstration du théoréme de Rohlin.

de K

n-(i+1) simplexes singuliers.

a.1. Par les méthodes du § 3, se ramener au cas ou, pour chaque simplexe aj

(n-(i+1) ] Q, lalice L(cJ.,K';) est connexe et ou il n'y a pas d'autres

a.2. Remplacer, dans l'affirmation du § 4, la condition "le disque Dj est égal
a la variété VJ. prés du bord" par '"le disque DJ. est transverse a la variété VJ."
et modifier la condition homologique pour qu'elle s'applique a cette situation.
Prouver que Dj U Vj est le bord orienté d'une région Wj que cette réunion
découpe. (Attention, les orientations des composantes de WJ. ne sont pas compatibles
avec une orientation ambiante.) La connexité de VJ. est indispensable pour cet

argument.
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N ny N N
: ' = - U N )
a.3. Prouver que Ki+1 = (Ki 1::1 S_t(_o_j,.\xl)) 21 (co.*wj) .U (oj *Dj)

a les propriétés requises.

b) Considérer le noeud torique trivial (2,1) ;
il borde un disque D et une bande de Mdbius M

se coupant en un segement [a,b] (voir la figure).

Soit K> le polyédre borné, limité par D UM dans R’ . On considére

3

N =K 8 cdne sur D ; c'est un polyedre de dimension trois dont le bord, comme

chafne a coefficients Z/2Z , est un plan projectif M U cdne sur (3M) & IRIP2 .

b.1 (pour les illusionnistes). Prouver que la lice L(b, N3 ) est un disque,

en laissant supposer que "par symétrie" il en est de méme pour L(a, N3 ) ; "démontrer"

3

que N~ est une variété combinatoire.

b.2. Demasquer l'illusionniste en montrant que L( a,N3 ) est une bande de
Mobius.

c) Utilisant ce phénomeéne et les idées de a), donner une preuve de ce que le groupe
de cobordisme des surfaces est engendré par la classe du plan projectif ]R1P2 . Cette

preuve n'utilise pas la classification des surfaces.

4) Soit N une sous-variété PL localement plate d'une variété c” , MM Toutes
les trianguletions ont les propriétés cégagées au §6 (“Cm et a cellules duales sous-
variétés Cw") et triangulent N comme sous-complexe. '

On suppose que hors du (n-9-squelette de N , la sous-variété N est une sous-
variété C° . :

a) Soit 0. un n-c simplexe de N', N[n-c" . Prouver que la paire de lices
(L(o ,M"), L(aJ N")) est un lissage du noeud standard PL (s™Ha-c 1 sn-c—l)
Prouver que la cochalne qui associe a un n-i simplexe oJ de N'NN (n- C]la classe
de concordance de ce lissage et 0 aux autres n-c simplexes de N' est une cochaile

(il faudra en particulier expliciter comment ses coefficients sont tordus).

b) Soit o, un n-(c-1) simplexe de N' . Prouver que, en modifiant la paire

k
de sites (St(crk M"), St(c. 9 s

(el , B0 -1)) par un lissage arbitraire (mais identité sur le bord), on peut

N™)) (qui est une paire de boules lisses standard

modifier la cochafne construite en a) par un cobord.
En déduire la théorie d'obstruction de Haefliger au lissage des sous-variétés
PL d'une variété C ([H]).
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c) Si on est en codimension un, les coefficients de la théorie d'obstruction
sont nuls ; il est tentant d'essayer d'appliquer cette méthode concreéte de lissage au
cas ol la sous-variété N a un bord qui est une sous-variété C” de codimension 2 ,
et en exigeant de ne pas bouger le bord N au cours du lissage (par les remarques du
§ 6, cela donnerait une démonstration élémentai;e du théoreme de Wall ).

Faire cette tentative et voir que, lorsque 1'on fait la construction sur un simple-
xe de Q , on trouve comme obstructioh une classe de concordance de disque de Seifert

Coo du noeud trivial.

Dans 1'exercice suivant, nous verrons que la nullité des classes d'isotopies des
disques de Seifert lisses implique le théoreme de Schonflies .

5) a) Par isotopie d'Alexandre, prouver qu'un isomorphisme PL h: st*d 4 g™+
tel que h lSn = id |sn est isotope a 1'identité a travers des isomorphismes fixant s

(se ramener au cas ol h est l'identité au voisinage d'un pointde S') .

b) Soient D;H'] et Dg+1 deux disques de Seifert PL du noeud trivial
(Sn+2,Sn) Prouver qu'il y a un isomorphisme PL h: Sm'2 - Smﬁ2 identité sur S"

et tel que h(D1) = D2

disques de codimension zéro).

(utiliser des colliers autour de D1 et D2 et l'unicité des
A partir de ce point, une démonstration en toute dimension, pour illusionnistes,
du théoreme de Schonflies .

c) Par le théoréme de Wall d'unicité des fibrés normaux PL en codimension
deux, se ramener au cas ol l'isotopie ht , découlant de b) et a) , respecte un voisi-
nage régulier E de sh. )

H
d Soit F =s™?

Prouver qu'il y a un entier n et deux relevés du disque D

- E et Fo le revétement cyclique a n feuilles de F .

1 dans Fn , D
et D1| , telsquesi.h nt est le relevé de l'isotopie construite en c), la trace de
h;(D,) ne coupe pas D; x (0,1] .

1

Soit dans F n le relevé h n’1(D1) de D2 . Par extension des isotopies, prouver
que la région comprise entre hn1(D1) et D; est en produit.

En déduire que, dans le cas ol D1 et D, sont disjoints, la région
qu'ils délimitent dans F est un disque.

e) Soit ¢: s"- s"*]

s" comme la réunion des hémisphéres nord D+ et sud D_, déduire de ce qui précéde’

un plongement PL localement plat. Voyant la sphere

une "démonstration" du théoreme de Schonflies. .
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f) Démasquer 1'illusionniste : on ne peut effectuer l'étape c) car Wall ne
prouve pas l'unicité a un parametre des fibrés normaux en codimension deux. Dans la
catégorie différentiable, cette unicité a lieu. "Le théoréme de Wall ne permet pas
d'affirmer que, en codimension deux, les sous-variétés PL sont aussi bonnes que les

sous~-variétés lisses'.

Question. Y a t-il des contre-exemples a 1'unicité a parametres des fibrés normaux

PL en codimension 2 ?

6) a) Toute section d'un fibré normal PL & une sphére 52 dans S5 , non

enlacée avec la section nulle borde un disque (par la forme relative du théoréme 4,

lui faire border une surface de Seifert V . Sachant que V=v UD3

borde une
variété spin n'ayant que des anses d'indice 2 , faire la chirurgie plongée sur V pour
la transformer en un disque .)

b) Déduire de 6.a), 5.a) et 1'analogue de 5.b) en codimension trois, 1'unicité

des fibrés normaux a 82 dans S5 .
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II. SUR_LE QUATRIEME ARTICLE

Dans ce: article, Rohlin calcule le groupe de cobordisme orienté de dimension

quatre 4 (qui est engendré par la classe de CIP2 et isomorphe a Z , l'isomorphisme

X5o(M CIMT,p, (M)
dtant ©: & 4 Z , qo([MA'])= a(M) = 232 4 (= —1—3—1——-)), et il utilise ce

calcul pour corriger les deux premiers articles. Nous suivrons le plan de Rohlin :

Au, § 1, nous expliquerons comment Rohlin construit un cobordisme orienté d'une
variété de dimension quatre quelconque a une somme connexe de plans projectifs comple-
xes. Le § 2 est consacré au calcul du groupe de cobordisme non orienté des variétés
de dimension quatre (Rohlin énonce un résultat faux qu'il a corrigé ultérieurement).
Dans le § 3, nous expliquerons la correction des deux premiers articles et, en particu-
lier, 1'affirmation de Rohlin selon laquelle 4=AZ. implique que la composée de trois
suspendues successives de 1'application de Hopf est non nulle dans nm_B(Sn) , contrai-
rement a ce qui a été "démontré" dans le premier article. Nous terminerons par une
série d'exercices portant: sur les quatre articles de Rohlin et indiquant comment on peut
obtenir a 1'aide de{s métt’:odes géométriques de Rohlin pratiquement tous les énoncés
produits depuis 1951 et portant sur les différents types de cobordismes des variétés

de dimension inférieure ou égale a quatre, les structures spins sur ces variétés et les

corollaires qui en découlent en théorie des noeuds différentiables.

§1. CALCUL DU GROUPE DE COBORDISME ORIENTE (, (§2 du texte)

Apres avoir remarqué qu'il suffit de montrer que la classe de CIP2 est un
générateur de {, , Rohlin considére une variété M* orientée de dimension quatre et

affirme :
s 7 rd 4 b .
A) 1l existe une variété M1 cobordante a M et admettant un plongement dans

1' espace euclidien 1R7 .

75
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En effet, un théoreme de Whitney assure 1'existence d'une immersion en posi-

tion générale f: M4o#——-=rlR7 . Nous avons vu dans les notes sur le troisieme article

que les cercles de points doubles de f(M4) ont, dans m* , des revétements triviaux :
4

des chirurgies rondes plongées d'indice un () fournissant un cobordisme de M a

une sous-variété M1 de ]R7 .

B) La deuxiéme étape consiste a montrer que : Une somme connexe M, de la

2
variété M1 avec des plans projectifs admet un plongement dans IR7 dont le fibré

normal a une section partout non nulle.

La classe d' Euler du fibré normal a une sous-variété orientée d'un espace
euclidien est nulle : le ﬁbré normal a Mi' dans ]R7 a donc une section qui est non
nulle sur le 3-squelette de M 1 L'obstruction a trouver une section non nulle définie
sur tout M1 est un élément de 173(52) . Ce dernier groupe est cyclique engendré par
1'application de Hopf h: 53 + S2. 1l existe donc une section s du fibré normal &

M 1 dans IR7 , non nulle hors d'une réunion disjointe et finie de boules Bi de M 17
telle que 1'obstruction a 1'étendre en une section non nulle sur la boule Bi soit
1'application de Hopf h ou son opposée -h: si Bi X D3 est une carte, définie sur
la boule Bi , d'un tupe T1 autour de M1 dans R - , la section s est donnée sur
aBi par s(x) = (x,*h(x)). Le cyclindre de 1'application de Hopf (ou de son opposée)
est homéomorphe au plan projectif troué (muni de 1'orientation complexe ou de 1'orien-

tation opposée) et admet un plongement dans le bord du tube T1 , qQui se recolle avec

N o
s(M 1 _LJ1 Bi) pour fournir la variété M2 cherchée. La variété M2 étant sous-
1=

variété du bord du tube ’I‘1 , son fibré normal a une section partout non nulle (un champ

de vecteur extérieur a 3T, par exemple).

1

Voici quelques formules justifiant les affirmations précédentes. Si un point du
plan projectif troué CIPCZ) est repéré par ses coordonnées homogenes [XO,X1 ,X2]
(\X0|2 < |x1 l2 + 'llez) , sila sphére 53 est’la sphére unité de c?.

s3 - {(X1,X2) ec? lX1 \2 + \X2\2 = 1} et si la sphére 52 est la sphére de Gauss :
S® = €P' = CUw=, I'homéomorphisme entre le cylindre de 1'application de Hopf,
Clh) = s°x (o,1]u 52/(x,0) ~ h(x) , et le plan projectif troué CIF% est donné par
(%)t 1= [6,X,%,] (X, x) €8, tefo,1]).

(') Ce sont les modifications 62 du troisiéme article.
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Le plongement . de Cng dans le bord du tube T1 est donné par

2X X 2X X
[XO’XI’XZ]H( 7 AR /X)
X1 “+1X 15+ 1X, | \X | X 151X |
2X_ X 2X X : .
o [, 02, ) €5) -t v,ee Ly Ry, s
1%, +‘X11 X171l +|X11 +lX21

et X, /X, € CUs = cp! - 52,

11 sera utile pour la suite de voir M2 comme un éclatement de M. . Pour ceci,

. 1
supposons que prés du bord, aBi X Sz, de la carte Bi X 52 , lasection s est donnée

par s(Y1 ,Y2) = (YT,Y2 ; Y1/Y2) . Une équation de la variété M2 dans Bi X 52 est

0

£(Y 1 ,Y2 s Z) = Y1 - ZY2 , ou si 1'on prefere en coordonnées homogeénes

0 = F%YH,Yz,LXO,X1}) = XOY1-X1Y2.

Suivant que la carte de la boule Bi est ou non dans 1'orientation de la variété

M 17 on obtient des modeles pour les cas ou 1'obstruction est 1'application de Hopf
3 2

h: S =+ S h(Y1,Y =Y /Y , ©Ou son opposée.

C) La troisieme étape consiste a construire dans le bord d'un tube T2 autour de

M2 une sous-variété \13 difféomorphe a une somme connexe de \112 et de plans pro-

1ect1fs complexes et telle que sa classe fondamentale [M _| soit nulle dans
7

“R/ U .

2
Supposons ceci réalisé, il existe alors une sous-variété orientée N5 de S7-

H (S - T ) 1"homologie du complémentaire du tube T dans la sphere S

N._]o

de bord M3 ; comme M3 est difféomorphe a une somme connexe de la variété M de
départ et de plans prpjectifs complexes, ceci prouve que le groupe de cobordisme
orienté de dimension quatre est engendré par le plan projectif complexe C]P2 . La

variété N peut s'obtenir :
7

- % dont le

1) Soit en lissant par la méthode de Kneser une chaine Usg de S 5

bord homologique est la variété M3 ;
2) Soit par la méthode de Thom : il y a une application f: 3T, + CIP(n) trans-

2
verse 3 CIP(n-1) et telle que f-1(CIP(n-1)) = M3 (t) . Si X est le générateur de

(1)

L'application f est la construction de Thom sur une application £, : My = CP(n-1)

classifiant le fibré normal a M3 dans a’I‘2 (rappelons que CIP(n) - pt est isomorphe
a 1'espace total du fibré canonique sur CIP(n-1) et donc €PP(n) est homéomorphe a

1'espace de Thom de ce fibré.)
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e

H (C]P(n) Z) , laclasse f (X) €H (aT ;Z) s'étend en une classe Y€ H (S 1 Z)(ﬂ
Si n est suffisamment grand (nz3 sufﬁt ici) , il y a une extension ¢ de f a

s’ -1 T, telleque Y =¢ (X) On peut supposer ¢ transversea CIP(n-1) et poser
N = g~ {(CP(n-1)) .

Il nous reste a expliquer la troisieme étape.

Soit M'2 un exemplaire de la variété M

2

2 dans le bord du tube aT2 qui est

par une section partout non nulle. Notons 7 : aT2 =+ M, la projection

1'image de M 5

du tube.

AFFIRMATION 1. Il existe une surface orientée F2 dans M telle que le cycle
7

T2 (7 1(F) est omentee par l'orien-

tatlon somme directe de celle de F et de celle du fibré normal a M2 dans oT )

Vl Um 1(1=‘) soit nul en homologie dans S

AFFIRMATION 2. Il existe une sous-variété M3 de 9 T2 homologue dans oT, a
M U 17—1(1:‘) et difféomorphe & une somme connexe de la variété 1 M, et de plans projec-

tlfs complexes. Plus prec1sement il y a un ensemble fini {m cee ,m } de points de

M2 tel que 7 1(m) =7 (m)l’WM3 est une sphere d'auto—mtersecnon t 1 dans M3

. =1 -
et 7 : M3 1 ({m1,.. ,mp})-' M, {m1 mp} est un difféomorphisme.

Démonstration de 1'affirmation 2.

a) L'idée est d'enrouler la section s autour de la surface F comme cela

Q 3 \M,

Figure 1: l'enroulement

est suggéré dans la figure suivante.

() Cela découle de ce que, comme f *X) est dual pour Poincaré de [M ]eH (aT ) ,
Y sera le dual pour Poincaré de U5 € HS(S7 T,,9 2 ;Z) , ou U5 est une homologle

., 7 o 2
a zeéro de M3 dans S -T2 .
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Cette figure est quelque peu trompeuse car, sur la figure, la codimension de F
dans M2 est un , et donc les fibrés normaux a s(F) dans S(MZ) =M '2 et 'rr—1(F)
sont triviaux. Ce n'est pas toujours le cas et les éclatements vont étre imposés par

le fait que ces deux fibrés normaux ne sont pas nécessairement isomorphes.
b) Commencons par introduire des modéles. Soit v le fibré normal 2

M'z= S(MZ) dans aTZ , il est orienté. Considérons-le comme un fibré en droites
complexes. Le tube T2 est une somme directe de v et d'un fibré trivial de dimension
réelle ‘un et le bord de T2( s'identifie au projectifié du fibré v : aTz- {—5(512)} = E(v)
et 3T2 = E(v) U-s(MZ) ou chaque fibre 17_1(m) = € est compactifié en une sphére de
Gauss par °°m = -s(m) . Pour les formules qui vont suivre, il vaut mieux introduire
des coordonnées homogenes et voir aT2 comme le fibré en droites projectives complexe
- projectifié du fibré v© e ou € estun fibré complexe trivial de rang 1. Un point P
de BTZ est représenté par ses coordonnées homogenes |

(x,T)1 ob [X €EW) , v(X)=p=r(P)

T €E(e) , (Tp) =p=7(P)

€
. (Xp,Tp) #(0,0)

et [Xp,Tp] = \'_X;),TF')] si et seulement s'ily aun A £€C
A #0 telque X' =AX_ et T =aT
p p p p

(on désigne par E(g) 1'espace total d'un fibré ¢).

Soit p le fibré normal a s(F) dans M'2 lui aussi considéré comme un fibré en
droites complexe induisant son orientation et supposons que son espace total est plongé
dans M; au moyen d'un tube autour de la surface s(F) . Sur E(u) , on ala restriction
du fibré v et le fibré p*(p) ; soit t la section canonique du fibré u*(p) , elle est
non nulle hors de la section nulle

(™ () = {06, € E@)XE®) | p) =p@htk) =(x,x) ) .

Paf abus de notation, on désignera par p*(p) un fibré sur M'2 étendant p:.(,'.') et tel

'~ s(F) .

que la section canonique t s'étende en une section non nulle sur MZ

c) En utilisant les notations précédentes, une équation du cycle S(MZ) L}TT—‘(F)
est : ' -1 ] ) ¥

[Xp,Tp] € s(Mz)'UTI (F) si et seulement si Xp® tip)=0€vdp ().

Soit € une section du fibré 'V - u*(u) , transverse a la section nulle pres de
la surface F et & support dans un voisinage de F . La variété MB cherchée est Me
d'équation :

[Xp,Tp 1 €M, siet seulement si Xp@ t(p) = c(p)® Tp €Eveu(p)

(x(vop*(p))ve)
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Cette équation définit une sous-variété de dT, telle que si {m1 y+..,Mm_} est

2 .
1'ensemble des zéros de € sur F, la restriction 7: M3 - 'rr-1({m1, ce. ,mp}) -
- M2 - {m1, .

.. ;mp} est un isomorphisme et n-1(mi) = 1r"1(mi) ﬂMB est une sphére
S, d'auto-intersection * 1 dans M

(ﬂ. La variété M3 est homologue a M;ZU s(F)

car, quand t décrit [0,1], Mte balaye une homologie entre M =M'2Us(F) et-

M€ = M3 . a

0

Démonstration de 1'affirmation 1.

Comme H 4(57)_= 0 , par position générale, il existe une chaine polyédrale C
telle que : 1) le bord homologique 3C de C est M. =s(1\12) ;

2
o
2) pres de son bord, la chaine C est dans S7-T2 ;
3) €-3C esttransverse au tube T2 .
Soit F une surface dans M, homologue au cycle & =M, N (C-3C) . Le

2 2

cycle aTZ N(€-23C) (= 17"1(3) par la condition de transversalité 3)) est donc homo-
- o
logue dans aTz am 1(F) . L'affirmation découle de ce que C - T, est une chaine

2
debord 3T,NC =Mép(bT2ﬂ(C- 3C)) . O

(1) Si n(P) =p n'est pas dans F, t(p) est non nul et 1'équation définit un unique
(X, T ] € e . | :

Si m(P) = pO est dans F , soit u une coordonnée complexe pour F autour
de Py et Vv une coordonnée de fibre du fibré normal x . L' équation devient :
Xv=¢€(u,v)T, ou € estune fonction telle que, si €(u,0) =0, 3%- e(u,0) inversible
(condition de transversalité), on a bien 1'équation d'une variété lisse Me . De plus,
si v=0 et e(u,0) =0, on peut choisir les cartes de sorte que ¢(u,0) =€ u
"M3 est un éclatement algébrique de Mz" . Le signe de 1'auto-intersection du diviseur
exceptionnel ﬂ-T(u,O) est -1 ou +1 suivant que la carte (u,v) estou rion dans
1'orientation de M3 .
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§2. CALCUL DU GROUPE DE COBORDISME NON-ORIENTE h4 (§3 du texte)

Le résultat que Rohlin énonce dans le §3 est faux : 1'espace projectif réel
IF\’IP4 et le plan projectif complexe CIP2 sont indépendants dans h 4 (ils sont détectés
par les nombre de Stiefel-Whitney _(w1)4 et (w2)2) . Rohlin dévoile cette faute uans un
article ultérieur (Homologies intrinséques, Doklady 1953, 89 n° 5, p. 789-792) ety
énonce le résultat correct : n, estisomorphe a Z/2Z © Z/2Z , les générateurs
étant RP? et CP? .

La démonstration devrait étre la suivante : Soit m* une variété de dimension
quatre et P3 c M4 une sous-variété duale de la premiére classe de Stiefel-Whitrey .
Soit s une section, transverse a la section nulle, du fibré normal 8 P dans M et
soit S = 5-1(0) . Danslecasou M= ]RIP4 , on peut prendre P = IRIP3 et S= IR]P?T ;
comme IR]P2 engéndr'e le groupe h2 de cobordisme des variétés de dimension deux, on
peut, quitte a rajouter cet exemple, supposer que S borde une variété de dimension
trois G3 . La variété P estorientable (voir exercice n°I 0)), et donc le fibré
normal @ S dans P est le fibré d'orientation de S et s'étend en le fibré d'orien-

tation v de G° . Le fibré normal a P> dans M* s'étend en un fibré p surl'es-

pace total de v qui, hors de G3

, esttrivial. Collons l'espace total E(z) du fibré
4 2 M x (0,1] ; nous obtenons un cobordisme de .\-l4 a M 14 dont 1'hypersurface
caractéristique associée P' aun fibré normal trivial. Il ne reste plus qu'a utiliser
le fait que P' borde une variété H4 orientable (d'apres le 3e article) pour obtenir
un cobordisme de M! & une variété orientable M" (voir la figure 2).

On vient en fait de répéter les arguments géométriques de la suite exacte de

Rohlin : Qn——-' ‘nn——* Qn—1 @ hn_2 ,
ou la deuxiéme fléeche associe a la classe de M les classes de Pn-1 duale de wl(M)

et de Sn_2 1'auto-intersection de P dans M (la premiére fléche est 1'oubli).

?

J
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§3. CORRECTION DES DEUX PREMIERS ARTICLES (§4 du texte).

A. Correction du premier article, h, £0 .

Soit hn la classe dans ﬂn+3(Sn) de la composée de trois suspendues succes-
sives de l'application de Hopt (n=2) . Dans le premier article, Rohlin a montré que:
la nullité de hn est équivalente a 1'existence d'une variété orientée ferméde Q4 telle
que :

a) Ily adans o* un tore’ T2 possédant un voisinage en produit e* - 7% x D?

tel que T2 est une surface caractéristique dans Q4 et reste surface caractéristique
dans la variété obtenue en enlevant gt de Q4 et en le recollant d'une maniere
différente.

. b) Le nombre de Pontriaguine X22(Q4) est nul.

Rohlin remarque alors que, grdce au calcul de 4 la condition b) est
équivalente a

b') Q4 est le bord d'une variété orientable N5 .

Le fait que hn est non nul est donc réduit a 1'affirmation suivante :

AFFIRMATION. Les conditions a) et b') sont contradictoires.

Démonstration de 1'affirmation de Rohlin.

PROPOSITION. Il existe une sous-variété G de N‘5 telle que :

1) Le bord de G’ est le tore T . '

2) Ily a sur le 2-squelette de N - G, une trivialisation du fibré tangent a N
dont G est un cycle d'ébstruction.

'
Démonstration de 1'affirmation a 1'aide de la proposition.

Par dualité de Poincaré, le noyau de Hi(TZ;Z/ZZ) - H1(G3;Z/ZZ) est de

rang un. Soit C une courbe simple fermée dans le tore "I‘z dont la classe d'homolo-

gie modulo 2 engendre ce noyau et soit F < G3 une surface connexedebord C . La
restriction a F du fibré normal a G3 dans N5 a une section s partout non nulle (+) .
Soit F! et C' lesimagesde F etde C par cette section (on choisit la courbe C!
dans T2 X S1 , le bord du tube E.4 autour de T2

dans Q4) . Soit ¢ un difféomor-
s v
phisme de ™xs! tel que @(*x 51)=C' () .

(t) car la surface F a le type d'homotopie d'un complexe de dimension un .

(#) Un tel difféomorphisme existe car la courbe C est isotope a une courbe linéaire
dans le 2-tore T2 ; la courbe C' sera alors isotope a une courbe lindaire dans
le 3-tore T2 =T2xs!.
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o]
Dans la variété x4 - Q4 - E4 U(p oM , le tore T o est pas caractéristique
car la trivialisation de la restriction du fibré tangent a la courbe ¥ X aDZ s'étend a

* X D2 puisqu'elle s'étend a la surface F . Ceci contredit la condition a). ]

Démonstration de la proposition. Puisque le tore T2

est caractéristique déns
la variété Q4 , il y a au-dessus du 2-squelettede Q- T une trivialisation t du
fibré tangent stable de Q dont T réalise un cycle d'obstruction. .

Soit K3 <:—,N5 une chaine modulo 2 de bord homologique T2 , obtenue cormme
cycle d'obstruction a étendre a I\J5 la trivialisation t . Il s'agit de prouver que l'on

peut prendre pour K3 3 de N’ .

La chaine K3 est en codimension deux mais a coefficient modulo 2 . La

une sous-variété G

méthode de Kneser en codimension deux ne peut s'appliquer brutalement car elle exige
une chaine orientée (a coefficients entiers). Cependant, les premiéres étapes de la

méthode fonctionnen* (car tant un nombre pair de points dans la sphére 52 , tant un

3

enlacement dans la sphere S~ posseéedent une surface de Seifert ; voir les notes sur la mé-

thode de Kneserl Nous pouvons donc supposer que hors de son zéro squelette, le complexe

K3 est une sous-variété. En connectant par un arbre tous les sommets prés desquels

K3
a qu'un seul point Xq de K

th

Lalice'’de X dans K3 est alors une surface M2 sous-variété de la lice de

n'est pas une sous-variété, et en contractant cet arbre, on peut supposer qu'il n'y

3 3

prés duquel K” n'est pas une sous-variété.

Xy dans N~ , une sphéere de dimension quatre. On peut supposer que la surface Mz est
connexe : il suffit de rajouter a K> des cdnes issus de X sur des épaissis b, dans

L(xO,N5 ) d'arcs 3 joignant les composantes de M2 (voir la figure 3).

Ki

/

a
%/\
j k3
M

&

Figure 3 : Rendre la surface M connexe

() Lice est la traduction que 1'on a donné du terme anglais "link" dans les notes sur
la méthode de Kneser.
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- L(XO,KB) réalise un cobordisme du tore T2 a la surface
M2 ; on en déduit que ' auto—mtersecnon de la surface M dans la sphere S = L(x ,N)-
3

. e 3
La sous-variété K

est nulle. En ce cas, la surface M borde une surface de Seifert W” dans S on

procede comme dans 1'étape c) du calcul de Q effectué au §1 (f) . 11 suftit alors de
poser G = (K - b(x O’M) UW . Lecdne x

K3 et G3.

0 * W réalise 1'homologie modulo 2 entre

rH_3(5) [rrn +3 n) est

B. Correction de la démonstration de 1'égalité Trn+3(Sn) =
1'image du J-homomorphisme J : 173(SO(n)) - wn+3(S“) 1.

Dans le deuxiéme article, Rohlin a montré que toute variété stablement parallé-

lisée de dimension trois, IV13 , est cobordante, comme variété stablement parallélisée a

1

une variété stablement parallélisée en produit P2'>< S ou P2 est une surface

(+)

orientable

AFFIRMATION. Une variété stablement parallélisée en produit P2 X S] est cobordante
3

comme variété stablement parallélisée a une union disjointe de tores T
3

Démonstration. Soit N~ la trace d'une chirurgie d'indice zéro ou un sur P

telle que, si elle est d'indice un, son cercle d'attachement sépare P . Alors, la
parallélisation s'étend a 1'ame de la chirurgie donc 2 N3 . Ceci permet de se ramener
d'abord au cas ou P est de genre supérieur ou égal a un , puis au cas ou P est une

union disjointe de tores.

(+) Pour l'enmulemen’t les dimensions sont celles que 1'on voit sur la figure 1. Dans
ies formules qui suivent les fibrés réels de rang 1 remplacent les fibrés complexes de
rang 1 . 11 faut remarquer de plus que, comme la sphere S est onentable le fibré
v (p) est trivial et on peut choisir la section € sans zéros sur F (ici I:‘1 est la
courbe de la surface M2 autour de laquelle on veut enrouler). Pour le lissage, on uti-
lise soit la méthode de Kneser a coefficients modulo 2 , soit la méthode de Thom en
utilisant RIP(n) au lieu de CIP(n) (il faut n=4 ici).

(+) Esquissons 1'argument : M3 est bord d'une variété simplement connexe Q4 (car

n‘e3 = 0) . La deuxiéme classe de Stiefel-Whitney w (Q ) est représentée par une surface
orientable P2 (car comme H (Q )=0, la reducnon modulo 2 p: HZ(Q iZ) = H 20%;z/2
est surJectlve) En faisant des sommes connexes de paires de (Q P ) avec des

(€P?, 2xp? . La

variété stablement parallélisée Q -E

CIP ), on peut supposer que P2 a un voisinage en produit E =P

4 fournir le cobordisme cherché.
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. . PSRy n 0 n
Démonstration de 1'égalité 'rrn+3(5 ) = T:’n+3(5 )

Elle se réduit aux deux lemmes suivants

LEMME 1. Si hn n_(_3(5 ) est la composée de trois suspendues successives de
. 0

!

1 app}lqatlon de Hopf, h n_E nn+3(S ) .

U+3(Sn) , toute parallélisation stable du tore T> est congrue a

LEMME 2. Modulo ”n

la parallélisation triviale ou a hn

Démonstration des lemmes 1 et 2. On remarque tout d'abord que deux parallé-
' 3

lisations stables sur une variété M3 connexe qui coincident sur le 1-squelette de M
3 (car Tr2(SO(n)) =0) ; elles
différent donc par un élément de nB(SO( n)) , les éléments de ﬂn+3(S“) qu'elles définis-

sont homotopes dans le complémentaire d'une boule de M

sent sont donc congrus modulo fr\’ (Sn

Ceci suffit a établir le lemme 2, car, sila restmctlon a 1'un des facteurs de

’I‘3 de la parallélisation stable est triviale, la parallélisation est congrue modulo
ng+3(sn) a une parallélisation qui s'étend au tore solide T2 X D2 correspondant ;
sinon la parallehsatlon est congrue modulo 110 (S ) a h G

Pour établir le lemme 1 , il suffit de considérer la variété M‘:' du deuxiéeme

. s 7 ’ 3 e - - 2 - .
article. Cette variété contient un tore caractéristique T~ ayant un voisinage en pro-

duit T2 X D2 ; il suffit de remarquer que la restriction a chacun des facteurs du tore

T3 = c)(T?‘xDQ) d'une parallélisation stable définie sur M?-Tz est non triviale. Pour

le troisieme facteur, c'est parce que le tore T2 est caractéristique ; pour les deux
autres, cela se voit sur le modele que nous avons proposé pour \/l‘;'
des commentaires sur le pr'emler article : M: est 1'éclaté C]P2 de CIP2 en neuf

de cubiques ; le tore T2 est l'image directe C0 de CO

a 1'appendice D

points fixes d'un pinceau Ct

une cubique lisse du pinc':eau. Une base de 1'homologie du tore T2 est représentée

par des cycles évanescents, ils bordent donc dans M41 des disques qui ont une auto-
intersection -1 si on les pousse par un champ de vecteurs qui, sur le bord, est tangent
3

au tore T2 : la parallélisation stable induite sur les deux premiers facteurs de T

g+3(s“) a cette parallélisation

A
stable de T> , qui est nulle car elle s'étend & M"'] -T2xp2 , a

est aussi non triviale et hrl est congrue modulo T



EXERCICES

I. LES GROUPES DE COBORDISMES Q’4 , 423, n3 .
n-1

0 Soit M"
prouver que V est orientable. [Indication : sinon le fiPré Vv normal a V dans M
serait le fibré d'orientation (pourquoi ?) et M =(M - E(v))UE(v) serait orientable. ]

une variété de dimension n, V une scus-variété duale de w1(M) ,

Ce résultat dii a Rohlin se trouve dans 1'article "Le plongement d'une variété
de dimension 3 non orientable dans un espace euclidien de dimension 5 ", Dokl. Akad.
Nauk. SSSR 160 (1965), pp. 549-551 (en russe) ; traduction anglaise Sov. Math. Dokl.
"6 (1965), pp. 153-156. Cet article est splendide surtout si on le compare a la seule
alternative existant dans la littérature pour plonger dans ]1'1’5 une variété de dimension
3 non orientable (cette alternative de Wall utilise la suite spectrale d'Adams !). Il
est bien dommage-que cet article soit méconnu. (Il semble que pour le critique des
Math. Reviews, un isomorphisme de fibré est 1'identité sur la base,
alors que Rohlin permet, dahs cet article, n'importe quel difféomorphisme sur la base.)

1) Donner une démonstration de (13 =0 en s'inspirant des méthodes du 4e article.
Deux possibilités :

3 dans ]R6 et enrouler une section du fibré normal autour de

a) Plonger M
cercles pour la faire border homologiquement (puis géométriquement) dans le complé-

mentaire de M dans 56 (on évite ainsi les modifications 6, et (92).

1
b) Soit, M3 étant plongée dans R5 , enrouler une section du fibré normal

pour la faire border homologiquement dans le complémentaire de M dans SS .

2) Variantes ‘de Q 4'= Z . 1 sfagit de se passer de 1'opération de chirurgie
ronde (92 . . ‘
a) Plonger M dans ]R8 . Par enroulement sur des cercles, trouver une sec-
tion qui borde homologiquement dans le complémentaire de M dans AS8 . Lisser une
homologie hors de son O-squelette par la méthode de Kneser en utilisant que toute

variété orientable de dimension. i dans S°*% , 0=<i=<3, borde une surface de Seifert

orientable. On arrive & un cobordisme de M a une variété qui se plonge dans S7 .
Continuer comme Rohlin le fait dans le 4e ou le 3e article (voir le dernier paragraphe
des notes sur la méthode de Kneser).

7

b) (d'aprés Melvin) Si M, simplement connexe, est immergée dans R’ ,

prouver qu'un cercle C de points doubles borde un disque D dans M4 disjoint des

86
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autres cercles de points doubles. Eliminer alors les points doubles de C par une
chirurgie plongée d'indice deux :

v
/\

3) Le groupe de cobordisme non orientable n3 est nul.

a) Démontrer qu'une variété non orientable de dimension 3 borde par un

argument de suite exacte de Rohlin.

b) Démonstration collant aux méthodes des 3e et 4e articles.
b.1) Montrer que toute variété de dimension 3 est cobordante a une variété M
plongée dans JRs (pour éliminer les points doubles d'une immersion en position géné-
rale, seul un cas nouveau apparait : cercle de points doubles a revétement trivial,

chacune des composantes ayant un voisinage non orientable dans la variété de départ).

b.2) Prouver qu'il y a un cercle C plongé dans M hors duquel le fibré normal a
M a une section non nulle, l'obstruction a étendre cette section & un disque transverse

au cercle C étant *2¢€ 171(50(2)) .

b.3) Eclater M le long du cercle C pour trouver une variété M 5

1 plongée dans R

dont le fibré normal a une section partout non nulle, la variété M1 dtant cobordante
a MUV ou V estl'espace total d'un fibré en plans projectifs réels sur le cercle.

! L RP? = 3(D’xRP?) .
Opérer alors sur I\/I1 comme dans l'exercice 1.b) (mais en utilisant l'homqlogie
modulo 2).

Remarque : Il semble nécessaire d'opérer ainsi car la méthode de Kneser a bord ne

Prouver qu'un tel fibré est toujours trivial, donc V= S
t

fonctionne pas dans le cas non orientable.

I. LE GROUPE DE COBORDISME n?pi“ DES VARIETES DE

DIMENSION 3 MUNIES D'UNE STRUCTURE SPIN EST NUL.

La nullité du groupe de cobordisme spin en dimension 3 est équivalente a la

surjectivité du J-homomorphisme J: 173(50(1'1)) - nn+3(sn) pour n=?2 (dans la termi-
0

n+3(sn)) . Rohlin a montré ce fait dans le 2e article

: . n, _
nologie de Rohlin, _ +3(S )=7
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(corrigé par le 4e article). Les exercices suivants permettent de voir ce résultat plus

directement en suivant la démonstration du 3e article.

1) a) Soit 1\43 une variété de dimension 3 munie d'une structure spin s .
Montrer que 1'on peut choisir 1'immersion de M dans ]Rs de fagon a ce que la variété

longée M. ,se déduisant de M par les opérations &, et 6, , posséde une structure
P 1 P 1 2 :

1 telle que (M1,s1) est spin cobordante & (M,s) (immerger M x D2 dans la

structure spin donnée).

spin s

b) Remarquer que si une variété M3 est plongée dans le , le nul cobordisme
construit dans le 3e article est une variété spin (mais la structure spin induite sur le

bord peut étre différente de la structure spin donnée !) .

c) Soient s et s' deux structures spin sur une variété M de dimension 3.
Prouver que la variété spin (M,s) 1l (M,-s') est spin cobordante a (F x s’ ,s') ou
F ,>5,S1 est 1'espace total d'un s
et de classe d'Euler nulle.

fibré sur une surface F d'espace total orientable
Prouver que : (i) (F ;5‘51 ,s") 1L (RJP2 ,>5,S1 ,s™) est spin cobordante a une

union de (IF\’IP2 ,>\<,S1 ,s™)
(i) RIP?xS' est difféomorphe 3 RIP

connexe de deux exemplaires de IRIF’3 ;

1 3 3

Z RIP° la somme

3

(iii) toute structure spin sur IRIP” borde (un fibré sur la

sphere S2 de classe d'Euler *2 suivant la structure).
Spin =0

Conclure que {t 3

2) a) Soit M un sous-fibré non orientable d'un fibré trivial s' x p? sur le

cercle. Soit M' le fibré orthogonal. Soit f: S'xD2 - s'xD?

qui, en identifiant S'xD? & MwM' , s'écrit id @ -id .

le difféomorphisme

a.1) Prouver qu'il y a un entier n tel que le difféomorphisme f soit
isotope a (z,t) (2’22n+1 t) .

a.2) En déduire qu'un difféomorphisme de IRIP3 de degré -1 échange
les deux structures spin de ]RIP3 (il faudra d'abord définir 1'image d'une structure

spin par un difféomorphisme, préservant ou non 1'orientation).

b) Donner une démonstration par 1'absurde de a.2) (construire une variété
spin de dimension 4 de signature = 2).
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m. INJECTIVITE DE L'OUBLI P a, .
Soit M une variété de dimension 4 munie d'une structure spin et de signature

nulle.

a) Prouver qu'il y a une variété M1 de dimension quatre, simplement connexe,

spin cobordante a M et pfongée dans R’ .

b) i) Prouver que le fibré normal a M1 dans 1R7 a une section partout non nulle.

(Indication : considérer sa premiére classe de Pontriaguine. ]
7

Soit E un'tube autour de M1 dans R’ .

ii) Prouver qu'il y a une section s du fibré normal dont 1'image est dans JE ,
. [+
qui borde homologiquement dans le complémentaire E et dont 1'auto-intersection géomé-

trique dans dE consiste en deux exemplaires paralléles FO et F 1 ‘d'une surface F

d'auto-intersection nulle dans M 7 (Indication : enrouler une section donnée par

b.i) autour d'une surface G c M, , prouver que M, spin entrafne que [G] estun
double dans H2(M;Z), utiliser que la signature de M] est nulle pour conclure que

1' auto-intersection de G dans M, est nulle. ]

5

1
une surface de Seifert bordant s(M1) dans R’ et G
7: G est orientable et 3G = F‘OUF1 . Soit G obtenue

par 1'"identité" ; attention ! G n'est pas orientable.

7 3

c) Soit W 1' auto-
intersection de W dans R

en collant FO a F1

1) Montrer que M, est spin cobordante au bord ¢ G d'un fibré en disque

1
gG sur G .

2) Construire un cobordisme V de G a H tel que :
i) le fibré iG ‘s'e’tend en un fibré £y dont la restriction & H est triviale.
ii) la stfucture spin sur le bord de gG s'étend en une structure spin sur le

1

bord de §,,: elle induit donc une structure spin sur 9d¢,.,=HxS  qui est spin cobor-
\ H P

dante a la structure de départ.
Construire une variété spin K4 de bord H telle que la structure spin sur
HxS' s'étended K x s!
d) Procéder abstraitement.
Soit Q5
chaine polyédrale G

une variété bordant m* (car signature (M4) = 0). Construire une
3 dans Q5 représentant WZ(QS) . Appiiquer la méthode de
Kneser comme dans la proposition de 3. A pour lisser G~ , prouver que le w 1(G:B')
est représenté par une surface F orientable a fibré normal trivial dans G? ,

continuer alors comme en c).
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1IV. CONTROLE DES ECLATEMENTS, THEOREME DE HAEFLIGER-BOECHAT,

NOEUDS DE 53 DANS 56 .

1) Soit M4 une sous-variété de dimension 4 de 1R7 . Soit s une section de son
fibré normal non nulle cians le complémentaire d'un point Xy 5 SOit § le fibré de
rang 2 défini dans le complémentaire de X, comme supplémentaire de la section s ;
soit enfin F une surface représentant la classe d'Euler de § .
a) Prouver que F estun cycle caractéristique de M ([F] lo=w, (M) €H (M Z)(F
la réduction modulo 2 ce [Fl1€ H (M Z)).

b) Prouver que l'obstruction a étendre s en une section p’artout non nulle
t - FoF Z 30 (M €EZ = n3(52) . L'éclatement consiste alors a faire la somme connexe

avec FeF + 30(M plans projectifs complexes avec l'orientation opposée : la signature

3
de la variété éclatée est G—(M%ﬂ . [Indication : calculer la premiére classe de

Pontriaguine du fibré normal 2 M . ]

c) Prouver que si on si on avait enroulé la section s autour d'une surface disjoir
et representant une classe X€H (M Z), il aurait fallu éclater F X+X2 points

0
(1a signature devient : o(M) - FoF - . 4FeX - 4XeX _ O (M) - (F * 2X) )

de x

Prouver que la classe d'Euler du fibré normal a la section éclatée est

F + 2X - Z ''diviseurs exceptionnels".

2) Théoréme de Haefliger-Boechat.
a) Déduire de 1) que si M admet un plongement dans ]R7 , il y a une surface

caractéristique F € I?Z(M,Z) telle que : Fe F = signaturede M.

b) Re’citproqu'ement, si M4 simplement connexe posséde une surface caractéris-
tique F telle que Fe F = signature de M , prouver que M admet un plongement dans
]F\’7 : Soit £ le fibré derang 2 sur M de classe d'Euler F et v le fibré de r‘ang 3
obtenu en tordant £ ¥ ¢ de -0(M) €Z = 173(5 )= *(ﬂ3($0(3))) (P :s0(3) = s? est
1'évaluation sur le premier vecteur de base).

b.1) Prouver que l'espace total E(v) de v est parallélisable et qu'ily a
une application f: (E(v),3(E(v))) - (S xD3 s*xs? ) de degré un (pour la deuxiéme
projection, utiliser la construction de Thom sur le fibré normal & une "section éclatée"
obtenue a partir de la section (0,1) de v sur le complémentaire de ¢ points dans
Mot vegeoe).

b.2) Ajouter k = ro H (M) anses d'mchce 3 pour obtenir une équivalence
d'homotopie ¢ : v/ = (E(v) U D3xD ,9) = (S xD ,d). Prouver que V7 est

i=1
difféomorphe a s4xD’ . Conclure.
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3) Noeuds différentiables de 53 dans 56 .

Soit un noeud formé par une sphere 83 plongée différentiablement dans '56

i) Prouver qu'il y a une surface de Seifert V4 pour ce noeud et qu'apres
d'éventuelles sommes connexes avec le cylindre de 1'application de Hopf ou de son
opposée, deux telles surfaces de Seifert sont cobordantes.

il) Soit F la classe d'Euler du fibré normal a V4 dans S6 . Prouver que

signature c81e V-FeF € Z est un invariant qui ne dépend que du noeud et que tous les

entiers sont réalisés. (Pour la réalisation, utiliser une immersion générique de 1'espace .
2

0 ’

comme CIPS est 1'espace total d'un fibré en disque sur la spheére 52 , une immersion

total d'un fibré en disque de classe d'Euler 3 sur le plan projectif troué CIP

générique est un plongement.)

iii) Prouver qu '.un noeud d'invariant zéro .est trivial. [Faire la chirurgie plongée
sur une surface de Seifert simplement connexe, de signature nulle, en remarquant que
1'on peut choisir, pour V, une somme connexe de plans projectifs V = #n C]P2 f,rn‘ClP2
tels que la classe F soit une classe diagonale (c'est une conséquence des théorémes

de Wall : 1)1 existe m, n tels que V#r'n CIP2 #'n -ClF’2 est difféomorphe a ,*;a'k CIPZ,?Q-C]PZ.

2) le groupe des difféomorphismes de V = #p ClP2 #,Tp - CIP2 est transitif

sur les éléments primitifs, caractéristiques, de norme 0 de H2(v,z) -]



UNE EXTENSION D'UN THEOREME DE ROHLIN SUR LA SIGNATURE

Lucien GUILLOU et Alexis MARIN

INTRODUCTION.

C'est un probleme fondamental et non résolu que de savoir quelles formes

quadratiques peuvent étre réalisées comme formes d'intersection H 2(m;z) X Hz(M;Z)
=+ Z d'une variété orientée fermée lisse M4 de dimension quatre.

Récemment, M. Fr'eedmann. [Fr} a montré que toute forme quadratique peut étre ainsi
réalisée par une variété topologique et dans le cas lisse, Donaldson [D] a montré
que, parmi les formes définies positives, seule la forme triviale est représentable.
En général, si M4 est une variété fermée orientée de dimension quatre et si F2 est

- une surface fermée orientable dans M* représentant dans HZ(M;Z/ 2Z) un élément
dual a la deuxiéme classe de Stiefel-Whitney WZ(M) , l'algébre nous dit que
oM)-F.F=0mod 8 [MH, 1 §5] ol F.F représente l'autointersection de la classe
d'homologie de F et o(M) la signature de la forme d'intersection sur H2(M;R) .
Dans le cas oi M est lisse, Rohlin [R2] a donné une formule explicite calculant
o(M) - F.F mod 16 en fénction de l'invariant d'Arf d'une certaine forme quadratique
q: H2(F ;Z/2Z) » Z/2Z . Ceci généralisait son vieux résultat de 1952 [R1] disant
que o(M) =0mod 16 si F =0 (résultat qui disait déja que certaines formes quadrati-
ques ne sont pas représentables comme ci-dessus par des variétés lisses, par exemple
Eg , cf. (MH, 1I §6]).

Nous donnons ici une formule semblable dans le cas o F n'est pas nécessairement

orientable. Ces suirfaces caractéristiques non orientables se rencontrent naturelle-
ment dans 1'étude du 16e probléme de Hilbert ([Mar1] [A+]) . D'ailleurs, le papier
(R2] de Rohlin est consacré a ce probléme.

Notre but principal ici est d'énoncer et de prouver notre généralisation d'une
maniere simple et directe, sinon la plus élégante, a la suite de nos commentaires aux
travaux de Rohlin [GM3] . Nous renvoyons & 1'article de Matsumoto [Mat] pour un
point de vue et une preuve un peu différents. Le papier de Freedman et Kirby [FK}
qui donne une preuve de la formule de Rohlin contient aussi des motivations et commen-
taires que nous ne répétons pas. (1) '

Signalons enfin que les articles récents de T. Fiedler (Fil et Turaev (T]
traitent de questions voisines.

.

() Notre formule a été annoncée en 1977 (GM1 et nous avons donné une premiére
version du présent texte en 1980 (GM2] (elle contient malheureusement quelques bétises).
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I. - ENONCE DU RESULTAT.‘

Nous travaillons dans la catégorie des variétés lisses compactes. Soit M" une
variété de dimension n et soit Vn-2 une sous-variété de codimension 2 . On dit que
n-2
V
dessus du 2-squelette de M qui ne s'étend & aucun 2-disque transverse & F pour une
triangulation du couple (M,V) , cf. [GM3, I appendice C] . Onnote i : V<M
l'inclusion de V dans M.

est car'acféristique_si il existe une trivialisation du fibré tangenta M -V au-

Soit M4 une variété fermée, orientée de dimension 4 et soit Fz une surface
fermée caractéristique (non nécessairement orientable) dans M telle que
i*(H1(F2;Z/ZZ)) = {0}c H.I(M;Z/ZZ) . Alors, on peut définir une forme quadratique
naturelle q: H1(F;Z/ 2Z) » Z/4Z , associée a la forme d'intersection homologique
sur F, telle que la généralisation suivante de la formule de Rohlin [R2] ait lieu :

THEOREME. Ona: o(M) - F.F = 2a¢(M,F) mod 16 ou o(M) désigne la signature
de la variété orientée M, F.F l'auto-intersectionde F dans M (cf. (W]) et

a (M,F) 1'invariant de Brown de la forme quadratique q associde au couple (M,F)

(cf. [B] et le paragraphe suivant).

Rappelons que F.F peut étre commodément défini comme suit : Soit s une
section, n'ayant que des zéros simples, du fibré normal a F dans M ; on pousse
légérement F selon s pour obtenir une surface F' et un difféomorphisme ¢: F = F'.
Maintenant FNF' = {x € Flo(x) =x} est fini. Etant donné a € FNF', on choisit
une orientation locale 6 prés de a | pour F , ce qui définit une orientation locale
©(6) présde a pour F' . Sil'orientation 6© ©(6) présde a pour M coincide
avec l'orientation donnge de M , nous donnons le signe e(a)=+1 2 a etle signe -1
dans le cas contraire. Clairement, e(a) ne dépend pas du choix de & presde a.

Alors, F.F= X2 e(a) .
a€ FNF!
Remarque. Si la surface F est orientable, la forme quadratique q prend ses valeurs
dans 2.Z/4Z = Z/2Z et «(M,F) qui vaut alors 0 ou 4 s'identifie au quadruple
de 1'invariant de Arf de q: on retrouve la formule connue de Rohlin [R2] . Rappe-

lons que le cas F = est trés célébre, il date de 1952 et est aussi dii & Rohlin [R1] .
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II. - LES FORMES QUADRATIQUES SUR LES Z/2Z-ESPACES
ET L'INVARIANT DE BROWN

(ct. (B, [BLLV,appendices])

Soit V un espace vectoriel sur Z/2Z de dimension finie n , muni d'une

forme bilinéaire (x,y) @ x.y symétrique, non dégénérée a valeurs dans Z/2Z .

DEFINITION 1. Une forme quadratique sur V a valeurs dans Z/4Z est une appli-
cation q: V- Z/4Z vérifiant :

qlx +y) = q(x) +q(y) +2x.y ,
ol 2: Z/2Z » Z/4Z est 1'unique homomorphisme non nul.

Remarques et exémples . v
1) Ona q(0) = q(0+0) = q(0) + q(0) + 20.0

q(0) +q(0) , d'ou q(0) =0 .

2) Sur V=2Z/2Z il n'y a qu'une forme bilinéaire symétrique non dégénérée :
le produit du corps Z/2Z . Etona :
0 = q(1+1) = q(1) +q(1) +21.1 = 2q(1) +2, donc q(1)=%1.
Il y a donc deux formes quadratiques, q, et q_, sur un espace de dimension un.

3) Si g: V- Z/2Z est une forme quadratique ordinaire sur le corps Z/2Z
(ct. {MH, Appendix 1]) , alors q=2q estune forme quadratique sur V a valeurs
dans Z/4Z .

DEFINITION 2. Une forme quadratique q: V = Z/4Z est neutre s'il existe un sous-
espace H< V de dimension moitié sur lequel q est nulle (et alors H est égal a son

orthogonal pour la forme bilindaire).
1
On définit de la maniére usuelle la somme orthogonale de deux formes quadrati-

ques ; remarquons que si V = V1 © V2 est une décomposition orthogonale pour la
forme bilindaire, alors q = qlv1 & q le .

En quotientant le semi-groupe des formes quadratiques ainsi obtenu par le semi-
groupe des formes neutres, on obtient le groupe de Witt WQ(Z/2Z;Z/4Z) des formes
quadratiques sur les Z/2Z espaces vectoriels a valeurs dans Z/4Z (ct. (BLLV,

appendices ) .

Si q: V- Z/4Z est une forme quadratique et si x € V, on pose
y(x) = exp él?; q(x)) = )
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DEFINITION 3. L'invariant multiplicatif de Brown de la forme quadrétique q estle
nombre complexe :

7(Q) = u}i)"xng(x) (ol n = dim V)

PROPOSITION. L'application ¥y établit un isomorphisme entre le groupe de Witt
WQ(Z/2Z ;Z/4Z) et le groupe des racines huitiémes de 1'unité.

En notations additives, on écrira :
o WQ(Z/2Z;Z/4Z)— Z/8Z , ouy=¢coa ,
1+i

avec €: Z/SZ—E—* {racines huitiémes de 1'unité} donné par €(1) = exp (l% =% -

Remarque. Si la forme bilinéaire est isotrope, i.e. vérifie x.x =0 pour tout x de V,
la forme quadratique q ne prend que des valeurs paires: 0 =q(2x) = q(x) + q(x) ; de
sorte que q=2q,-0u q: V= Z/2Z est une forme quadratique ordinaire, ¥ ne
prend que les valeurs +1 et -1 etl'invariant de Brown y de q est le classique
invariant d'Arf de q qui vaut +1 si la forme représente plus souvent 0 que 1,

et -1 dans le cas contraire.

Démonstration de la proposition.

LEMME 1. 7(q19q2) = 7(q1)7(q2)

n. +n - q,(x) q,(y)
Preuve. Y(Cl]@qz) = A(Vlé-) 172 z L

x€Vy,y€EVy
1.0 o 9. g g q,(y)
= Up) i Il °

= 7(q)r(q,) .
vev, ] = 7(a)r(q,

xéV1

LEMME 2. Si la forme quadratique q est neutre, y(g =1.

Preuve. Soit Hc V un;sous-espace de dimension moitié sur lequel q s'annule.
Soit V = H& L une décomposition en somme directe. Alors, si n=dimV :

- 1.\n E he=(1)n E E_1Z,h
7 (9 (V'Z') b €L p(h+e) T hEH,EELw( )(-1)

(B0 T (T =0FPule) +card®) ]
(12" L By (S O #(E) 5 carals)

n(zn/z) -1 .

= (\%2-)“ card (H) = (V1—2-)

La quatriéme égalité suit de ce que la forme bilinéaire étant non dégénérée, pour
¢ £0, laforme lindaire ¢ sur H donnée par ¢(h) = ¢.h estnon nulle (H est égal

a son orthogonal) et donc prend la valeur 0 autant de fois que la valeur 1
(dim (Ker ¢) =dimH-1) .
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LEMME 3. Si la forme bilinéaire n'est pas isotrope, V se décompose en une somme

orthogonale d'espaces de dimension un.

Preuve. Puisque l'application x = x.x est linéaire, la non dégénérescence fournit

c €V-{0} telquepourtout x €V, c.x=x.x . Si dimV =2, il existe y distinct
de c telque y.y=1 (si c.c=1 et y.y=0, alors (c+y).(c+y)A= 1) et V se
décompose en (y) & (y)l . Puisque y est distinct de ¢, la restriction de la forme
bilindaire & (y)~ est non isotrope (si z.z=c.z=0 pour tout z € (y)* , alors
c€(ly))* = (y)). On termine par induction sur dim V .

LEMME 4. Si q est une forme quadratique a valeurs dans Z/4Z , alors
4 q =q¥®q®qeq estisométrique @ 4 (®(-q)). Etdonc 8(¢q) est neuire.

Preuve. Soit W=V &V®V®V et soient P V=W, i=1,2,3,4, les applica-
tions ¢,(x) = (0,%,x,%) ; ¢,(x) = (x,0,%,%) ; 3(x) =(x,x,0,%) ; ¢,(x) = (x,x,x,0) .
Ona 4 (vq) (cpi(x)) =3q(x) = -q(x), et :pi(V) orthogonal 2 cpJ.(V) pour i#j .
4
L'isomorphisme cherché est ® @ VeveveVv » W,
i=1
Pour conclure la preuve de la proposition, on note que puisque q ©q_ est
neutre, le lemme 3 appliqué A q ¢ q, ¥ q_ montre que WQ(Z/2Z ;Z/4Z) est cyclique,
engendré par la classe de qQ (exemple 2) et d'ordre un diviseur de huit par le lemme4.
Les lemmes .1 et 2 assurent que ¥y est un homomorphisme. Finalement, on vérifie que
o1+ Aim . . o N, '
y(q+) = Yz = exp ¢ 7] ) est une racine huitiéme primitive de 1'unité. C
Remarque. Il est maintenant facile d'établir que 1'invariant de Brown d'une forme
quadratique, son rang et l'isotropie ou 1'anisotropie de la forme bilinéaire associée
déterminent sa classe d'isométrie.

oI. - DEFiNITION GEOMETRIQUE DE LA FORME QUADRATIQUE

q : H1(F;Z/ZZ) » Z/4Z

On se place maintenant dans la situation du paragraphe I.

DEFINITION 4. Une membrane P2 pour la surface caractéristique F est une surface
compacte (non nécessairement orientable) immergée dans M , plongée et normale & F
prés de son bord 3P € F, et dont l'intérieur est transverse a F .

Soit f une immersion générique PZ&—-vM dont 1'image f(P) est une membrane.
Le bord de f(P) consiste en des courbes simples fermées de F ; notons ¢
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1'obstruction & étendre le fibré normal en droites a ces courbes dans F en un sous-
fibré de rang un du fibré normal v(f) de l'immersion. Rappelons que v(f) est défini
par la suite exacte 0 = T(P) - f*(T(M)) »v(f) 0, ol f*(T(M)) est le retiré du
fibrd tangent & M au-dessus de P par f . On vérifie aisément que deux immersions
de méme image donnent lieu. a des fibrés normaux isomorphes et donc que 1' obstruction
o ne dépend pas du choix de f . Cette obstruction habite’ HZ(P, P; T 1(]RP1)t) >

les coefficents étant tordus par la premiére classe de Stiefel-Whitney w1(v (1) . son

évaluation sur la classe fondamentale [P,dP ] € H2(P, dP ;171(]R’P1)t) est un entier encore
noté & . On pose alors : q'(PZ) = o+2P.Fmod 4, ou P.F désigne le nombre de

points d'intersection transverse de l'intérieur de P (i.e. de f(P)) avec F .

Remarque 1. Une définition plus géométrique, et souvent plus efficace dans les applica-
tions, de l'obstruction ¢ -est la suivante :
Soit P une surface compacte et j : Sd—a v(f) une immersion telle que :
(i) poj: '5 = P est un revétement ramifié a deux feuillets oli p désigne la projec-

tion de 1'espace total du fibré v(f) sur sa section nulle P .

(ii) j est transverse & P (vu comme la section nulle de v(f)) , et i(P) NP ne
contient aucun des poinfs doubles de j( g) ou de P .

(iii) £(3P) est le bord d'un tube autour de 3P dans F .

Pour chaque point a de l'intersection P Nj(P), une orientation locale & de
P induit (via le revétement poj) une orientation locale &' de j(S) . Si 1'orientation
©®® 6' coihcide avec celle de 1'espace total du fibré v (f) , on attache le signe e(a) = +1

3 a etlesigne -1 dans le cas contraire. Clairement, e(a) ne dépend pas du choix
de l'orientation & presde a.

Alors, 1'obstruction & = DI -1 €V
' a€PNj(P)

L'existence d'une telle immersion j peut s'obtenir en désingularisant 1'image
de deux sections de v (f) en position générale 1'une par rapport 2 1'autre et par rap-
port i la section nulle de v(f) . Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que la
somme ci-dessus ne dépend pas des choix de P et j (soit directemént, soit en montrant
1'égalité ci-dessus !).

Remarque 2. Si P n'apas de composantes fermées, la membrane P est homotopique-
ment équivalente 3 un bouguet de cercles, donc, par stabilité, on peut écrire v (f)
comme une somme directe avec un sous-fibré trivial de rang un. Maintenant deux tels
sous-fibrés triviaux de v(f) induisent deux sous-fibrés homotopes de v(f)|dP qui est
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un fibré trivial. En effet, si nous décrivons nos deux sous-fibrés triviaux de v(f) par
des sections sans zéros s et s' etsi d(s|oP,s' laP) est la différence primaire
dans #'op;n (RPN =z (), ona (s, §361) sldls I2p, s'lap))=e(_s\ap)_a(sv\ap)'
ou § estle cobor'd H1(6P _171(]1=\'P1)t = H (P P;m (]RP )) et ¢(s|dP) estl'obs-
truction primaire a étendre 's|dP . Donc d(s|JP, s’ laP , Ce qui prouve que
s|3P et s'|dP sont homotopes. ' N

Soient s 0 la restriction a dP d'une section sans zéros d'un sous-fibré trivial

derangunde v(f) et s. la section sans zéros au-dessus de P donnée par le fibré

1
normal en droite @ 3P dans F . Ona 6d(s1,so) =e(sl)-g(so)=e(s1) . Puisque §

est un isonﬁor*phisme, on peut identifier notre obstruction ¢ a dfs Ceci expli-

1)50) *
que la relation entre notre définition de la forme quadratique q' et celle de

Y. Matsumoto [Mat] .

Remarque 3. Les e:iplications de la remarque 1 (ou les calculs de la remarque 2) mon-
trent que si 4P est connexe, l'obstruction « est paire si et seulement si dP admet un
voisinage annulaire dans F . En général, si toutes les composantes connexes de 2P ont
des voisinages annulaires dans F , alors o = 2¢(v) , ol o(v) est l'obstruction a éten-
dre un champ de vecteurs normal a ap2 dans F en un champ de vecteurs (sans zéros)
normal a F-’2 dans v(f) (le facteur 2 vient de ce que la fleche naturelle S ' uRp! est de

degré 2).
En particulier, si la surface caractéristique F est orientable, on obtient

2) =2(¢(v) + P.F) mod 4 . On retrouve la définition de Rohlin (R2] .

q'(P

PROPOSITION 1. q'(Pz) ne dépend que de la classe d'homologie modulo 2 de <P
dans F . Ceci permet de définir une application q: HT(F‘;Z/zz) ~ Z/4Z .

5

3 ) est une variété

LEMME. Supposons que (M*,F%) soit bord de (V°,G
, soit bord de

orientée compacte de dimension 5 et G’ une sous-variété caractéristique (non

ou v

nécessairement orientable). Soit A2 = G3 une surface (non nécessairement orientable)
telle que ANF =3A, et soit P une membrane pour F (dans M) de bord 3P =34.
Alors, q'(P)=0.

Preuve de la proposition 1 (& partir du lemme).
Si Py et P1 sont deux membranes dont les bords représentent la méme classe

d'homologie modulo 2 , on applique le lemme a 1'union disjointe

Mx {0},Fx{0}) .LLMx {1}, Fx {1}) de deux copies de (M,F) avec

V5 =Mx[(0,1], 03 =Fx[0,1] et A2 une désingularisation d'un cycle modulo 2

qui réalise une homologie dans F x [0,1] entre apo < Fx{0} et <‘JP1 < Fx{1}

(1) Dans le cas ol JP est connexe ; 1'extension facile au cas général est laissée
au lecteur.
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(1'existence de A% s'obtient facilement par les méthodes de Kneser, cf. [GM3, II.2]).
On obtient alors dans dV : q(Pox {o} U P, X {1})=0= Q(P1)-Q(PO) puisque, avec
1'orientation de 3V , M x O hérite 1'orientation opposée a cellede M . Ceci prouve
la premiére assertion. Pour la seconde, tout 1-cycle z de F peut étre représenté
par une famille de courbes simples fermées disjointes, et puisque

i, (H,(F;Z/2Z)) = (0} _1-11(M;Z/22.) toute telle famille borde une 2-chafne dans M*
qui peut étre désingularisée comme ci-dessus pour donner une membrane dont le bord

représente le cycle z .

Preuve du lemme (cf. la figure).

Supposons d'abord que le bord de 2 soit connexe. L'auto-intersection de 34
dans F est bord de 1'auto-intersection de A dans G donc nulle modulo 2 . Par
suite (puisque E»Az est connexe), aA2 admet un voisinage annulaire dans F et,
comme dans la remarque 3 ci-dessus, si ¢(v) est l'obstruction & étendre un champ de
vecteurs normal v a JP =dA dans F en un champ de vecteurs normal (sans zéros)
a P dans v(f), il suffit de vérifier que ¢(v) + P.F =0.mod 2 . Désignons par v
3 dans V5 et A® dans G3 , etpar E(v) et E(u)
les espaces totaux des fibrés en disqueé as§ociés . Alors, (W,U) =(E(] AZEE‘[.L) ,E(r))
est un voisinage tubulaire de A2 dans (V’ ,G3 ) . Soient N4 le bord de la variété
V-W et H

tique pour la variété orientable fermée Nt

et pu les fibrés normaux a G

= (F-\Rl) UFrU = NNG . Clairement, H2 est une surface caractéris-

Soient s et s' deux sections de v lAZ avec s(Az) et s'(AZ) transverses
entre elles aussi bien qu'avec A2 . Soit t une section de p identique au champ de
vecteurs v sur aa? - P et sans zéros pres de A%N (s(AZ)U s’(Az)) . Soit enfin

2
p: A

des zéros de s et t et des points communsa s et s' .

+ [0,1] une foncton lisse nulle sur 3A2 et telle que p“‘(%) soit un voisinage

Alors, on peut pousser A2 dans oW et former le 2-cycle de N4
' o
z? - P-WUsept(dd)

La formule de Wu (cf. [GM3 , L appendice C]) dit :

2,524+ 5% H% = Omod 2

Soit u une section du fibré normal v(f) d'une immersion f: P<—> M dont
les zéros soient distincts des préimages des points doubles de f et qui coincide avec v
sur dP = 3A. L'immersion f s'étend en un plongement local T de 1'espace total de
v(f) dans M* tel que f(u(P)) soit une copie difféomorphe de f(P) transverse a f(P) .
Nous maintenons notre notation P pour f(P) et notons u(P) au lieu de f(u(P)) .
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Figure
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On observe alors que le nombre d'intersection homologique modulo 2 P.u(p)
(bien défini puisque 3PN du(P) = @) est la réduction modulo 2 du nombre d'obstruction
g(v) (plus deux fois le nombre d'auto-intersection de la surface immergée P, ce qui est
zéro modulo 2). Ainsi :

2.2 = [(P-W) Y(s®pt)(a)] . [uP-W) Us'® (1-gt(aH)]

= P.u(P) + s(A2) . s'(Az) = d&(v)+ s(Az) . s‘(AZ) mod 2
o o -
Z.H = [(P-W) U(s® pt)(Az)] .((F-WUFru] = P.F+ s(A2) . A% mod 2
Or, s(A2) .A2 = s(A2) .s'(Az) par l'invariance homotopique des nombres d'intersec-
tion, d'ou :
0=S.2+Z.H =6V)+P.Fmod?2

2 e
Pour se ramener au cas 9A” connexe, nous énoncons d'abord le

SOUS-LEMME. Soit (V,G)- une paire propre de variétés (GM3V =23G) avec 3V

connexe. Alors, il existe une sous-variété propre G' de V dont le bord est la

somme connexe plongée des composantes de 3G .

De plus, on peut choisir G' coincidant avec G excepté'dans le voisinage

d'arcs plongés dans 3V connectant les composantes de 3G (de sorte que G et G!

représentent la méme classe d'homologie modulo 2).

La preuve du sous-lemme, qui consiste a creuser des tunnels le long des arcs

de 1'énoncé, est laissée au lecteur.

Ensuite (on peut bien siir supposer V connexe), on se raméne au cas dV
connexe en creusant des tunnels le long d'arcs disjoints de G3 et connectant les
composantes de, dV . On peut alors appliquer le sous-lemme et obtenir un nouveau G
a bord connexe, toujours contenant X . Une nouvelle application du sous-lemme au

2 s 2
couple (G,A%) achéve de nous ramener au cas JdA“ connexe.

Il reste a appliquer encore une fois le sous-lemme pour obtenir une membrane
pour ce nouveau A2 qui ne differe de 1'ancienne que dans le voisinage d'un arc et a

méme fonction q' . Iln'ya bas de difficultés.
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PROPOSITION 2. L'application q: H 1(F;z/.zz) + Z/4Z est quadratique pour la
forme bilindaire d'intersection de la surface F :
qa+B) = q{a)+q(8) +2a.B

Preuve. En considérant, si nécessaire, (M,F) union disjointe avec (54,JRP2) ,

on peut toujours supposer que H 1(1’-‘;2./ 2Z) se décompose en une somme directe de
sous-espaces de dimension un (cf. §I1, lemme 3).
On a donc seulement a montrer :
1) qla+B ) = q(a)+q(8) si «.3 =0

2) q(a) = 1mod2 si .o =1

En effet, donné 1) la décomposition de H1(F;Z/ 2Z) induit une décomposition -
de q, etdonné2) q est quadratique sur chaque facteur.

Pour prouver 1), remarquons d'abord que par le sous-lemme précédent on peut
supposer F connexe; dans cecas, si «.3 =0, onpeutreprésenter a et 3 par
deux familles disjointes de courbes fermées simples. Alors, si P et Q sont des mem-
branes dont les bords représentent a et 8§, onrend P transverse a Q pour obtenir
une membrane R =P UQ dont le bord représente @+ 3 . Clairement, q(R) =
q(P) +q(Q) .

Pour prouver 2), on représente & par une famille de courbes simples disjoin-
tes o, . Le point 1) donne g(a) = Eq(ai) et la remarque 3 du §I nous dit

Q(ai) =@ . mod 2

Remarque. Nous suggérons au lecteur de se construire une preuve directe de la

proposition 2 en fabriquant une membrane pour la réunion de deux courbes se coupant
\ !

transversalement & partir d'une membrane pour chacune des courbes (cf. notre pre-

miére version [GM2]) s

IV. - PREUVE DU THEOREME.

LES EXEMPLES FONDAMENTAUX.
Exemple A. La droite CP1 est caractéristique dans le plan projectif complexe CP2 H

les invariants sont O(CPZ) =1, CP1- CP1 =1, G(CPZ,CPT) =0

Exemple B. Soit c: CP2 + ¢P? la conjugaison complexe. C'est une involution pré-

servant 1'orientation dont 1'ensemble de points fixes IRP2 est de codimension deux,
et donc 24 = CPZ/C est une variété lisse fermée orientable. L'exemple B est
24,]RP2) . Nous montrons :
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2 2

c CP”, tout élément de
2

(i) =% est une sphére d'homotopie : si p € RP

m (24,c(p)) se représente par un lacet intersectant IRP” (< 24) transversalement au

1

seul point c(p) . Un tel lacet se reléve a €pP? de sorte que ¢, : ’71(CP2:D) - H1G4,c(p))

est surjective et 171(24) =0 . On conclut en calculant la garactéristique d'Euler
x(=h) = 1 (x(€P?H+x(RP?)) = +(3+1) = 2.

Remarque. Kuiper et Massey ([K], (Mas2]) ont montré (indépendamment) que =4 est
PL isomorphe a s* et donc difféomorphe a s* selon le difficile "I'y = 0" de Cert.
Récemment, A. Marin a obtenu une preuve directe et élémentaire de ce dernier résultat

-

{Mar] . Rappelons qu'il y a de nombreuses maniéres de voir que 1..4 est homéomorphe
P P

a S4 ; par exemple, la fonction de Morse usuelle f : QZPZ "R,
2 2
f([_x,y,z]) = lxé r 212X1 > induit une fonction de Morse sur E4 avec deux points
Ix[“+ 1y 1%+ |z]
critiques.
(ii) Bien sir, IRP2 c o* est caractéristique et 0(34) =0.
(iii) L'auto-intersection lRPZ. ilFeP2 dans 24 est deux fois 1'auto-intersection

RP?.RP? dans €p? par naturalité de la classe d'Euler (cf. {Mas1, lemma 1]) . Ce

dernier nombre est -x (]RPZ) puisqu'on peut le calculer en multipliant par i un champ
de vecteurs tangents a ]RP2 avec des points singuliers simples (cf. [A, lemma 6]) .
Donc, RP?.RP? dans I vaut -2 .

(iv) a(E4,RP1) =1
RP' c ¢cp’

Cette membrane ne rencpntre RPZ que le long de RP

: puisque H1(]RP2;Z/2Z) T Z/2Z est engendré par

, on choisit comme membrane un des disques bordé par IRP1 dans ‘J:P1 .
1 et son nombre d'obstruction
vaut +1 ; en effet, considérons deux droites L1 et Lé a coefficients réets proches
de ¢P1 se coupant er un point de ]F\’F’1 ; une petite variation des coefficients du pro-
duit L1 .L2 dohpe une conique non singuliére qui rencontre IRP2 selon le bord d'un
voisinage tubulaire de ]R’F’1 dans ]F\’P2 et qui rencontre la droite ﬁ:F’1 transversale~
ment en deux points chacun de signe +1 (comme courbes complexes). Par conséquent,
cette conique fournit un revétement double de la membrane pour IRF’1 , comme dans la

remarque 1, § III, d'ou nous concluons q(PPZ) =1.

. L =0

- -
-- - -

\

!
[

)

conique
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Considérons alors un couple (M,F) comme dans 1'énoncé du théoréme et remar-
quons d'abord que o(M) = F.F mod 2 (en effet, toute forme bilinéaire symétrique non

dégénérée sur Z/2Z se décompose en une somme directe dont chaque facteur est

soit (1) , soit (? é) d'élément caractéristique respectivement 1 et 0 ; donc

F.F = dim H2(M;Z/ 2Z) = 0 (M) mod 2). Remarquons aussi que les trois termes de la
formule & démontrer sont additifs sous la somme disjointe. L'exemple A permet alors
de supposer (M) =0, etdonc F.F pair. L'exemple B permet ensuite de supposer

o(M) =0 = F.F . Reste alors & montrer @{M,F) =0 ; pour cela, on s'appuie sur

LEMME. Soient M une variété close orientée de dimension quatre et F € M une surfa-

ce close caractéristique. Si 0(M) =0=F.F, alors (M,F) =3(V,G); ol V estune

variété orientée compacte de dimension cing et G une sous-variété caractéristique

de dimension trois.

Donné le lemme, on conclut aisément que «(M,F) =0 ; en effet, il faut voir que
la forme quadratique q associée & (M,F) est neutre. Le lemme du § III dit que le
noyau de 1'application .H1(F;Z/ 2Z) » H1(M;Z/ 2Z.) induite par inclusion est isotrope.
D'autre part, la dualité de Lefschetz montre que ce noyau a une dimension moitié de
celle de H1(F;Z/ZZ) ; donc q est neutre.

Preuve du lemme. Puisque la signature réalise un isomorphisme du groupe de cobordisme
> ol V5

est une variété compacte orientée lisse de dimension cinq. Et, par la théorie des obstruc-
tions, il y a, & coefficients Z/2Z , un 3-cycle relatif G dans (V,M) , caractéristi-
que et vérifiant 3G =G ﬂh{d =F . Nous sommes réduits au

des variétés fermées lisses orientées de dimension quatre vers Z , M =3V

{ ‘
SOUS-LEMME. Soit V une variété lisse orientable de dimension cinq a bord ; soit
= f —
Gc V un 3-cycle relatif modulo 2 dont 3G = GMN AV est une surface d'auto-intersec-
tion nulle dans V .. Alors, G est homologue modulo 3G (et modulo 2) 2 une sous-

variété G dans V .

Preuve. Nous utilisons les méthodes expliquées en détails dans [GM3, II.2] dues
a Kneser et Rohlin. On peut supposer G triangulé et (par un argument de collier) une
variété prés de sonbord F = 3G . Deplus, G est certainement une variété hors de
son 2-squelette. En utilisant les méthodes les plus simples de [GM3, 1I.2], on peut
facilement se ramener au cas o G est une variété hors de son 0O-squelette. On réunit
les sommets o G n'est pas une variété par un sous-arbre du 1-squelettede G . Le
5 debord S* = la lice (= link)
de cet arbre dans V . La lice de l'arbre dans G est une surface L cobordante, par

%5 . °© 05 % o5
G-B", a F. En appliquant le sous-lemme du § II au couple (V-B~,G -B’), on

site (= "star") de cet arbre dans V est une boule B
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peut supposer L connexe. Par conséquent, puisque le nombre d'auto-intersection
L.L =0 dans 54 (par cobordisme et parce que V est orientable), le fibré en disques
E normal a L dans S4 admet une section sans zéros s . On montre alors, comme
dans (GM3,1I §3], que s(L) borde dans s*_E (au besoin en "enroulant" d'abord la
.section s) et donc que E est bdfd d'une sous-variété de 54 . On peut alors utiliser
a nouveau les méthodes de [GM3, II.2] pour rendre G lisse dans sa classe d'homo-
logie modulo 2 . Ceci termine la preuve du sous-lemme, donc de la proposition 2 et

du théoreme.

Remarques. La fin de la preuve du sous-lemme ci-dessus montre en fait le résultat
suivant :
Soit F2 une surface d'auto-intersection F.F =0 dans une variété orientable

M* de dimension quatre et.qui représente zéro dans H (M4;Z/ 2Z) . Alors, il y a une

3 2

4 2
dans M debord F™ .

variété G
Ceci, joint a 1'exemple B, donne le

THEOREME. Soient M4 une variété spin de dimension quatre et F2 une surface

caractéristique telle que i*(H1(F;Z/2Z) = {0} CH1(M;Z/22) , alors :

F.F = -2a(M,F) mod 16 ,
ot o(M,F) estl'invariant de Brown du couple (M,F) .

Ceci est une généralisation d'un vieux théoréme de Whitney [W] (1941).
THEOREME (Whitney] . Soit F? une surface dans la sphére S* , alors :

F.F = -2X(F) mod 4
En effet, «(M,F) = dim H,(F;Z/2Z) = x(F) mod 2 .
] .

2
L'ingrédient nécessaire pour attraper la partie signature du théoreme est le
résultat de Rohlin : une variété orientée fermée de dimension quatre M4 borde une
variété orientée de dimension cinqg si © (M4) -0.
Ainsi, on aurait pu monter la preuve du théoreme principal en deux étapes :
1) Prouver le théoréme ci-dessus o spin, en fait mt - st suffit).
2) Prouver, comme dans le lemme et le début du sous-lemme ci-dessus, que
(M, F) .U.-G(M)(CPZ,CP1).LL(S4,F') est bord de (V,G) avec V variété orientée
compacte de dimension cinq et G sous-variété caractéristique de dimension trois

- pour une certaine surface F' dans S4 .
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V.- CHIRURGIE ET COBORDISME CARACTERISTIQUES.

On considére maintenant des triplet (M,F,5) ou M est une variété fermée
orientée de dimension quatre, F une surface fermée caractéristique et § le choix
d'une trivialisation du fibré tangent a M au-dessus du 2-squelette de M-F qui ne

s'étend a aucun disque méridien de F (laquelle existe puisque F est caractéristique).

DEFINITION 5. Deux triplets (M,F,¥) et (M',F',3') sont dits caractéristiquement
cobordants s'il y a un triplet (V,G,{) avec 'V variété orientée compacte de dimension
cing, G sous-variété caractéristique de dimension trois et G une trivialisation du
fibré tangent & V au-dessus du 2-squelette de V-G qui vérifient 3V = MIL(-M!'),
3G =FUF! et ¢ étend &F et F' . Le groupe de cobordisme ainsi obtenu est le

groupe de cobordisme caractéristique noté Q‘é .

Remarque 1. Si on néglige les trivialisations dans la définition précédente, la relation
obtenue n'est pas transitive ([GM1, GM2] sont fautifs a ce point-13). On peut néglié
ger les trivialisations si 1'on se restreint aux couples (M,F) comme dans la définition
avec H1(M;Z/ 2Z) = 0., car alors il existe une unique trivialisation (2 homotopie pres)
du fibré tangent 8 M au-dessus du 2-squelette de M-F qui ne s'étend a aucun disque
méridien de F .
Soit un couple (M,F) avec M variété fermée orientée de dimension quatre et
F surface caractéristique tel que i*(H1(F;Z/ZZ)) = {0} c H1(M;Z/ZZ) . Et soit aussi

¢ une courbe simple fermée de F .

LEMME. Le résultat (M',F') d'une chirurgie de paire sur (M,F) le long de la cour-

be ¢ alapropriété que F!' est caractéristique dans M' si et seulement si q(c) =0 .

Preuve. Soit P uhe membrane pour ¢ dans M et soit D le 2-disque &me de
la chirurgie dans M' . Alors, Z =P UD estun 2-cyclede M' et
2(Z.S+CS.F") =2(s(v) +P.F)
a P un champ de vecteurs normal 4 3P dans F (cf. la remarque 3 du § OI ; bien sir

q(c) mod 4 , ol ¢(v) estl'obstruction 3 étendre

c.c =0 mod 2 puisque la chirurgie sur ¢ est possible). Donc, si F' est caracté-

ristique, la formule de Wu donne q(c) =0 .

Réciproquement, soit £ un 2-cycle de M' que l'on peut supposer coupant
transversalement en n points la co-dme de la chirurgie sur M' . Alors, I peut se
voir (aprés isotopie) comme l'union de n translatés disjoints de 1'&me de la chirurgie
et d'une membrane P pour nc dans M ; donc
2(S.5+ =.F") =2(e(v) + P.F) = g(nc) =nq(c) =0 mod 4 , et F' est caractéristique
dans M' .
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Remarque 2. Si c¢ est une courbe simple fermée dans F telle que q(c) =0, alors
(cf. la remarque 3 du § OI), c.c =0 etla chirurgie sur c est possible.

Soit (M,F,%) un élément de (24 , et soit M1 une variété simplement connexe
obtenue a par'tlr' de M par ¢ des cmrurgles d'indices. 2. sur des cercles disjoints de F
telle que la trace dela cmrurgle réalise un cobordisme czractéristique entre
(M,F,&) et le résultat (M1 ,F,& ]) de la chirurgie (1)

PROPOSITION-DEFINITION. Dans cette situation, si ¢ est une courbe fermée simple
) ()

forme quadratique q (et un invariant de Brown «(M,F,3)) pour le triplet (M,F,&).

de F, Ay (c ne dépend pas du choix de M1 . De cette maniére, on définit une

Et alors q(c) =0 si et seulement si la trace d'une chirurgie de paire sur

(M,F,&) le long de c est un cobordisme caractéristique.

Preuve. Soient M1 et M2 deux choii possibles ; on peut supposer tous les
cercles de chirurgie en vue disjoints. Soit M la variété obtenue en faisant toutes
les chirurgies nécessaires pour fabriquer M1 et M2 . Alors, M est simplement
connexe, la trace de la chirurgie de (M,F) a (M,F) réalise un cobordisme caracté-
ristique entre (M,F,ﬁ.) et le résultat (ﬁ,F,g) de la chirurgie, et clairement
qM1(C) = qgy(c) = qu(C) : |

Supposons maintenant que la trace d'une chirurgie de paire sur M,F,&) lelong
de ¢ soit un cobordisme caractéristique, alors q(c). =0 par le lemme du § Imm.
Inversement, d'aprés le lemme ci-dessus, si q(c) =0, le résultat (M',F') dela
chirurgie sur (M1 ,F) le long de ¢ admet F' comme surface caractéristique dans M'.

Soit (W,N) le complémentaire dans (M_,F) d'un voisinage de ¢, c'est aussi le

complémentaire dahs (M!,F') d'un v01;1nage de la sphéere duale a la sphere d'attache-
ment de 1'anse de chirurgie. Comme W est simplement connexe, H 1(W-— N;Z/2Z)

est engendré par les méridiens de FNN et deux trivialisations du fibré tangent de

W-N au-dessus du 2-squelette de W~N provenant de trivialisations des fibrés tan-
gents a M1 -F et M!-F! au-dessus de leurs 2-squelettes sont homotopes (leur
différence x € H (W-—N Z/2Z) s'annule sur tout méridien de FNN'= F'MNN) . Donc

la trace de la chirurgie liant (M F) & (M',F') réalise un cobordisme caractéristique ;

par définition, il en est de méme pour celle liant (M,F) a (M',F') ; on conclut par

transitivité.

(t) On sait bien qu'une telle variété M
F donnée.
(%)

1 existe toujours et qu'elle dépend de la trivia-
lisation &

qM1 désigne la forme quadratique associée, au § IIl, a (M1 ,F) .
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On se propose maintenant de calculer le groupe &‘22 .

THEOREME. Lasuite 0— Q32— Z&ZOZ/8Z " Z/16Z— 0 est exacte avec
x(M,F,%) = (c(M),F.F,aM,F,3)) et 7(x,y;2) =x - (y+2z) . Autrement dit,
(M,F,3) — (oc(M),F.F) réalise un isomorphisme de ﬁi sur le sous-groupe d'indice

2 de Z%Z défini par x=y pair, (x,y) €ZOZ .

Preuve. (3) Si (x,y,z) € ZOZ® Z/8Z vérifie x =y + 2z mod 16 ,- on veut
trouver (M,F,J) € Qi tel que x=0(M), y=F.F et z=«aM,F,5) . Mais,
1'exemple A du § IV nous réduit & réaliser les éléments (0,y,z) avec y = - 2z mod 16 ,
ce que 1'on peut faire avec une union disjointe de z .exemples B. '
(b)(1) Soit (M,F,3) € Q‘é , alors a(M,F,5) =0 si et seulement si (M,F,E) est

4

caractéristiquement cobordant & un triplé (N ,52, Q) € QC .

En effet, si a(M,F,5) =0, laforme quadratique q sur H1(F‘;Z/ZZ) associée
a (M,F,¥) admet un sous-espace isotrope de dimension moitié dont une base peut étre
représentée par des courbes simples fermées disjointes de F . La proposition pré-
cédente assure que la trace de la chirurgie sur (M,F) le long de ces courbes sera un
cobordisme caractéristique et la surface F' obtenue vérifie H1(F‘ 1Z/2Z) =0, donc

F!'= s?. La réciproque découle aussi de la proposition.

(2) Soit (M,F,3) €0}, alors a(M,F,5)=0=F.F siet seulement si (M,F,)
est caractéristiquement cobordant & un triplé (N,#, §) € Qz . Cela suitde (1) et du
N 2 .
fait que si une sphere S~ vérifie 52 .S2 =0, on peut ajouter une 3-anse dessus

sans changer le caractére caractéristique.

(3) Enfin, (M,F,3) € Qg est nul si et seulement si 6(M) =F.F =0 = a(M,F) .
Cela suit du point (’2) , du calcul du groupe de cobordisme ordinaire 04 et de l'injec-

1] -
tivité de l'inclusion canonique Qépm -+ 94 (ct. [GM3, II, exercices})).

Remarque. La démonstration précédente a été écrite pour dégager le point de vue de
la chirurgie caractéristique ; en fait, on a seulement besoin du théoreme qui assure
Tox=0, ciu point (@) pour avoir ker 7 < Im(x) ; enfin, l'injectivité de x démon-
trée au point (b) a déja été établie : c'est le lemme du § IV (dont la preuve commence
par étendre la structure spin donnée). Le lecteur en déduira comme en {GMm3, 1m,

“‘-»94.

exercice Il d)] une preuve de 1'injectivité de 1'inclusion canonique QSpm



APPENDICE

Dans cet appendice, nous esquissons une définition de @(M,F) qui passe par
une immersion de F dans R> . Ce point de vue nous a été expliqué par L. Siebenmann
et ce sont ses explications_que nous rapportons.

1. La forme quadratique attachée a une surface immergée dans P3 .

Une bande sera pour nous une union disjointe d'anneaux et de bandes de Moébius.
Pour une bande Q plongée dans IR’3 , supposons l'ame C de la bande et son
bord 3Q orienté de maniere cohérente. Alors, le nombre d'enlacement de C et de
2Q donne un entier bien défini 7(Q) € Z , indépendant du choix cohérent d'orientation.

7(Q) est un invariant de la classe d'isotopie, et méme de concordance, de Q

(calculer T(Q) en utilisant 1'intersection de deux surfaces dans 84 bordant C et 3Q).

. Définissons q(Q) = 7(Q) mod4 . Alors, q(Q) est un invariant de la classe d'homo-

topie réguliere de Q .

3

(On utilise une surface de Seifert pour C dans R~ pour calculer T .

1l faut vérifier que —— ~~» —_;) o modifie 7(Q) par un multiple de 4 .

On se raméne au cas Cq_ﬁ)) ou T(Q) vaut respectivement -2 et +2 .)
~§

Smulalremeng; ue q reéalise un homomorphisme de 1'ensemble des classes d!homo-
topie réguliére de bandes munies de 1'opération somme disjointe sur Z/4Z . D'ailleurs,
si 1'on se restreint aux bandes connexes, on obtient un isomorphisme.

3

(Par homotopie réguliére, on peut dénouer C dans R”, ensuite utiliser = h

La forme quadratique q: H1(F2;Z/ZZ) -~ Z/4Z .
F est une surface fermée, non nécessairement orientable, immergée dans R

3 .
Si x¢€ H1(F,Z/2Z) , on repgé?ente X par une bande Q< F . Apres perturbation
de l'immersion de F dans R~ , on peut supposer Q plongée. La classe d'homotopie
réguliére de ce plongement est bien définie et on pose q(x) = q(Q) . On vérifie aisément
que q(x) est bien défini.

On remarque que q ne dépend que de la classe d'homotopie réguliére de 1'immer-
sionde F dans R° (car il en est de méme de q(Q) pour une bande Q < R’ ) .
La forme q est quadratique : q(x+y) = q(x) + q(y) + 2x.y mod 4 .

. ’ ’_J I
(En effet, la différence entre _.{_. et — est q(p)

109
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Exemple (B, example 1.28] . A une surface fermge orientée M2 stablement
parallélisée est associée une unique parallélisation de M?xR et donc une immersion
de M2 dans ]R3 . Comme M2 est orientable, l'invariant de Brown de q se trouve
dans Z/2Z =4Z/8Z . On a ainsi une fleche de 1' ensemble , des classes d'homo-
topie réguliere des surfaces orientées immergées dans ]R3 vers Z/2Z . C'est un
isomorphisme et !’ élément non nul de m, peut se représenter par @ union
un disque. '

2. L'immersion associée a une surface caractéristique.

Soit M4 une variété fermée orientée de dimension 4 et soit F2 une surface
fermée caractéristique (non nécessairement orientable). On suppose H1(M4 Z/2Z) =0(ﬂ .
Puisque F est garactér'istique, il existe une structure spin sur M-F et donc une
trivialisation 30 du fibreé tangenf a M4 au-dessus du 2-squelette de M4—F (ce qui
équi'vaut a une trivialisation du fibré tangent.a M4 au-dessus de (M4 -F) sauf un

oint) qui ne s'étend a aucun 2-disque transverse a F .
P q

Puisque H1(M;Z/ 2Z) = 0, deux telles structures spin coincident (leur diffé-
rence est un x € H1(M— F; Z/2Z) dont la restriction & tout méridien de F est nulle.
Donc x s'étenda x € H1(M;Z/2Z) =0 et x=0).

Soit Fo = F - quelques points, une partie de F sur laquelle existe un champ de
vecteurs normal dans M .

PROPOSITION. Il vy a une classe d'homotopie réguliére d'immersions de F. dans

0
]R3 bien définie par le procédé suivant :

Fixons un’champ de vecteurs normal £ a F‘o et soit n son complément :
Eon = u(FO,M) le ﬁbiré normal a F, dans M . Alors, 1'espace total du fibré en
0" A
isotopie pres, il y a une unique fagon de faire coihcider le premier champ de vecteurs

disques associé @ n, E(n), estun épaississement a trois dimensions de F

de la structure spin 30 sur M-F avec £ lelongde FO poussée par § . Alors,
on projette le champ 30 sur E(n) parallélement au premier champ de vecteurs de &
pour obtenir une trivialisation ¢ du fibré tangent 3 E(n) o FO- , et par suite une

immersion g: E(n) - ]R3 .

0

(1) Si H1(M;Z/ZZ) est non nul, mais si (M,F) est équipé d'une trivialisation du
fibré tangent a M au-dessus du 2-squelette de M-F qui ne s'étend & aucun méridien
de F, alors q est défini puisque F, poussé par § récupére cette trivialisation
(cf. la proposition). Comparer au § V.
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Pour montrer la proposition, supposons que §' , 7' , G' et g! proviennent
d'une autre construction. Nous allons montrer qu'il existe un isomorphisme de fibrés
o v(FO,M) - U(FO,M) qui envoie £ sur £', n sur n' et G sur ¢' & homotopie
prés. Il s'ensuivra que gTFo est régh]iérement homotope a g' IFO .

Le complément n' de &' estisomorphe a 7 puisque tous les deux sont déter-
minés par w1(v) . Donc £',n' et ad, conduisent comme précédemment a une tri-
vialisation a G du_ﬁbr‘é tangent 2 E(n') . Si on peut montrer que aiio est une tri-
vialisation homotope a 30 , il s'en suivra que « G est homotope a G¢' . Pour montrer
cela, on regarde chaque composante de FO comme une anse d'indice 0 avec quelques
anses d'indice 1 attachées. Par une homotopie de fibré, on peut supposer que « est
1'identité sauf sur les anses d'indices 1 ou Vv est trivialisé etou & s' exprime

comme une torsion lorsque 1'on se déplace le long de 1'ame d'une anse typique H .
Comme H est contractile, on peut assurer que pres de H dans MO- FO (M, =M- les
points dtés a F), la trivialisation 3, est un produit de la trivialisation de
]RZ—O = S1 xR et de la trivialisation standard de H=1x1 . Il est alors clair que

0

-

o envoie &, sur elle-méme (ce serait faux si R~ 0 avait la trivialisation induite
de celle de R2) .

. La classe d'homotopie réguliere d'immersion g : FO - R3 obtenue ci-dessus

détermine une unique classe d'homotopie réguliére d'immersion g: F - ]R3 (cela

suit de la classification des immersions de S° dans R° & homotopie réguliére

pres) () .
D'apres le point 1 , a l'immersion g est associée une forme quadratique sur
H 1(F‘;Z./ 2Z) 3avaleurs dans Z/4Z et donc finalement un invariant de Brown

a(M,F) € Z/3Z . ’

Nous laisserons maintenant le lecteur se convaincre de la cohérence de cette
définition avec la nétre. Bien entendu, il est aussi possible de continuer la preuve du
théoreme dans le langage de cet appendice. Nous allons seulement esquisser la preuve
du lemme clé du § III dont nous rappelons 1' énoncé. |

Supposons gue (M4,F2) soit bord de (VS ,GB) , ou V5 est une variété orientée
compacte de dimension 5 et G3 une sous-variété caractéristique. Soit A c G3
une surface (non nécessairement orientable) telle que ANF = dA = C une courbe de F.
Alors, q({C])=0 dans Z/4Z si (C]¢ H1(F;Z/ZZ) est représenté par C .

(1)

Remarquons que 1'on n'utilise pas vraiment g: F = ]R’3 , mais seulement
g FO - R3 dont 1'existence est élémentaire.
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En effet, puisque G est caractéristique, il existe une trivialisation du fibré
‘tangenta V au-dessus du 3-squelette de V-G . Puisque A2 a le type d'homotopie
d'un 1-complexe, il existe un champ de vecteurs normal a G défini sur un voisinage
de Az . Appelons ce voisinage GZ . Soit n le complément de £, ({®n = V(GBA,V)
Le long d'une copie de G3A translatée par £ , on peut supposer que le premier vec-
teur de la trivialisation coincide avec § et aussi que le dernier vecteur de la trivia-
lisation est normal rentrant le long de av5 . Alors, par projection parallelement a ¢ ,
on obtient une trivialisation du fibré tangent a E(n ld A) . Par restriction au bord, on
obtient une trivialisation du fibré tangent & E(n lFC) ou FC est un voisinage de C
dans F2 qui est certainement celle utilisée dans la définition de q({C]) .

De la, on déduit une immersion g : (Gz,Fi) - (]Ri,]l'-!3 ) . On remarque alors
que le nombre d'enlacement de C et aFC est égal au nombre d'intersection

g(an) .g(Az) qui est certainement nul puisque g(3G A) et g(A) sont disjoints.

On remarquera que cette preuve, contrairement a celle donnée au § III n'utilise
pas la formule de Wu , i.e. 1'équivalence des définitions algébrique et homotopique

du mot caractéristique.
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Le théoréme de translation plane de Brouwer :
une démonstration simplifiée menant & une nouvelle
preuve du théoréme de Poincaré-Birkhoff*

LucieEN GUILLOU

1. Enoncé du théoréme et remarques historiques

Soit ¢+ un homéomorphisme de R2? sans point fixe et préservant
I’orientation. Tout d’abord, Brouwer [Br2, theorem 3 : lire les trois lignes
précédant I’énoncé du théoréme] a cru qu’une telle transformation du plan
était toujours conjuguée a la translation 7(z,y) = (z + 1,y) (i.e. il existe
¢ homéomorphisme de RZ? tel que ptp~! = 7). Mais il se corrigeait
rapidement [Br6, errata p.777], [Br7, note p.37] et donnait ’exemple
suivant [Br7, Beispiel p.40], [Br9], [Br10, p.220] montrant qu’il n’en est
pas ainsi.

Les courbes C. d’équation z = —1—1-; + ¢, ¢ constante réelle, sont

y(y—
deux & deux disjointes et remplissent la bande 0 < y < 1 de RZ%. La

transformation ¢ : R2 — R2? définie par

(z+1,y) si y=>1

(z—1l,y) si y<oO0

et par t(z,y) = (2',y’') si 0 <y <1l et (z,y) €C. ou y' <y et ou la

longueur de I’arc de C. de (z,y) a (z',y’) vaut 1, n’est pas conjuguée a
7 (figure 1).

t(z,y) =

— >> y=1
—/
— — y=0
Figure 1

En effet, ’arc vertical figuré ci-dessus rencontre toutes ses images par
les puissances de t, ce qui n’est le cas d’aucun compact sous les puissances
d’une translation.

Puisque le théoréme de translation a une preuve plus facile pour
les homéomorphismes qui se plongent dans un flot C! (cf. ci-dessous),
signalons 1’exemple suivant d’un homéomorphisme A (d’ailleurs C°°) qui
n’admet méme pas de racine carrée (figure 1bis).

*Cette version tient compte des critiques du rapporteur.
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Sur la réunion des 2-disques fermés de rayon 1, U;cz Bi, h est
translation vers la gauche, h(B;) = Bji_1, et hors de cette réunion h est
obtenue en suivant sur une distance w les lignes indiquées. On pourrait

aussi remplacer les disques B; par n’importe quel compact cellulaire et
ses translatés. ’

>

Figure 1bis

L’énoncé du théoréme finalement obtenu par Brouwer [Br7] nécessite
une définition.

DEFINITION. Un domaine de translation pour t est un ouvert connexe
bordé par k et t(k) ou k est une droite plongée proprement (donc fermée)
telle que t~1(k) et t(k) soient dans des composantes distinctes de RZ — k
(le domaine ne rencontre pas son image) (figure 2).

THEOREME DE TRANSLATION PLANE. Soit t un homéomorphisme de
R2 sans point fize et préservant l'orientation. Alors tout point a € R?
appartient @ un domaine de translation pour t.

Figure 2

Signalons au passage que des caractérisations dans le méme esprit
des homéomorphismes conjugués a une translation (soit : admettant un
domaine de translation D avec |J,,cz t"(D) = R?) ont été données un peu
plus tard par Kérékjarté [K1], [K4] et Sperner [Sp]. Voir aussi Andréa
[A2]. Leurs preuves s’averent bien plus faciles que celle du théoréme de
translation plane.



REMARQUE (C. BONATTI). Si t est plongé dans un flot C!, le théoreme
de translation a une preuve rapide : on considére le champ de vecteurs
orthogonal a celui définissant le flot qui contient ¢. Alors, comme pour
tout champ de vecteurs sans zéro sur R?, toute orbite de ce flot orthogonal
est propre (si une orbite n’était pas propre, en considérant un de ses
points d’accumulation on construirait une transversale fermée au flot et le
théoreme de Poincaré-Bendixon conduirait alors & une contradiction). Une
telle orbite est une ligne k¥ comme demandé (les orbites du flot contenant
t ne se recoupent pas et sont sans point double).

Le premier objet de cet article est de donner une preuve complete
du théoreme de translation plane. La preuve donnée par Brouwer [Br7]
a toujours été considérée commme tres difficile & suivre, sinon incompléte
ou méme fautive, cf. e.g. [Sp, p.9, note 1] ou [SI1, p.277]. Aussi, dans
les années 20, plusieurs auteurs, W. Scherrer [Sc], B.v. Kérékjarté [K2],
I. Terasaka [T] et E. Sperner [Sp] ont publié des preuves, soit de lemmes
nécessaires a la preuve [Sp], soit du théoréme en admettant un certain
nombre de résultats préliminaires [Sc], [T], soit complétes [K2] . Mais ’ac-
cord n’est pas encore réalisé : Kérékjarté [K4, p.226] critique sévérement
Sperner [Sp], et R. Barrar [Ba, p.336] en 1967 trouve encore “long and
hard to follow” les preuves données par Sperner [Sp] et Kérékjarté [K2]-
d’un résultat crucial (ici théoréme 2.3), qui dit que les trajectoires sont
sans point double.

Quoi que l’on pense des arguments avancés par Brouwer (et au-
jourd’hui ils paraissent tous essentiellement corrects), tous les lemmes
et concepts importants se trouvent clairement dégagés chez lui. Aussi la

preuve que nous proposons, comme la sienne et toutes celles connues, se
divise en deux parties.

Dans la premiere (paragraphe 2), en suivant grosso modo Sperner
[Sp], nous montrons d’abord que les trajectoires sont sans point double.
La nouveauté est un lemme de point fixe (généralisant [Sp, Satz 2]) qui
permet d’une part de lisser ’exposé de Sperner et par ailleurs d’obtenir
aisément un lemme-clé (2.5) qui donne immédiatement les propriétés
topologiques essentielles des trajectoires.

De ’absence de point double sur les trajectoires, on déduit immédia-
tement que tous les points errent sous ¢ (i.e. tout point du plan possede
un voisinage V tel que V Nt*(V) = ¢ pour tout n € Z — {0}). Ce
résultat, obtenu ici en moins de quatre pages, est trés souvent la seule
information donnée par le théoréme de Brouwer que 1’on utilise dans les
travaux récents sur la dynamique des homéomorphismes de surfaces (cf.
e.g. J. Franks [Fr1,2,3] et H. Winkelnkemper [W1]).

Ceci a incité récemment M. Brown [Bnl] et A. Fathi [Fa] & donner
chacun leur preuve de ce résultat. Ces preuves introduisent des idées de
“perturbation” dans le sujet, mais elles me semblent moins directes que
celle présentée ici.

Dans la deuxiéme partie (paragraphe 3), on conclut en deux pages
la démonstration du théoréme de translation plane. Cette simplification
suit de la considération nouvelle d’une cellulation localement finie de R?,
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dont les cellules sont libres, entierement déterminée dés le début de la
démonstration (une partie E de R? est libre si ENt(E) = ¢ et critique si

E ﬂt(f}') = ¢ et ENt(E)# ¢). Cette preuve s’inspire de celle de Terasaka
[T], mais cet auteur construit une suite de carrés critiques (plus rares que
les parties libres) dont chaque élément dépend du choix du précédent. La
preuve de Kérékjirté [K2] contient les mémes difficultés, plus d’autres.

Le théoréme de translation plane n’est, malgré son importance, qu’un
résidu des tentatives de Brouwer pour prouver un énoncé plus général
auquel il a été conduit en étudiant le 5e probleme de Hilbert sous la
forme suivante : Soit un groupe localement compact qui agit effectivement
sur une variété, est-ce un groupe de Lie? (ce probléeme n’est pas encore
complétement résolu, voir C.T. Yang [Y]). Il a montré que la réponse
est oui si la variété est un cercle ou une droite [Brl] et le cas ou la
variété est une surface 1’a conduit (voir par exemple [Br5, p.199]) a4 un
“théoréme de translation généralisé” concernant les homéomorphismes
des surfaces fermées orientées, ayant un nombre fini de points fixes, et
affirmant (en premiére approximation) qu’il existe un ouvert connexe
invariant sur lequel 'lhoméomorphisme est conjugué i une “translation”
[Br2]. Malheureusement, la preuve esquissée par Brouwer [Br2] de ce
résultat ne tient pas. En particulier, il suppose que tout compact connexe
du plan est frontiere commune d’au plus deux ouverts du complémentaire
(il donnera lui-méme le premier contre-exemple 4 cette assertion peu de
temps aprés [Br3]).

L’énoncé méme du “théoréme généralisé” [Br2, p.179] et [Br4, p.295]
n’est pas sans ambiguité. Brouwer définit “a transformation domain”
comme un ouvert connexe libre maximal (en un sens flou [Br4, p.286])
pour ces propriétés et énonce “an arbitrary continuous one —one itrans-
formation of a two sided surface in itself with invariant indicatriz pos-
sesses a transformation domain, which either breaks the connection of the
surface, or joins two points invariant for the transformation”. L’exemple
simple d’un homéomorphisme de S?, fixant les pbles obtenu en doublant
I’homéomorphisme du disque de rayon 1 donné par h(r,6) = (r,6 + 2&r)
semble déja nécessiter de préciser I’énoncé. Kérékjarté [K3, p.237] propose
la version suivante : “Soient h un homéomorphisme préservant l'orienta-
tion d’une surface orientée, n’ayant qu’un nombre fini de points fizes et h
un relévement de h au revétement universel (homéomorphe ¢ R? ) de la
surface privée de ses points fizes. Alors on peut construire un domaine de
translation périodique (relativement auz itransformations du revétement)
ayant pour frontiére deuz droites propres se projetant sur la surface en
deuz courbes fermées ou un domaine de translation bordé par deuz droites
propres, toutes deuz convergeant dans les deuz sens vers deuz points fizes
(qui peuvent éventuellement coincider)”.

Le statut de cet énoncé est toujours en suspens. Kérékjirté [K3,
p-238] en a annoncé une preuve qui n’est jamais parue, sauf dans le
cas particulier qui correspond & la version topologique du théoréme de
Poincaré-Birkhoff [K2]. En effet, si I’on considére un homéomorphisme A
de S? muni de deux points fixes et préservant 1’orientation, alors 1’énoncé
de Brouwer se réduit a celui de Poincaré-Birkhoff si de plus h préserve un
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anneau séparant les deux points fixes et sur les disques complémentaires
de 'anneau se réduit & des rotations “tournant dans des sens opposés”
(figure 3) (voir le paragraphe 4).

=7

Figure 3

Il serait déja intéressant de traiter les homéomorphismes de la sphere
isotopes a l’identité (relativement aux points fixes). En tout cas, comme
le remarque C. Bonatti, I’énoncé est vrai pour le temps 1 d’un flot C?
sur la sphére n’ayant qu’un nombre fini de singularités (brievement : on
considére le champ Y orthogonal au champ X du flot. Si ¥ admet une
trajectoire fermée c’est gagné. Sinon, par Poincaré-Bendixon, Y admet
une trajectoire qui joint deux singularités de Y . Si aucune orbite de X
ne recoupe cet arc deux fois c’est gagné, sinon on fabrique une transversale
fermée a X ).

Remarquons que, a la différence de ce qui se passe pour le théoreme
de translation plane, le “théoréme généralisé” ne dit pas que tout point
du revétement universel de la surface privée de ses points fixes est dans un
domaine de translation. Et ce n’est pas possible : dans le cas particulier
précédent, les points des disques ou h est une rotation ne sont pas revétus
par des points appartenant & un tel domaine.

Derniérement Slaminka [S11] a montré une version forte de 1’énoncé
pour le cas particulier d’'un homéomorphisme libre de la sphére S? ayant
un nombre fini de points fixes (libre au sens de M. Brown [Br2]: pour
tout disque D C S2%,si A(D)N D = ¢, alors h*(D) N D = ¢ pour tout
n € Z — {0}). Notons encore que le cas général des homéomorphismes
de S? ayant deux points fixes est lié a la conjecture de Winkelnkemper
[W2] et semble aussi lié & une question de M. Herman [H] : existe-t-il
un homéomorphisme de S! x R minimal (i.e. dont toutes les orbites sont
denses) ?

Un autre cas particulier du “théoréme généralisé” lié 2 des études
récentes est celui d’un homéomorphisme A du tore T2 préservant ’orien-
tation et sans point fixe. L’énoncé dit alors qu’il existe une courbe fermée
simple k& (non homotope a zéro) disjointe de son image par h. En par-
ticulier, un homéomorphisme de 72 homotope & 1’identité, préservant la
mesure de Lebesgue et le centre de gravité, devrait posséder au moins un
point fixe. Ce dernier fait a été prouvé récemment par J. Franks [Frl,
Cor. 3.3] et Slaminka [SI2] a annoncé qu’un tel homéomorphisme avait
trois points fixes (si h est en plus un difféomorphisme ce résultat remonte
4 Conley et Zehnder [CZ]). D’ailleurs, I’énoncé de Brouwer implique déja
I’existence de deux points fixes pour de tels homéomorphismes.
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Actuellement, nous ne savons prouver aucun de ces cas particuliers
et comme motif d’optimisme nous pouvons seulement, comme Kérékjarté
[K2], déduire le théoréme de Poincaré-Birkhoff du théoréme de transla-
tion. C’est ’objet du paragraphe 4.

Une premiére version de ce travail contenait une telle déduction mais
plutdét compliquée, résidu de tentatives contre le “théoréme généralisé”.

En fait, comme me 1’a fait remarquer C. Bonatti, le fait que.les droites
propres, frontiéres de domaine de translation, que nous construisons peu-
vent étre choisies dans le 1-squelette d’une cellulation, permet de donner
une preuve simple du théoréme de Poincaré-Birkhoff au point que ce der-
nier apparait comme un corollaire assez facile du théoréme de translation
plane. L’argument de Bonatti s’est d’ailleurs révélé étre essentiellement
le méme que celui de R. Barrar [B], mais celui-ci, partant d’une droite
propre quelconque, devait utiliser en plus la représentation conforme pour
conclure. Pour d’autres preuves topologiques de ce théoréme, voir par
exemple [Bil], [Bi2], [BnN], [C], [F¥r].

Finalement, dans le paragraphe 5, nous collectons quelques propriétés
supplémentaires des trajectoires, parfois utiles (cf. [W3]), et qui précisent
la situation.

2. Théorie des trajectoires

On considére deux disques topologiques fermés C et D de R? et leurs
bords respectifs ¢ et d. On suppose que é’ﬁﬁ;éqﬁ et que C#CUD# D,
et on choisit une composante J (d’adhérence notée J) de én

Dans cette situation, nous dirons que D déborde de C le long d’un
arc yCcsiyC FrJ,§ C D et si v a ses extrémités dans d (figure 4).

Le long de cet arc D ne déborde pas.
Figure 4

Les extrémités d’un arc v de débordement déterminent sur d un arc
6 qui ne rencontre pas J et v Ué est une courbe fermée simple qui borde
un disque A tel que Anl= é.

On note que tous les points de D hors de J sont dans un tel disque
A, qu’il y a au plus une famille dénombrable d’arcs de débordement, notés
vi, ¢t € N, et que lorsque z — co, diametre(v;) — 0, diameétre(é;) — 0 et
diametre(A;:) — 0, ou 4; et A; sont les arcs de d et les disques associés
aux 7.



On note enfin que F'rJ, étant obtenue de d en substituant aux arcs
6; les arcs «; correspondants, est une courbe fermée simple et donc que
J est homéomorphe & un disque.

2.1. LEMME DE POINT FIXE. St dans la situation précédente, une
application continue f : C — D vérifie f(¥;) N (A; — v:i) = ¢ pour tout
t €N, alors f a un point fize . (Cette condition équivaut @ f(¥;)Né; = ¢
dans le cas ot f est un homéomorphisme de C sur D.)

PREUVE : Soit, pour tout %, p; une rétraction de A; sur ~; telle
que pi(Ai — vi) C ;. Soit F : J — J définie par F(p) = f(p) si
f(p) € J et F(p) = pi(f(p)) si f(p) € A;. Alors, F' est continue car
diameétre(A;) — 0 ; donc F a un point fixe po car J est un disque (par
un autre théoréme célebre de Brouwer!).

Si f(po) ¢ J, alors f(pe) € Ai — vi pour un certain z, donc
F(po) € %; et po = F(po) aussi. Mais alors f(po) € £(¥:) N (A — %) = &
ce qui est absurde. Donc, f(po) € J et f(po) = F(po) = po-

D EFINITIONS.
1) Un arc de translation est un arc simple a d’extrémités p et t(p)
(pour un p € R?) tel que & Nt(&) = ¢.
2) Une trajectoire £ est la courbe engendrée par un arc de translation
a sous 'action de t: € =£(a) =, ¢z t"(a).

On conviendra d’orienter les trajectoires de sorte que si £ = £(a),
a soit orienté positivement de p vers t(p).

2.2. LEMME. Par tout point a du plan passe un arc de translation (et
donc une trajectoire).

PREUVE : Soit D(r) le disque centré en a de rayon r et soit p = sup{r €
R| D(r) n¢(D(r)) = ¢}. Alors, p > 0 car a # t(a), D(p) Nt(D(p)) =
Fr(D(p)) N #(Fr(D(p))) et D(p) N t(D(p)) = ¢. Soit ¢ € Fr(D(p)) N
t(Fr(D(p)) et posons g = t(p) ou p € Fr(D(p)). La réunion des rayons
pa et aq est alors un arc de translation.

2.3. THEOREME. Les trajectoires sont sans point double.

2.4. COROLLAIRE. Pour tout n# 0, n € Z, t™ est sans point fize.
En d’autres termes, un homéomorphisme de R? préservant l’orientation
et sans point périodique est sans point fize.

REMARQUE. G. Johnson [Jo] a construit un homéomorphisme kh de R?
sans point fixe (ne préservant pas l'orientation!) tel que hA™ a un point
fixe pour tout n > 2.



PREUVE : Si la trajectoire £ = &(a) ou a est d’extrémités p et t(p) a
un point double, alors a — {t(p)} Nt"(a — {t(p)}) # ¢ pour au moins un
n > 1. Soit k& le plus petit de tels n et soit g le premier point de a sur
t*(a) a partir de t*(p).

On a g # t(p) et la courbe ¢ = gt(p) Ut(a) U... UtF~1(a) UtF(p)q,
ou gt(p) est I’arc de g & t(p) sur a et t¥(p)g ’arc de t*(p) & g sur
t*(a), est une courbe fermée simple qui borde un disque C. Si d = #(c)
et D = t(C), les courbes c et d ont I’arc t(q)g C t(a@)U... Ut¥(a) en
commun et donc, puisque t préserve l’orientation, énD # ¢. On dénote
par J la composante de &cnD ayant 1’arc t(g)g dans son bord. On est
alors dans la situation du lemme de point fixe. Supposons d’abord k& > 2
(figure 5).

Figure 5

Deux possibilités : ou bien ’arc pg (éventuellement dégénéré) de o
ne rencontre pas C et alors I’arc t(p)t(q) C t(a) C ¢ ne rencontre pas D.
Dans ce cas, D ne peut déborder de C qu’a travers ’arc v = gqt(p) C a de
c. Mais t(v) est I’arc t(q)t?(p) C t(¢)g C cnNd ( k = 2). Donc, le lemme
de point fixe s’applique & ¢t : C — D pour donner une contradiction.

Ou bien, ’arc pg est inclus dans C et alors ’arc #(p)t(q) C c est
inclus dans D.

On considére alors t~! : D — C. Dans ce cas, C ne peut déborder
de D qu’a travers 'arc § = gqt(g) C d. Mais t71(6) = t71(q)g C
(ecnd)Ut(p)t(q) (si k = 2, t71(q) peut précéder t(q) sur t(a) C c);
donc t~1(4) ne rencontre pas l’arc gt(p) de c. Donc le lemme de point
fixe s’applique encore.

Terminons par le cas k£ = 1. Puisque & N (&) = ¢, nécessairement
g=p et a—{t(p)} Nt(a —{i(p)}) = {p}.

Alors ¢ = a U t(p)p ou 'arc t(p)p est inclus dans t(a), d = t(c), et
C et D sont les disques bordés par ¢ et d (figure 6).

On distingue deux cas selon que ’arc pt?(p) C t(a) est inclus dans

C ou bien ne rencontre pas C. Dans le premier cas, le lemme de point fixe
s’applique & t : C — D, et dans lesecond 4 t~!: D — C.

2.5. PROPOSITION. Si D est un disque fermé tel que D Nt(D) =
alors DNt (D) = ¢ pour tout n € Z — {0}.

Autrement dit, les points errent sous t et par conséquent {t™(p) | n €
Z} est sans point d’accumulation pour tout p € R%.
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t2(p) -—d

Figure 6

REMARQUE. S. Boyles [Bo] a donné un exemple d’un homéomorphisme
de R? (renversant l'orientation!) sans point fixe dont toutes les orbites
sont bornées.

PREUVE : On peut supposer que D est la boule fermée D(1) de rayon 1.
Sige DNnt*(D) (n# —1,0,1), alors g et t~™(q) appartiennent & D(1).
Soit s € Fr(D(p)) Nt(Fr(D(p))) et posons s = t(u) ou u € Fr(D(p)).
En joignant, dans ﬁ(p), u a s en passant par q et t7™(q), on construit
comme dans le lemme 2.2 un arc de translation a et une trajectoire £(a)
se recoupant puisque ¢ € a Nt™*(a) (figure 7).

D(p) )

Figure 7

Supposons par ailleurs que ¢ soit un point d’accumulation de
{t"(p) | » € Z}. Soit D un disque tel que ¢ € D et DNtD) = ¢.
Par hypotheése, il existe k,£ € Z, k > £, tels que t*¥(p),t’(p) € D et donc
t*(p) = t*—¢(t*(p)) € t*—¢(D) N D. Contradiction. O

2.6. LEMME CLE. Soit A\ un arc simple d’extrémités p et q et u un
arc de trajectoire de mémes extrémités vérifiant t(p) € 4. St AU u forme
une courbe fermée simple, alors ANt(A) # ¢.

PREUVE : Supposons ANi#(A) = ¢ et posons ¢ = AU u, d = t(c).
Désignons par C le disque bordé par c et par D = ¢(C) celui bordé par
d. Les courbes c et d ont ’arc t(p)g = t(u) N 4 en commun et puisque ¢
préserve ’orientation, C et D sont du méme c6té de cet arc. On dénote

par J la composante de &' N D ayant arc t(p)q dans son bord.

Le but est d’ obtenir une contradiction avec ’hypotheése t(A)NA = ¢
griace au lemme de point fixe.

Montrons d’abord que t(g) est extérieur & C si et seulement si p est
intérieur a D (notons que t(g) € A et p & t(A)).
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On peut supposer que c¢ est un carré dont p est un cété. Soit alors
A’ un arc joignant t(p) & un point ¢’ de #(u) , constitué de segments
paralléles aux c6tés de ¢ , orthogonal & u en t(p) , transverse a u , si
proche de ¢(\) que ANX = ¢ et que ¢’ € ¢ ou ¢ ¢ C selon que t(g) € ¢
ou t(q) ¢ C , et tel que M’ Nt(u) = {t(p),q¢'}. Notons D’ le disque bordé
par A’ Nt(u); si A’ est assez proche de t(\) ,p € D’ si et seulement si
peD. __ |
Au départ de A’ | orienté de t(p) vers ¢’ , on se dirige vers ’intérieur
(ou I’extérieur) de C . Donc, puisque C et D’ sont du méme coté de
t(u)Np , en allant de ¢(p) vers p sur pu , on commence par se diriger vers
I’ extérieur (ou I’ intérieur) de D’ (figure 8) .

7

P n t(p) X
ST D'
c. D’ P, 13
A R\\i\\\c
Figure 8

Dans la premiére éventualité, si t(q) est extérieur (resp. intérieur) a
C ,XMNnNnc—{t(p)} = N Npt(p) — {t(p)} est un nombre impair (resp. pair)
de points et p est intérieur (resp. extérieur) & D’ . Dans la seconde on
raisonne de mérne.

Supposons maintenant que ?(g) est intérieur & C (et p extérieur a
D), on peut alors appliquer le lemme de point fixe 3 ¢t : C — D. En
effet, si 7 est le premier point de AN#(u)sur A & partir de p, D ne peut
déborder de C' que le long des arcs g C A ou pt(p) C p. Dans la premiere
éventualité, I’arc § associé & un arc v de débordement se situe dans #(u)

et donc t(§) N 6§ C t(X) N¢t(u) = ¢. Dans la seconde, § se situe dans #()\)
et donc t(¥) Né C () Nt(A) = &.

Si t(q) est extérieur & C (et p intérieur & D), on peut appliquer le
lemme de point fixe & t~! : D — C'. On raisonne exactement comme dans

le cas précédent en échangeant p et t(q), u et t(u), A et t(A) (figure
9).

t(q)

Figure 9

2.7. PROPOSITION. (a) Toute trajectoire £ est une sous-variété de RZ?.
Autrement dit, étant donné un point p de £ et un arc A C € tel que
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pE X, il eziste un voisinage V de p dans R? tel que VNE€=V NA. En
patrticulier, £ — £ est fermé.

(b) Soit A la composante connexe du complémentaire de £ — £ qui
contient £. Alors, £ divise A en deuzr ouverts connezes par arcs de
frontiére commune (dans A) £.

REMARQUE. Une trajectoire £ n’est pas nécessairement une sous-variété
fermée de R?. Soit : £ — £ peut étre non vide.

En effet dans I’exemple de la page 1, la trajectoire £ = £(«) engendrée
par l’arc de translation figuré ci-dessous (figure 10) vérifie £ — £ =

{(=,1) |z e R}.

y=1

y=0
Figure 10

PREUVE : (a) Soit a C £ un arc de translation tel que p € & et choisissons
V assez petit pour que VN#V) = ¢, VN (" a)Ut(a) = ¢ et
VNa=VNA. Sl existait n > 1 (ou n < —1) tel que VNit*(a)# ¢, un
arc pu C V irréductible de p a3 |Jr, t*(@) (ou UZ>, t*(a)) vérifierait les
hypothéses du lemme clé et donc g Nt(u) # ¢, ce qui contredit u C V.

(b) Tout d’abord, A — £ n’est pas connexe par arcs. En effet,
considérons un arc simple g C A d’extrémités p et ¢ coupant £ en un
seul point r (un tel arc existe par (a)). Si A —£ était connexe, on pourrait
joindre p & ¢ dans A — £ par un arc A. En extrayant alors de u et A des
arcs convenables, on obtiendrait une courbe fermée simple ¢ coupant £ en
un seul point r. Mais alors une des composantes de £ — {r} serait toute
entiére dans le compact bordé par ¢, ce qui contredit la proposition 2.5
(les points errent).

D’autre part, tout point s de A — £ peut étre joint & p ou a g dans
A — £. 1l suffit pour cela de joindre s & un point de £ dans A par un arc
v. Puisque v C A, v ne rencontre pas les points d’accumulation de £ et
on peut en extraire un arc v’ de s & £ ayant seulement une extrémité
s’ sur £. Maintenant on peut supposer que v’ et ’arc s’'r de £ sont des
segments linéaires orthogonaux et ’on peut joindre un point s"” de v/
proche de s’ 3 p (ou ¢g) dans A —£ en suivant parallelement s'r (puisque
£ ne s’accumule pas sur s'r).

11



3. Preuve du théoréme de translation

On appellera cellulation d’un espace X un recouvrement localement
fini de X par des cellules homéomorphes & des disques fermés tel que

(i) les intérieurs des cellules (i.e. les images des intérieurs des disques
homéomorphes aux cellules) constituent une partition de X en ensembles
disjoints,

(ii) DPintersection de deux z-cellules est soit vide soit exactement une

(2 —1)-cellule , z € N.
Rappelons qu’une partie £ de R? est libresi ENt(E) = ¢.
Soit a un point de R? et a un arc de translation passant par a.

La preuve réclame les deux lemmes suivants :

3.1. LEMME. Il eziste une cellulation K de R? dont a est un sous-
compleze et dont toute étoile est Libre (1’étoile d’un sommet de K est
l’union des 2-cellules fermées de K possédant ce sommet).

PREUVE : On peut supposer que a est un segment linéaire. On écrit
ensuite R? comme une union croissante de carrés C;, t € N, avec a C & 0
et C; C é'.'+1. Il est alors facile de trouver des cellulations de Co puis de

chaque couronne Cit; — é',-, ¢ € N, qui s’unissent en une cellulation de
R? comme cherchée.

3.2. LEMME. Soit £ = £(a) une trajectoire et K wune cellulation de
R2, dont a est un sous-compleze et dont toute étoile est libre. Alors, de
chaque c6té de «, il y a au moins une 2-cellule de K adjacente ¢ a sans
point commun aussi bien avec t~!(a) qu’avec t(a). Et donc, d’aprés le
lemme-clé, sans point commun avec € — a.

PREUVE : Orientons I’arc de translation a = pt(p) de p vers #(p) et
regardons les 2-cellules de K adjacentes & a d’un co6té de a. La premiere
rencontre t~!(a) (en p au moins) et la derniére t(a). Donc, si toutes
les 2-cellules considérées rencontrent t~!(a) ou t(a), il y en a deux
consécutives, de sommet commun ¢, dont I’union rencontre a la fois ¢~ ()
et t(a). Cela n’est pas possible. En effet, dans ce cas, un arc irréductible
A dans ’étoile de ¢ de t~!(a) & #(a) ne rencontrant pas a vérifierait
les hypothéses du lemme clé et donc A N t(A) # ¢ mais ’étoile de g est
libre.

PREUVE DU THEOREME DE TRANSLATION : Soit ap = pot(pe) un arc
de translation passant par a et soit €9 = £(ag) la trajectoire engendrée
par ag. D’aprés la proposition 2.7, €9 découpe la composante connexe Ag
de R%2 — (£o — £o) qui la contient en deux régions AJ et AJ invariantes par
t et de frontiére commune (dans Ag) 4o .

Nous allons construire une demi-droite, homéomorphe & [0, +oo],
d’origine un point de «g, libre et proprement plongée dans Ag (a ’excep-
tion de son origine).
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Pour cela, considérons une cellulation K de R?, donnée par le
lemme 3.1, dont toutes les étoiles sont libres et dont o est un sous-
complexe. Et soit Ag une 2-cellule (donnée par le lemme 3.2) de Ag U4,
adjacente a ap qui ne rencontre ni t~1(ag) ni ¢(ao). On construit alors un
arc «a; constitué de ’arc dans ag de pg au premier point de Ay (disons
To ), de I’arc dans ag du dernier point de Ay (disons %p) & #(po) et de
’arc de 7o & to dans FrAg¢ — ag. Puisque Ay ne rencontre ni t_l(ao)
ni t(ap), ’arc a; est de nouveau un arc de translation de po a t(po)
Il engendre une trajectoire £; = £(a;) C A U 4o qui borde deux régions
A{ et A? (composantes connexes de R? — 21) avec A D A§ et A D A4.
Puxsque a3 est un sous-complexe de K, on peut de nouveau appliquer le
lemme 3.2 et construire un nouvel arc de translation a; de po a t(po)-
On continue ainsi pour obtenir une suite de 2-cellules libres A,,, d’arcs de
translation a, de po a t(po) de trajectoire €, = £(a,) et de régions A2
invariantes par ¢t avec AL DA%, | et A, C Ad ue, —AZ,,.

Donc tous les A,, sont distincts et si L C K est le sous-complexe
union des A,, L est libre. Pour tout n > 1, un cé6té de A, est sur
Qap,—2 ou sur A,_; et par suite chacune des composantes connexes de L
a un co6té en commun avec «g. Donc ces composantes sont en nombre
fini. Soit H !’une d’entre elles contenant une infinité de 2-cellules. Alors,
le 1-squelette de H contient une ligne plongée k? issue de ¢? € o qui
fournit la demi-droite cherchée.

De méme, 6n construit dans A une ligne k9 issue d’un point g9 € ap
proprement plongée et libre.

On considére enfin & = k% U ¢9¢% U k9 ol ¢9¢% est I’arc de q9 & ¢¢
dans ag. C’est une droite proprement plongée dans R? avec t~!(k) et
t(k) dans des composantes distinctes de R? — k (déja ap a ses extrémités
de part et d’autre de k). Si a ¢ k, on a terminé. Si a € k, il suffit de
modifier k£ prés de a.

4. Le théoréme de Poincaré-Birkhoff

Soit m la projection de la bande B = R x [0,1] sur l’anneau
A =R/Zx[0,1]. On note 7 : B — B la translation 7(z,y) = (z+1,y). Les
composantes du bord de B (resp. A) sont 9oB = Rx{0} et 5, B = Rx {1}
(resp. 09 A et 8;A). On note by = (0,0) € OB et ag = w(bg) € G A

Un homéomorphisme H : (A;5pA4,0;A) «— a un unique reléevement
dit canonique h : (B;0,B,0,B) «— tel que h(bg) soit dans l’intervalle
[bo,7(b0) [ de OoB. Notons que h et 7 commutent.

4.1. THEOREME. Soit H :(A;0pA,0,A) «— un homéomorphisme sans
point fize. Alors

ou il y a dans A une courbe simple fermée non homotope d zéro
disjointe de son image par H,

ou il y a dans B un arc essentiel (i.e. joignant o B et OB ) disjoint
de son image par le relevé canonique h de H.
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4.2. REMARQUES.
1) Les deux cas du théoréme ne sont pas exclusifs.

2) Un homéomorphisme H : (A; 5 A, A) «— (resp. k: (B; 8o B, 0, B) «)
sans point fixe est isotope a 1’identité.

3) Dans le second cas, h est conjugué & 7 en vertu du lemme suivant

di & Winkelnkemper [W2].

4.3. LEMME. Un homéomorphisme sans point fize k:(B;0,B,0,B) «
commutant ¢ T est conjugué d une translation si et seulement si il y a un
arc essentiel disjoint de son image par k dans B.

PREUVE : Soit a un tel arc et supposons, sans perte de généralité, que
pi(z) > z pour t = 0,1 si k(z,2) = (pi(z),?) pour : =0,1 et z € R. Pour
tout n > 0, soit B,, la composante de B—k™(a) contenant N x0 pour IV
grand. On a (),,5¢ Brn = ¢. En effet, supposons que p € (1,50 Bn et soit
m > 0 tel que p appartienne i la composante de B — 7™(a) contenant
—N % 0 pour N grand. Puisque k7 = 7k, k™ "(7™(a)) est aussi dans
cette composante, donc {k~"(p),n = 0} se trouve dans le compact de
B bordé par a et 7™(a), ce qui contredit que les points errent sous
k (proposition 2.1). De méme, si B}, est la composante de B — k™(«)
contenant —/N X0 pour N grand, ﬂn<0 B! = ¢. Par conséquent si F’ est
la partie bornée fermée de B bordée par a et k(a),ona J,cz k™ (F) =

et F' est homéomorphe a [0,1] x [0,1]. On conclut facilement. EI

4) Pour obtenir une version du “théoréme de translation généralisée”
(cf. le paragraphe 1) pour ’anneau, il faudrait pouvoir remplacer la
seconde alternative par:il y a dans A un arc essentiel disjoint de son image
par H . Nous ne savons pas le faire. Le théoréme 4.1 dit seulement qu’un

relevé de H a un revétement fini assez grand vérifie ’énoncé généralisé
de Brouwer.

5) Appelons distorsion (“twist homeomorphism”) un homéomor-
phisme H : (A;90A4,01A) «— tel que H ou H™! admet un relevé
h : (B;8oB,0,B) « qui vérifie pour tout z € R, ¢1(2) < z < wo(x)
ou h(zx,z) = (pi(z),?), :=10,1 .

Remarquons qu’alors le relevé canonique de H (ou H~1) a la méme

propriété et le deuxiéme cas du théoréme ne peut se produire. On retrouve
ainsi le

4.4. THEOREME DE POINCARE-BIRKHOFF. Une distorsion de l’an-

neau A sans point fize admet dans A une courbe simple fermée lLibre et
non homotope a zéro.

6) La version originelle du théoréeme de Poincaré-Birkhoff concerne les
distorsions de I’anneau préservant ’aire (usuelle) et conclut a ’existence
de deux points fixes. La version topologique énoncée ici conduit a un seul
point fixe, mais il n’est pas possible de faire mieux car, pour t petit,
le temps t du flot figuré ci-dessous (cf. figure 11) est une distorsion de
I’anneau (ne préservant pas 1’aire!) avec un seul point fixe bien que toute
courbe fermée simple non homotope a zéro rencontre son image.
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Figure 11

PREUVE DU THEOREME 4.1 d’aprées C. Bonatti : On pose h(z,z) =
(pi(z),7) pour ¢ = 0,1 et on continue de désigner par h ’extension de h
4 R? définie par h(z,y) = (p1(z),y) si y = 1 et h(z,y) = (po(z),y) si
y < 0.

Soit K une cellulation de A dont toute étoile est libre sous H. On
en déduit une cellulation L de R? invariante par 7 et induisant une
cellulation de B dont toute étoile est libre sous h.

Notons que 9o B est une trajectoire pour h. Donc d’apres le théoreme
de translation plane, il existe une demi-droite £ proprement plongée dans
le demi-plan y > 0, libre sous h, issue d’'un sommet de Gy B, contenue
dans le 1-squelette de la cellulation L de R? et dans l'ouvert y > 0 a
P’exception de son origine.

Si elle rencontre le bord 9; B, on en extrait un arc essentiel dans B
libre sous h et la deuxiéme alternative du théoréme est satisfaite. Sinon,
ona k C B—98,B et k sépare B en deux ouverts connexes R; et Rs dont
'un, R;, contient 8, B. On suppose que h(k) C R, (sinon on consideére
h~1). Soit alors R C R, la composante connexe de [),cz 7"(R1) qui
contient J;B. Tout sous-complexe compact K de L ne contient qu’un
nombre fini d’arcs simples dans son 1l-squelette, donc il existe m = m(XK)
tel que K (Y(Unez 7" (%)) = K (Ujnj<m 7"(k)) et par suite la frontiere
de R est incluse dans le 1-squelette de L N (B — 0, B). Elle est d’autre
part clairement invariante sour 7. Enfin, elle est libre sous kA car si o est
une l-cellule de Fr(R), il existe d’aprés ’argument précédent un m tel
que o C 7™(k), donc h(c) C Av™(k) = ™(h(k)) C T™(R2) C B — R.
Par conséquent, cette frontiére descend dans ’anneau A sur une courbe
fermée simple qui satisfait la premiéere alternative du théoreme. a
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5. Encore sur les trajectoires

Les propriétés suivantes n’ont pas été nécessaires pour la preuve du
théoréme de Brouwer, mais elles sont parfois utiles (cf. [W3]) et précisent
la situation.

Si £ = £(a) est une trajectoire, on écrit £ = £¥ U a U £~ ol
et = Upsi1t™(@), €7 = Upc_1t"(@) et £ — £ comme union de wy =

wi(€) = &F — 2% = (,50(Uinn (@) et de w_ = w_() = &= — £~
ﬂnSO(UiSn t*(a)).
Clairement w4 et w_ ne dépendent pas du choix de I’arc de trans-

lation o engendrant £, sont fermés, d’intérieur vide, invariants par ¢ et
donc non bornés puisque les points errent. D’autre part,

1) wyU{oo} et w_U{oo} sont des compacts connexes de R?U{co} =
S2? comme intersections décroissantes de compacts connexes. Donc, aucune
composante connexe de w4 (ou w_) ne peut étre bornée et w4 et w_
sont sans point isolé, donc parfaits. A noter que w4 (comme w_) peut ne
pas étre connexe (figure 12).

Figure 12

3) w4 Nw_ = ¢.

En effet, si p € wy Nw_, soit D un disque centré en p si petit que
DNt(D) = ¢ et DN a = ¢. Par hypothese, il existe n > 0 tel que
t"(a)ND#¢ et m <0 tel que t™(a) N D # ¢. Alors, un arc dans D
irréductible de UL, t(a) & UL}, t*(a) contredirait le lemme-clé.

4) On a vu dans la proposition 2.7 que les composantes connexes par
arcs de R? — £ adhérentes a £ sont au nombre de deux, Ag et Ag.

5.1. PROPOSITION. Les composantes connezes par arcs de R? — ¢
adhérentes @ £ sont ouvertes. En fait, elles coincident avec Agq et Agy.
Autrement dit, les seuls points de FrAg (resp. Fr A,y ) accessibles par
Ag (resp. Ag ) sont les points de £.
Ceci équivaut @ montrer qu’un arc simple \ d’ezxtrémités p et q avec
p €l et g€l — ¢ vérifie Xﬂf;é:b.

PREUVE : Supposons AN€ = ¢. On peut aussi supposer (A—{q})N(€—¢) =
¢ et ¢ € wy(€). L’idée est la suivante : la figure ci-dessous ou w4 est
une demi-droite est impossible car ’extrémité de la demi-droite serait
un point fixe. Mais elle est aussi impossible car seuls un nombre fini de
t"(q) peuvent se trouver entre g et ’extrémité de w4 (les points errent).
Donc, il existe 7 < 0 et j > 0 avec t*(g) et t’(q) a droite de g, ce qui
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n’est pas possible pour I’homéomorphisme sans point fixe ¢ de la ligne
wy — {extrémité}.

C’est cet argument que ’on va mettre en ceuvre en général sur une
trajectoire & construire “paralléle” & w4 (figure 13).

SO W) 2 £(S) e ()
t(V) tz(V)
@ g @ O
—
P
Figure 13

Tout d’abord notons que AN#(\)# ¢ : sinon, soit B un disque centré
en q sipetit que BN#(B) = BNt(A\) = BNt 1(\) = ¢ et BNpi(p) = ¢
ou l’arc pt(p) est inclus dans £. Alors (A\UB)Nt(AUB) =¢ et AUB
contient un arc simple de p & ¢’ € £N B qui contredit le lemme-clé.

On a aussi #(q) ¢ A et t71(q) ¢ X :sinon t¥!(g) €wy NA = {q} et
t aurait un point fixe.

Suivons alors A & partir de ¢ jusqu’au premier point r de A tel que
grNt(gr)# ¢ ou gr C A. On a r # q puisque ¢ ¢ t(A) (figure 14).

t(r)

-1

t'@ q (e t'q a tq)
Figure 14

L’arc gqr C A contient #(r) ou t~!(r), mais pas les deux car dans ce
cas l’arc v de t~1(r) & t(r) intérieur & gr est libre, mais t(r) € t*(y) N7,
ce qui contredit la proposition 2.5. Notons aussi que r # p car sinon

t¥l(p) € XNe¢ = ¢. Si on pose s = t¥1(r), selon le cas, on a s # p,q,
I’arc u = sr C gr C X\ est un arc de translation et 'arc v = gs vérifie
v Nt(v) = ¢. Par conséquent

(i) t™(¥)Nt*(v) = ¢ pour m,n € Z, m # n d’apres la proposition 2.5;
(ii) vNe&=¢ et t"(v)NE€=¢ pour n € Z puisque v C A — {p}.

Considérons alors la trajectoire £(u). On a
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(iii) £(u)Ne€ = ¢ puisque uNLC IANEC=g;

(Av) vne(u) = {s} et t*(v) NL(pn) = {t*(s)}, n € Z (sinon, puisque
(v —{s})Nu = ¢, le lemmme-clé méne a une contradiction avec (i));

(v) q ¢ £(u) (sinon, puisque (v — {s})Nu = ¢, on pourrait appliquer le
lemme-clé comme dans la preuve de A N ¢(A\) # ¢ ci-dessus pour déduire
v Nt(v) # ¢ ce qui contredit (i)). :

Soit maintenant un disque D centré en g si petit que DNt (v) = ¢
pour n€ Z — {0}, DN(A—v) =¢, DNL(u) = ¢ (c’est possible grice a
(v)et DNw_(€) = ¢.

Soient ¢’ le premier point de £ sur 8D a partir de p, et ¢'’ le premier
point de A sur 0D a partir de p. Il existe un arc ¢q’q¢"” sur 38D tel que la
courbe fermée simple pqg’' U q¢'q"’ U ¢''p C €U 8D U A\ ne contienne pas g
dans son intérieur A (de fermeture A).

Puisque les points errent, il existe n > 0 et m < 0 tels que
t"(q),t™(q) ¢ A. Soient D, et D,, des disques centrés en t"(g) et t™(q)
si petits que D, N Dy = ¢,(Dmmn UD,)NE™ = ¢ ou £~ est la demi-droite
de £ de p a w_ et (DL, UD,)N(¢(p)UDUA) = ¢ (on utilise 2) et (v)).

Si on se déplace sur £ de p vers w4, on rencontre d’abord D, puis
D, ou D,,, disons que ’on rencontre D,, puis D,,.

Si £* C £ est ’arc de p au premier point de €N 8D,,, soit K un
grand carré contenant £*, A\, v,t*(v), t™(v),D, Dm, Dn.Dans ce carré,
on a par construction une situation topologiquement équivalente a celle
dessinée ci-dessous (figure 15).

~

o
arcdel NK
contenant p

~

arc de 1(p) AK
contenant K

Figure 15

et compte tenu de (i), (ii) et (iv), on obtient que sur €(u) (avec u orienté
de r vers s) les points s,t™(s),t™(s) arrivent dans cet ordre ou bien dans
lordre s,t™(s), t™(s), ce qui est absurde.

5) Il n’y a pas d’arc simple ) joignant w4 & w_ (supposés non vides)
sans rencontrer £.

En effet, raisonnons par ’absurde et considérons une droite k¥ {donnée
par le théoréme de translation plane) proprement plongée dans R2, incluse
dans R? — (¢ —2) et rencontrant £ en un seul point . Alors w4 et w_ sont

dans des composantes distinctes de R? — k. Donc ) rencontre k et on
obtient une contradiction avec la proposition 5.1.
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