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INTRODUCTION

En 1987, dans le but d’obtenir des résultats d’interpolation Gevrey dans les domaines
strictement pseudoconvexes de CV, J. Chaumat et A.-M. Chollet [CC1] ont introduit des
classes de Gevrey non isotropes Gllv'*}"', a > 0, dans un domaine N borné & frontitre C?
dans CV. Les dérivées des fonctions d’une telle classe, en termes de formes IR-multilinéaires
symétriques, devaient satisfaire une estimation correspondant a une régularité Gevrey dou-
ble dans les directions tangentielles complexes. La classe HG!*t* des fonctions holomor-
phes dans (1 et appartenant 3 la classe de Gevrey usuelle G112 vérifiait ainsi ’inclusion
fondamentale HG'*> C G4~

Une formule de Taylor spécifique a G’}v'*}“ était établie, puis un théoréme d’extension
de jets.

Dans un deuxiéme temps, sous ’hypothése de stricte pseudoconvexité, une condition
pseudométrique était donnée pour qu’un sous-ensemble compact de 0 fiit d’interpolation,
a Pordre infini, pour HGt<,

Des classes de Gevrey et des développements de Taylor non isotropes différents avaient
déja été utilisées par divers auteurs dont [CC1| dresse la liste.

Dans les domaines strictement pseudoconvexes, de tels phénoménes de régularité dou-
ble dans les directions tangentielles complexes ont généralement été élucidés pour les classes
usuelles de fonctions holomorphes, la premiére pierre de I’édifice ayant été posée par E. M.
Stein en 1973 dans les classes de Lipschitz [St]. Dans le contexte Holderien, on peut citer
le travail de J. Bruna et J. M. Ortega [BO] sur la boule unité de CV.

Dans le cas des domaines faiblement pseudoconvexes de CV, on peut espérer un
meilleur gain tangentiel de régularité, variant localement - et augmentant - avec le degré
d’“aplatissement” du bord, auquel il est intimement lié. Cependant, ces propriétés, lorsqu’-
elles ne restent pas purement et simplement inexplorées, présentent de sérieuses difficultés
techniques, imputables a2 une géométrie plus compliquée. Des espaces de Lipschitz et
Sobolev non isotropes ont, par exemple, été utilisés récemment dans C? par [NRSW].

Le but de ce travail est de batir une théorie Gevrey analogue a celle que nous avons
décrite plus haut, mais dans le cas d’un domaine/de type fini de c2.

Au chapitre 0, on commence par rappeler la définition et les propriétés utiles des coor-
données adaptées et des pseudoboules introduites par Catlin [Ca] dans le voisinage U d’un
point z° de type m d’un domaine 2 4 bord lisse de C%, non nécessairement pseudoconvexe.

Ces systémes de coordonnées joueront un rdle prépondérant dans toute cette étude,
dont il importe de remarquer le caractére local.

On définit ensuite un nombre ©(2/, z) permettant d’obtenir un équivalent simple de
la pseudodistance associée §(2’, z) en termes de coordonnées adaptées. De fagon simpliste,
’exposant 1/0©(2’,2) détermine le gain de taille tangentielle de la pseudoboule de centre
2’ et de rayon 6(2’,2). Lorsque 2’ est un point du bord, ©(2/, 2’) s’identifie au type de z'.
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On donne aussi quelques propriétés utiles de O(2/, 2).

Au chapitre 1, on construit, & partir des objets introduits précédemment, des régions
d’approche d’un point 2z’ du bord, dont la taille est réglable par deux parameétres ag
(“ouverture”), to (“profondeur”). Une telle région d’approche U:?“° est adaptée a la
géométrie du bord en ce sens que pour z dans :?’°°, on a §(2',2) = dist(z,90).

D’autres auteurs ont déja construit, par des méthodes différentes, des régions d’appro-
che ayant des propriétés analogues (voir en particulier [NSW]).

Au chapitre 2, on définit, en corrélation avec ©(2/,2) et la région :?’“°, des champs
de vecteurs holomorphes X, ; a coefficients polynémiaux holomorphes de degré inférieur
ou égal a m, tels que X, ;(2') = L;(2') ou L, est tangentiel complexe et Ly est non
tangentiel. '

On donne également, pour les dérivées en termes d’itérés des X+ ; d’une fonction de
classe HG** sur QNU, une estimation valable dans U:? 1%0 et dite “Gevrey non isotrope”
en ce sens qu’elle fait apparaitre un gain de régularité ©(2’, z) dans la direction X, 1(2).
On s’inspire alors de cette propriété des fonctions holomorphes pour définir, par analogie,
une classe de Gevrey non isotrope G5 (02 N U). .

Enfin, on estime I’écart entre deux champs X, ; et X,» ; associés & des point
différents, pourvu que 2/, 2" et le point ol a lieu ’estimation soient convenablement
situés. En effet, dans la suite, il sera & plusieurs reprises (et dans des contextes légérement
différents) nécessaire de transformer certaines estimations en termes d’itérés des X,/ ; en
estimations similaires par rapport a X,» ;.

Aux chapitres 3 et 4, on définit, pour une fonction de G’}v’*}“(ﬂ NU), des polynémes de
Taylor non isotropes, pour lesquels on donne alors un théoréme de Taylor adapté, c’est-a-
dire : dont le reste s’exprime en termes de pseudodistance. Le chapitre 3 est essentiellement
consacré a la mise en place d’un chemin, raccordant deux régions d’approche, le long duquel
on développera la fonction.

Au chapitre 5, on montre que dans le cas particulier d’un domaine “polynémial”
(souvent dit domaine de Kohn-Nirenberg par allusion & [KN]), la définition de G 7™ (2nU)
et le théoréme de Taylor non isotrope peuvent se formuler globalement a ’aide des champs

Ly, Lo dans toute région U:?’“°, au lieu de X, ;, X 2.

Au chapitre 6, on construit des partitions de 'unité dans G {*(2NU). On les associe
a un recouvrement de Whitney du complémentaire d’une partie compacte E de U N 9N.
Comme celles de Chaumat-Chollet [CC1], ces partitions sont fondées sur une construction
de Bruna [Br| qui permet d’obtenir des estimations optimales pour les dérivées.

Aux chapitres 7 et 8, on donne des théoréme d’extension de type Whitney dans
G}v'*;“(ﬂ NU), d’abord pour un point (pour des questions de lisibilité), puis pour un com-
pact E de UN AN dont chaque point est de type maximal m, aprés avoir défini, de maniére
appropriée au vu du théoréme de Taylor non isotrope, une classe de jets non isotropes
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notée G \\*(E).
Dans toute la suite, on suppose en outre que {1 est pseudoconvexe au voisinage de 2°.

Au chapitre 9, on donne un théoréme de division dans G\, (2NU) pour des fonctions
plates en un point 2’ de type m. Lorsque 2’ est de strict type m au sens introduit par Kohn
[Ko] et repris par Bloom [Bl], le résultat est valable pour tout a > 1 (donc pour tout &
tel que HG'** soit non quasianalytique). Lorsque 2’ n’est pas de type strict, le résultat
persiste pour a suffisamment grand, comme conséquence d’une construction de Bedford et
Fornaess [BF).

Au chapitre 10, on étend, en s’inspirant du chapitre 9, le théoréme de division au cas
d’une partie compacte E de UN 31, en imposant que chaque point de E soit de strict type
m et qu’aprés changement de coordonnées adaptées d’origine sur E, {1 N U soit contenu
dans un demi-espace Re ¢z < 0. On vérifie au chapitre suivant que cette condition n’est pas
trop restrictive pour que des exemples courants de domaines entrent dans le cadre étudié.

Alors, pour tout a > 1 et sous une condition (C,) en termes de recouvrements de E
par des pseudoboules, on obtient le théoréme voulu, en construisant des fonctions de classe
HG!'*2 plates sur E, avec un contrdle ad hoc de I’annulation.

Au chapitre 11, on donne un théoréme d’interpolation a I’ordre infini pour E, comme
conséquence des résultats des chapitres 8 et 10 et de la résolution de d dans les classes de
Gevrey due & Chaumat-Chollet [CC2].

Il est 3 noter qu’imposer que chaque point de E soit de méme type est une limitation
assez naturelle lorsqu’on aborde ce type de probléme ; on la rencontre déja dans les travaux
de Noell (voir [No| et ses références) sur l'interpolation a I'ordre 0 pour A.

On traite, pour finir, un certain nombre d’exemples classiques : pseudoellipsoides
complexes ou réels, domaines polynémiaux de type strict. On peut mentionner, a titre
d’illustration, le résultat suivant : soient 2 = {z € C?; | z; |™ + | 22 |>< 1} ol m est un
entier pair, I' = {(0,¢"’) ; 6§ € R} et E un sous-ensemble compact de T' contenu dans un
voisinage V assez petit de z° = (0,1). Soit a un réel, @ > 1. La condition (Cq) s’interpréte
ici comme

/ N,(Ir N E) d/’ < RI-Va,

ot Ir désigne un arc quelconque de longueur R sur T et N,(Ir N E) désigne le no_mbre
minimal d’arcs de longueur r recouvrant Ig N E. Alors, sous ces hypothéses, tout jet 9-plat
de G\'y*(E) se laisse prolonger en une fonction de H Gl+a (anv).



0. PRELIMINAIRES

Nous définissons quelques outils géométriques essentiels.

Soit N2 un domaine de C? ; on suppose qu’il existe z° € 90 au voisinage duquel 90
est de classe C°.

Pour z = (z;,2;) € C?, on note z; = Rezj et y; =Imz;,5 =1,2.
On peut supposer sans perte de généralité que I’on a 3-‘9:{;(20) > 0, ou r est une fonction
définissante pour 1 dans un voisinage U de 2° dans C2.

0.1. COORDONNEES ADAPTEES [Ca].
Soit m € IN*. Alors, quitte & rétrécir U, on peut trouver des applications dg,- - -,d,, de

classe C*° sur U, uniques, telles que :
(0.1.1) Pour tout 2’ de U, I’application ®,+ qui & ¢ € C? associe z donné par

z1=2z+¢
22 =2y + do(2)z + ) _ di(2')sE
k=1

est un changement de coordonnées holomorphes dans C2.
Soit D C C?, on note D = ®_,'(D).

(0.1.2) La fonction définissante p,» = r o @, (pour Q1,/) admet le développement

pr()=r(2)+Reca+ > au()efeF + RV ()
Jt+k<m,y>1,k2>1

ou les ajj appartiennent 4 C*°(U) et ou l’on a
| BRIV <™ (e 1™ + ¢l )
¢(™) étant une constante indépendante de 2'.

On vérifie facilement que 'on a

aole) =3 (2 ()

(0.1.3) (=) = — (:_; zl))—l %(z').



0.2. HYPOTHESE DE TYPE FINI

On pose, pour 0 < § < 1,

(A(Z) = max |an(2)| (2<8<m)
J+k=¢ .
Tz' — . Al(z’) 1/8 B
(0.2.1) $ 7(2,8) = (Z:z (————6 ) )
'y Log 6
| T8 = Logtr @) /@)

On suppose & présent que z° est de type fini m : cette hypothése signifie que I'on a
Am(2°) # 0 et A4(2°) = 0 pour £ < m. On a donc T'(2%,6) = m.

(Pour les différentes notions de type et leur relations, on peut se reporter a [Ca), [Si].)
Quitte i restreindre U, on a par continuité A,,(z’) 7&‘0 pour 2’ € U ; aussi les quantités

7 et T de (0.2.1) sont bien définies et chaque point de U N 311 est de type fini inférieur ou
égal a m.

Il est & signaler que, pour des raisons techniques, 7 et T sont définis ici de maniere
légérement différente de [Ca]. Néanmoins, les deux définitions de 7 sont équivalentes.
D’autre part, le nombre T défini ici est un analogue continu de celui de [Ca].

On définit A présent des polydisques adaptés [Ca)

Rs(2") ={¢ € €% a1 |< 7(2',8),] 2 |< 6}
(0.2.2) { Qs() = B (Rs(2)).

Le schéma qui suit donne une idée de ’allure de R; et Q5. On observera que les applications
&, sont linéaires en la seconde variable. Cette propriété servira notamment dans la
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construction de chemins adaptés au §3.

>

6]

90,

>
’ ¢

T} $) T(2)4)

Toutes les constantes introduites dans la suite ne dépendront que de la géométrie de 11,
sauf mention explicite.

0.3. PROPOSITION [Ca].
Il existe des constantes 6o > 0, ¢; > 1, k > 1 telles que, pour 0 < § < &y, I’on ait :
(0.3.1) | p+(¢) — p=+(0) |< €16 et, pour j + k < m et ¢ € Rs(2'),

(0.3.2) z € Qs(2') implique Q5(2') C Qxs(2) et Qs(2) C Qus(2').

De (0.3.1) on déduit que si on a
(0.3.3) 2ENNU et §< = p.(0) ],
c1

alors Rs(2') C 0 et Q5(2') cONU.



De méme, on voit facilement que {Qs(2)}zcv,6<s, constitue une famille de pseu-
doboules ([CW], chap. III). On définit la pseudodistance associée par

6(2',z) = inf{6 > 0;z € Qs(2)}.
Quitte & restreindre U, on pourra supposer que, pour tous 2 et 2’ de U, on a §(2’,2) < 1.

Dans toute la suite, si X est un ensemble et A(z), B(z) sont deux expressions dépen-
dant de z dans X, on écrira souvent A(z) < B(z) pour dire que I’on a A(z) < CB(z) ou
C est une constante positive indépendante de z. De méme, A(z) ~ B(z) signifie que l’on
a simultanément A(z) < B(z) et B(z) < A(z).

0.4. QUELQUES PROPRIETES DE T.

On constate aisément, a I’aide des définitions de 7 et T et de la continuité des A,, que
pour 2’ € U on a

1
¢z <7(,1) < o’

7(2',6) = 7(2, 1)61/T("’6)
(0.4.1)

ol ¢y est une constante, 0 < ¢ < 1.
D’autre part, si 6; < 82, on a 7(2',6;) < 7(Z’, 82) et, plus précisément,

1/2 1/m
(0.4.2) (ﬁ) 7(2',62) < 7(2,61) < (6—1) 7(2',62).
52 62
On pose
0(2') = inf{€; A((2") # 0}.

On a clairement, pour tout z’ de U, 2 < 0(2') < m et , lorsque 2’ appartient 3 90 N U,
0(2') n’est autre, par définition, que le type de 2'.
Si on remarque que l'on a

- -1 m Y -1 - -1
)> (Ae(z'))l/‘) 510 < ( > (245) ) < ( > (At(z'))l/e) gm,

£=0(2") L=0(z') £=0(2')

c’est & dire ,
r(2',1)6Y°=) < 7(2',6) < 7(2, 1)61/™,

on en déduit, compte tenu de (0.4.1),
(0.4.3) 6(2') <T(Z,6) <m.
Enfin, on vérifie & partir des définitions que I’on a

(0.4.4) lim T(2',6) = 0(2").
6—0



On posera donc T'(2,0) = 6(2'). =

0.5. LEMME.
Pour 6, < 63, on a T(2',6,) < T(2',6,).

Preuve. On pose Ay = Ay(2'). On calcule la dérivée

di&T(z',&) = <-I%g’:)) (%Log{r(z',&)/r(z', 1)} —(Eds—Log 7(2',6))Log 6)

! 2 m 1 (A\1/¢
- (TIf:g’g)) %-' (Log{r(z',G)/r(z’, 1)} _Zt=2 £ ( 8 )1 Log&) .

En utilisant la convexité de la fonction z — 6%, on a

1/¢ 1/¢
exp{ZZ';z % (‘AEL) ! Log&} < =2 (%‘) ! §1/¢ — 7(2',6)
1/¢ - 1/¢ / ’
S, (49" DI CO R

Il en résulte aisément : £7T(2',6) >0. =

0.6. DEFINITION ET PROPRIETES ELEMENTAIRES.
On pose, pour 2' € U et z € U, ©(2',z) = T(2',6(', 2)), de sorte que I’on a :

(0.6.1) 0(z') < 0(2',2) < m,

(0.6.2) 6(z',2') <6(2',2%) implique ©(,2') < O(,22),
(0.6.3) o(2',2') = 4(2).

0.7. LEMME.

Il existe une constante c3,0 < c3 < 1, telle que, pour z = &,(¢), on ait :
cab(#',2) |61 129 + [ < —8(,2).

Preuve. D’aprés (0.4.1) et la définition de ©, nous avons

(0.7.1) r(2',8(2',2)) = 6(2',2) /O "),

Notons maintenant que par définition de 6(2’,z), on a ¢ € ORs(2,2)(2') ; deux cas se
présentent donc :



ou bien | ¢; |= 6(2',2) et | ¢1 |< 7(2’,6(2',2)), on a alors par (0.7.1)
|6 8¢ + | g |= 8(2', 2),

ou bien | ¢; |< 6(2,2), alors | ¢1 |= 7(2’, 6(2’,2)) et d’aprés (0.7.1) on a
|61 8¢ + | g3 |= 8(<', 2).

Ceci prouve le lemme. =

0.8. LEMME.
Soit 2 un point tel que

B8(<,2) < §(,3) < %6(2',.3) 0<B<1).

Si §(2',z) < 3ca, on a l’estimation
, 1
csb(2',2) <| a1 |18 + | |< 35(2',2)

ol z = ®,:(¢) et o cq = c4(B) est une constante positive, inférieure & 1, tendant vers 0
avec f3.

Preuve. Posons © = ©(2,2), © = 6(2',2), § = 6(2',2), & = 6(2',2) et distinguons deux
cas.

1. | ¢1 |<| ¢2 | : dans ce cas on a a fortiori | ¢; |9<| ¢z | et | ¢1 |®<]| ¢2 | (puisque
| ¢1 |< 1), de sorte que par (0.7), il vient

2
c3|2|<6<—|¢]|.
c3

On obtient alors (| ¢2 | + | &1 |é) <6< (¢ |+ ] Ié) de fagon immédiate.

cs

2. | ¢1|>| ¢2 | : dans ce cas on a d’aprés (0.7)

1 2
s<—(alP+leD=al
c3 c3

d’ou 2
Logé < Logc— + Log | ¢1 |
3
et

Log | ¢1 | <1 Log2/e3
Logé ~— Logé



De I'hypothése § < %2, on déduit alors

L08|§1|<

8. < :
(0.8.1) 0< o <

Remarquons maintenant que I’on a

Bm1(2',6) < 7(<,8) < (%)m r(#,8).

Un calcul élémentaire donne alors

1 _mLogﬂ< 1 Logg< 1 mLog
T(=',96) Logéd ~— T(Zl,g) Logé — T(2,6) Log é
avec R
LogfB _ Logé Log
_ < < a1
1 Logé — Logé — + Logé
et, par définition de O,
A Log 8
(0.8.2) 16-0ls Tos

On a alors, en utilisant (0.8.1) et (0.8.2),

(00}

|§1| —c
< b
| ¢1 Ie—ﬂ

ol ¢ est une constante positive convenable. On a alors, par (0.7),

pe <

a 1 —c a
caf(| 1 |e+|s‘z|)S5Sgﬂ (161 +1¢2 )
ce qui acheve de prouver (0.8). m

La quantité ©(z2’, z) présente également une propriété de symétrie.

0.9. LEMME.
Il existe une constante cg > 0 telle que I’on ait

5

! ! ¢
- < '
|6(=',2) - 8(=.2) I< 15y

Preuve. D’aprés Catlin [Ca], 2’ € Q5(2) entraine 7(2’,6) =~ 7(2,6). On a vu aussi d’apres
(0.4.2) que é = &' entraine (2, 6) = 7(2’,6') d’ou alors 7(2,6) ~ r(2’,6'). Nous appliquons
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ces remarques avec § = §(z,2') et 8’ = §(2’,2) de sorte qu’en prenant le logarithme des
deux membres on obtient :

1 _ c < 1 < 1 + c
T(z',6') |Logé'| ~ T(z,6) — T(2',6') |Logé’|’

pour une constante positive c convenable. Comme §’ peut &tre supposé suffisamment petit,

ceci entraine
Cs

(A
—_ <K< —_—
lT(Z,&) T(Z ’6) |—- |Log5’ I

pour un cs convenable.
D’aprés la définition de © donnée en (0.6), ceci prouve (0.9). m
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1. GEOMETRIE AU VOISINAGE DU BORD

1.1. LEMME.
Il existe des constantes h et ¢¢,0 < h < 1,0 < cg < 1, telles que pour tout z € U,
z=®,(¢), et tout 0 < t < 2, le point 2t = &,+(¢*t) avec

¢t = ¢ — (0,th/do(2"))

appartienne a ) et vérifie
th 2t
(1'1-1) Pz (f) - 0—6- S Pz'(f ’ ) < Pz'(f) — cgth,

(112)  coll pwr(6) [+ 6= ¢ ) <l pa (1) 1< L (1 owrle) [+ 16— 65 ]).

Preuve. On a r(z') = r(z) + dr(w) - (2! — 2) ou dr(w) désigne la différentielle de r en un
point w du segment [z, 2%] et, compte tenu de (0.1.1) et (0.1.3), z* — z = (0,—th) ; par
suite on obtient 3

r

r(z}) = r(z) — 5;-2-(w)th.
Puisque I’on a supposé 5‘25";(20) > 0, on a au voisinage de z°

dor

(1.1.3) pan

~ 1.

Si h est assez petit, et quitte & rétrécir U, [z, 2*] est contenu dans la région ou (1.1.3) a
lieu, et il vient
r(z%) — r(2) ~ —th.

Comme, en outre, on a th =| do(2’) || ¢ — ¢*'+* | avec | do(2’) |~ 1 pour 2’ € U, on obtient
aisément (1.1.1) et (1.1.2) & Iaide de ce qui précéde. m

Dans la suite, pour tout point z de C? et tout couple (r1,72) de réels positifs,
P(z,(r1,r2)) désigne le polydisque ouvert de centre z et de birayon (ry,r3).

1.2. NOTATIONS. LES REGIONS D’APPROCHE.
Soit 2 €e UNAN. Pour0 < ag < 1,0 <ty <2, on note :

viere = | P07, (r('s a0 | o (07) 1), 00 | 1 (0°') )
0<t<ty
U:?’“ = Qzl(V:,o’ao).

Le schéma ci-dessous donne une idée de ’allure de V:,°’°°.
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to,a0
z'

Le lemme (1.3) ci-aprés montrera que I’on a bien C QO NU pour ag suffisamment
P

petit.

R‘l (2')
olp(0%)
Y |p(e]

V _7%\:\

kﬂ,‘o

s 0 —\

N—_|

N.B. Dans la suite nous omettrons souvent I'indice z’, en I’absence de risque de confusion.

1.3. LEMME. 7
Il existe des constantes a et a;,0 < a < 1,0 < a; < 1, telles que pour tous points z'de
U N aN,z= ®,(¢) appartenant a Uzl,’“ et tout 0 < s <1 on ait

P (s"", ((a1 | o= (¢*) NYOC"2), 0y | pur(¢*) |)) ccdrl(anv).
En particulier, on a ¢ € 8, ((1NU) et donc UL"* € 1NU pour0 <ty < 1let0 < ao < a.

Preuve. Par définition de l_le,’“ il existe 0 <t < 1 tel que I'on ait
(1.3.1)¢ = w® avec w € Ryp0)(2)-
Nous avons donc ¢* = w!t® avec0 < s+t <2.Oron a

| p(w***) I<] p(w***) = p(w) | + | £(w) |,

et d’aprés (1.1.1)
cs(s +t)h <| p(0°**) |,

de méme ] 1
| p(w*®) — p(w) |[< —(s+2)h < = | p(0*+*) |.

Enfin, d’aprés (1.3.1) et (0.3.1), on a | p(w) |< ac1 | p(0%) | et en outre | p(0?) |<| p(0FF) |
par (1.1.3). On voit alors qu’il existe une constante ¢ > 1 telle que I’on ait

(1.3.2) | () < ¢ | (0*7) |.

13



D’autre part, on a | ¢; |<| w2z | +c’ht avec ¢’ > 1, d’od, par (1.3.1) et (1.1.1),
|2 < a]p(0°) | +e'ht 5| p(0%) | .

On a aussi :
| 61 |=| w1 [ 7(2',a ]| p(0F) ).
On en déduit :

¢ € Rewp(0r)|(2')  pour une constante ¢” > 1 convenable.
Par définition de 6(2’, 2), ceci impose que ’on ait
(1.3.3) 6(z',z) <c" | p(0Y) |.
Remarquons maintenant que (0.4.2) donne

r(#,a10(0) ) > (2) " rla,e” [ o(0%+) ).

Mais, par (0.4.1) on a

1/2 1/2 Y] t+e
() e 1) D 2 () eale | fot+e) H/TE o0,

c e
On a enfin ¢” | p(0*?) |> " | p(0Y) Al, on obtient alors
T(2',¢" | p(0**° |) > T(2',6(2',2)) > ©(2', 2),

en vertu du lemme (0.5) et de (1.3.3).
Quitte & rétrécir U, on peut supposer que ’on a | p(0***) |< 1. Il vient alors

(¢” | p(0*+2) [Y/TE"10OTIN > (¢ | p(ot+e) )1/0("2),

D’autre part, on peut choisir a; assez petit, ne dépendant que de a, pour que ’on ait

1/2 ’
(&) eale” 10+ DD 3 (are | alat+) o),

En regroupant les inégalités précédentes, et compte tenu de (1.3.2), on obtient
(1.3.4) (22 | p(0°) |) 2 (ar | p(w"*?) VO,

Nous allons établir maintenant 1’inclusion

(1.3.5) P(w, ((a1 | p(w'**) N2, a1 | p(w'**) ) C Romajp(or+ey (2))-

14



Soit en effet © dans le premier polydisque ; on a, d’aprés (1.3.1) et (1.3.4
P polydisque ; ’ P ’
|uy [<lur —wi |+ | wr [ 7(2a ] p(0*F°) |) + 7(2',a | p(0F) |).

Puisque Pon a | p(0%) [<] p(0°+*) |, on obtient | uy |< 2r(',a | p(04+) |
< 7(2',2™a | p(0***) |) par (0.4.2). De méme on a

|uz | <luz —wz | + | w2 [< a1 | p(w'*) | +a | p(0") |
< (a1c+a) | p(0*F*) [< 2™a | p(0°F") |,

quitte & diminuer de nouveau a;. Ceci établit (1.3.5).
Il en résulte de plus, & 1’aide de (0.3.1) et de (1.1.1),

p(u) < 2™ac; | p(0*+°) |< 2'”a~2—1—(s + t)h.
6

Nous pouvons maintenant conclure : tout point du polydisque
P(w'**, ((a1] p(w'+?) ) VO, 0y | p(w!*) )

s’écrit u**® avec u dans le premier polydisque de (1.3.5). On a donc, en employant encore
(1.1.1),

p(ut*?®) < p(u) —co(s +t)h < (2"‘ac—l - ce) (s +t)h.
ce

On choisit a tel que 2'”a,—L — c¢ < —= ; sur le polydisque considéré, on a alors
p(utt?) < —<£(s +t)h, d’ou le lemme En particulier tout ®,/(¢*) avec s > 0 appartient
AaNNUet (D,r(g) appartient 3 QNU. m

Les régions t°’ ° sont adaptées a la géométrie de 91 en ce sens que la pseudodistance
6 posséde la proprlete suivante :

1.4. PROPOSITION.
Si a est choisi assez petit, pour tout point z' de N N U et tout point z = ®,:(¢) de Uzl,’“
on a

er | 7(2) |< 8(,2) < - | 7(2) |

(c’est & dire c7 | pr(s) [S 6(2',2) < - | P ($) | )5
ou c7 est une constante, 0 < c7 <1

Preuve. Soit t tel que ¢ appartienne a
P(0*,(r(2',a | p(0") ), @ | £(0°) ]))-
Alors, comme on a | 0% |—| | t et | p(0%) |< =-ht, il vient

ah h ah
(21-2)i<iais(141+2)
(] 0 Ce
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et, pourvu que a soit choisi assez petit,
(1.4.1) I $2 |% t.
On a également
|1 [<7(2'sa | p(0%) |) < 7(2', at).
Or nous avons aussi §(2’,2) >| ¢2 |~ t par (0.7) et (1.4.1). Il vient donc
| ¢1 | 7(2',a6(2',2)) < aar(2',6(2),2)) et | ¢ |e("")5 a26(2', 2),
ol a; ne dépend que de la géométrie de 1 et de a, et tend vers O avec a. Or on a par (0.7)
|61 B9 + | ¢ |= 6(', 2).
Par ce qui précede, si a est assez petit, on a | ¢2 |> 6(2’, 2) et donc
(1.4.2) 6(2',2) =| ¢ |~ t.

Enfin, avec les notations du début de la preuve de (1.3) on a p(¢) < p(w) —cght par (1.1.1),
et, par (0.3), p(w) < acy | p(0) | puisque w € Rg|p(0t)(2’)- En utilisant de nouveau (1.1.1),

on a alors p(w) < °—°cl°h—t Il vient ainsi | p(¢) |> h (ce - “T‘:L) t > t pourvu que a soit bien

choisi, d’oti finalement §(2',2) <| p(¢) | - L’inégalité inverse étant triviale d’apres (0.3),
ceci achéve de prouver (1.4). m
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2. COMPORTEMENT NON ISOTROPE DES FONCTIONS HOLOMORPHES
ET INTRODUCTION DES CLASSES DE GEVREY NON ISOTROPES

Pour les définitions et propriétés élémentaires des classes de Gevrey “classiques”
G't2(D), on se reportera a [Br|, [CC1], [Ge].

2.1. POSITION DU PROBLEME.

Soit f une fonction holomorphe dans {2 N U, on suppose que f appartient a la classe
G'*t2(QNU) (a > 0) c’est-a-dire qu’il existe M; > 0 et K1 > 1 tels que pour tout z € UNQ
et tous (7,k) € N? on ait

Jitky

2.1.1 -
(2.1.1) 0z]0zk

< MyK{YR(G + )1,

()

On a alors f € C®(NQNU) et (2.1.1) reste valable pour z € 31 NU.
Nous rappelons aussi le lemme suivant, qui résulte aisément de [Ge] (§ 1.2) si I'on
remarque que ®, est polynémiale, de degré et de coefficients bornés indépendamment de

2.

2.2. LEMME.
Soit g € G°(D)(0 > 1, D cC C?), et soient My, K1 telles que I'on ait

ar+ag

p+q T4
azf'afz'f"azg'afg” S MlKl (p + Q)'

(2)

pour tous z€ D et p' + p" = p, ¢' + ¢" = q. Alors, pour tous 2’ €U et ¢ € D1, 0n a

aP+igo @,

—a————r(¢)| < M2 K5 (p + q)'°,
a¢P' aer" a¢d' agt K2+ a)

()

ol M;/M; et K;/K, ne dépendent que de o et de la géométrie de 1N U.

2.3. THEOREME.

Pour toute fonction f satisfaisant aux hypothéses (2.1) on a, quels que soient 2’ € UNaN,
z=®,(¢) € UL® et pour tous (p,q) € N? et A € R satisfaisant

Y4
<AL ————
(2.3.1) 0<A< o(,2) +q,
Pestimée
0Ptifo &, —B —4q-A p
, A J T2 < M. APTIKEG," ! — [t
|pz (g) | agfagg (g)\ = 3Al 1 (p+ q) [(“)(Z’,Z) +4q ]
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oi M3 = M1 K? et A, ne dépend que de a et de la géométrie de .

Preuve. Posons f,» = f o ®,.. En vertu du lemme (1.3) on peut appliquer la formule
de Cauchy sur le polydisque

P(s* ((a1 | p(¢%) )V® a1 ] 0(s*) 1)), © =O(2,2).
On obtient alors, pour tous j,k,p € IN et 0 < s < 1, ’estimation

ortitkf,
as.{’ag.z’l-*'k

akf,
a¢k

(2.32) <plilar | p(s®) )5+ sup

e'(anD)

(¢%)

+
En s’inspirant de [CC1] on va estimer ,aa—:,q—ai;ﬁ'-(g)‘ en utilisant la formule de Taylor avec
1 2
reste intégral sur le segment [¢1,¢[, & 'ordre n & déterminer a posteriori. On a
ap+q fz'

aP+sz,
—_— <

+—/( =k

Notons, pour abréger, E; (resp. E;) la premitre (resp. deuxiéme) expression au second
membre de I'inégalité précédente. En utilisant (2.3.2) avec k =n + 1 et 7 = ¢, on obtient

e G| le—¢ '+

grta+n+l fz'

BPacItntT (') ¢ —¢' [**! ds.

ntif, | qipt 1 ey n
3}% Q—/o (1—8)"(ar | p(¢*™%) N™8FD) | ¢ — ¢! |+ ds,
2

E; < Sup oy

e, (ANU)

D’aprés (1.1.2) on a | p(¢172%) |> c6 | p(¢) | et

|p(s" ") 12 e [ ¢ —¢'* |=co(1 =) [ ¢ —¢* |.

On en déduit alors
n+l f

Jentl E(GICG) (§+9) | ¢ — ¢ rH1=(B+a-2)
gn

|o(s) * E2<  Sup
d.1(ANU)

1
x/ (1 —s)"(E+a-N)gs,

On choisit n = [P—+q )‘] +1l,onadoncn—(5+¢—A)>0etn+1< E+q-A+2.
Enfin, ’application du lemme (2.2) nous donne

—| < MRK3t (n + 1)1+,
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On déduit alors aisément, de ce qui précéde et du lemme (2.2), la majoration
-
(2.3.3) | 2(¢) I* B2 < MyKZAZHKE M7 (p + g)! [% +q- »\] 1,

ou A; est une constante convenable, ne dépendant que de « et de la géométrie de Q1. Pour
estimer E, on utilise (2.3.2) avec k =0, j = ¢ + 1. Il vient

< (g +1)'p! : _ ;
Bi< Sup | fo | ER o g (o p(s) B <
d.1(NnU) i—0 v

n+1

< Sup | f|g'p!2%(as | p(s") )5 F9 (—2-) :
OnU @166

En effet on a | p(¢) |> ¢c6 | ¢ — ¢! | et gq—ﬁ.‘-;m—! = plq! (q-:—z) < 29tiplgl. Comme

| (¢?) |> ceh, on en déduit enfin

(23.4) | p(¢) * B1 < My (p + g)! A5+,

ou Az ne dépend que de la géométrie de 0.

La conclusion du théoréme résulte facilement de (2.3.3) et (2.3.4). =

2.4. REMARQUE.

Observons que ’on peut affaiblir les hypothéses sur f. Soit f une fonction holomorphe
dans 1 N U satisfaisant seulement une estimation Gevrey d’ordre 1 + a par rapport a la
variable 2, :

okf

(2.4.1) ﬁ(z) < M KFK)™e, zeQnU, k>o0.
2

Alors la conclusion de (2.3) reste valable. En effet %{i(g) = do(z’)"g—:{(z) avec dg
2 2

6n+1f ,

bornée. On a donc (sans recourir a (2.2)) 'estimation Gevrey pour a_;"“f-‘ , qui est la
2

seule utilisée pour établir (2.3).

2.5. LES CHAMPS X ;.
Nous allons formuler (2.3) dans 2 au lieu de 2, de fagon a éviter le changement de
coordonnées. On détermine pour cela des champs X, ; sur {1 tels que ’on ait

(2.5.1) M = (Xz,;f) o®» dans Q..
o¢;
Ona dfod af d af d
oD, 2 22
= o | — —0®,, | =—=.
3¢ (321 °0 ) 9¢; i (322 ° z) 9¢;
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Or, par (0.1.1), on a %EL =1et 922 = T, (21) o
m

(2.5.2) Ty(21) = ) kdi(2') (21 — 24)% 7%,
k=1

enfin 3—2 =0et %%21 = do(2'). On a donc

d
(2.5.3) X 1(2) = — + T,:(z;)—— et X 2(2) = do(2 Fy

Il est important de remarquer que X, ; et X,» ; commutent.

En particulier, d’aprés (0.1.3), on a X ;j(2') = L;j(2') ot Ly, L2 sont définis par

[ -0 _(or\Tor B
V' T8z, \08z;) 9z 02z,

1/0r\ ! o
L 'E(a—zz) EP

L, est le champ tangentiel complexe.
La conclusion de (2.3) s’écrit alors

-2
(254) | r(2) | XB X% ,f(2) |< MaAZH KSEa T

(p+ q)! [e(j,z) +q—AJ!“.

On met ainsi en évidence, dans la région d’approche U :,’”', un gain de régularité Gevrey
(1 + § au lieu de 1+ a) dans la direction X, ;. D’aprés (2.4) il suffit pour cela d’avoir
une estimation Gevrey 1 + a dans la direction non tangentielle X,/ 5.

Nous donnons maintenant quelques notations.
Soit P € IN? un biindice, P = (p’,p"). On note p =| P |=p' +p". a" désigne a_g"'a_a?”
et si @ est un autre biindice on notera 35‘2 =af 88. De la méme fagon Xz,,j = X%, ,J-Xz,,]
P 1 . n
et X,9 = XE X2 ,. Enfin ¢ = ¢P ¢P" et (P9 = ¢f¢2.

2.6. DEFINITION DES CLASSES DE GEVREY NON ISOTROPES.

Nous allons nous inspirer de (2.3) et (2.5.4). Néanmoins la condition (2.3.1) est trop
large sur A donc trop restrictive pour la classe & définir : on voit en effet en prenant
A= Wsz',_ﬂ + ¢ que I'on obtient une estimation de type G! locale, c’est-a-dire analytique
(réel ou complexe). On réclamera donc

P
o(z',2)

ptgq

+qg—A> ——— 6( 72)’
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soit en d’autres termes A\ < ¢ (1 - 5(%',‘3)') .
On a donc la définition suivante.

On dira qu’une fonction f de G'**(2NU) appartient i la classe de Gevrey non isotrope
l"""‘(ﬂﬁU) s’il existe 0 <ty <1,0<ay < a, M >0et K > 1 tels que pour tous
2 €UNAN, ze UL™, tous biindices P,Q et X réel vérifiant

1
(2.6.1) 0 S A S q (1 - m)
on ait
(2.6.2) | r(2) | X591(2) | MESEa 72 (p + g)! [e( ;;,z) +q- A]!a.

Outre la régularité G'** dans QN U, I’appartenance d’une fonction f & GN;*(QANT)
n’impose donc & f que des conditions dans un voisinage de 911 (dans N U) dépendant de
f-

En particulier, on voit dans ’hypothése (2.1), d’aprés (2.5.4), que f appartient a
Gy (QNU) avec M = M3 = M1 K? et K = AT'K,, puisque

AP+ < g™ o qm(Bred),

La classe G“'“(ﬂn U) est une algebre, stable par dérivation. Nous allons regarder précisé-
ment ce qui se passe pour le produit de deux éléments de G\;* (02 N U).

2.7. PROPOSITION.

Soit f (resp. g) un élément de GN* (AN U) et ty, ay, My, Ky (resp tg, ag, My, K,;) les
constantes associées & f (resp. g) par (2.6). Alors fg appartient & G (N U) avec les
constantes ty, = min(ts,t,), ary = min(ay,ay), Mgy = My M,y et K¢y = 2™maz(Ky, K).

Preuve. On a

2%(f9) = Z plvpl::gl'sz ( PlQlf) (Xf:gqag) .

Pi+P;=P,Q1+Q2=Q

On cherche & estimer un terme XP‘Q‘f(z)Xﬁ’Q’g(z), ou z € Ut"’“" Pour ce faire, si
) satisfait (2.6.1), on pose \; = P2 T de sorte que 'on a A = A + A2 et 0 < A; <

% (1~ sgbm) -

On voit alors que, compte tenu de I’inclusion
U:l!vn“!v C U:'fxal N U:'w“a’
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I’on a
Btqi =21 B2 +ga—A
| r(2) | X519 f(2) XE92g(2) | < MyM,KF 0~ g & +aamday
(P1 + @1)!(p2 + ¢2)! [%1 +q - /\1] " [% +q2 — «\2] "
< M;M,maz(K;, K;) 5+ (p + q)! [% +q— A] 1o,

(On a juste utilisé le fait que [a]![b]! < [a + b]\.) Aussi | r(2) |*| XE9(fg)(2) | est majoré
par
MyM,ymaz(Ks, K5)§%97(p + g)! [% ta- '\] xS,

S = ) POl _ gpta ¢ gm22® < gm(Z+a-2)
P,!1Q,!P;!Q;! - - ’
Pi+@Q1=P,Q1+Q2=Q

ce qui achéve de prouver (2.7). m

Nous allons maintenant établir une propriété cruciale des champs X ;.

2.8. RELATION ENTRE L’OPERATEUR X.»; ET L’'OPERATEUR X, ;.

Soient trois points 2’ € UNN, 2" €eUNdN et z =B, (¢) € ULC.

D’aprés Catlin [Ca], ®.~ se factorise en &1 0t ot Y : Qv — Q.+ est le changement
de coordonnées associé par (0.1) au domaine 1.+ et au point ¢” tel que 2’ = &,,(¢”). On

a donc "
¢1=¢ +up

m
¥ ¢2 =g£’+dgug+zd;~’u’l,
i=1
ol les d”,0 < 7 < m, sont des fonctions de classe C™ en ¢”.
Catlin d,'montre en outre que si 2" € Q.(z'), on a
(2.8.1) | &} |< er(z’,e) 7.
Soit E¢» ; le champ sur 1,/ défini par

G o
501 G(H()) = To L (u),

pour G de classe C!.
On notera I’analogie avec la définition de X, ; sur 1 (voir (2.5.1)). On a en particulier

- 0 d
Eena = Jer + EE—
(2.8.2) ! @
E(¢) =) _jdj(a—¢)
=1
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Pour une fonction F de classe C!, on a

OF o @0, _, .
TS (Wt e 0z (2)

= Eg",l(F (o] Q,l)(@z;l(Z)) = --g",l(F o Q«3")(¢)'

X1 F(2) =

2.9. PROPOSITION.
On suppose avec les notations de (2.8) que l'on a

§(2",2) g 6(¢,2).
Alors on a I’estimation

OE )

< min(1,6(2',2)!~ (t+1)/6(+ 2)),

(Pour £ > m, on a évidemment 2 gE =0.)

Preuve. Ona | ¢y — ¢ [<| &1 | + |'sf! < 7(2/,6) + 7(2/,7), ob 6 = 6(2/,2) et n = 6(2",2).
On a par hypothése n < 6, donc

l¢1—¢ IS 7(2',6)

et
2" € Q(Z') avec ex6.

En appliquant (2.8.1), on a alors
| d} | 67(2',6)~7

et -
| d(e1 — of) 14 |5 8(2',6) =1+,

La proposition résulte alors de (2.8.2) et (0.4.1), en remarquant que, pour £+1 > 6(2, 2),
la majoration triviale | < 1 est meilleure. =
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3. CONSIDERATIONS GEOMETRIQUES EN VUE D’UN
THEOREME DE TAYLOR NON ISOTROPE

3.1. CONSTRUCTION D’UN CHEMIN ADAPTE.

La constante a a été définie dans le lemme (1.3).

Soient 0 < tg < 1let 0 < ag < a, et soit 22 € INNU. Pour 0 < bg < ag, 6; = Eg:“;’—‘et
0 <t <to,ona|py(077t) |> 26t (voir (1.1.1)). Par suite, si z = &, (¢) € U N Q vérifie

(3.1.1) 6(2',z) < b1boto

et si on pose

1
(3.1.2) t=——— (desorteque0<t< Eto),

alors ¢ appartient a Rbol p.s(0+)|(2"), par définition de 6 (2, 2).

0}1 considére ensuite le point w = (¢1,0) + 07+t. On vérifie alors que si on note
§€=0%"* ona

[&:w] € P (& (7(2',0 | £+ (€) 1)s b0 | p2(£) 1))

ou [£,w] désigne le segment d’extrémités £,w dans C2.

On note y = & (w) et z = &,+(§). Alorson a

8, ((w,€]) C U™
(8-0.3) { [z,2'] = @1([£,0]) C U™,

3.2. LEMME.

Il existe des nombres so et bo, 0 < so < to et 0 < bo < ao, tels que, si z vérifie (3.1.1) et
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appartient a U’°’b° ou 2" est un point de U N 39, I’on ait [z,y] C U:?.’“".

U n / ” b.,a’

80,b0
zl’

P(0=", (r(2",bo | pan(0%"+*) |), b0 | pa (0%"+*) |)).

Pour la suite, notons pour 0< A <1

Preuve. Puisque ’'on a z € U , 1l existe 0 < s < sg tel que z = ®,»(u), avec u dans

A=§+A(w—§') Eﬂz',
A=da(w)en

et uA z" (yA) € n,n

On a clairement y! = y.

Puisque ’on a [2z,y] = &,/([w,¢]) = @, ([u,u!]), nous voulons montrer que u* appartient
a V%, Or, pourtout 0<A<1,0ona

| u} =] uy | 7(2", bo | e (0%+°) |).
1l suffit donc d’établir
och " g
| u3 + o FNED) I< ao | p2 (0% %) |,

pour un certain o, avec s < o < to. En effet, on aura alors
wt € P (077, (r(2", a0 | s (0°") ), 00 | pan (0°") |))
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puisque I'on a bo < ao et | pg(0%"7) |>| ps#(0%"*) | . Or, on sait que I’on a

sh b h
luz + NED) I< bo | par (07°) < = 2
Par suite il vient 5 ( | boh
A o < A _ g—S8 0
|“2 + do(z") l— uz —uz + do(z”) S.
Par définition de ®,~, on a u) — uz = do(2"")~!(y3 — 22) puisque v} = u; . On a donc
b h
-1 0
[ + g7y 1] do(s") 17 o = 22+ (0 — )] + 22
De méme, par définition de @/, on a y3 — 22 = —do(2’')A¢2 — Ath . 1l vient
oh boh
uy + FAPD] <|do(2") |7! (I do(2") | X | g2 | +(o — (s +tA))R) + iﬁ-s

Or on a aussi A | ¢z |< Abo | par (0%1) |< ﬁgflt et | do |~ 1 dans U d’ou, si on choisit
o = s + At, la majoration suivante :

2 < booh

+ oh
do(z”)
< aocgho < ag | pan (Ozu’”) |

pourvu que bg soit choisi assez petit. On a en outre o < so + 1.} < to pourvu que sg < 529-,
ce qui achéve de prouver (3.2). m

Le schéma figurant aprés ’énoncé du lemme donne une idée du chemin ainsi construit
‘de z a 2'. Nous aurons besoin de la propriété suivante au “point de raccord” y entre U,; tos30
to,a0
et U,

3.3. LEMME.
Soit Z un point tel que

B8(<,2) < 6(<, ) < %6(2',7.) 0<B<1).

Il existe une constante positive c; = ¢7(8) (“explosant” quand 8 — 0) telle que I’on ait

d‘E

e —(w1)| € e76(2",2)'™ (+1)/6(z42)  (0<L<m-—1),

ou E a été défini en (2.8).
(Pour £ > m, on a évidemment gE =0.)
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Preuve. D’aprés (0.3), on a 6(2',2) 3| r(z) | et d’aprés (1.4), on a 6(2",2) =| r(2) | car
ze U cUL®.
Par application de (2.9), on a alors

9'E

5(2' l—(t+l)/6(z’,z).
agf (gl) 5 (Z,Z)

Le lemme (3.3) s’en déduit en remarquant que ’on a ¢; = w; et en utilisant (0.8.2). =

3.4. REMARQUES
Nous avons vu que l’on a

(3.4.1) 6(2",2) g 6(<,2).
D’aprés (1.4.2) et (3.1), on a également

(3.4.2) 6(',y) ~| pr(w) |= t =~ 6(2,2)
donc, par des arguments similaires & ceux de (0.9),

1 _ 1 1
6(7,9) ©(#2)| > [Togd(zh2) |

(3.4.3)

Par ailleurs, toujours d’aprés (1.4.2), on a, avec les notations de (3.2), 6(2",2) = s,
§(2',2) = t, 6(z",y*) ~ 0 = s+ At et par (3.4.1), on a s < ¢. Par suite, il vient §(2”,y*) >
6(2",2). En d’autres termes, pour tout point y’ du segment [y, 2] on a 6(2",y") > c6(2", 2)
pour un certain ¢, 0 < ¢ < 1, convenable.

On a alors, en utilisant les propriétés (0.4) et (0.5) de 7 et T, 7(2”,6(2",2)) <
7(2",¢6(2", 2)), donc

6(z",z) 1/6(2",2) < (cs(zu’z))l/T(z",cG(z",z))
< (eb(2",2)) /0"
< 6(zll’z)l/e(z",y')
et, en prenant le logarithme des deux membres,

1 1 1
—_ < .
o(z",y') ©(z",2) ~ | Log 6(2", 2) |

Compte tenu de (3.4.1), on obtient alors

1 1 1

(3.44) G)(z”,y’) - @(zll, Z) p3 ILog 5(2',2) I- ]

27



4. POLYNOMES DE TAYLOR NON ISOTROPES

4.1. DEFINITIONS - NOTATIONS.

Soit f € G (R NU) et soient ty,ay, M et K les constantes associées & f par la
définition (2.6). Soient par ailleurs 6, sy = so et by = bo les nombres associés par (3.1)
et 3.2)aao=ayetto=t _f On considére un point 2’ de U N 3N et un point z vérifiant
6(2',2) < bibsty et z € U,,, avec 2" € U N 90.(On se place ainsi dans le contexte de la
construction de chemins exposée au §3.)

Enfin 2 désignera un point de U vérifiant

B6(2',2) <6(2,2) < %6(2',z) (o 0< B <1).

On supposera d’abord f holomorphe pour simplifier les notations.
On lui associe un développement de Taylor non isotrope d’ordre n en 2z, local par rapport
A z, £ (n est un entier naturel quelconque)

. 1 0tEfod, .
(4'1'1) Tn(z" 2, f) (z) = Z k! as.ias.k (o)fiff'
(5,k)EN?, sy +k<n+ 5rdgy 1752

Notons enfin h = f — Tn(2,2, f), @ = Tu(2',2, f), 0 = 6(2'), & = ©(2',2) et & = n2(Z;2
pour plus de commodité. Dans la suite, par a.bus, nous considérons h et Q comme fonctions
de z ou ¢ indifféremment.

Avant de poursuivre, signalons que I’introduction de 2 a pour but de permettre que
le degré de Q soit, dans la suite, constant au voisinage de 2.

L’estimation suivante pour le polynéme Q constitue le point de départ pour un
théoréme de Taylor non isotrope.

4.2. LEMME.
Dans 91NU, on a

| X2, X80 ,@ |< M(ALK)H A1 459(p + )
ol A4 et As ne dépendent que de a et de la géométrie de 0.

Preuve. On commence par le cas 2z’ = z’. On a trivialement

or+a

4.2.1
( ) 3S'f3$'2

P |Q|(5 )"*" p'd!,

P(o R)

ou P(0,R) = P(0, (R, R)) et ol R est assez grand pour que P(0, R)contienne &_,' (2N U)
pour tout 2z’ de U N aN.
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D’autre part, pour %+k<n+ %,ona
) 1 (1 1
%+k <n+7+z(5——)< + = +(n9+1)(——i)
(4.2.2) ., © e 6 ©

<n-?—+1=ﬁ+l,

donc .
[% + k] 1 < ([A] + 1)1* < 203+ Da[g)re,

Il vient donc, d’aprés (2.6), en faisant A =0,

ai+kf o ®,
A¢iack

(4.2.3) (O)I < ME++5(i + k)1 [% + k] o

< M(2™teK) A1k a)e.

Par suite, on a Sup | Q |< M(46K)**+![i]!* ol Ag est une constante convenable, d’ou,
P(0,R)

compte tenu de (4.2.1), ’estimation voulue pour a—gpa—g (c’est-a-dire X7, , X7, ,Q).

nzu —_ n,l

Passons au cas général : il suffit d’appliquer le lemme (2.2) 3 Q et 3 ¢ : ¥ ¢

. . . , p+q
de fagon a obtenir la majoration cherchée pour ;%:—5% =X zn’lX:n,zQ. ]

4.3. PROPOSITION
Soient p,q deux entiers naturels tels que

(4.3.1)

Alors on a l’estimation

or+a

(4.3.2) 3753

(w)| M(A7K)*2(p + q)Y[A]128(2", 2)" T 5~ (E+9),

ot A7 ne dépend que de a,f et de la géométrie de 0.
La preuve se fait en deux étapes et utilise le chemin construit au §3.

12re étape : estimation sur [w, £].
Soit J ’entier tel que

J p+J+1
(4.3.3) Pt o g<ny iRl
) 6 6
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Nous avons, le long du segment [w, £],

J

or+tap 1 grtatip .
4.3.4 W) =) =———()d +R:
avec
| ¢ |J+1 grtat+J+1p
4.3.5 Ry I Sup | ———————|.
(435) N FE ]| 9P ag

D’aprés (0.8) et quitte & diminuer 6; pour avoir §(2’,z) < cs, il existe une constante Ag
dépendant de S, telle que

|61 17¥1< (As 6(2",2))VH/°.
En utilisant (4.3.3), il vient
(4.3.6) | e [PHI< ARHL5(2!, )" HE (49,
D’autre part on a similairement 3 (4.2.2)-(4.2.3) et parce que |w, {] C Vzt,’ e

ap+q+J+1f )
a§f+J+la§g

z!

Sup
[w,€]

< M(AoK)*2(J +1)!(p + q)[A]!°

et par application du lemme (4.2) avec 2" = 2/,

aP+Q+J+1Q

—rTig| S M(AK)*2[R]1%(245)PF T+ (p + g)1(T + 1)
s 3¢,

Sup
[w,é]
< M(A10K)**2[a]'*(p + ¢)!(J + 1),
ou A, est une constante convenable.
De (4.3.5), (4.3.6) et de ces deux derniéres estimées, on déduit
(4.3.7) | Ry |< M(A K)™2(p + g)Y[A]126(2", 2)" T3~ (8+9),
ol A;; ne dépend que de a, 3 et de la géométrie de (1.

2¢me étape : estimation sur [¢,0].
Pour0<j)< J,ona %1 +qg<n+ -é—. Soit L; P’entier tel que

+j 1 _p+j
(4.3.8) péj+q+Lj<n+’é-SpéJ+q+Lj+1.
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Nous avons, le long du segment [¢,0],

3P+J+qh 1 grtitatetp
439 Ot 4 o
(a9 a€f+13§ zz—% £ 3Pt g2 it )é3+ Ra;
avec
| & |Bit? gPHi+a+Li+1p,
4.3.10 R, l< 82 gy . ' |
( ) I J I (Lj + 1)! [£,0] as.f+aas_;1+L,+1

Pour £< L;j ona P—g-i +g+Ll<n+ -é—, d’ou, par définition du degré de Q,

grtatitty

——(0) = 0.
3§{’+’3¢§+‘( )

Il reste donc a estimer R ; seulement. Du fait que | 3 |~ 6(2’,2) et de (4.3.8) on déduit
que

(4.3.11) | & |L,°+ls Arll;-l6(zl,z)n+-é-—(2.;,i+q),

ou A;; est une constante convenable.
En utilisant les mémes idées que lors de I’estimation de | R; |, on obtient

grratitEitih A+2 oy ! a]re
(4.3.12) [S:g; BT gea T it < M(A13K)"*5)(L; + 1)!(p + g)![A]!
et
(4.3.13) | Ra; |< M(A1K)*25)(p + g)l[A1%6 (2", 2) "+~ (P840,

ou A;3 et A;4 ne dépendent que de a, S et de la géométrie de (1.
Pour conclure, on remarque que

(4.3.14) | e < ARHI8(2!, 2)7/@
et aussi que d’apreés les étapes 1 et 2, on a

artip

R
a7aet ¥ " Hlad

Rz)] S.l

La proposition (4.3) résulte alors aisément de (4.3.7), (4.3.13) et (4.3.14). =
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4.4. REMARQUE IMPORTANTE.
Lorsqu’on a

1
(4.4.1) PHecnr 2 <24y,
S © ©0

on a similairement a (4.3) (et quitte & augmenter A7)

(4.4.2) M(A-,K)h'n(p + q)![r‘z]!"‘&(z',z)"+‘é“‘(‘§+‘1),

Pas.q (w)

Bien siir, dans ce cas, le second membre de I'inégalité “explose” quand 6(2',z) tend vers
0.

Preuve. Par des considérations triviales de degré, (4.4.1) donne

ortap _ ortif o @,
acfae] —  a¢fa¢d

On a également d’aprés (3.4.2), (3.4.3) et (0.8.2)

_1 ll Ats
o(zy) 8|~ —Log[ox(w)

ou A5 ne dépend que de S et de la géométrie de (1.

(4.4.3) 6(2',2) =| po(w) | et ‘

On rencontre alors trois cas.

ler cas : 55(’;,—,1”)- +g—n>q(1-1/6(<,y)).

En appliquant (2.6) on obtient

(44.4) | par(w) [0V W)

8p+¢h ( )‘ < MKG(: ,¥) (p + q)' [_%] !a.
Mais & ;&;,y = Le-i;g el_)'s,y <(n+ -é-)% < fi + 1, par (4.4.1).

On a de plus, d’aprés (4.4.3),

~a-1/0(,9) 2 n+ g — (o )+q)

o(z',y) o(z',y

1 Ais(p—1
>n+ 5 — (£-+q)+—L).

o &} Log | po(w) |

On en déduit, en utilisant de nouveau (4.4.3),
Ipz:(w) |—Q(1 1/6(2',y)) < AP5 Ip ( ) |n+-;——(-g+q)

< AP 6(z' ’z)n+é-—(§+Q).
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Par (4.4.4), on obtient alors, pour A;7 convenable,

‘ 9P+Hap

—P_—f(“’)l < M(A17K)* (p + q)![A + 1)1°6 (2", 2)" TS ~(§+9),
9 9¢;

puis la conclusion souhaitée en remarquant que
[A+1)! < 2%+ (A
2¢me cas : 0< -éf(’-;T,l—y-; +g—n<gq(1-1/6(2,y)).

Alors on utilise (2.6) pour évaluer

() [T +amn | P TR
R 7 £ A
On obtient
ortap 1

(w)l < MK"I.+1/6(2 ’y)(p+ q)' [n+ ]'d I pz,(w) | +9(z’ v) (9(3' v) +q)

asPacd o(2',y)

11 est alors facile de conclure comme précédemment avec (4.4.3).

3éme cas : gfz;,,l;; + q — n < 0, c’est-a-dire -e—(hy +e<n+ gy zl,,y .
Par (2.6) on a
)| <MK o+t gl + a]
T P ey Y
< M(A15K)" " (p + g)Y(n})*
pour une constante convenable A;g. On obtient a fortiori (4.4.2) puisque ’on a
(', z)"tE~ &+ > 1,

Ceci achéve de prouver la remarque. m

4.5. ESTIMEE DE “RACCORD”
Nous allons donner par la suite une estimation pour

(4.5.1) AP) = < o ~EP, 1h> (w), (i,4,p) € N%,
b a¢io¢l

ol E¢n ; a été défini en (2.8).
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Remarquons d’abord que pour p > 1, en posant E = E.» ;, on a ,puisque [3%, Egn,l] =0,

(p) itH1+y cp—1 a° a‘ +1 —
1.1 = (6§1+18§2 ( )+ agl §]+l (W)

(p—1) i! [ 8LE 9ktitl _ .
= A +t§ k! (ag P kagj«}-l BP7 R | (w),

c’est-a-dire

! (p-l)

(p)._ (p—1)
(4.5.2) AR =a80+ Y T agt AP,

1+1,7
k=1
Posons § = 6(2’, z). Nous aIIons montrer par récurrence sur ’entier p que I’on a I’estimation,

valable pour Llil <n+ a-

(45.3) | A |< M(A7K) 2 A8 (p +i + ) [A]togm+ &= ()
avec Ajg = 1+ ecy (c7 a été introduit en (3.3)).

Lorsque p = 0, (4.5.3) est une conséquence triviale de (4.3) et (4.4).
Supposons (4.5.3) établie au rang p— 1 (p € N*).
D’aprés (3.3) et I’hypothése de récurrence, on obtient, pour £+ k =2

6 E (p—1)

(wl)A,c | < er DB M (A K)A AT (k + p + 5)![A)16m - (FHET+IHD)

At+2 gp—1¢. , snjagnt+d— (LB +7) (k+p +J)!
< M(A7K) 24557 (i + 5 + p)[A)1*6" T8 s o

De méme, d’aprés ’hypothése de récurrence, il vient
| A% 1< M(ATK) 24357 (p + i + ) [a)ros™ 58+,

Compte tenu de la relation de récurrence (4.5.2), on déduit de ce qui précéde que I’on a

| ALY |< M(A7K) 24557 (p+ i + ) )™~ i s,

avec 'k "
& +p+2)!
S=14+¢7 Z —.
o Bl (,+,,+,)!
Orona
(k+p+J)!, i(i—1)-- (k+1) <k

! —k! !
(t+p+7)! (1+P+J)(t—1+p+]) (k+1+p+3) —
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donc S <1+e¢7 20«(‘- % <1+ ec7 = Ajg, ce qui termine la preuve. m

En fait, nous utiliserons (4.5.3) dans le cas particulier ou ¢ = 0 et g— +7< -é—, Nous

avons donc la proposition suivante, compte tenu de [ »Ben, 1] =0.

4.6. PROPOSITION.
Soient p, j tels que £ +j <n+ -é—. Alors on a

j -
501 o7 h(w)| < M(AsK) (o + ) (A1 (!, )™+ (849

9g
ou Az9 = A7A19 ne dépend que de a, 3 et de la géométrie de 0.

4.7. THEOREME “DE TYPE TAYLOR” NON ISOTROPE.
Dans les hypothéses de (4.1), posons

Omin = min 9(2", y’)’
y' € [2,y]
n a n 2
. = min{6(2,2),0(2",2)} et A= nma.x{e(z ’z) (=", 2 )} =ma.x{ﬁ,nM}.
( ) mm emin
Soient p, q deux entiers tels que
(4.7.1) P otg<n+t i od 6 =0(,3).
o. [2) ’
Alors on a

X 1 X3 o(f = Ta(2',2, 1) (2)| < M(A21 K)AT™ A (p + )16 (2, Z)"tE (&5 +9)

Zz

ou Az ne dépend que de a,f et de la géométrie de 0.

Preuve. Soit S I’entier tel que

(4.7.2) &+q+5<n+%$g*+q+5+l.
On a, avec I’abus de notation usuel sur A,
s
X2 1 X gh z; X330 () + R
o

avec

m-1
(4.7.3) | Rs |< | do(2 )(S(izl'i!yz) [S+1 [S,u£ e qur§+1h’.
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Or|do|~1let|zz—yz2|s|s2|+]&[s6(2,2). Onaaussi grfigy +9+ S5 < n+-é—
d’aprés (4.7.2). 1l vient alors, par un calcul similaire & (4.2.2), I'inégalité valable pour tout

¥ €ly, 2],

i P ne(z"’é) + m si 82 5 1
—_—— 1+ ¢+ S5 < O i Omin

e(z",y') { n + 1 sinon. e

On a dans les deux cas 3(557)' +g¢+ S <A+ m. Comme [z,y] C U:;f"“f, on a alors par
(2.6.2)

Sup | XP, XEHITH IS M(ApK)Mm41(S +1)!(p + g)![A]1,

¥,z

d’ou, compte tenu du lemme (4.2),

?u;? | Xf,,,lX:,,"‘,‘.f“h |< M(A23 K)A™+1(S 4 1)!(p + q)![A]!™
Y,2

et finalement
(4.74) | Rg |< M(A24K)A™ 4 (p+ q)l[A]15(2, 2)" 5~ (80 +9),

D’autre part, avec I’abus de notation habituel sur A, on a

o9ts
—ahw) (0<s<S)

X XEEh(0) = B 1ol 1
2

23— Y2 - 1te
X, XToh(y) (2 =‘:~,1——as.q+,h(w) ,
2

do(2") =|do(2") || 22 —y2 |°

D’aprés (4.72) ona £ +g+s<n+ -é—. On a aussi | do |~ 1 et | 22 — y2 | 6(2, 2).
L’égalité précédente et (4.6) donnent donc la majoration

< M(AzsK)AT™H1(p 4 g)![A]1* x

S
1 P q+s 22— Y2
Z ;!'qu,lxzu,zh(y)( do(zll) )a

(4.7.5)

s=0 (&
n+ = — (== +4q)
xb(z',2) ° °

Le théoréme résulte aussitét de (4.7.4) et (4.7.5), compte tenu du fait élémentaire
5(2',2)"tE~ B+ < 5!, )" +E-(EHD) g

4.8. CAS NON HOLOMORPHE

Pour des raisons de commodité d’écriture, nous n’avons considéré jusque 1a que le
cas d’une fonction holomorphe. Le théoréme (4.7) s’étend sans difficulté & f quelconque
dans Gph*(QNU) : la démonstration n’est qu’une redite des paragraphes (4.1) & (4.7) en
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considérant, en plus, les dérivées en ;. Si on résume alors le contenu des chapitres 3 et 4,
on obtient en définitive I’énoncé suivant.

Soient f dans G}f,"‘(nnU) etts,az, M, K les constantes associées & f par (2.6). Alors
il existe des nombres 0 < by < af,0 < s5y < ty dépendant de f et 6; > 0 ne dépendant que
de la géométrie de N tels que, si 2’ est un point de U N 8N, z un point vérifiant §(2',z) <
81bsts et appartenant & U™ oii 2" € U N AN, si enfin £ est un point vérifiant

B6(2',2) <6(<,2) < %6(z',z) (e 0< B <1),

Pon ait, pour tous biindices P,Q et n entier vérifiant

—1—)—+ <n+-}-
9* q é’

la majoration

X7 (f = Tal2', 5, f))(z)l < M(Az6K)A™ 1 (p + g)I[A]1%6(2', 2)" & (35 +),

3"

ou l’on a posé

©. =min{0(2,2),0(Z",2)},
2] = 0(2,2),
_ o(z',2) ©(z",3)
A =n ma.x{ 0z) O ,
Omin = min O(2",y') (y défini au §3),

y' €[y, 2|
et ol on a défini le polynéme de Taylor par

A 1
Ta(2',2, f)(2) = Z I—,ﬁ(X:{'Jf) (zl)SJJ
Ieuﬁ,Jenﬂ,Wj,'—i—)+j<n+e—(};3

-

pour z = ®,:(¢). La constante Az¢ ne dépend que de o, 8 et de la géométrie de 0.
On remarquera en outre que, d’aprés (3.4.4), on a

e(2",z2) 1

0< < .
=~ Omin ~ | Log 6(2', 2) |

Cette observation sera utilisée aux §9 et §10. m
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5. LE CAS DES DOMAINES POLYNOMIAUX

On considére un domaine i = {z € C?; Rez; + P(z;) < 0} ot P est un polynéme
homogene de degré m, sans terme harmonique. D’aprés (0.2), 1 est un domaine de type
fini m, et 0 est un point de type m. Nous allons voir que dans ce cas particulier on obtient
une formulation des résultats des paragraphes précédents en termes de champs L;, L,
(voir (2.5)) indépendants de la région d’approche considérée.

5.1. REMARQUE PRELIMINAIRE
Nous avons, pour toute fonction F de classe C*, (L;F) o &, = L(F 0 &), avec

-1
heZ sl o an-(22) 2
(5.1.1) 9 8¢ 9¢ ERY
,  do 8

Ce résultat est naturel puisque L} est le champ tangentiel complexe pour 1.
-1
—1(9 — 1 _ 0
Commedo—f(w’;) =1,onalj= 35

D’autre part, on vérifie, d’aprés (0.1) et la formule de Taylor appliquée & P en 2’, que 1’on
a

29'P
d;(2) = —=——(2
) =~ 55
1 gitkp .
px () = Regz + ). —-,k—,—T':;(zi)s‘fs‘f :
jtk<mg>1k>1 77 02102
On a enfin
apz' ) .

(5.1.2) G=-2 , donc G n’est fonction que de ¢;. =

961
Nous allons établir ’estimation suivante pour G :

5.2. LEMME.

Il existe 0 < cg < 1 telle que, pour tout z = ®,(¢) et tout biindice L (de longueur ¢ ), on
ait

(5.2.1) | 85 G(51) |< eamin(1, 6(2', z)1~(E+1)/6(.2))

et

(5.2.2) pour z € UL* avec 2! € U N aN,

| 8L G(¢1) |< esmin(1, | r(2) [1-(E+1/0 ),
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(Evidemment 8, G = 0 pour £ > m.)

Preuve. D’aprés (0.3.1) et (5.1.2), on a | 82 G(61) |5 67(2',6)~ —(¢+1) pour § > (2, 2)
donc aussi pour § = 6(Z,2) par passage a la limite. On a en outre, d’aprés (0.7.1),
que 67(2',8)~(¢+1) < 61~ =(é+1)/0(" %), (5.2.1) en résulte aussitdt, en remarquant que pour
L+1 > 6(2,2), cest-a-dire 1~ (¢+1)/ ©(=',#) > 1, la majoration triviale | 85G |< 1 est
meilleure.

(5.2.2) résulte aisément de (5.2.1) & partir de la proposition (1.4), quitte & modifier
Cg. ®

Nous en venons au but de ce paragraphe :

5.3. THEOREME.
Une fonction f de GY**(Q2 N U) appartient & GN;*(Q N U) si et seulement si il existe

0<tf<1,0<as<a,My>0et K42>1tels quepourtousz’EUﬂaﬂ,zEUt”a’
tous biindices P,Q et A réel satisfaisant

1
on ait
(5.3.2) | (2) P LP9S(2) < MuKTE D (p 4 g)! [G—(L) ta- *] *

(Par analogie avec (2.5), LF9 = L’l"fjl’" Lg' f,g".)
def

Preuve. Elle s’inspire de (4.5). Nous considérons le cas p” = ¢"” = 0 pour alléger les
notations, le cas général n’en différe d’aucune maniere.

a) La condition est nécessaire.
Soit f € G1+°(ﬂ N U), posons alors

B = o LPfo®, ] (¢), ot z=9x(c)
7] agfagé z ? z

On a, pour p > 1,

o+ ([ d d
B = | = .(—-—+G—) LY 'fody
b (ag;agg ¢ 0/ ! fods | ()

1 ot 9t . oG _
= Bfil,j) + (——-G L?P'fo (Dz') (¢) puisque B 0

(p—1) i! gP-1)
= Bi11,i Z gvk! B j+i»
L+ k=1
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d’otll, compte tenu du lemme (5.2), en notant © = ©(2/, 2) et p(g) = pa(¢) = r(2),

- ___ -1
(5.3.3) | B®) |<| BEID |+ ) z,—k—,csmm( o) If ) | B |-
Lt k=3

On va montrer par récurrence sur p que, pourvu que l’on ait

(5.3.4) 0<A<j(1- é—),
alors on a
538) 1ol P BY 1S MK+ i i)t 225 j -,

ol A7 =1+ ecg et M, K sont associées & f par (2.6).

Pour p = 0, c’est trivial par définition de G}v*}“ (Qnu).
Supposons cette propriété établie au rang p— 1 (p > 1).

Dans (5.3.3), estimons d’abord les termes oi £+ 1 > ©.

Alors min(1,| p(¢) |*~(¢+1)/€) = 1 et I’hypotheése de récurrence nous donne, puisque I’on
a0<A<I(1-g) <G +1)(1-3)

- T S p+k—1 . i
| o(¢) M BEZ 1< MALT K== 4413 (p 4 k + j)! [I,T'*'J-i-l—’\]!,

avec k1 — (£+1) ]
p+k—1 . _pti—(t+ +1-a< P
5 — titl-A= 5 +i+1-A< =g A,
donc ;
19(0) P B 1< MAGT K345 ket )t |25 43

Traitons maintenant les termes pour lesquels £+ 1 < © : dans ce cas,

min(1, | o(¢) |'~(4+1/®) =| p(g) [ (4+0/°

et on doit évaluer | p(¢) P+1— 5| B,(‘pj__',_ll) | . Oron aaisément 0 < A+1—-41 < A41-

(4 +1)(1 — ). En appliquant ’hypothése de récurrence, il vient

(DI-'

| p(¢) PH=5 BEZY | < MAP KBS H+1-041- 588 () 4 | 4 j)1x

k,y+1
p+k-—1 £+1
s +it1-(A+1 e)}

< MAET'KS "2 (p 4+ k + j)! [% +j- A] e
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Notons enfin que le premier terme | p(¢) |*| B,(i; IJ) | s’estime sans difficulté par ’hypothése

de récurrence. Il vient finalement

|p(s)|*|B"”|<MK‘r+J-*(p+z+J)v["+ —A]'“A g,

avec, comme en (4.5), S =1+ ZH,,,_, t;,’d%%‘l%}(:s < 1+ ecg = Az7 ce qui achéve la
récurrence.

(5.3.2) se déduit de (5.3.5) en faisant + =0, My = M, K4 = A7} K et en remarquant
que 3 = Lj et [L}, Ly] = 0.

b) réciproque :
La démonstration est identique en remplagant

Bg-) par (L”Lz 3 pf°¢z’> (s)-
Ceci achéve de prouver (5.3). =

Dans un méme ordre d’idées, le théoréme de Taylor non isotrope devient :

5.4. THEOREME.
Avec les hypothéses et notations du § 4, on a, pour & +g<n+ é—,

| LPR(f — Ta(', 2, ) (2) |< Ma(A2sKa) A ™1 (p+ g)Y[AI1® x §(2', 2)" 5 (&5 +9)
ou A,g ne dépend que de a,f et de la géométrie de (1.

Preuve. Elle est similaire & celle du théoréme (4.7), nous ne citerons donc que les modifi-
cations & apporter, toujours dans le cas p’ = ¢/’ = 0. On reprend le § 4 au niveau de (4.4)

et on évalue -
c® = ( a‘.ﬁ "h) (w)-
%2 a;;agz

On obtient une formule de récurrence

-1 i 8'G -1
Ct’(,p) Cz(il J) + Z yk' 3s‘f ("")Cl(cfj-i-l)'

On a en outre par (5.2)
atG

5 t(w) <c36(z y) G,

avec, d’aprés (1.4), | p(¢) |= 6(2', 2) et, d’apres (4.4.3),
§(z',y)' "3 < Azga(z',z)l-e—fﬁfT),
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On fait alors la méme récurrence que pour (4.5) : on obtient, pour Lg-i <n+ -é—,

J .
(5.4.1) | Li"j—g,-h(w) |< M(4soK)™ ™+ (p + 5)[a]1=6(2, 2)" &~ (&),
2

On conclut alors comme en (4.7) en remarquant que X,» 3 = L3 et en utilisant (5.3) au
lieu des estimations (2.6) usuelles. m
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6. PARTITIONS DE L’UNITE NON ISOTROPES

Nous utiliserons des résultats géométriques relatifs aux pseudocouronnes Q.,(z')\Q,(z')
ou 2z’ est un point de U, r un réel strictement positif et 4 une constante strictement
supérieure a 1.

6.1. LEMME.
Soit z = ®,+(¢) un point de U.
~ .1 T(2',r) ne
(6.1.1) Si =T <lal"¥" +|¢|, dorsze@.(z)°.
3
(6.1.2) Si ¢ [T + | ¢2 |< cayr, alors z € Qpp(2).

Preuve. Supposons z € Q,(2'), alors §(2',z) < r et donc, par (0.5) et (0.6), ©(2’,2} <
T(2',r). Par suite on a

(6.1.3) le PG + | @ 2] 6 [T®7) + | ¢ |

(Rappelons que, quitte a rétrécir U, on a toujours' | ¢1]< 1)
Par (0.7) et (6.1.3) on obtient alors _-r >| ¢1 [T | ¢ |

[~
On en déduit (6.1.1) par contraposition.

De la méme fagon, supposons z € Q..(z')¢, alors §(2',2) > ~4r et donc ©(2',2) >
T(2',4r) > T(2',r). Aussi on obtient

| ¢ [9¢2) 4 | ea |<| ¢1 TG + | g2 |

et, par (0.7), .
eavr <l [TED) + 60 .

Ceci prouve (6.1.2). m

6.2. REMARQUE.
Il existe une constante cg = cg(~) telle que, pour z = &, (¢) appartenant 3 Q.- (2')\Q,(2'),
on ait

’ 1
cob(2',2) <l a1 |TEM) + | @ |< -‘;6(z’,z).

En effet, dans ces hypothéses, on a r < §(2’,2) < 4r, on en déduit en procédant comme
pour (0.7) et (0.8)

(6.2.1) |e(,z) - T(<,r) |< C()/ | Log (', 2) |,

puis , '
|61 (8 + | = 1 [T + | g2 |
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d’ot le résultat. m

6.3. LEMME.
Soient 2" € UN 3N, 2’ € UNN tel que | r(2') |< B1r od B; > 0, et z un point satisfaisant
(6.3.1) z€ UL N (Q4r(2)\Q:(2))-
Alors on a
3. " 2) < T(2' _°10
(6.3.2) o(z ,z)__T(z,r)+|Logr|,

ol c10 > 0 ne dépend que de v, B; et de la géométrie du domaine.

Preuve. L’hypothése (6.3.1) dit, compte tenu de (1.4), que ’on a d’une part

(6.3.3) 6(z,2") =~| r(2) |

et d’autre part

(6.3.4) r<é(z',2) <qr.

D’aprés (0.3) et (6.3.4), | r(2z) — r(2’) |< c1qr. Par hypothése on a | r(2') |< B1r. Compte
tenu de (6.3.3), on en déduit aisément §(z,2") < cr pour un certain ¢ > 0, dépendant de
v, B1 et de la géométrie de 1 uniquement. On a donc, par (0.5),

(6.3.5) , O(z,2") < T(z,e¢r).

En utilisant (6.3.4) on montre également, en procédant comme pour (0.9), qu’il existe

¢’ > 0, ne dépendant que de v, 8, (par l'intermédiaire de c) et de la géométrie de Q, tel
que l'on ait

’

3. < ! .
(6.3.6) T(z,cr) <T(2,r) + TTogr ]

Enfin, d’aprés (0.9) on a aussi ©(z",2) < ©(z,2") + TCoga(s=m t» puisque 6(z,2") <er,

C"

6.3.7 0(2",2) < "4y ——.
( ) (2 ’z)—e(z’z)+|Logr|

La conclusion (6.3.2) se déduit aisément de (6.3.5), (6.3.6), (6.3.7). m

Rappelons maintenant, pour z = ®,/(¢), I'égalité X, 1 F(2) = Ben 1(F o ®)(¢), ol
Ben,p = ’8%? + Eai;z-. L’expression de E est donnée en (2.8). On a I’estimation suivante :
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6.4. LEMME.
On a, dans I’hypothése (6.3.1),

9‘E

t (¢1)| < ¢11min(1, rl= (¢+1)/T‘)
ol on aposé T* = T(2',r) + ]_'Log"-T, et oll ¢1; ne dépend que de v, B; et de la géométrie de

.

Preuve. Nous avons vu en (6.3) que l’on a §(2’,z) =~ r et §(z",2) < r, donc §(2",2) <
6(2',2). La proposition (2.9) donne alors ’estimation souhaitée compte tenu de (6.2.1), de
’équivalence §(2’,2) = r et de la définitionde T, T*. m

Nous utiliserons également un résultat de Bruna [Br] sur les classes non quasianaly-
tiques :

6.5. LEMME.
Soit v > 0. Il existe une constante B > 0 ne dépendant que de v telle que pour tous € > 0,
t > 1, il existe ®.:, € G 1+v (C) satisfaisant les propriétés suivantes :

(6.5.1) O< @0 <1;
(6.5.2) ®.:,(u) =1pour|ul|<];
(6.5.3) ®.+.(u) =0 pour |u|>t;

(6.5.4) Pour tous j,k € N, on a
aj+k¢e,t,u
dul ouk

Nous abordons a présent le résultat central de ce paragraphe. Posons vo = 2¢5 2,

< FE(5 + k)11 Vexp B(e(t — 1)) "V,

6.6. PROPOSITION.
Soient ¥y > 40,7 >1,0<r<1let 2z € UNN avec | r(2') |< f1r (,31 > 0). Alors il existe
une fonction @, ., Vérifiant les propriétés suivantes :

(6.6.1) 0L parpn<1;
(6.6.2)  ©arpn=1sur Q.(2);
(6.6.3) ©at,rn =0 hors de Q,(2) ;

(6.6.4) Qs v est de classe G'T* ; en outre pour tous 2" € U N3N, z € UL, tous
biindices P et Q et A réel satisfaisant

1
<AL _——
o<a<a(1-gpig).
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on a

|r(2) M |X

2R0u,rm(2)| < n3FH T (p 4 g [6_(5'7) ta- '\] 1%ezp By (nr) =1/,

ou B; ne dépend que de ~, B, o et de la géométrie de .
(6.6.5) Pz 0 € GRF(OND).

Preuve. Notons pour abréger T = T'(2',r), © = ©(z",2). On pose, avec les notations de
(6.5),

€31/
P1(8) = Benzyur (LT, (( =" )

€3
<p2(u)—- S"'!l/T‘ L (;—u)

'Y0 T o
Pour z = ®,/(¢), on définit v, n(2) = p1(s1)p2(s2). (On notera ¢ au lieu de . s, dans
la suite, pour abréger.)

Remarquons d’abord que (6.6.1) est trivial par (6.5.1).

Soit z € Q,(2'), alors par (6.1.1) ona | ¢ |T + | ¢ |< ~ et donc 2 | ¢ |[<1let
©p2(¢2) = 1 par (6.5.2) ; de méme on a (5})1/1' | ¢1 |< 1, &0t p1(¢1) = 1. Ceci prouve
(6.6.2).

Soit z € Q,(2)°, alors par (6.1.2) on a | ¢ IT + | ¢2 |> c3yr donc max(| ¢; |T,] ¢z |)
> Sqr. Dans le cas | ¢z |> §qr,ona & | ¢ |> —3-'1 = —'7— d’ou p2(¢2) = 0 d’aprés (6.5.3)
et la définition de 2. Dans le cas | ¢ |T2 @qr,on a 51m11a1rement ©1(¢1) = 0. Dans tous
les cas on a p(2) = 0, ce qui prouve (6.6.3).

La preuve de (6.6.42 se fait en plusieurs étapes. Il est trivial, tout d’abord, que
© appartient & G'**(C*). Dans les estimations des dérivées qui vont suivre, les con-
stantes B; introduites ne dépendent que de a, 7, B; et de la géométrie de 0. Notons que
(6.6.4) n’est a établir que pour z satisfaisant (6.3.1) puisqu’en dehors de la pseudocouronne
Q+-(2')\Qr(2'), © a ses dérivées nulles. On commence par estimer

aqu 0®.(¢) = <Pl($'1)32 v2(¢2).

D’aprés (6.5.4) et la définition de ¢4, on a

. (p!)1+7‘g"exp Bl(nr)'l/"‘,
3

. /¢ \PF—T)
|6§m(n)|5n”” (")

avec r(/T"=1/T) = = Toge 7% < ef19/4_ On obtient donc

(6.6.6) |08 1(51) < (Ban)?/™" (pl)+ = exp B (nr) /2.
De facon analogue on a, quitte & augmenter Bs,

(6.6.7) |08 pa(2)| < ¥/ T pd(ze=1) (g1) 1+ exp Ba(nr)~Ye.
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On déduit sans difficulté de (6.6.6), (6.6.7) et de la formule de Stirling que I’on a
(6.6.8) |09 0 ®2(¢)| < (Bam) T T palde 1) (p 4 )1 [p;— q] exp Bs(nr) /2,

Soit & présent A un réel satisfaisant

(6.6.9) OSASq(L—lJ.

Tt
Evaluons A = r? 17 rq('l" 1) [2f2]1*. Posons s = ¢(1 — 7%) —A;onaalors 0 < s <
q(1 — 7<) et s+ B = B 4 ¢ — X, Par suite il vient

[]'[,,M]. (7= +a=2]t

175"*'.'1 = 177:"'}"1_)7'—'8
P = pi(l=7s),—e

et

Aot 2 gl (L)

Pour £ >0, 0n a I%ii < exp 2z, donc

A < peta) [L

— e —1/a
T +4q A]. exp Bg(nr) .

Il vient donc

(66.10) 879 0 8(c)| < (Brn) ¥+ (p+ )t [ 2 + ¢ — A]!%exp By(nr) /.

=

L’étape suivante consiste & montrer que, dans la méme hypothése (6.6.9), on a encore

(6.6.10) si on remplace 85’ Q par agi,,lag , quitte & augmenter B;. Pour ce faire, on estime
par récurrence sur p les coefficients

D{R) = 8181 8R, 100 @.(c)

i l'aide du lemme (6.4). Nous n’entrerons pas dans les détails, qui sont une redite de la
preuve de (5.3). On obtient donc, dans I’hypothése (6.6.9), et quitte & augmenter By,

(6.6.11) r | X5P0(2) < (Br) ™t (p + q)! [ z

_ 1@ —l/a
T +q A]. exp Bg(nr) .

Nous devons maintenant passer a I’estimation “avec ©”. Soit A un réel satisfaisant

(6.6.12) ogxgqu—%y
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Puisque 'on a © < T* d’aprés le lemme (6.3), il est trivial que X satisfait aussi (6.6.9).
L’estimation (6.6.11) et I'inégalité ;& < & nous donnent immédiatement

(6.6.13) r | XE20(2) |< (Bin) B+~ (p + g)! [% +q- A] 1“exp Bg(nr) =1/

On en déduit aussitdt (6.6.4), quitte & remplacer n par -E',’; dans la définition de 1, p2.
Pour finir, (6.6.5) est immédiat d’aprés (6.6.4) si on remarque que ’on a | r(2) |< r, ce qui
a été établi dans la preuve de (6.3). m

Nous allons maintenant utiliser la proposition (6.6) pour construire des partitions de
'unité.

6.7. LEMME DE RECOUVREMENT “DE TYPE WHITNEY” [CW].
Il existe ¥ > ~o, c12 > 0 et N € IN* tels que si E est une partie compacte de U N 911,
il existe une famille de boules (Qy,(2:))ien vérifiant les propriétés suivantes (aprés avoir

posé Q; = Qy, (Z,‘) et Q] = Qq,.. (Z{)) :

(6.7.1) UnaN\E=UnO)n|J@=Wna)n | Q:.
teEN t€EN

(6.72) SizeUNNNQ! ona

1

c12rs < 6(2,E) < —r;
C12
et 1
c126(2,E) < 6(2,E) < c—6(z,E).

12

(par définition 6(z,E) = inf 6(z,2').)
2 €eE

(6.7.3) Pour chaque j € N, Q} coupe au plus N boules de la famille (Q@%)ien.
6.8. THEOREME.

Soit E un compact dans UNAN. Pour tout n > 1 il existe une famille (v;,,) jen de fonctions
dans G\ (02 N U) satisfaisant les propriétés suivantes :

(6.8.1) 0< Yjm<1;

(6.8.2) Suppjn C Q5 ;

(6.8.3) Y tin=1 sur (UNQ)\E;
jEN
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(6.8.4) Pour tous 2" e UN AN, z € U:,’,“, tous biindices P, Q et tout réel A satisfaisant

1
<A< S —
°—*—"(1 e(z",z))’

on a

r} | Xe%in(2)| < n3ED T (p 4 g) [gp_‘ +q- A] '*ezp By (nr;) "2,

(zll’ Z)

ou Bjo, B11 ne dépendent que de a et de la géométrie de 1.

Preuve. Notons d’abord que pour ¢ € N, on a d’aprés (0.3.3) | r(z) |< 6(2:,00) <
6(2i, E) de fagon évidente, donc, par (6.7.2), | r(2;) |< Bir; pour une constante ; ne
dépendant que de la géométrie de 2. On considére alors la fonction p;, = @z, r, n qui
jouit des propriétés établies en (6.6). On pose 1, = ¢1,, €t pour j > 1,

Yim = @il = 1) - (1= pj-1,0).
Les propriétés (6.8.1) et (6.8.2) sont immédiates. D’autre part on a pour tout j
Vint ot din=1-(1-01y) - (1-9j).

Soit alors z € (U N N)\E. 1l existe i tel que z appartienne & Q; de sorte que p; ,(z) = 0.
Il s’ensuit alors que ’on a

(Y10 + -+ -+ ¥5,0)(2) =1 dés que j > 1.

A fortiori on obtient (6.8.3).

La preuve de (6.8.4) est une redite de [CC1| (IV.5.d) en utilisant (6.6.4) et la définition
des v;,,, les propriétés du produit dans G}v“*}"‘ (@NU) (cf. (2.7)), celles du recouvrement
défini en (6.7), ceci quitte & multiplier n par une constante convenable dans la définition
des p; 5. m
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7. PROBLEME DE CARLEMAN AU BORD POUR G1{*(2nU)

7.1. POSITION DU PROBLEME.

Le but de ce paragraphe est de montrer que 'on peut construire une fonction de
GH""(ﬂ N U) admettant des dérivées prescrites en un point 2’ du bord, de type m (par
exemple z0).

On se donne donc une famille de nombres complexes indexée par N?xIN? : (Fpq) pens JQEN?
et satisfaisant la propriété suivante :

Il existe M > 0 et K > 1 telles que pour tous P,Q on ait
(7.1.1) | Fpq IS ME®*3(p+ gt [2 4 g]1=.

On voit d’aprés (2.6) que toute fonction f de Gh*(Q2 N U) définit une telle famille en
posant Fpq = (X% f)(2').

On se propose rec1proquement de construire f € GL5*(QNU) telle que (X59f)(2') = Fpq
pour tous P, Q.

Soient Q, Q; les pseudoboules associées & E = {2’} par le §6.

7.2. LEMME. N
S?ient 2" eUNaN et z€ U,)" NQ;. Avec les notations de (3.3) on a E¢n; = 5%— + Eg%,
ol

akE( ) <
af]’.‘ €1 ~Te

l_k+l

™ 2= Qz’(f)-

Preuve. On a 6(2",2) ~| r(2) |< re = 6(2,2) d’aprés (1.4) et les propriétés du recouvre-
ment (6.7). Le lemme résulte alors immédiatement de (2.9) puisque ©(2',-) =m. m

7.3. QUELQUES DEFINITIONS ET FAITS UTILES.
On note pour tout ¢ > 0,

h(t) = inf tk(k!)* et N(t) = min{p € N;t?(p!)* = h(t)}.

On vérifie aisément que la suite (t*(k!)®) x>0 est décroissante pour k < N (t), puis croissante
pour k > N(t) et d’autre part qu’il existe 0 < o < 1 tel que pour 0 < ¢ < to, on ait

%t“/“ <N({)<2t™Y* et exp(—2at~'/*) <h(t) < exp(—gt*l/a).

On remarquera comme conséquence qu’il existe une constante u, 0 < u < 1, telle que pour
0 <t <tg,on ait 2N(t) < N(ut).

2N(vre) et on définit un polynéme P, :

1
Pld)= 3, qyFust, 2=2x(s).
ILJEN? L 45<n(Ly)

Soit maintenant ¥ > 1 une constante (i fixer ultérieurement), on pose n(f,v) =
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Les constantes D; introduites dans la suite ne dépendent que de a et de la géométrie du
domaine.

7.4. PROPOSITION.
Il existe des constantes D;, D telles que, pourvu que v > D K et ry < 53, le polynéme
P, vérifie les propriétés suivantes :

Soient 2" e UN AN, ze UL N Q;, soient P,Q deux biindices et \ réel satisfaisant

P

(7.4.1) ogxgq(l-e_(zﬁ).

Alors on a

(142) 1} | XEQPo(2) |< M(Dav)som 24 (1 o)1 [e(—p‘j T *] d

etsiE+qg<n(¢v),ona

(7.4.3)

X 9Py, (2) — Fpq| < M(D2v) =+ (p + g)! [—:; + q] !“r:/m.
Preuve. On commence par donner une estimation pour
Apq =8[9 Py 0 B(5).

Cette estimation est voisine de celle de ), dans [CC1] (prop. V.7.1) ; nous serons donc
assez bref. Lorsque £ + ¢ > n(¢,v), il est clair que ’on a Apq = 0. Lorsqu’au contraire
£ + g < n(L,v), on a aussitdt

Apq = 2 TP = Q) ’
I,J e N?

i<y
pP<t,g <]
pll S 1'Il,qll S J"
I-P,J—-Q =+ _SR+i—q . )
avec | ¢~ |< Dgr, pour D3 convenable, puisque ’on a

1/m

l¢1|< 8(2',2) 0™ mrd™ et || 6(2)2) = re.

Ainsi, compte tenu de ’estimation sur Fy; (7.1.1), on obtient, quitte & augmenter Djg,

(1.44) | Apq|< Mr;~"pP1Qt > (DsKre) =+ [—:; +j] 1,



On isole les termes pour lesquels on a
) . k
——+J=£+q+—, k=0,---,m—1.
m m m

On obtient, compte tenu du fait que le nombre de I,J pour lesquels ;‘; + 7 a une valeur

donnée est majoré par D + pour un D4 > 1 convenable,

| Apq |< M PIQ!(DsK)=+a+1 ([i— +q)+ 1) 1y

+M PIQ!r; (w9 Y (DsKre)s+i [;;. + 7).
IJ
E4+g+1< L +5<n(Ly)

Oron a

DsK
vu

S _'::'-+j ) S 42 i 4.
(D3Kr¢)#+1 = ( ) (V}l.fg)'"_‘-H < (ﬁ);-ﬂ (Uurt)[;+1]

pourvu que l’on ait v > —2—2;12*K et vry < to. (On a alors a fortiori vure < 1.) Dans ces
hypothéses, on a pour les termes du ) restant dans I'inégalité précédente,

[—”— + q] +1< [i +J‘] < n(¢,v) < N(uvry)
m m
donc, d’apres (7.3),
[&+7] | [E+q]+1
(vurg)'™= [ + J] < (vpre)'= ([ —tal+ 1)

Finalement on obtient, compte tenu de I'inégalité K < 5555-v,

< MPIQ! wtatl e+
| Apq < M PIQUDer) *+7+ (£ 4 g 4 11 1+22D4

donc, la série au second membre étant convergente,
(7.4.5) | Apq |< M(D7v)=+9+1(p + q)!{% + q)te.

La seconde étape consiste & montrer que, pour tout réel z satisfaisant 2 < £ < m et tout
A réel satisfaisant

(7.4.6) 0<A<q(1- %),
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on a
(7.4.7) r} | Apg I< M(De)E+4= 1 (p+ )t [2 4 g — A]1=.

Observons d’abord que ceci est trivial pour £ + ¢ > n(¢,v), puisqu’alors on a Apg =0.

Traitons maintenant le cas £ + ¢ < n(¢,v). On a
(2 +glt= < [2 4 gt < 162+ D[Ry g yjpeapee
m T T

et

ptg+l
(D7u)77?+q+1 < (%)5+q+1(uﬂ)5+q+1 < ((%):) = (Vu)g.+q+1

D’aprés (7.4.5) on a alors
| Apq IS M(Da) 57112 (p + 2 +q — At (vure Al

Or on a(vury)* < (vurd M, 0< A< g(1—1)et Z+q<n(fv),donc0< [N < n(l,‘u) <
N(vure). D’aprés (7.3) il vient alors (vury)M[A]!® < (vpre)®0!* = 1, d’ou Pestimation
annoncée en (7.4.7).

Enfin, si ’on remarque que d’aprés le lemme (7.2) on a

o*E

ack

k+1
z

< r:— pour tout 2 < z < m,

alors (7.4.6)-(7.4.7) et la méthode par récurrence déja utilisée (cf. (5.3), (6.6)) permettent
d’établir que, quitte 3 augmenter Dg, I’estimation (7.4.7) est encore valable si on remplace

Apq par X53 Py, (2). En particulier, en posant z = ©(2",z), on obtient (7.4.1)-(7.4.2).
Il nous reste a établir (7.4.3), c’est-a-dire estimer

B B 1 nJ 1-PJ-Q
Brq=4rq~Frq= 2 I[Nk SOOI e '
I#PJ#Q
L +37<n(Lv)
' >p',5' > ¢
"Il > P”,j” 2 qll
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29,524 i P 1
Or, pour ">t > g etI#P,J#Qona(;n-+J)—(m+q) 2> ;. On peut
— 9 —

donc écrire, comme en (7.4.4),

r; ™ | Bpqg |< Mr; &1t =) pigy (D3Kry) =+ [# +j] 1=

et reprendre, & partir de (7.4.4) et jusqu’a (7.4.5), les calculs faits pour estimer Apq en
remplagant £ + ¢ par £ + ¢+ L. Ceci termine la preuve de (7.4). m

On considére maintenant, pour z € U N 01\ {z'},
F(Z) = E 'pj’n(z)P.rV(z)’
JEN

o (¥;,n)jen est la partition de I'unité associée & E = {z'} par le § 6. Pour tout choix de
n, v, F est clairement de classe C* sur U N \{z'}.

7.5. PROPOSITION.

11 existe vy = vo(K) > 1 tel que pour v > vy, il existe n = n(v) et € = €(v) satisfaisant
les propriétés suivantes : siz" e UNoNl et z € Uzl,’,“ N Q; avec ry < €, si P,Q sont deux
biindices et A un réel satisfaisant

(7.5.1) osASq(l—a(z%z),

on a

(1.52) 1 | XER(F = Po,)(2) I< M(Dov?) 5ot 92 (p 4 gt [ 8y + g = A] 1o x

xezp(—Djo(vre) V).
Preuve. Puisque I'on a ), ¥;,9 = 1 sur U N (1\{2'} on peut écrire

(7.5.3) (F = Pro)(2) = ) $jm(2)(Piw = Pro)(2).

JEN

Compte tenu des propriétés (6.7.3) et (6.8.2), il nous suffit pour obtenir le résultat voulu
d’estimer un seul terme

(7.5.4) re | Xz (Vin(Piw = Peo))(2) |,
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pour z€ U :,’.“ N Q; N Supp ¥;,5, donc pour z satisfaisant
(7.5.5) zeUL NQ;NQ}.
Commengons par estimer, dans I’hypothése (7.5.5), une expression du type

(7.5.6) r | XER (P — Puu)(2) | -

z

(Cette estimation est I'analogue de celle de }_; dans [CC1], V.8, estimée de E,.) On
procéde comme en (7.4). L’expression & dériver étant symétrique en 7,£ on peut supposer
sans probléme n(¢,v) < n(j,v). Posons

CPQ = an(Per - P‘av) ° Qz' (g)'

Alors on a Cpq = 0 pour £ + ¢ > n(j,v). Si au contraire £ + ¢ < n(j,v) on a

Crq = Iz;s' st ST P = o) ’

n(6,v) < £ +s<n(j5,v)
p'<i,g <
pll S l.”, qll S 8"

de sorte que, comme en (7.4), on obtient, quitte & augmenter Dg,

(7.5.7) | Cpq |< MPIQIr; (R*9) )3 (DsKre) s+ [_r;_ + s] .
s
]
n(L,v) < m + s < n(j,v)

'
£-+qS-—+s
m m

En isolant, s’ils existent, les termes tels que 1’on ait

; k
(7.5.8) lis=2 445 k=0,-ym-1,
m m m

on obtient similairement

| Cpq |< M PIQ!(Dy, K)&+a+1 ([.:; +q)+ 1)!“_ +3

Y = MpiQly, (=9 > (D3Krg)m+e [# + s] e,
1,8

n(L,v) < _zn; + s < n(J,v)

:
£-HI+IS—-’:-s
m m
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Remarquons & présent que les termes (7.5.8) n’existent que pour £ + ¢ +1 > n(¢,v). On
suppose v > eD;; K. Pour chacun de ces termes on a alors

(DuK)’vk*q“ < pymtatle=(R+a+l)

< yE+at1—n(ty)

< ymtetlexp(—(vre)~Y/*) pour ry < %0.

Il vient donc, dans ces conditions,
| Cpq |< MP!Q!(Z“V)'%"""”[-—:; + g)!%exp(—(vre) TV + > .

Estimons maintenant ).
On remarque que l’on a r¢ = r; puisque z appartient & Q; N Q7, de sorte que, pourvu

que ry vérifie ry < .b-%l—l avec D;; convenablement choisi, on a n(j,v) < N(Disvpury).

Ainsi, pour n(¢,v) < & + s < n(j,v), on a d’apres (7.3)
(Dlall}n‘g)%-"’ [% + s]!"‘ < (Dlguy.rg)"("”)n(l, V)%,

Or on a aussi
n(L,v)!* = (2N (vry))!1™ < 20"V (N (vr)1*)2,

en outre d’aprés (7.3),
(Urt)N(V"t)N(yrt)!a < exp-— g(url)—l/a

et
(l/rg)N(w‘)N(Urt)!a S (Urg)[-'%+Q]+l(["% + Q] + 1)!“.

Finalement on a
i ) i _
(D13Upr¢)m+a[_1; + s]!a < Dﬁ+0(yrt)[ﬁ+ﬂ+l[;% + q]!“exp(—Dls(Vrg) l/a)

et

2 < MPIQUD1av) R 47 + gl "exp(—Das (vre) /%) x

> (2&1)141)31() e
Ditu .

.I’S 13Vp

n(¢,v) < & +s < n(4,v)
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On déduit sans peine des inégalités précédentes qu’il existe D7 (avec D17 > eDy;), Dis,
D g telles que, pour v > Di7K et ¢ < D—i‘;—y, P’on ait

| Cpq |S MP!Q!(DISV)‘.;':+Q+1 [r% + q] lexp (—Dlg(l/rg)—lla) .

On procéde alors comme dans la preuve de (7.4) pour conclure que, quitte & modifier D, 7,
D8, Dyo on a, dans les mémes hypothéses sur v, ry (en notant © = ©(z",2) et en tenant
compte de ’équivalence r, = r;)

(1.59) 1} | XLR (P - Pou)(2) IS M(Disv) 342 (p 4 )t [ 2 4 g - 2] 1o

X exp (—Dlg(urt)_l/“) .

Nous sommes a présent en mesure d’estimer (7.5.4) comme annoncé. Si z vérifie (7.5.5),
siv > Di7K et rp < 'D%Q,Tn le méme raisonnement qu’en (2.7) (estimation des con-

stantes Gevrey pour un produit dans G};*(Q2NU)) et la propriété (6.8.4) nous permettent
d’affirmer (compte tenu du fait que I’on a ry = r;)

(7.5.10) 72 |XES (85,0 (Pi = Pan))(2)| < M(D2on) 3494172 (p + g)1x
X [% +q- A] 1%exp (Dgl(nrt)'lla - Dlg(lﬂ’g)—lla) .
On choisit alors n vérifiant Dyyn~Y® — D=1 = -—%Dlgu‘l/d, c’est-a-dire n = n(v) =
()"
Do :

Par (7.5.10), on a alors aussitdt la conclusion (7.5.2) souhaitée en prenant vo(K) = Dy7K,

a
E(V) = —D—t&—u, Dqo = %Dlg et Dg = Doyg (21%1) .m

7.6. SOLUTION DU PROBLEME POSE.
Nous allons déduire de (7.4) et (7.5) le résultat suivant :

le probléme (7.1) admet une solution qui peut, en outre, étre construite identiquement
nulle hors d’un voisinage donné de z'.

On commence par fixer v > max(D, D17) K.

Puisque l'on a ry = §(2',2) pour z € Q; et UNN\{2'} C U,en Q;, on voit qu’il existe
€1 = €1(v) > 0 tel que les conditions z € U N 1\{z'} et 6(2’, 2) < €; entrainent I’existence
de £ € NN satisfaisant z € Q} avec r, < €(v). Soient 2” € UN 9N et z € UL?, avec
0 < 6(2',2) < €. Les conclusions de (7.4) et (7.5) sont alors simultanément valides, de
sorte que, puisque l’on a | r(2) |< r¢, il vient d’aprés (7.4.2) et (7.5.2)

(76.1) | r(2) P| XESF(2) |< M(DaaK) T2 (4 )t [ B 4 g = 2|12,
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lorsque P, @ sont deux biindices et A un réel satisfaisant la relation habituelle (7.4.1).

En utilisant les idées du § 6, on peut aussi construire une fonction p € G};* (2N U)
valant 1 au voisinage de z’ dans U N 1 et nulle hors de Q, (2') et d’un voisinage donné
de 2'. D’aprés (7.6.1) on voit alors que la fonction f = pF appartient & G3{*(2NU). En

outre, on déduit aisément de (7.4.3) et (7.5) que dans ces conditions, pourvu que §(2’, 2)
soit assez petit, on a

| quf(z) - FPQ |S C(pa q, Ma K) a)b'(z',z) l/m,

donc
lim X7,9f(2) = Fpq.
Z—Z

Ceci achéve de résoudre notre probléme. m

Remarquons pour finir que Py, (2) n’est autre que Ty (4.)(2', 2, f)(2)-
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8. PROBLEME DE WHITNEY EN TYPE CONSTANT MAXIMAL

8.1. POSITION DU PROBLEME ET DEFINITIONS

Soit E un sous ensemble compact de U N 3. On suppose que chaque point de E est
de type m.

Pour des commodités de lecture, nous avons d’abord traité au § 7 un probléme
d’extension lorsque E est réduit & un point. Nous allons voir maintenant comment on
peut généraliser ce résultat.

Un jet de Whitney F sur E est défini par une famille (FpqQ) penz,gen> d’applications
continues sur E, a valeurs dans C.

Le jet F sera dit appartenir a la classe de Gevrey-1 + a non isotrope G}Q’}“(E) s’il
existe M > 0 et K > 1 telles que les propriétés suivantes soient vérifiées :

(8.1.1) Pour tous biindices P,Q et 2’ € E
| Frq(#) IS ME#+9(p+ q)t [ 2 + 1.

(8.1.2) Pour tous n € N, P, Q satisfaisant £+¢ < n et tous 2/, z de E tels que §(2/, 2) < éF,
on a

Fpq(2) — XFOT.(2', F)(2) |< ME™ ™ (nl)*(p + q)16(2', 2)" T =~ (= +9),
Q z

Tu(Z,F)(2)= ) pFoE)”, @a() =2
LJ,&+j<n

et 6p est un réel > 0.
Par exemple, si f est une fonction de G;*(2NU), alors f définit un jet de G y4*(E),

en prenant Fpqg(2') = (XSQ f)(2'). En effet (8.1.1) est clairement vérifié. De la méme
fagon le théoréme (4.8) appliqué avec Z = z et en tenant compte des faits suivants :

(i) 2" = z puisque z appartient & U,/ non = {z"},
(ii) ©(2’,:) = ©(2",-) = m puisque chaque point de E est de type m,
(iii) A = n pour les mémes raisons,

nous donne immédiatement (8.1.2), avec

To(Z', F)(2) = Ta(Z', 2, f)(2)-

(Ceci quitte & multiplier K par une constante convenable.)
Pour F € G3;*(E), on se propose réciproquement de construire f dans Gy7*(QNU)
telle que pour tous bi-indices P,Q et 2’ de E on ait

(X591)(2') = Fpg().
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Pour ce faire, nous allons suivre pas a pas le cheminement du § 7, en indiquant & chaque
étape les modifications qui s’imposent.

Soient Q,, Q; les pseudoboules associées & E par le § 6 et 2, leurs centres. Pour un
point z de 2 N U, on note Z un point de E qui réalise §(z, E). On définit le polynéme

(8.1.3) P} ,(2) = Tn(e,) (%, F)(2).

(Dans le § 7, ch,u ne dépend pas de j puisque Z; est toujours le méme point 2’.)
Si on note ¢(5) les coordonnées associées a Z;, alors on a z = ®3,(¢(7)) et

. 1 . .
P (2) = > Tisi Frs(Z)e ()™
Is
~+s<n(Lv)

Pour z € (U N N)\E on va regarder la fonction

F(z) =) ¥n(2)P],(2),

JEN

par analogie au § 7.

Les constantes D; introduites dans la suite ne dépendront que de «a et de la géométrie
du domaine, comme au §7.

8.2. ANALOGUE DE (7.2).
Soient deux points 2" € UNdN et z € UNN, z = ®3,(¢(¢)) et 2" = ®3,(¢(€)"). On suppose
zZE U,l,’,“ NQyg. Alors le champ E (4 ; sur Q3, correspondant & X,» ; sur () s’exprime sous

la forme 73H82F + E( 3—5%3; avec

0% E(y
3¢ (e)k

k+1

1—kt1

m

(€(O1)] 5

STe

Preuve. Ce n’est qu’une redite de (7.2) en remplagant 2’ par Z; et en remarquant que,
puisque 2z appartient & Qz, on a bien 6§(2¢,2) = re et 6(2",20) < 6(2",2) +6(2¢,2) <| r(2) |
+reSreem

8.3. ANALOGUE DE (7.4).

Il existe D23, D34 telles que pour v > Dy3K et ry < 5,3-, le polynéme Péy vérifie les
propriétés suivantes :

Soient 2" e UNAN, z € Uzl,’,“ N Qj, soient P,Q deux biindices et X réel satisfaisant

1

(8.3.1) 0<A<q(1- G(T’,z))'
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Alors on a

(8'3'2) "Z\ | Xf"'q‘Plt,v(z) IS M(D24V)e_('%’—;)—+q_x+l(P + Q)! [W’:’ZT + q-— /\] 1

etsiE+qg<n(Lv),ona

(8.3.3)

Xz Peu(2) - FPQ(Et)I < M(Daev) =+ (p + g)! [% + q] 1293/ ™.

Preuve. 1l suffit simplement de recopier celle de (7.4) en remplagant 2’ par 2, et en utilisant
(82). m

Nous arrivons au seul point un peu délicat de ce paragraphe.

8.4. ANALOGUE DE (7.5).

11 existe vy = vo(K) > 1 tel que pour v > vy, il existe n = n(v) et € = €(v) satisfaisant la
propriété suivante : pour tous 2/ e UNaN, z € Uzl,’,“ N Q; avec ry < ¢, tous biindices P, Q
et A réel vérifiant '

1
4. <A<ql(1-—=—),
(8.4.1) o_A_q(l 9(z",z))
on a
(8-42) rg | Xp? (F = P2 )(2) IS

M(D25U2) e(lg,.l) +q—A+l(p+ q)! [ +q-— A] 1@ 5 c:l:p(—Dze(Vrg)-l/a).

P

o(z",2)

Preuve. La différence avec (7.5) se situe au niveau de (7.5.6). Nous devons estimer
p :

(8.4.3) 2 | XE3(PL, - PL)(2) | .

Pour ce faire, on écrit

g

P} _Péu=(P.7?;V—P¢J;v)+(PZ,V_P¢¢|V)’

xFq

2z

Le terme r} (PJ’, v Ptj, V)(z)‘ s’estime exactement comme Cpq en (7.5) en remplagant

2’ par Z; et en utilisant (8.2) et le fait que z appartient & Q; N Q; N U:.',a.
Il reste a estimer

(8.4.4)

z"

r} |XE3(PY, - PE)(2)|-
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On écrit le développement de Taylor de R = P{’y — P{, au point Z, :
R(z) = E = S,xfs (Pi, - Pg,) (Z)e(9)'S
— ) s (foPJ (30) — F,s(zl)) (075 +
{ 1S

1

— <

—ts< n(¢,v)

+ > s XIS P (52)e ()"

1,8

] 1

;+32n(£,u)+—r;
=Sl+Sz.

Nous allons, suivant la stratégie habituelle, d’abord estimer Dpg = X; QR(z) avant de
passer a |’estimation par rapport & X,» via le lemme (8.2).

Evaluons d’abord X PQSI =aF9 (051 = Dpq.
Clairement, si £ + ¢ > n(¢,v),on a D1 pg =0.
Si au contraire £ + ¢ < n(¢,v) remarquons d’abord que I’on a

6(2,2e) < 6(25,25) + 6(25,2) + 6(2,2¢0) + 6(2¢, )
Srjtrni=r; xry,
puisque z appartient a @} N Q;.

La condition de Taylor (8.1.2) pour le Jet F nous donne alors, compte tenu de (8.1.3), (r¢
pouvant &tre supposé assez petit), pour % + s < n(¢,v),

XIS P, (2) - Fus(Z)| < ME™SY (i 4 g)tn(g, v)tory ) Fm~Gate),

¢ >ps' >4

5 auquel cas on a
K > p",s” > qn y auq

D’autre part ag(t) ¢(€)*S est nul sauf pour {

Is| < ;+s 1!S! (+8)—(&+9)
‘a @s(® l Do TP =o' '
Il vient donc
I D}’Q | < MP!Q!r;(',%+Q)+n(l,V)+#Kn(t,v)+m+ln(l, v)le Z D2%8+a
I,S
L +s<n(Ly)
' >p\s'>¢
ill 2 pll’ S” 2 qll

S MP'Q'T;("%-H]H-% (ngK)n(t,u)+m+lr:-(¢,l’)n(£’ U)!a.
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On suppose v > 2*Dog K, alors on a

n(¢,
leq |< MP\Q!r, —(Eta)+Ek mi1 (ﬂ) v)

2(1

Les mémes calculs que pour I’estimation de ) . dans la preuve de (7.5) donnent

n(L,v)!1*.

(59)™" ntespie < (ra & a2 (12 4 g] + 1) exp (~Daofura) V)

On obtient finalement, pourvu que l’on ait r, < p—m(m+1)
| D};Q |< MP!Q!(D3,v) m"'q“[ + ¢]!*exp (—Dao(l/f‘g)_l/a) .

De 13, on procéde comme en (7.4) (passage de lestimation (7.4. 5) a D’estimation (7.4.7))
pour obtenir I’estimation voulue pour r} | D} pqg | - On peut alors, 4 I’aide du lemme (8.2),

2S.

Estimons maintenant D2 =X PQSg = 8:?‘) S3. Pour ce faire, nous devons d’abord

zll

remplacer D} pQ par xE

évaluer les termes XI5 PZ u(zg) figurant dans S;. Une adaptation immédiate du lemme
(4.2) nous donne, pulsque 2y et Z; sont de type m et d’apreés (8.1.3),

(8.4.5)

XIS Pf, (5)| < M(Ds2K)™“)*1(i + s)tn(e, v)1* D3 .

Remarquons aussi que l’on a

XISPeJ (2) = Z H,T,FHT(zJ)ag(z)S'(J)
H,T
2 +t<n(Ly)

Mais en appliquant (2.8) avec 2" = Z, et 2’ = Z;, on voit que
1 en ¢(£)

¢(s)1 est un polynéme de degré {0 en ¢(£);

et
<men ¢(f),

¢(7)2 est un polynéme de degré { 1 en ¢(£)s.

Par suite 6$(¢)§( )HT = 65«)‘ (g(j)flaf(t)zg(j)g') =0 si s > t. Ceci impose donc que 1’on

ait X715 Pt"y = 0 pour s > n(£,v). En combinant cette remarque avec (8.4.5), on obtient

|D PQ |< MP!Q!,."(‘P--Fq) (D K)n(t,v)-l—l (e U) Z (D34rt)%+‘.
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Il s’ensuit en particulier que I’'on a
(8.4.6) D34 =0 pour ¢>n(¢v).

. . .
Si ¢ < n(¢,v) on a au contraire, pour ry < TV

I D?’Q I < MP!Q!"Z(%-H')(Dng)n(t'y)-*-ln(t, u)!a(D:Mrt)n(l,V)-{-—,:;
X Y (Dagre)=+e
#'+a

< MPIQlr; (RHO+ % Dy KM EN 1,28 (g y1a,

On en déduit alors comme pour D}’Q’ en supposant ¥ > D3gK avec D3g convenable et
re < v—™(m+1) que l’on a

| D3q |< MPIQ!(Dgzv) = +a+! [% + q] 1%exp (-038 (urg)_l/a) .

A partir de 13, on estime r} | D?,Q |, pour A réel satisfaisant 0 < A < g(1—-1) (2 <z < m),
comme r} | Apq | en (7.4.7) était estimé & partir de (7.4.5). On tient compte pour cela de
(8.4.6) et du fait que ¢ < n(¢,v) suffit pour avoir encore 0 < [A] < n(¢,v). Puis on obtient
Pestimée pour r) | X525, | & l'aide du lemme (8.2).

On obtient en fin de compte I’estimation voulue pour (8.4.4), pourvu que I’on ait
v > D3gK et ry < v~™(m+1) Doo étant convenablement choisie,

2"

(845)  r}|xE3(Pi, - PL,) (z)\ < M(Daov) 519241 (p + g)! [% +q— A] 1o

X exp (—Du(urg)-l/“) .

On conclut alors comme en (7.5). =
8.5. SOLUTION DU PROBLEME.

Le probléme (8.1) admet une solution qui peut en outre étre construite identiquement
nulle hors d’un voisinage donné de E.

On conclut en effet comme en (7.6) en remplacant simplement {2’} par E. Le seul

détail qui change est que, de (8.3.3) et (8.4), on déduit, pourvu que z appartienne a Q;
avec ry = §(z, E) assez petit,

| X3,21(2) - Frq(Z) I< C(p,9, M, K, a)é(2, E) /™.
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Mais lorsque z tend vers un point 2’ fixé de E, Z, tend vers 2’ également, puisque I’on a
6(2',2¢) 5 6(,2) +6(2,2) < 6(2',2) +6(2,E) <
< 6(2, 2).

Par continuité de I’application Fpgq, on a donc 'l‘imeq_ Fpq(2¢) = Fpq(2'). De la méme
3—3',2€Q;

maniére, comme l’opérateur X;: ? dépend de fagon C* de Z, limeq X; Qf (2) =
z—2',2€Q,

(X::Q f ) (2'), d’ott le résultat annoncé. m
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9. DIVISION DANS G1t%(2NU) : CAS D’UN POINT UNIQUE

9.1. PREAMBULE.
Dans toute la suite on suppose que 0 est pseudoconvexe dans le voisinage U du point 2°
de type m. Soit 2/ € U N 41 un point de type m. On considére le polynéme homogéne

Po(a)= Y. a2t
J+k=m
J2Lk2>1

associé A 2’ par (0.1) et (0.2). On sait alors que m est pair et que P,/ est sous-harmonique,
non harmonique.

Voici une preuve simple de ces assertions : soit L} le champ complexe tangent pour
1./ défini au § 5. La forme de Levi de p,» en ¢ vaut

2

/
avec | R(¢) | 67(2',6)"! =~ 6= pour ¢ € Rs(2'), d’aprés (0.3) et expression de L’l, et
parce que 7(z’,6) ~ 6/™ pour 2’ de type m.Or, puisque I’on a a;x(2') = % ‘3;;;_,‘ (0) =

pour 7 + k < m, on obtient

1 1 9°tt+2p,
ZAPz'(ﬁ) = Z sl a§a+la—t+1( )¢ist
s+t=m-—2
§>0,t>0

et, par une conséquence immédiate de la formule de Taylor, on en déduit

a2pz’ 32Pz' l
- ,0 ’
(6) ~ 3 (60,0)| 5l 2 |

061061
G 1 m—1
\ag %, (1,0) = 7APx(c1)| Sl 61 |
et
1 m—1
(9.1.2) ‘ZAPz'(fl 3] 35‘ Slal+lal

Mais, comme on a

px(s) = Recz + Pu(c1) +0(I ¢ |l g2 | + | 61 [™)
<Re¢z+A|¢||¢a|+A|¢1|™ pour A convenable,
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on voit que si on prend ¢; = —2A | ¢; |™ alors, pourvu que ¢; soit assez petit, on a

(i) ¢ € Qu et L(por,L})(¢) = O (les hypersurfaces {p,» = —n} pouvant étre supposées
pseudoconvexes au voisinage de 0 pour 0 < n << 1),

(ii) ¢ € Rs(2') avec 6 =| ¢1 |™ .

Par (9.1.1) et (9.1.2) on a alors AP,/(¢;) + O(| ¢1 |™1) > 0 pour ¢; voisin de 0 dans C.
Comme AP, est homogéne de degré m — 2 ceci impose que m soit pair et AP, > 0 dans
C. Enfin P,» n’est pas harmonique puisqu’il n’est pas nul et qu’il ne contient aucun terme

harmonique.

Soient € > 0 et d > 0, on pose

013 0L ={¢€ChReca+ Pulc1) <e(l 1 |™ + ¢ )}
( ; ) Sz,’d(z) =P (S‘, ((dé(z', z))l/m,da(zl,z))) ou z= Qz’(g).

D’aprés (0.7), on aura également, pour z = ®,(¢),
(9.1.4) 6z 2) =l ™+l

car O(2/,.) = m.
Remarquons enfin que le développement (0.1.2) s’écrit ici

(9.1.5) p=($) = Re¢y + Po (1) + RUV(c)
avec | RO (¢) 1< ™ (| ¢ ™+ + | ¢ || ¢z |)-

9.2. LEMME.
Si d > 0 est assez petit, on a , pour w = &, (w) avec w € Sy 4(2),

6(2',2) = 6(2',w).

Preuve. On sait d’aprés (9.1.4) que 'ona §(2',2) =| ¢; |™ + | ¢2 |,0(2',w) =| w1 |™ + | w2 |
donc, pour w € S 4(2),

| —wilg @l I™ + 2 D)™ sd/™(al+]e ™).

On en déduit, pourvu que ’on ait d assez petit,

l¢lglwr |+ | g V™

donc
(9.2.1) |1 ["glwi ™+ 2]
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On a de méme | ¢z — w2 |[S d(] ¢1 |™ + | ¢2 |), donc, pour d assez petit,
|62 [Slwz | +d ] |™.
En reportant dans (9.2.1), on obtient | ¢; |™<| w1 |™ + | w2 |, puis, en fin de compte,
(9.2.2) Lo ™+ ¢z |sfwr [ + w2 |
On démontrerait de méme | ¢; |™ + | ¢2 |>| w1 |™ + | w2 |, d’0t le lemme. m

Dans toute la suite, B(z, R) désignera la boule euclidienne de centre z et de rayon R
dans C2. ‘

9.3. LEMME.
Pour € > 0 assez petit, il existe d; > 0 ne dépendant que de € et de la géométrie de Q1 telle
que pour tout z = ®,/(¢) avec ¢ € 0,/\{0} et | ¢ |< d1, on ait

Sz ,d, (z) cc 5.

Preuve. Soit w = ®,1(w) avec w € S 4,(2). On a, d’apreés (9.1.5),

pa1(w) < par(¢)+ | Re(sz —we) | + | Pus(c1) = Par(w) | + | RSV (¢) — RO (w) |

et
Rewz + Py (w1) < por(w)+ | R,(;") (w) ] .
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En remarquant que I’on a p,#(¢) < 0, on déduit de ces deux inégalités
(9:3.1) Rews + Py (w1) | 2 —wa | + | Par(61) — Pwr(wr) | + | REV(¢) | +2 | RSV () |-

Orona|¢ —ws|<dib(z,2) Sdi(|wr |™+ |w2|), d’aprés (9.2).
Par ailleurs, il vient facilement

| Po(s1) = Po(wr) Is ). |deF—wiak],
J+k=m
J=21Lk2>1

avec | J¢f —wl@f <|¢F o] —wl |+ |w] || F—af].
On a également

I —wf l=la—w I +d i+ 0],
avec | ¢ —w; |< (d18(2",2))Y™,| &1 |< 6(2",2)Y™ et | wy | 6(2', w)V/™ < 6(2',2)Y/™

d’aprés (9.2).
Il en résulte

|eE 1 & — vl |5 8(2", 2)"™dY/ ™6(2!, 2)/™ = dY/™6(2, 2)
et on montrerait de méme
|wi || & - aF | dl/™8(', 2).
Finalement, on a, d’aprés (9.2),
| Por(¢1) — Par(w1) |$ di/™6(2',2) S di/™(Jwr |™ + | w2 |).

Remarquons également que I’on a, par (9.1.5),

IRE () 1< ™ (I ¢lle+lal™ glellal™+leD) el (w ™+ | ws ).

En regroupant les inégalités précédentes, (9.3.1) donne, pourvu que l’on ait | ¢ |[< d,
Rews + Py(wy) < (Cd;/"‘ +2¢(™ | w |) (wi |™+]wz ).

On peut choisir d; dépendant de € assez petit, tel que, pour | ¢ |[< dy, on ait

€ 1/m €

S,,I,d1 (Z) CCB (0, 46(—'")) et Cdl < Z,

de sorte que I’on obtient

3e m

Rews + P,:(wl) < —Z (l w1 I + I wa l) s
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ce qui prouve finalement le lemme puisque | w; |™ + | w2 [#0. =

9.4. DEFINITION.
Soit 2z’ € U N 90. On dira, d’aprés [Ko| et [Bl], que le point 2’ est de type strict m si le
polyndéme P, est défini positif :

Py(¢1) 2cla ™

pour un certain ¢ > 0. Remarquons que d’aprés ’homogénéité et la sous-harmonicité de
P,., il suffit pour cela que P,/ ne s’annule qu’en 0.

On introduit maintenant une fonction support avec estimation en termes de pseu-
dodistance.

9.5. PROPOSITION.
Soit 2z’ € U N 3N un point de type m. Pour € > 0 assez petit il existe une constante d2 ne
dépendant pas de € et une fonction f, satisfaisant les propriétés suivantes :

(9.5.1) [z appartient 3 H(Q%) et pour N € IN* assez grand, il existe une détermination

de le,/ N avec
T

4
(9.5.2) Si 2’ est de type strict m, f, appartient 3 H(C?) et

P

< Arg le,/N < ; dans (1

2.

—%(1+ €) < Arg fo < %(1-{-5) dans Q¢

(9.5.3) Pour z = ®,(¢) avec ¢ € 0, on a

1
426(+',2) | f(6) 1< 7-6(2',2).

Preuve. Les assertions (9.5.1) et (9.5.3) résultent immédiatement d’une construction de
Bedford-Fornaess [BF] (“Main theorem”). Etudions le cas particulier d’un point 2’ de type
strict : on a Pp(¢1) > ¢ | ¢1 |™ . Nous allons voir que dans ce cas on peut en fait prendre
simplement f.(¢) = —¢2. Pour ¢ € 0%, ona Re¢z+c¢|¢1 |™<e€(| &1 |™ + | ¢2 |), donc,
pour e < 7, Re¢a < —%[¢1|™ +€|¢2|.Onaalors | ¢ [>|Rea |[> S |1 |™ —€|¢2]et
par suite | ¢; |[> aire | $1 |™, dolt on déduit par (9.1.4)

(9.5.4) 6(z',2) ~| &2 | -
La fonction fy(¢) = —¢, satisfait donc (9.5.3) et f,» € H(C?). Enfin on a vu que pour

¢€Ns,ona
Refa(¢) = —Re¢z > —€| ¢y |= —€| fa(¢) |,

donc | Arg fz(¢) |< Arccos(—e€) < (1 + €) pour € assez petit, d’ott (9.5.2). m
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9.6. PROPOSITION.

Soit a, avec a > 1 si 2’ est de type strict, et @ > —I;L sinon. Il existe € > 0 et d3 > O,
ne dépendant que de a et de la géométrie de ) et une fonction p, € H(NS,) satisfaisant
pour z = ®,(¢) avec ¢ € 1,,\{0}, | ¢ |< d; et w € Sy 4, (2),

Repyi(w) > dgb(2',z)~

et
1 -
I (pzl(w) IS 2—6(2',2) lla.
3
Preuve. Dans le cas non strict, on prend oy = (f 1/NV=N/a Eq effet puisque l'on a
2

FUN .
| Arg f, / |< %, on obtient dans Q,

TN N
| Arg o2 |< -—< —2— pour a< .

Comme on a Sy 4, (2) CC Q% d’aprés (9.3), il vient pour w € S 4, (2),
Repy(w) 2| px(w) | -

Il nous suffit donc d’estimer | p,/(w) |, ce qui est immédiat d’aprés (9.5.3) et puisque
d’aprés (9.2) on a aussi 6(2',w) = (2, 2) (ol w = ®,,(w)). On obtient

| o (W) || for(w) |V o= 6(2', 2)~ 2/

Dans le cas d’un point de type strict m, on choisit € > 0 tel que 1 < 1+ 2¢ < a. Alors on
_ —l/a . 9 \
peut prendre p, = f, puisque d’aprés (9.5.2) on a
1

3

€ ¢ 7 dans s,

< —
|Arg £, |< 21+2¢ 2

On conclut comme précédemment. m

Dans la suite on notera HG!'*t*(X) = H(X) N G'**(X) ou X est un ouvert de C?
pour abréger.

On supposera également que « satisfait les hypothéses convenables (a > 1 si 2/ est de
type strict, a > % sinon).

On pose p = 1 0 <I>;,1.

La proposition suivante montre que les classes HG!** étudiées ici sont non-quasianaly-
tiques : c’est pourquoi on aura toujours a > 1.

9.7. PROPOSITION.
Soit 0 < u < 1et G, = exp(—up). Il existe n > 0 ne dépendant que de a et de la géométrie
de Q tel que ’on a.1t B(2',n) C U et

(9.7.1) Gu € HG'**(Qn B(¢,n)),
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(9.7.2.) G, est plate en 2'.

Preuve.Regardons d’abord G, ;» = exp(—pp,) sur Q.. Soit ¢ € 0, N B(0,d,), on
utilise la formule de Cauchy sur le polydisque Sy 4, (2) compte tenu de (9.6). On obtient,
pour tous entiers p, g,

+
(9.7.3.) | i

Tg{’%ﬁi(f)‘ < (d16(2',2)) " (=9 (p + g)lexp(—pdsé (2!, z) ~1/).
A fortiori on a

rtIG,
a¢Pa¢]

(s‘)‘ < (d18(2',2))"#*9 (p + g)lexp(—pdsé(2', 2) /)

< dy(dsp=*)PT9(p+ )1+, d’apreés (7.3).

Ainsi G, ,+ appartient 4 HG'**(Q2,, N B(0,d,)) et de (9.7.3) on déduit que G, .+ est plate
en 0. Comme on a G, = G ,»0®_! et que &,/(B(0,d;)) contient une boule B(z',n), il en
résulte que G, appartient & HG'**(Q1 N B(z’,7n)) (en utilisant le lemme de Gevrey (2.2)),
et est plateen 2'. m

9.8. PROPOSITION.
Soit g € GA*(RNU) plate en 2’ et telle que I’on ait g = 0 hors de B(z',n). Alors il existe
0 < pug <1 telle que pour 0 < u < pg, il existe une fonction h, de Gy (RN U) plate en
2! vérifiant

g=h,G,

dans QN U.

Preuve. On pose G_, = exp up, G_, »» = exp pupy. Soit ¢ € N,» N B(0,d;). La formule
de Cauchy appliquée sur le polydisque S, 4, (2) nous donne, compte tenu de (9.6),

—5eFaa—(§)| < de-s'%+q(P + ¢)16(2’, z2) ~(m+Dexp(ud76(2’, 2)~1/*).

agrtag_ o
(081 |F5rs

(Les constantes d; introduites ne dépendent que de a et de la géométrie du domaine.)
Soient a présent

(9.8.2) Z"eUndn et zeUp*nB(,n).

zll

(On a alors z = ®./(¢) avec ¢ € 1» N B(0,d;), par définition de B(z’,n).) En procédant
. — [A

comme dans les palt'a.graphes 3,4 et5, Q:x 1vont que 'ona By = 3%- +E 3?—2 avec 3871% =

pour £ > m et |%(§1)I < 6(z',2)1~= pour 0 < £ < m — 1. (Il suffit pour cela de

remarquer que (9.8.2) entraine, d’aprés (1.4), 6(z,2") =| r(2) |< 6(2',2) et d’appliquer
(2.9) en remarquant que O(z’,-) = m.)
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On peut alors estimer, & partir de (9.8.1), et par récurrence sur p, les coefficients

o'tI
Fy = ( g3 Erna G )(s)

comme cela a été fait dans le paragraphes précédents.
On obtient alors, quitte & augmenter dg,

(9.8.3)

Xz" 1 X3 2G—#(2)‘ <dg +q(P+¢I)'5(z z) (" +Dexp(uds6(2',2)~1/).

Par suite, comme on a |r(2)| < 6(2',2), si A est un réel vérifiant 0 < X < ¢(1 — 1) avec
2 < z < m, on en déduit, quitte 3 augmenter dg,

(9.8.4) | r(2) |* |X

P 1 X2 2G—u(2 )I <dg Btg- A(p_*.q)!&(zl’z)—(‘,"-*-q—a\)exp(“d,,&(zl’z)-%)’

ceci toujours dans I’hypothése (9.8.2).

Remarquons a présent qu’il nous suffit, pour établir la proposition, de montrer que
h, = gG_, est dans G;*(02 N U) pour u assez petit (dépendant de g).

Nous allons utiliser le théoréme de Taylor (4.8) en remarquant que pour tout n,
Tn (2, z,g) = 0 puisque g est plate en 2’. On prend 2 = z, alors, puisque ©(2’,:) = m, on

ald= nm et ©, = © ol on a noté © = O(2", z) comme & ’habitude.

On arrive au résultat suivant : pour z € Uz,‘,’ b avec 2" € U N 91, sous la condition
6(2',2) < b1bytg et pour £ +qg<n+ ;1;, on a

(9.8.5)

XE3g(2)| < M(ds )M+ (p + q) [A]16 (2!, 2)™+w (5 +9),

z
Observons qu’en dehors de B(2/,n), (9.8.5) est trivial (car g = 0).

Observons aussi que pour 6(2’,2) > 61bytg, (9.8.5) est une conséquence simple de (2.6).
Notons par ailleurs que, d’aprés (4.8), on a aussi

do
<AL
”-A-"( * [Togs(, )l)

et donc

(9.8.6) 6(2',2)* < 6(2,2)" < di6(2,2)r.

Comme on a | r(2) |< 6(2',2), (9.8.5) et (9.8. 6) montrent que si on a z € U}, 2% avec

2'eUnaNo<A<gq(l- %) et E+g<n+ ;, alors on a I’estimation

(9.8.7) | r(2) | | X

] Z)| < M(di K)A™H (p + q)N[A126(2!, 2)A+m = (E+a-2),
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Montrons que (9.8.7) reste vrai (quitte & augmenter d;;) si on a seulement

P

(9.8.8) 5

1
+g<A+—+A

m
Deux cas se présentent .

ler cas : fé—+q2A+-,1;-

Soit v = & +¢— (A+ 1), alors on a v > 0. De plus, on a v < X d’aprés (9.8.8), donc
0 < v < g(1 - §). Par (2.6), on obtient

1
|7(2) I” |XE3g(2)| < MEA5 (o + q)l[A + ],

d’ou,
| r(2) *

Orona A—v >0, donc | r(z2) |"4"g d}3¥6(2',2)>~". On remarque aussi que l'on a

X129(z)| < M(draK)* (o +g[A)" | () P

- 1 p
A v=A+— (9+q A).

OnaenﬁnA—uSASq,avecq§A+%+z\SA+%+q(1——%),doncq5A6+%5
mA + 1.
Il résulte de ces observations que I’on a

I r(z) |,\-us (d;ré)A+16(zl,Z)A+-,§;—(-9£+q—k)
et finalement que (9.8.7) reste valable dans ce cas, quitte bien siir & augmenter d;;.

22mecas:n+ L <E+g<A+l
D’aprés (2.6), on a
| X2%() | < MEE*(p+ gL + g

< MEME (4 qia+ Lpe
< M(d14K)2 1 (p + ) [A]1™.

Par ailleurs on a, en utilisant (9.8.6) et le fait que n + L < £ + ¢,

1< 6(2', )" w849 < gho5(!, ) At m—(8+9),

Il vient donc

XE39(2)| < M(dis )M (p + q)[AI6(2', 2) A+ %= (8+0),
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De plus,on a 0 <A < ¢< A+ 1 et donc, comme dans le premier cas,
| r(2) P< dif'é(2', 2)

Il en résulte alors aisément que (9.8.7) reste vrai dans ce deuxiéme cas, quitte & augmenter
dl 1

Maintenant, nous allons employer (similairement & (2.7)) la formule de Leibniz pour
estimer | r(2) |} X h“(z) | & partir de (9.8.4) appliqué avec z = © et de (9.8.7). On
suppose que (9.8.8) est vérifié, c’est a dire § +¢— A <A+ L, on remarque alors que si
PL+p2=p,q1+q2=qet A= —’-A commeen (2.7), on a

L NP / S YD\ AP A G
9+q, ;5 e-%—q(q )__e+q < +m

et on peut donc bien appliquer (9.8.7) pour estimer les différents termes qui apparaissent.
On obtient pour tous biindices P,Q et pour tout n, si A vérifie 0 < A < ¢(1 — %) et

E+q-A<A+ # avec @ = O(2",2), z € U""b', 2'eUnoNlet A= "e:m

(9.8.9) |r(2) *|X

A hu(z)l < M(dg K)A™H (p + g)lA]1®6(2, 2) T m — (B +a-N) x

x exp(ud76(2',2)~1/*).

Cette estimation va nous permettre de conclure. Soient P,Q deux biindices quelconques ;
on applique (9.8.9) avec

_ 6minﬂ _
n—[ o (e+q A+e)]+1

ou £ est un entier.

On a alors

p p
+qg—-A+E€<A +g—A+L€+m

et, d’apres (9.8.9), on en déduit
| (2) 1 XEhu(2) 1S M{dirK)$+-242m 431 ) [ 2 g = 3] x
ol Ay = (d1sK6(2',2))%(€!)*exp(ud76(2',2)~*/*). On a
inf A < exp (—dioK ™Y+ pdr) 8(2', 1)/
On choisit g4 tel que —dng“l/"‘ + pgd7 < -—-dng‘l/cl Il résulte alors de tout ce qui
précéde que pour tous 0 < u < p,, 2" € UNAN, z € U,/ s:bs , tous bi-indices P,Q et
0<A<q(1-&)ou®=06(2),0na

| 7(2) M| XE@hu(2) 1< M(daoK) 8972741 (pig)t [ 4+ g — 3] exp (~daa (K8(2',2) V).
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La proposition (9.8) en résulte aussitdt. m

9.9. THEOREME DE DIVISION.
Dans les hypothéses précédentes (a > 1 si 2’ est de type strict m, a > % si 2! est de type
m non strict), soient g,,- - -, g, des fonctions de G}v’*}“(ﬂ NU) plates en 2' et nulles hors de
B(2',n) (ot n = n(a) a été défini en (9.7)).

Alors il existe une fonction G de HG'**(Q1 N B(z',n)) plate en z' et ne s’annulant
qu’en z' et des fonctions hy,---,h, de G},f,“(ﬂ NU) plates en 2’ telles que dans RN U, on
ait g; = hjG pour 1 <) < n.

Preuve. Soit po = min(ug,,- -+, u,,). Il suffit de prendre G = G, o 0 < u < po, en vertu
de (9.7) et (9.8). m
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10. DIVISION DANS Gi4*(QnU) :
CAS D’UN COMPACT DE TYPE MAXIMAL STRICT.

10.1. PREAMBULE
On suppose toujours {} pseudoconvexe au voisinage de z°, en outre

(10.1.1) 2° est de type strict m.

Soit E une partie compacte de U N 9N dont chaque point est de type m.
Quitte a rétrécir U, chaque point de F sera de type strict m. En effet il existe ¢ > 0
tel que
Po(a)>cl|a|™.

Par continuité en 2’ des coefficients, le polynéme homogéne P, pour 2z’ € E assez proche
de 2° (ce qui a lieu pour E C U, U convenable) satisfait Pyi(¢1) > S| ¢ |™ .

On fait en outre ’hypothése suivante :
(10.1.2) Pour tous 2’ de E et ¢ de 3;}(UNM),on a
Re¢; < 0.

Cette hypotheése signifie qu’aprés changement de coordonnées adaptées d’origine sur E,
1N U est contenu dans un demi-espace (et ne coupe pas son espace tangent complexe a
Porigine). Elle jouera un rdle important dans la construction de fonctions support pour E
en (10.6). ,

Soit z € UN N, # est un point réalisant §(z, E) et on note

(10.1.3) { 5(2) = P(u, ((55(.‘4”13))1"",65(2, E))) ol z= ®3(u)

Sp(2) = @2(S5(2))

On utilisera également les objets 01%,, Sz 4(2) définis en (9.1.3).

2zl

10.2. LEMME
Soit € > 0 suffisamment petit. Il existe b > 0 ne dépendant que de € et de la géométrie de
N et un voisinage V CC U de 2° tels que si E C 30NV on ait, pour tous z’ de E et z de
(@NV)\E, )

Sb(z) CcC QZI(Q::).

Preuve. Au vu du lemme (9.3), il suffit de montrer que dans ces hypothéses on a

(10.2.1) | @51 (2) |< dy

~

(10.2.2) 821(Sb(2)) C Sar,4,(2),
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ol d; est associée & € par (9.3), ceci pourvu que b et V soient convenablement choisis.

La propriété (10.2.1) est triviale pourvu qu’on se place dans un voisinage assez petit
de 2°.

Il est plus délicat d’obtenir (10.2.2).

On utilise la factorisation ®,» = &; o 1(1) des coordonnées adaptées

»p(1) ®;
Qy — Nz — N
¢ — u — z
w — v — w.

Soit z = &, (¢) = Pz(u) et soit w = B (w) = 3 ( ) un point de Sb(z) Alors v appartient
i Sj(2) et nous devons montrer que w = ((1))~1(v) appartient & S, 4, (2). Or on a

w1 — ¢ =v1—u

(10.2-3) wy — §2 — (dgl))_l v2 _ u2 Zd(l) wJ §1 ,

ou les d;l) sont les coefficients de 1’application de transition ¥(1). On sait ([Ca]) que ’on a

| d( ) |< tr(2,t)7 pour t > 0 tel que 2’ € Q¢(2). On peut donc prendre t = §(2, 2’). Mais
on'a 6(2,2') < 6(2,2) + 6(2,2') et 6(2,2) = 6(2,FE) < 6(z,2'), donc t < §(2,2). Comme
de plus Z est de type m, on a 7(2,t) = ~ t1/™ et par suite

(1) 1 \1-L
(10.2.4) | dj I< 6(2, 2)

On a aussi | dg,l) |~ 1. Remarquons également que d’aprés (0.7), on a | ¢1 |< -6(2, 2)
donc | ¢; | 8(2’,2) ™. Nous avons aussi | wy |[<|wy —¢1 | + | ¢1 |, d’0d | wy || wi —¢1 |

+6(2',z)=. Or d’aprés (10.2.3) on a | wy; — ¢ |=| 1 — vy |< (b6(2, E))= puisque v
appartient & Sp(2). Comme on a 6(z, E) < 6(2/, 2), il vient

(10.2.5) 15 6(/,2)
| wy |< 6(2',2)™.

On a également pour 1 < j3<m
lwi —¢f I=lwr—a o] +wi 2o+ w2+
Or, d’aprés (10.2.5) on obtient
| el T S ()
d’ot finalement, puisque l'on a |w; — ¢ | b= 6(2, z)%

10.2.6 wl — ¢ |<bwé(2,2) .
1 11~

78



Remarquons enfin que nous avons aussi
(10.2.7) | uz — v2 |< b6(2, E) < b6(2, 2).

Il résulte alors de (10.2.3), (10.2.4), (10.2.6) et (10.2.7) que I'on a

— Lot 2L
(10.2.8) | w1 =61 |5 b7 6(<', 2)
|we — g2 |5 b™6(2, 2).

Aussi, si b est suffisamment petit, on a bien
|wy —¢1 |< (d16(2',2))™ et |ws—¢2 |< d16(2,2),
ce qui achéve de prouver le lemme. =

10.3. REMARQUES ET DEFINITIONS

Posons
W=(QnV)\E
(10.3.1) {D(b) _ U 5(2)
2EW
et
(10.3.2) h(2',2) = — (851 (2))2 = —¢2.

Il ressort de (9.3), (9.5), (10.1), (10.2) que, pourvu que € soit fixé assez petit (¢ <
convient), h satisfait

(10.3.3) h € C°(E,H(C?)
et pour tous 2’ de E et z de W,

(10.3.4) Reh(z',z) >0,

(10.3.5) da26(2',2) <| h(#',2) |< d—1-5(z',z),
22

ot ds, ne dépend que de la géométrie de Q.

10.4. LEMME ;
Pour tous 2’ de E, z de W et w de Si(z), et pour tout réelt > 0, on a

doa(t +8(2,2)) <[t + (', w) [< 7= (t+8(2',2)),
23
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ol dz3 ne dépend que de la géométrie de 1.

Preuve. Avec les notations de la preuve de (10.2), (10.2.8) dit que I’on a
| h(2',w) — h(2', 2) |< b= 6(2, 2).

Le lemme en résulte aisément, compte tenu de (10.3.4) et (10.3.5), pourvu que b soit
suffisamment petit. m

10.5. DEFINITIONS [CC1]

Soit F un fermé de U N (. On désigne, pour tout réel r > 0, par N,(F) le nombre
minimal de pseudoboules de rayon r dont les centres sont situés sur F & des pseudodistances
mutuelles supérieures ou égales A r, et recouvrant F. (Ce nombre est équivalent au nombre
minimal de pseudoboules de rayon r, de centres quelconques, recouvrant F.) Soit @ > 1. On
dira que E satisfait (C,) s’il existe une constante CE,a > 0 telle que pour tout 0 < R < 1
et toute pseudoboule Qg de rayon R centrée sur U N Q, on ait

N.(En QR);/—O, < Cg,aR 2.
0

10.6. PROPOSITION

Soit a > 1. On peut choisir b > 0 assez petit, ne dépendant que de a et de la géométrie
de (1, de telle sorte que si E est contenu dans 80 NV et satisfait (C,), alors il existe
holomorphe dans D(b) telle que pour tous z de W et w de Sj(z) on ait

(10.6.1) | p(w) |< —6(2 E)~=,

(10.6.2) Rep(w) > dy46(z, E) "=,
Preuve. On note N, = Np-«(E) et 27" (1 < 5 < N,) les centres d’un 2~ ™-recouvrement

de E. On consideére la série

Yoo Nu  5-n(1-1)

(10.6.3) =Yy TR

n=1j5=1

La preuve de I'holomorphie de ¢ dans D(b) et de I’estimée (10.6.1) sont une redite de
[CC1] (proposition VIL.7, (7.2) & (7.11)), en utilisant (C,) et le lemme (10.4). Pour établir
(10.6.2), des arguments identiques & ceux de [CC1] ((7.12) & (7.16)) permettent d’obtenir
’estimation

(10.6.4) Re p(2) > das6(2, E) 7Y/,
valable pour z € W.
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On utilise alors la formule de Cauchy sur Sy(z) (quitte & remplacer b par %) D’aprés

(10.6.1) on a pour pz; = p o ¥; la majoration | p;z |< ﬁ:&(z,E)—% sur Sg(2), on en

déduit alors que sur Sp(z) on a

atpg _1_1
< a  m
aul S d266(z, E)
°t ad
Pz -1
< a
a‘U2 > d276(2, E) ’

donc, quitte & diminuer b,
| 02(v) — pz(v1,u2) |< d266(2, E) "=~ | up — v | bdzeb(2, E) ™=

et

R~

| p3(v1,u2) — 03(u) |< d27b(2, B) "% = | ug — vy |< b= dar6(2, E) <.

Par suite on obtient

R~

| Re p(2) — Rep(w) |< (bdas + b= da7)6(2, E) ™ =.

On peut choisir b assez petit pour que bdzg + b#dz-, < i,_%"— ; on en déduit alors (10.6.2)
compte tenu de (10.6.3). m

10.7. PROPOSITION
On se place dans les hypothéses de (10.6). Soient 0 < u <1 et G, = exp(—up). Alors

(10.7.1) G, appartient a HG'**(QNYV)
et
(10.7.2) G, est plate sur E.

Preuve. On regarde G, ; = exp(—pp;), pour z € W, sur le polydisque Sy(2). Une appli-
cation de la formule de Cauchy, compte tenu de (10.6), nous dit, quitte & diminuer b, que
pour v = ®; 1 (w) € Sp(2) on a

ap"‘QG 3 _ 1
(10.73) '—'a-u—pé-é%—(v) < (d235(z, E)) (p+q) (p + q)!exp (—ud246(z, E) a) ,
1 2
donc
P+, s
10.7.4 i~ v) < dzg(daop-a)p+q(p + q)!l+a‘
(10.7.4) duldul (

D’aprés (10.7.4) et le lemme de Gevrey (2.2) on voit que I'on a G, € HG+%*(S(2)) avec
des constantes de Gevrey M, K indépendantes de z, d’ou (10.7.1).
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D’autre part (10.7.3) s’écrit, pour w = 2,
(10.7.5) | X2, X2 ,Gu(2) |< (d2s6(2, E))~@+9) (p + g)lexp(—pdz46(2, E)~%).
Soit 2’un point de E, on a
6(2,2") < 6(2,2) +6(2,2") < 6(z2,2").

Lorsque z tend vers z’, on voit donc que # tend aussi vers 2’ et X% ; X7 ,G(2) tend vers

X7 1 X3 2Gu(2') ; d’autre part le second membre de (10.7.5) tend vers 0. Ceci prouve
(10.7.2).'m

10.8. PROPOSITION
On se place toujours dans les hypothéses de (10.6). Soit g € G14*( NU) plate sur E et

nulle hors de V. Alors il existe 0 < pg < 1 telle que pour 0 < u < pg, il existe une fonction
hy de G (Q N U) plate sur E vérifiant g = h, Gy dans QN U.

Preuve. On pose G_, = expup, G_, ; = exp up;z pour z € W. La formule de Cauchy

appliquée sur le polydisque Sy(2) donne

PtIG_, 5
duioul

=

(10.8.1)

)

(u)l < dfi(p + 9)16(z, B) %+ Dexp(udab (2, B)~

(ot u = ®31(2)). Soient & présent

(10.8.2) 'eUndn e zeULNV.

zll

Si on considére la factorisation de &~

»®3) &
Qpr — 0 —s 0
0 - u N 2!

u — ¥4

on voit que le champ Eyn; sur {13 correspondant a X,» ; sur ) s’écrit % + E(ul)%,
avec

OLtE
a_u{(ul)

(En effet on a §(2,2") < 6(2,2)+6(2,2") avec §(2,2) < 6(2, E), 6(2,2") =| r(2) |< 6(=, E),
le résultat est alors une conséquence triviale de (2.9).

< 5(2, E)l-—(l-{-l)/m.

On obtient donc, comme dans la proposition (9.8),

B

2
(10.8.3) | X2 1 X% ,G_u(2) < 453 (p + 0)16(2, E) =W+ Dexp(udazb(2, E) -

)
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et puisque I'on a | r(z) | 6(2, E), il vient,si 2 < z < metsi 0 < X < ¢(1 — 1), toujours
sous ’hypothése (10.8.2),

(10.8.4) | r(2) |'\| z" 1Xg",2G—u( z) [< d3 +q A(P'*‘Q)!&(z’E)-(l’l“—'\)eXP(#dszis(zsE)—%)-
Soient z” € U N 3N et z € U%. On montre comme en (9.8.7) avec 2’ = 2
ol

n € IN, tous biindices P, Q, pour 0 < A < q(l—-é—) et E+g-A< A+—;‘- (o
ona

e pour tous

qu
© = 0(2",2)),
(10.8.5) | r(2) [’ X52g(2) |< M(dss K) ™+ (p + q)![A]1*6 (2, B)M e~ (EFa=2),

On conclut alors de maniére similaire & (9.8) & partir de (10.8.6) et (10.8.4). m

10.9. THEOREME DE DIVISION

Dans les hypotheéses de (10.6), soient g1,- - -,gn des fonctions de GN7*(2 N U) plates sur
E et nulles hors de V. Alors il existe une fonction G de HG't*(Q2 N V) plate sur E et ne
s’annulant que sur E et des fonctions hy,- - -, h, de GY4*(Q2 N U) plates sur E telles que
dans 21 NU on ait g; = h;G pour 1 < 5 < n.

Preuve. G = G,,, ol po = min(pg,,- -, #g,). @
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11. INTERPOLATION LOCALE ET EXEMPLES

11.1. PREAMBULE

Soit E un sous-ensemble compact de U N 3] dont chaque point est de type m. Un
jet F de GR4*(E) au sens de (8.1) sera dit d-plat si les fonctions Fpg sont identiquement
nulles sur E pour tous bi-indices P,Q tels que p"” # 0 ou ¢” # 0. On convient alors de
noter Fpg par Fp, dans les autres cas (p=| P |=p', ¢ =| Q |=¢').

Si f est une fonction de HG’H":‘(Q N U), il est clair, compte tenu du § 2, que le jet F
associé & f est un jet de G*(E), 0-plat.

11.2. THEOREME D’INTERPOLATION
On suppose que z° est de strict type m. Il existe un voisinage V. CcC U de 2° tel que, si E
est contenu dans V et satisfait :

(11.2.1) pour tous 2’ de E et ¢ de 3,,1(U N 1),
Re¢; <0

et

(11.2.2) pour tout 0 < R < 1 et toute pseudoboule Q de rayon R centrée sur 1 N U,

Nr(EnQR)'m; <CEg,aR "=,
0

ol @ > 1 et Cg o est une constante positive, alors, pour tout jet F de G};*(E), d-plat, il
existe une fonction f de HG1**((1NV) telle que I’on ait pour tous entiers p, q et 2’ de E,

X:I,lxgl,zf(z’) = qu(z’).

Preuve. On considére le voisinage V de 2° défini au § 10 ; et on suppose E C V. D’aprés
le § 8, il existe une fonction g de G14*(Q,U), que 'on peut choisir nulle hors de V, et telle
que l’on ait, pour tous bi-indices P,Q et 2’ de E,

(11.2.3) xE%g(2') = Fpg(2').

On consideére la (0,1)-forme dg sur Q2 NU. Puisque F est d-plat, il résulte de (11.2.3) que
dg est plate sur E. D’autre part dg = 0 hors de V. Si I’on pose

dg = g1dZ; + g2dz,,

on voit que le théoréme de division (10.9) s’applique a g, et g;. Il existe donc des fonctions
hy, hy de G4 (N U), plates sur E et une fonction G de HG**t*(Q N V) plate sur E et
ne s’annulant que sur E, telles que I’on ait

(11.2.4.) g; = hjG dans QNU, j=1,2.
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Notons alors

= h1dz; + hodz;.

Q&

(11.2.5) h=
La (0,1)-forme h appartient & Gt (0 N U) puisque les h; appartiennent & G (2N U)
et que I’on a P’inclusion GLH*(QANU) Cc G1+*(Q N U). Enfin, k est J-fermée puisque I'on
aGe H(QNV) et g =0 hors de V. On peut choisir U tel que QN U soit (1 — H)-convexe
au sens de [CC2], puisqu’un domaine 1 & bord lisse est localement (1—H)-convexe. Le

théoréme (18) de [CC2] s’applique alors. Il existe donc u dans G'**(2 N U) telle que I'on
ait

(11.2.6) du = h.
Posons alors
(11.2.7) f=g—uG.

On déduit de (11.2.5) et (11.2.6) que I’on a 8f = 0 dans 2 N U. Par ailleurs f est dans
G't*(Q2NV) puisque g et u sont dans G!+*(2NU), et G dans G'+*(2NV). Finalement,
f est dans HG'**(1NV) et puisque G est plate sur E, on a pour tous entiers p, g et tout
2/ de E, _

X:,’lxgl,zf(z') = X::’1X31,2g(2’) = qu(z').

Ceci achéve de prouver le théoréme. m

11.3. REMARQUE : CAS D’UN POINT UNIQUE
En utilisant les résultats des paragraphes 7 et 9 au lieu de 8 et 10 comme dans le
théoréme précédent, on établirait de méme :

Soit z' un point de UNAN de type m et soit (Fpq) peN,qeN une famille de nombres complexes
satisfaisant

| Foq |< ME#+1(p+q)t [ 2 4 ],
avec a > 1 si 2’ est de type strict, et a assez grand dans le cas général. Alors il existe
n > 0 ne dépendant que de a et de la géométrie de (1 et une fonction f appartenant a
HGY*(Q n B(2',n)) telle que pour tous entiers p,q on ait
X;’,,IXZ,,zf(z’) = Fpq-

11.4. QUELQUES EXEMPLES SIMPLES
Nous examinons des cas simples ol (10.1.1)-(10.1.2) sont vérifiés.

(a) Pseudoellipsoides
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On considére 2 = {z € C%;| 21 |™ + | 22 |2< 1} ol m est pair. Les points de type m
sont les points 2}, = (0,¢*®), 6 € IR. On a
.  €f
@2, (¢) = (61,€™ + —-¢2)
et 1
pz(¢) = Recot |61 |™ +Z le2 |2

On a Py (61) =| ¢1 |™, et Re¢a < —(| ¢1 |™ +% | ¢2 |*) < 0 pour ¢ € 1. On convient de
prendre 2° = (0,1) ; on voit alors qu’un sous-ensemble compact E de {z}; —0y < 8 < 65}
pour o assez petit, satisfaisant (11.2.2), vérifiera la propriété d’interpolation. On pourra
remarquer qu'on a ¢; = 2(< z | 2z > —1), c’est-a-dire qu’ici ¢z est la fonction support
“naturelle” donnée par 1’équation de la tangente complexe.

(b) Domaines polynémiaux de type strict

On considére un domaine 1 = {z € C%;Rez; + P(z;1) < 0} ot P est un polynéme
homogéne de degré m, sous harmonique sans terme pur. Les points z; = (0,:t), ou t € R,
sont de type m et on a ®,:(¢) = (1,4t + ¢2) d’ou

Pz (¢) = Re¢a + P(¢1).

Si on suppose que P est défini positif, on voit alors que I’on a

Py(s1) =P(s1) 2 el ™

et
Re¢; < —P(¢1) <0 pour ¢€ Oy

On pourra donc considérer, au voisinage de 0, des sous-ensembles compacts convenables
de {2{/t € R}. Notons que contrairement a I’exemple (a), I peut étre non convexe. Il est
facile de le vérifier lorsque

8
P(z1) =| 21 |* +tRe 2,23, \/; <t<l.

(c) Pseudoellipsoides réels

Dans cet exemple ([DFW]) et contrairement a (a) et (b), la géométrie du domaine 0
le long de E peut étre “non triviale” en ce sens que les cha.ngements de coordonnées &,
2’ € E, peuvent étre non linéaires.

On considére 1 = {z = (z; + 1y1, 22 +1y2) € C%; 22 + y2¢ + 22™ + 42" = 1} ol k, £,
m, n sont des entiers > 1, et les points 2’ = (0,25) avec (Re 25)?™ + (Im 25)2™ = 1. Un tel
point est de type 2min(k, £), non strict pour k # £. (Excepté danslecas k =1 ou £ =1,
de stricte pseudoconvexité).

On suppose donc k = £ > 2.

On a
2k

et =2 Y (%) o (apeyada

=0
Nous devons distinguer deux cas.
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ler cas : k est impair.

On a
22k 4 y3k = 912k E (23k> g2k
1<5<2k—1,5 impair
sans terme harmonique. Il vient donc
(<) = (51,22 + do(2')s2)
et
le(g‘l) = (Re §1)2k + (Im {1)2k.

On a clairement

Pa(a) > 27% |1 |**;
donc 2z’ est de type strict.

2&éme cas : k est pair.
On a

22k | y2k — 92-2kRe o2k | 1-2k ) (2k> 2i37k=3
2<j<2k—2,j pair J
Dans ce cas, a cause de la présence du terme harmonique Re zf", on a
() = (61,25 + do(2') (2 — 22725¢7¥))
et
Pz:(gl) = (Re §1)2k + (Imgl)zk — 22-2kRe §12k.
On a clairement
Pz'(§1) Z (2’:—2 _ 1)22—2k l S.l I2k .
On en déduit que 2z’ est de type strict pour k£ > 2. Lorsque k = 2 on le vérifie par un calcul
direct.
On convient de prendre 29 = (0,1) ; il nous reste a vérifier que 'on a bien Re¢; <0
pour ¢ € ®.1(U N Q).
Le développement de p, s’écrit
R(¢2) si k est impair
R(¢2 — 22—2"5‘1) si k est pair,
ol on a posé, pour h € C, R(h) = p(h) — (1 + Reh) avec
(k) = (Re(2} + do(2)R))*™ + (Im(2; + do(2")R))*".

pz(¢) = Re¢a + Pu(61) +

Alors on a
w(h) =1+ Reh+O(| h |2)

et, puisque p est convexe,
R(h) = p(h) — (1 + Reh) > 0.
Il en résulte que pour ¢ € ®;'(UNQ) on a
Re¢s < — Py (1) < 0.

On pourra donc prendre pour E un sous-ensemble compact convenable, au voisinage de
(0,1), de I’ensemble des points (0, 25) avec (Rez5)*™ + (Im25)*" =1. m
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