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Introduction

Cette thése traite de trois problémes galoisiens : il s’agit de rechercher, dans le cas ou
la caractéristique est non nulle, deux groupes de cohomologie galoisienne et un module
de différentielles. Dans cette introduction, pour chacune des trois parties, on rappellera
d’abord les résultats (dus essentiellement & Ax, Faltings, Fontaine, Hyodo, Sen, Tate
et Wintenberger) qui ont permis ce travail; on indiquera ensuite ’hypothése de travail
retenue et les conclusions auxquelles on est arrivé.

Précisons tout d’abord les notations suivantes, utilisées dans les trois parties :

Si H est un corps on notera H,(resp. H,) une cléture algébrique (resp. séparable) de
H, et /H une clbture radicielle de H. Si de plus H est un corps local, Oy désignera
I'anneau des entiers de H, et Oy, (resp. Og,) celui de H, (resp. Hy).

La premiere partie s’inspire des travaux sur un corps local de Tate ([12], Sen ([9]) et
Ax ([1]) pour le premier point, et des travaux de Wintenberger ([13]) sur un anneau pour
le deuxiéme point.

1°) Si K est un corps local hensélien de caractéristique nulle, on appelle K, le

complété séparé de K, et on obtient I’isomorphisme suivant : RSNKIE) g5 K est
encore un corps local hensélien, cette fois de caractéristique non nulle, on appelle K, le

complété séparé de K, et Ax démontre I'isomorphisme suivant : K SG (KK v K ou
VK est le complété séparé de VK.

2°) On peut se demander, comme Wintenberger, ce que devient ce résultat si on
ne s’intéressse plus & un corps local mais & un anneau qui n’est plus forcément un anneau
de valuation discréte. Si R désigne maintenant un anneau intégre commutatif de corps
des fractions K et I est un idéal de R. On note R, (resp. R,) le complété séparé pour
la topologie [-adique de l’anneau R, (resp. R,) des éléments de K, (resp. K,) entiers
sur R. Si I est un anneau principal, et si R est un anneau de caractéristique nulle
integre et normal tel que Spec(R) peut étre désingularisé, alors Wintenberger obtient
I'isomorphisme suivant : Roa(Ke/5) o R,

p n a

Dans la premiere partie de cette thése on considére un anneau noethérien, integre,

normal, de caractéristique p, p # 0, et on ne fait pas d’hypothéses particuliéres sur I.

Je montre alors que le théoréme I?aGal(K“/ K) est isomorphe a VR ot VR est une cléture
radicielle de R.

Cette démonstration, exposée aux Journées Arithmétiques de Luminy (1989), a fait
I'objet d’un article ([8]).

Pour les deuxiéme et troisiéme parties, K désigne un corps local pour une valuation
discréte a corps résiduel parfait k. On appelle 7 une uniformisante de K.

La deuxieme partie s’inscrit dans le prolongement des travaux de Fontaine ([3]) sur le
module de différentielles Qo /0

Fontaine introduit un sous—corps de K tel que ’extension K /K soit finie et totalement
ramifiée et £ un sous—corps de Kj contenant une uniformisante de Ky et tel que le



corps résiduel de E soit fini. Il définit alors l'idéal A par A = {a € K,/v(a) >

—v(Dk K, } ou q est 'ordre du corps résiduel de E.
Fontaine etabht alors que le module Q¢,, /0, est isomorphe a K,/A éX) Tx(T) @ wr
K

ou T»(T') est le module de Tate d’un groupe formel de Lubin-Tate I', et ol wy est un
module de différentielles formelles. Puisque wy est un module de rang 1 on peut dire, en
choisissant un générateur de wr, que Qo,, /0, est isomorphe a K,/ A @ Tx(T).

En caractéristique 0, K, est alors une cloture algébrique de K et on prend pour I’
le complété formel a 'origine du groupe multiplicatif G,,. Fontaine démontre alors les
isomorphismes suivants :

Qoy, 10k > (Ka/A)(1)

V() £ Homz, (Qp, Qo /0, ) = K.(1)
T, () = Hom(Q,/Z,,R) ~ A(1) .

R, (resp. A) étant le complété séparé de K, (resp. de A).
Je montre ici que si la caractéristique est non nulle le module de Tate se simplifie. J’ai
le théoréme : “Qo,, /o, est isomorphe & K,/Ok, ® Qox /k ol QoK/k est le complété

séparé de Qo /i”. Puisque QOK /k €st un OK—module de rang 1 on peut montrer en

choisissant un générateur de ﬁox /k que Qo o, est isomorphe & K, /Ok,.
On a également les isomorphismes naturels :

T, (Q) HomoK(K/OK,QoK /ox) = OK

V. (Q) HomoK(K QOK /OK) jad

ol K, (resp. @K,) est le complété séparé de K, (resp. Ok, ).

Ce dernier résultat a fait ’objet d’une note aux Comptes Rendus de I’Académie des
Sciences.

La troisieme partie apporte une contribution aux calculs d’une famille de groupes de
cohomologie galoisienne.

Sen ([9]) montre qu’en caractéristique nulle H'(Gal(K,/K),Ok,) est tué par p si p
est la caractéristique du corps résiduel; il montre également que ce résultat est faux en
caractéristique différente de 0, c’est-a-dire que dans ce cas TH'(Gal(K,/K), Ok,) # 0.

De son c6té Hyodo ([5]) a obtenu les résultats suivants en caractéristique mixte :

ﬁg( sig=r
Vg > 0 HY(Gal(K,/K),Ka(r)) = Q! sir=g-1

0 autrement
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ou ﬁ'}( = ﬁq(O}() (58 K avec ﬁq((’)K) étant le complété séparé de Q% (Ok). Ces résultats
K

sont valables le corps résiduel étant parfait ou non.

Par ailleurs, si K est de caractéristique p # 0, on sait ([10]) que le groupe Gx =
Gal(Ko/K) est de dimension cohomologique 1, c’est-a-dire que pour tout G g—module
discret A : H(Gk, A) = 0 pour i > 1, ce qui implique naturellement que H(Gg,Ok,) =
0 pour ¢ > 1. Par définition H*(Gk,Ok,) = Ok. Reste & connaitre H'(Gk, Ok, ).

C’est ce que je fais dans la troisitme partie de cette thése. J’appelle VK (resp. v/Ok)
une cloture radicielle de K (resp. Ok ), k la cléture algébrique de k, I le groupe d’inertie
de I'extension K,/K. Je démontre alors le théoréme :

i) H'(Gk,0k,) ~ (VK/(v/Ok + K)) ® H'(Gk, k)

i) H(Gk,Ok,) ~ (\/f{-/(\/(’)K+K)+Homcont(I/[I, I],F)Gal(z/k) (isomorphisme
de Ox-module).

On remarque immédiatement qu’on a établi I’isomorphisme :

HY(Gg, %) ~ Homeont(I/[I, I], &) G2 */5) |



Chapitre 1

Eléments fixes du complété d’une cléture algébrique
sous P’action de son groupe de Galois

Soit R un anneau, ncethérien, normal, intégre de corps des fractions K, et soit I un
idéal de R qui ne soit pas confondu avec R tout entier.
On désigne par :
o R, I’anneau des entiers sur R d’une cloture algébrique K, de K
e R, ’anneau des entiers sur R d’une cloture séparable K, de K ;
o G le groupe Gal(K,/K) qui est aussi Gal(K,/K);

e R, l’adhérence de R, dans ﬁg.

Le probléme est de déterminer RC qui est ’ensemble des éléments fixes du complété
de R, sous l’action de G.

J. AX a répondu a la question dans le cas ou le corps K est un corps local de
caractéristique 0 ou p, c’est-a-dire un corps muni d’une valuation & valeur dans un groupe
abélien et par laquelle K est hensélien [1]. Dans ce travail nous allons établir le théoréme
suivant :

THEOREME. — L’anneau R, est séparé pour la topologie I-adique et s”injecte donc dans
R, et RG Vensemble des points fizes de R, sous Vaction de G n'est autre que Uadhérence

de VR dans R,. De plus R, = R,.

Pour obtenir la derniére assertion nous utiliserons des approximations d’un élément
de R, qui dépendront du diamétre des conjugués, méthode mise au point par J. Ax [1].

I. — Séparation de R, pour la topologie I-adique

PROPOSITION 1. — Si I # R alors (), I" R, est réduite d 0 et R, est donc séparé pour
la topologie définie par IR,, et s’injecte dans R,.

Démonstration : supposons d’abord que I est un idéal principal. Il existe alors un
élément = de R qui est un générateur de I. Puisque R est normal et noethérien et I # R
il existe une valuation v vérifiant v(z) > 0 et cette valuation se prolonge a R,. D’ou si a
appartient a (), I"R,, alors v(a) = +o0 et donc a = 0.

Démontrons maintenant la propriété dans le cas ou I n’est pas forcément un idéal
principal.

Notons S le schéma affine Spec R et soit S le normalisé de léclaté S par rapport au
sous-schéma fermé Y = Spec(R/I). Montrons tout d’abord que I’application ca.nomque
m:8 — S est une a,pphcatlon surjective. Pour cela remarquons que I'on peut écrire 7
comme la composée w0y ou 7y est application canonique de S dans §, 73 I application
canonique de S dans S. m; et m; étant deux applications surjectives, il en est de méme
pour 7.
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7y est surjective : c’est le going down théoréme (voir MATSUMURA : Commutative
Algebra [7] p. 31).

Ty est surjective : si V = § — Y, alors 7, est un isomorphisme de 75 (V) sur V.
Comme 7, est propre, 72 est fermé donc 7r2(.§' ) est un fermé de S contenant V. Comme
S est intégre S est aussi irréductible donc on a forcément m3(5) = S.

Soit maintenant U = Spec A un ouvert affine de S. On sait que A est un anneau
noethérien normal et si U est choisi assez petit parmi les ouverts affines vérifiant :
77 1(Y)NU # 0 alors IA est un idéal principal de A, distinct de A. D’aprés ce qui
a été démontré dans le cas principal on sait que ), I"A, = {0} avec A, cléture intégrale
de A contenue dans Ky, Puisque R est contenu dans A, alors R, est contenu dans A, et
Q IR, est réduite a 0.

II. — R, est dense dans R,

LEMME 1. — Si A est un anneau de caractéristique p pour lequel x — P est bijectif,
st J un idéal de A engendré par r éléments de A, alors 3i n et N sont deuz entiers
naturels 2P € JN implique « € JIN/P"1=7+1 (gyec la convention JM = A si M <0).

Démonstration : démontrons ce lemme grace a une récurrence sur r, ou r désigne le
nombre des générateurs.

Sir = 1. Alors J est un idéal principal et la propriété z —— zP bijectif donne le
résultat.

Montrons  maintenant la  propriété pour r  quelconque.  Posons
J=(y1,-+,Yr) et H=(y2,-+-,yr). Si z est tel que zP” € JN on peut écrire :

2" = Xoyy + Xay) T4+ Xayp P+ + XN
avec X; élément de H* pour : vérifiant 0 < ¢ < N. On obtient ainsi que :

I = X;/P"y{V/P" + Xll/P"y{V—l/P" .- +Xi1/P"y§N—i)/P" 4. +X11V/p"(1)'

Comme N i N _
=12 F -] -
p" r" p"
ny_i)/ P” est donc un élément de JIN/P"1-[i/p"]-1 et d’aprés ’hypothése de récurrence

appliquée & H on sait que X /P" est un élément de H [i/p"]1=r+2_ Donc chaque terme de
la sommation (1) appartient & : JIN/P"1=[i/P"]1=14[i/p"] =742 rest-3-dire & : JIN/P"1-741 ce
qui démontre le lemme.

PROPRIETE. — R, est réduit.



Démonstration : Il suffit de démontrer que si z est un élément de R, qui vérifie z? =0
pour un k donné dans N* alors z est nul.

Soit donc (z,) une suite d’éléments de R, vérifiant z,4; — z, € I"R, et m{’: € I"R,
pour tout n > 1.

D’apres le lemme 1 : puisque Z(,4,—1)pt — Tn € I"Rq, T, € I"R, pour tout n > 1 ce
qui donne le résultat :

PROPOSITION 3. — Si R est de caractéristique p, Uanneau R, est égal d I’anneau R,.

Démonstration : 1l suffit de montrer que R, est contenu dans R,. Utilisons pour cela
que VR, ~ R,. Soit § un élément de R, et N un entier naturel. On va montrer que R,
contient X tel que X P = B. Alors puisque R, est réduit X = g7/ P,

Pour cela fixons un élément non nul de IR, appelé a.

Pour tout entier naturel m supérieur & N on définit X,, comme étant une racine de
I’équation :

x?" —a?" X =B (1).
Puisque cette équation est séparable X,, est bien un élément de R,. Nous allons montrer

que la suite (X/n)m>nN ainsi définie est une suite de Cauchy dans R,. Elle sera alors
convergente dans R,, avec une limite X qui vérifiera, en faisant tendre m vers 'infini

N
dans (1), X} = B. Donc X, sera donc une racine p"V-itme de S, ce qui démontrera le
théoréme cherché.
Si m et m' vérifient :m' >m > N,on a:

N N m m/!
N

(Xm - Xm')P =X, —a" "X, ..

ar™—N

Cette dernieére égalité prouve que (X,, — Xm/)/a"m_N est un élément entier sur R,, et

puisque R, est un anneau normal (X, — Xm)/ a?™"" est un élément de R,. Si « cet

élément, ’égalité X,, — X = a?" " a permet de savoir que X, — Xps est un élément de
m-N

Ir ce qui prouve que la suite (X,;)m>nN est bien une suite de Cauchy, ce qui acheve
la démonstration.

ITII. — Diameétre des conjugués
Dans tout le paragraphe on supposera la caractéristique de K égale a p.

DEFINITION 1. — Pour a élément de R,, avec a # 0, on pose :
6(a) = max{n/a € I"R,}.
6(0) = 400 .
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DEFINITION 2. — Si K' est une extension finie de K on pose, si a est un élément de
R, :
Agi(a) = min{é(c(a) — a), ¢ € Gal(K,/K")}.

Remarque : si a est un élément de K', on pose :
AKI(OI) = +4o00.

On remarque : Ag/(a) > §(a) pour toute extension finie K' de K.
Notation : Si z est un réel [z] désigne la partie entiére de z.

PROPOSITION 4. — i) Soit r le nombre de générateurs de I. Alors pour tout a de R,
il eziste B de VR vérifiant : a — B € IBx(@/A=TR  qyec la convention ™R, = R, si
m<0.

i1) St [K(a): K] est premier d p, on a en fait :

a—f € I4x@R,

Démonstration :
(a) Démontrons tout d’abord la  proposition dans le cas ou
[K(a) : K] premier & p. On remarque alors que Trg(q)/x (@) appartient & R puisque
R est normal et donc Trg(qy/k () / [K(a) : K] est également un élément de R et de plus :

o —a

((TTK(a)/K)(a)/[K(a) : K]) —a=)" K@ K|

o' parcourant les K conjugués de a. Ce dernier terme est un élément de I*x(*)R,.
(b) Pour montrer la proposition dans ce cas nous allons avoir besoin des lemmes
suivants :

LEMME 2. — On se donne K' et K” deuz exztensions finies séparables de K avec K'
contenu dans K” et vérifiant [K” : K'] = p. Alors si a est un élément de R, appartenant
i K” on a:

(i) on peut trouver B un élément de R', ou R' est anneau des entiers de K', qui

soit tel que :
a? — B g [Ax/()+6(a)p-1p

(1) pour tout entier naturel n non nul on peut trouver un élément B, de R' avec :

o — B, e A @P"A=IR o4 a=(p—1)/p.



Démonstration du Lemme 1 :
Si o est un élément de K' il n’y a rien a démontrer. Sinon [K'(a) : K'] vaut p et on
peut faire la démonstration ci-dessous.
(i) Si a;---ap désigne les racines du polynéme minimal de a sur K', on pose
ni = a; — a. Alors

p 14
Nki(ay/xi(@) = Ha-‘ = H(a + i)
, =1

=1
=af +ba? 1 -+ by
En remarquant que le b; sont, au signe pres, les j-iéme fonctions symétriques élémentaires
de n; pour 1 < j < p, et que les n; sont des éléments de I*x'(*) R, on obtient facilement
que : Ngi(q) k() — oP est un élément d’un INR, avec :
N2 min (0~ §)6(e) + jAk0()) = Axi(a) + 6(a)(p ~ 1)
en utilisant que Ag(a) > §(a).
Comme R’ est normal, on a Nk (q)/k+(a) élément de R' d’oti le résultat.
(i) Démontrons d’abord par récurrence sur n que ’on peut trouver un élément f,

de R’ vérifiant :
o — B, € IAK'(G)P"(l—an)‘f'(P—l)"&(a)R’

La formule annoncée sera alors une conséquence immédiate de ce résultat.

Si n =1 c’est ce que 'on a obtenu au (i).

Montrons maintenant la formule pour n quelconque. D’apres ’hypothése de récurrence
il existe un élément B,_; de R' vérifiant :

n-1

o = By € [Ax(@p" I A=a" T+ (p-1)" NS (@)

- ,Bn—l'
6(2n1) 2 Axr(@)p™ (1 - @) + (p — 1)"6(a).

n~1
posons T,—; = of

et
Agi(Tn-1) = Agi(a)p™!
grace au (i) on sait qu'’il existe B un élément de R' vérifiant
zl”‘_l -Be IAK’("‘"‘)"'6('"“)(1’—1)123
ce qui implique, d’aprés les remarques ci-dessus :
8(a?" — Bh_; = B) 2 Agr(a)p™
+(p - D(Ax ()1 =a")p" 7 + (p - 1)1 6(a)).
C’est-a-dire que si 'on pose f2_, + B = B, et que si 'on fait un petit calcul pour
transformer p®~! +p"~}(1 - ((p —1)/p)" !)(p—1) en p*(1 — ((p — 1)/p)™) on obtient
§(a?” = Bn) > Agr(a)p™(1 - a™) + (p — 1)"¥(a)

qui est le résultat annoncé.
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LEMME 3. — Soit H,, D Hy—y D --- D Hy DO Hy une tour d’eztensions finies
séparables de K avec [H; : Hi_1] = p pour 1 < i < m. On appelle Ry Uanneau des
entiers de Hy par rapport ¢ R, et R; 'anneau des entiers de H; sur Ry. St o est un
élément de H,, et si n est un entier naturel donné on peut trouver un élément Bp—; de

R _; vérifiant :

ni

aP" — B € [AH@P™ A= R ) <icm,

Démonstration : Démontrons ce lemme par récurrence.

Pour ¢ =1 c’est une application immédiate du point (ii) du lemme 1 avec K' = Hp,—;
en remarquant que puisque Hy est contenu dans Hy,_1, Ag,(a) < Ag,,_, (a).

Démontrons maintenant le lemme pour un ¢ quelconque 1 <7 < m.

D’apres 'hypotheése de récurrence il existe 3;_; élément de R;,_;,, avec

aPn(i-l) _ ﬂm—i+1 e IAHO(a)pn(i-l)(l_an)(i—l). (I)

on a . ‘
AHy(Bm—it1) = Any(@)p™C=D(1 = a1 (1)

en effet si o est un élément de Gal(K,/Hy), et si o' = o(a), et si B, _;1; = 0(Bm-it+1),
alors :

1pn(i-1) 1pn(i=1)

ﬂ:n—i+1 - ,Bm—i+1 = ,3:-,,_,'4.1 - + «a
n(i-1) n(i-1)
+a? - a? — Bm—it+1

n(i-1) n(i-1)

en remarquant que :B;, _;., — af et Bm—iv1 — P sont des éléments de
T2 @™ DA=aMD o ome o™V — o™ dans TAR(@P"(-1) o obtient
I'inégalité (1).

Si I'on applique maintenant le résultat (ii) du lemme 1 avec K' = H,,—; on peut
trouver un élément de R,,_; avec :

ﬂﬁ:—sﬂ — Br—i € IAHm—i(Bm-is1)p"(1=a") (IT)

et remarquant que Ag,,_;(Bm-i+1) = AH,(Bm—i+1)
ﬂﬁ:—i+1 — Bm—i € IAHO(ﬂm—l‘-'-l)Pn(l—an)Rs'
Soit d’aprés 'inégalité (1) :

n

ﬂfn-i+1 - :Bm—i € IAH"(a)pM(l—a")iRs (H,)
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n(i-1)

D’autre part en élevant a? — Pm—-i+1 & la puissance p™ la relation (I) donne :

8(a?™ = BB 11) > Apy(a)p™ (1 — a”) D).

d’ou en combinant (II') et (I’) :

8(a”™ = Bm—s) 2 Any(a)p™(1 — ™)',

ce qui est le résultat annoncé.
(c) Démonstration de la proposition 3 dans le cas [K : K] = p™.
Ou K désigne une extension galoisienne de degré minimale de K contenant a.
En utilisant que Gal(K(a) : K) est résoluble on peut obtenir une tour d’extensions

séparables : 3
K=Km3Km—lD"'3Kl 3K0=K-

On appelle R; 'anneau des entiers de K; sur R. Soit n un entier naturel. Si on applique
le lemme 2 avec : = m et H,, = K, Hy = K, on obtient I’existence d’un élément G, de
R vérifiant :

p T _ Bo € [Ax(a)p""(1=a™)" p

Si Pon choisit maintenant n tel que :

1-((p-1)/p)" 21/2,

on obtient :
P"" _ By € TAK(P"/2

Si B vaut ﬂ;/ P"" alors d’aprés le lemme 1 :

a — B € [Bx@P™™/2/p""]-r+1p

En remarquant que ’on peut choisir encore n pour que :
n Ak(a
Ar(@)p™ 2/ > [FE] -1

On obtient : a — B € IIA(®/2-TR, ce qui est le résultat voulu.

(d) Démonstration de la proposition 3 dans le cas général.

Soit donc a un élément de R, tel que [K(a) : K] n’est pas un entier premier a p. Si
K désigne encore une extension galoisienne de K de degré minimal contenant «, on a :
[K : K] = gp™ avec q premier a p.

Si G' est un p-groupe de Sylow de Gal(K(a)/K). Soit H Iensemble des points fixes
de G' dans K. On sait qu’alors H est une extension finie de K contenue dans K et telle
que :

o K est une extension galoisienne de H.
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e [K(a): Hl=p™.
On appelle R' 'anneau des entiers de H. Si n désigne un entier naturel on peut
appliquer a K(a) et H ce qui a été fait au (b) avec H dans le réle de K. On peut donc
obtenir v avec v élément de R' et :

n

o —y g [Br@P™ /AR

ou n est un entier naturel vérifiant 1 — (p — 1/p)" > 1/2 (voir c).
D’aprés a) on sait qu'il existe un élément B, de R vérifiant v — By € IAx(M,
Puisque K est contenu dans H, Ag(a) < Ag(a) d’ou

a?"" — 4 g [Ax(@P"" /2R, (1)
et comme en (b) on peut montrer que :
Ak(7) 2 Ak(a)[p"™ /2].
d’ou
Y = o € IAx(@P™/AR,, (2)
Les relations (1) et (2) donnent, si n bien choisi (voir c) :
a — By € Bxl)/2-r R
avec B = B3P .
PROPOSITION 5. — Awvec les notations et les conventions de la proposition 4 on a :
Si a est un élément de R, il eziste B de /R vérifiant a — § € I(Ax(a)/r)=2r,
Démonstration : Si a € R, il existe un entier naturel N tel que o € R,. D’apres la

proposition précédente il existe donc 8 dans VR tel que :
o — B[Pk /2-rp

Soit en appliquant le lemme 1 :

a— pUPY ¢ [llax(@p™ [2=r/pN]-r+1

Les inégalités :

[ | Ax(a N _ [ Ax(a) N

[ 2pN] r > [ ';Np] _[;ﬁ]—l
e o

L - -1 o

donnent alors le résultat.
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IV. — Eléments fixes sous I’action du groupe G = Gal(K,/K)

PROPRIETE 6. — Si K un corps de caractéristique p, on a, avec les notations introdustes

au début de Uarticle : X . . _
RS =vR, e R,=VR
ol 7—1—2 désigne Vadhérence de v/R pour la topologie I-adique.

Démonstration : si z est un élément de RS pour tout entier N il existe un o qui est
un élément de R, avec £ — a élément de IV R,. Si o est un élément de G on a toujours
¢ — o(a) élément de IV R,, et donc a — o(a) élément de INR, d’ott Ag(a)> N.

Donc on peut trouver, d’aprés la proposition 3, un élément 8 dans v/R ou a — 3 est
un élément de IIN/A-2rR . Donc z — 3 est un élément de IIV/21-27 R 1l en résulte que
z est un élément de adhérence de v/R. La réciprocité étant immédiate on obtient la
propriété annoncée.

Remarque : Dans le cas de R, le complété R, pour la topologie I-adique n’est pas
forcément réduit. On ne peut donc pas utiliser directement le lemme 1 pour démontrer la
proposition 3 dans R,, comme j’avais cru pouvoir le faire dans mon exposé aux journées
arithmétiques de Luminy. Le vrai résultat est :

“L’anneau R, est séparé pour la topologie,I-adique et s’injecte dans R,. En caractéris-
tiqgue p si R, est réduit, il contient une cléture radicielle de R, notée VR et RS wlest
autre que Uadhérence de /R dans R,”.

On vérifie facilement que si I est principal, R, est réduit, et le résultat est donc vrai
sous cette hypotheése.
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Chapitre 2

Formes différentielles sur I’anneau des entiers de la cléture
séparable d’un corps local. Cas d’ég?le caractéristique
,Q"\m\’»\ocluu \om
Soient K, K,, k, Ok, Ok, comme dans le-résumé. On note m une uniformisante de
K et v la valuation de K, normalisée par v(7) = 1. Si A est un anneau topologique et B
une A-algebre topologique, on note Qp /A le complété séparé du B-module 25,4 (voir
(4], chap. 0, § 20, p. 150-151). Si a et b sont tous deux dans B et si w = adp4 b est un
élément de g/ 4, on notera encore a dp,4 b I’élément correspondant de Qp /a- S K' est
une extension séparable de K on note Ok I’anneau des entiers de K'. Enfin on désigne
par C le complété de K et O, ’anneau des entiers de C.

THEOREME. — On a les 1somorphismes naturels suivants :
Qog, j0x =~ K,,/OK,®QOK/,¢ comme Ok, -module.
Ok

Tr(Roy, j0x) 7 Homo, (K/Ok,Qog, j0x) = O en tant que O.~module.

Vr(Qok, /0x) i Homo, (K, Qoy, j0x) ~ C en tant que C-espace vectoriel.

REMARQUE : Dans [3] §1 et 2 et avec car K = 0, Fontaine se donne un sous-corps
K, de K, tel que K/Kj soit finie, totalement ramifiée, et il considére E un sous—corps
de Ky a corps résiduel fini et contenant une uniformisante = de K. Alors si ¢ est ’ordre
du corps résiduel de E, si A = {a € K,/v(a) > —v(Dk/k,) —1/(¢—1)}, et sienfin T
est un groupe formel de Lubin-Tate pour E (voir [2] chap. VI, § 3) Fontaine montre que
QOKSIOK est isomorphe a K,/ A Q@ Tx(I') ® wr ou Tx(T') est le module de Tate de T et
ou wr est le module des différentielles invariantes de T'.

PropPoSITION 1. — Soient K' et K" deuz eztensions finies séparables de K,
K C K' C K". On a alors la suite ezacte :

0— ﬁc)K,/k ® Ogn — ﬁox,,/k — Qo /0, — 0
(%

Démonstration : On note ©' (resp. n") une uniformisante de K' (resp. K"), et
on appelle E la plus grande extension non ramifiée de K' contenue dans K. Soit
f(X)=X"+4+a,-1 X" +-... + ay le polyndme minimal de 7" sur E (n = [K" : E]).

On a la suite exacte :

u v
QOE/OKI ®0K” ? QOKII/OKI > QOKII/OE » 0
O

ou p et v sont les morphismes canoniques.
Puisque Qo /0, est nul, v est un Ogn—isomorphisme qui transforme do, ,, /0, ™" en
do,.,jog™" . On sait (voir [11] Chap. III, proposition 11, Corollaire 2 et proposition 12)
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que Qo,, /05 = Okndo,.,, 10" [f'(7")do,., josT" avec f' le polynéme dérivé de f, on
a Q0. /0, = Okrdo,, 10, [f(7")do,., 0, T On sait d’autre part que :

o n
Qoyn,, = Okrdo, kT

9] /
Q0,1 Q) Oxn = Ogndo,, a7
Oxr

(voir [4], chap. 0, §21, p. 177).
Pour se convaincre de I'exactitude de la proposition, il reste & montrer que do,,, /&7’

et f'(n'")do,., x7" engendrent le méme sous-module de ﬁox,, /k- Pour cela, calculons
I'image par do, , /& de 'égalité f(7"") = 0. On obtient

F'(7")dog k7" + (Gp_y @7 4 - + a7 + ag)do,, pxm’ =0

ou a; est l'unique élément de Ofp vérifiant do, ., rai = aldo,, /i7'. Puisque f
est un polynéme d’Eisenstein ap = n'u, u étant une unité de Op. Si u' vérifie
do,.,ku4 = ' do,, /x™' on peut écrire : ay = u + 7'u’ et on voit que le coefficient de
do,.., k7' dans ’égalité ci-dessus est inversible, ce qui termine la démonstration.

PROPOSITION 2. — Soit Q2 la limite inductive des ﬁox, /k ot K' parcourt les eztensions
séparables finies de K contenues dans K,. Alors Q2 est uniquement divisible par .

Démonstration :  est la limite inductive de Og—modules sans torsion, et d’apres la
proposition 1 les fleches de cette limite inductive sont injectives.  est donc sans torsion.
A partir de maintenant si K’ désigne une extension finie séparable de K et si = est un
élément de Ok, on note dz I’élément de Q qui vaut do, , /xz et dr désigne donc do /& 7.

Si n est un entier naturel on note z, I’élément de Ok, défini par 22 + 7"z, = 7.
En prenant I'image de cette égalité par I’application do, ,, /&, ot K" = K(z) on obtient
(1 — na""1z,)dr = n"dz,, et puisque (1 — nw""1z,) est une unité de Ok,, dr est
divisible par n™.

Soit maintenant z un élément de Ok, , et soit f son polynéme minimal sur K avec
fX)=X"+a; X" 4. 4 a,-1X +an,a; € Ok 1 <i < n. Siaest un élément de
Ok, on note de nouveau a' 'unique élément de O vérifiant da = a'dr. Si f' désigne le
polynéme dérivé de f, f(z) = O implique alors : f'(z)dz + (ajz™ ! + .-+ 4+ al)dr = 0.
Puisque f'(z) # 0 il existe A dans Ok, et N un entier naturel vérifiant 7¥dz = A dr.
Donc puisque 2 est sans torsion, et que dr est divisible par toute puissance de 7, dz est
uniquement divisible par toute puissance de 7.

ProposiTION 3. — Q ~ K, comme Ok, module.

Démonstration : en prenant la limite inductive des suites exactes de la proposition 1
on obtient :

(I) 0—"’§0K/k®01(. — Q@ — Qoy, 10, — 0
Ok
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Puisque K, est plat sur Og,. On peut écrire :

0— (ﬁox/kgox.) QR K.~ Q) K, - Qo,, jox Q) Ko — 0.

Ok, Ok, Ok,

Qoy, 10k étant de torsion Qo,, 0k o® K, est nul. Comme 2 est uniquement divisible
K,

c’est naturellement un K,-espace vectoriel, dou o® K,~Q. Puisque
K,

Qo /k = Ok do, k7 la suite exacte ci-dessus fournit 'isomorphisme annoncé.

Démonstration du théoréme : le premier isomorphisme provient de la suite exacte (I)
et de la proposition 3.

Les deux autres s’obtiennent facilement par passage & la limite. Enfin ces isomor-
phismes sont naturellement galoisiens.
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Chapitre 3
Cohomologie de ’anneau des entiers d’une cléture

séparable d’un corps local

1) Introduction

Dans cette partie K est toujours un corps local de caractéristique p, p > 0, sur un
corps résiduel parfait k. Si Ok, K,, Ok, désignent les mémes objets que dans la partie
précédente. On appelle Mg, I'idéal de Ok, constitué des éléments non inversibles de
Ok, , et k une clture algébrique de k. On appelle 7 une uniformisante de K, et on désigne
par v une valuation de K, normalisée par v(7) = 1. Gk est le groupe Gal(K,/K). On
sait que G i est de p—dimension cohomologique 1, c’est—a—dire que pour tout G x—module
discret A : H(Gk,A) =0, i > 1 (voir [10], p. IT 4, II 5). On a donc H(Gg,Ok,) =0,
1> 1.

Nous allons établir ici le théoréme :

H'(Gk,Ok,) ~ VK /(v/Ox + K) ® H(Gk, k)
HY(Gk,Ok,) ~ VK |(\/Ox + K) ® Hom one(I/[I, I}, %)C2E/®)
(isomorphisme de O modules).

Ou I est le groupe d’inertie de I’extension K,/K, et ou k est la cloture algébrique de k.
Précisons d’abord quelques définitions.

Diametre des conjugués :

DEFINITION. — Si z est un élément de K, et G' un sous—groupe de G on appelle
diamétre des conjugués de z par rapport & G', et on note Agi(z) la quantité :

min{o € G'/v(z — o(z))} .
St G' = Gk, on parle simplement du diamétre des conjugués de z et on le note A(z).
ProposITION 1. —

HY(Gk,Ok,) ~ H(Gk,k)® H'(Gk,Mk,) -

Démonstration : c’est évident si ’on remarque que :

Ok, =k® Mk, .
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2) Démonstration du théoréme avec I’hypothése k algébriquement clos

ProposITION 2. — HY(Gk,Mk,) ~ {z € K,/A(z) > 0}/(K + Ok,) (isomorphisme
de O -modules).

Démonstration : puisque Mk, est contenu dans K, un élément de H'(Gg, Mk,) est
aussi un cobord de G dans K,. Le morphisme de Og-module qui & un élément = de
K, vérifiant A(z) > 0 associe le cocycle s, tel que pour tout o de Gk : s;(0) =o(z)—=z
est donc surjectif. Son noyau est clairement engendré par K et Mg,. Puisque k est
algébriquement clos ce noyau est donc K + Ok, .

PROPOSITION 3. — Si VK (resp./Ok) désigne une cloture radicielle de K (resp. Ok)
on a les 1somorphismes de Ox-modules suivants :

(i) {z € K,/A(z) > 0}/Ok, ~ VK //Ox
(i) H(G,0k,) ~ VE/(VOk + K) ® Homeont(Gx, k).

Démonstration : Démontrons (7). Pour cela nous allons utiliser la propriété “pour tout ¢
élément de K,, pour tout € > 0 on peut trouver A dans /K vérifiant v((-B) > A({)-¢".
Ax a obtenu ce résultat pour ¢ dans Ok, (voir [1], p. 424, corollaire 1). Si v({) < 0 on
sait qu’il existe ¢ de Ok, et n € N* vérifiant ( = Z/T". I existe alors B € VK tel
que v(¢ — B) > A({) — ¢. En posant 8 = B/T™ et puisque A(¢) = A({) —n on a
v(¢—B) 2 A(C) —e¢. Si z et =’ sont deux éléments de K, vérifiant A(z) > 0 et A(z') >0
on peut donc trouver § et B’ dans K vérifiant v(z — 8) > 0 et v(z' — 8') > 0. Si
v(z — z') > 0 alors v(f — ') > 0. A la classe de z dans {z € K,/A(z) > 0}/Ok,
on peut donc associer celle de 8 dans VK /+/Ok. On définit ainsi une application de
{z € K,/A(z) > 0}/Ok, dans VK//Ok. Cette application est un morphisme injectif
de Og-modules. Montrons que cette application est aussi surjective. Donnons—nous 3
un élément de VK. En utilisant le fait que VK est contenu dans le complété de K, (voir
(1], § 3, p. 425-426) on peut trouver un élément z de K, vérifiant v(z — ) > 0. Puisque

K est fixe sous 'action de Gk on a A(z) > 0. D’apres ce qu’on a vu plus haut I’image
de la classe de z dans {r € K,/A(z) > 0}/Ok, par le morphisme qu’on a défini est la
classe de 8 dans VK /\/Ok.

(i1) est une conséquence immédiate de (i) et des propositions 1 et 2 (ici k = k).

3) Démonstration du théoréme

On note I le groupe d’inertie de I’extension K,/K. _
C’est le sous—groupe de Gk qui est le noyau de ’homomorphisme : Gx — Gal(k/k).

LEMME 1. — En tant que Ok -modules :

HY(Gk,Ok,) ~ H\(I,0k,)°x/T .
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Démonstration : la suite de Hochshild-Serre appliquée aux groupes G, I et au module
Ok, s’écrit :

0 — HY(Gk/I,0k,) — H'(Gk,Ok,) — H'(I,0k,)°*/!
— H%(Gk/I,0% ) — H*Gk,Ok,) -

On sait que Gk /I ~ Gal(K,,|K) ou K,, désigne I’extension maximale non ramifiée de
K. Si Ok, désigne 'anneau des entiers de K, on sait aussi que O , ~ Ok,,. Pour
toute extension finie non ramifiée K' de K, d’anneau des entiers O, de corps résiduel
k', H(Gal(K'/K),Ok) est nul pour i > 0, en effet O ~ Ok (% k' et puisque Gal(k'/k)
agit trivialement sur O H*(Gal(k'/k),Ok) est isomorphe 3 H*(Gal(k'/k), k") Ql? Ok

qui est nul (Gal(K'/K) ~ Gal(k'/k)).
Dot H(Gk/I,0%,) =0et H(Gk/I,0%, ) =0 ce qui induit le résultat.

REMARQUE : En tant que Og-modules :

HY(I,0k,) ~ V/Kur /(\/OK,, + Knr) ® Homeons(1, %) .

avec les notations du lemme 1.

Démonstration : on utilise la proposition 3 en remplacant K par K,,, Gk par I, et k
par k.
THEOREME. — En tant que Og-module :
(1) H'(Gk,Ok,) ~ VK/(VOk + K) ® H'(Gx,k).
(i) H(Gk,O0k,) ~ VK /(O + K) ® Homeon(I/[I, I), E)CAE/R),

Démonstration : puisque les deux facteurs de la somme directe établie dans la remarque

ci—dessus sont stables par GK/I il faut calculer : (\/T /\/CTM + K, )GK/I Mais

\/Kn, /(\/OK,,, + Kp,,) peut s’écrire ezl @ kr~3/P" ot J est Iensemble des entiers
nEN*

positifs premiers a p. Puisque Gk /I ~ Gal(k/k) (@ kn—i/P"GK/I z%} kr=i/P" clest-a-

dire (v/Kr//Ores + Kur)Ox11 = VR [(VOR + K).

Achevons maintenant de démontrer I’isomorphisme :

HY(Gk/Ok,) ~ VK/(\/Ox + K) ® H(Gk, k) .
La suite de Hochshild-Serre appliquée & k et aux groupes Gk et I donne :
0 — HY(Gk/I,F) — H'(Gk, %)

— HY(I,F)Sx/T — HY(Gx/I, %) — H*(Gk, )
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puisque T =Fet Gi/I ~ Gal(k/k)
HY(Gk,k) ~ H'(I,%)¢%/! puisque H'(Gal(k/k),k) =0 pouri=1,2.

Pour ce qui est du deuxiéme isomorphisme on peut préciser I'action de Gal(k/k) sur
Hom,ont(I/[I, I}, k). Si A est un I-module discret qui soit aussi un O-module et si o est
un élément de Gal(k, k) & un cocycle ¢ de H'(I, A) on associe le cocyle ¢ de H(I, A)

défini par :
#°(i) = o(p(0™" io))

pour tout : dans I (voir, par exemple [6], p. 53).
Puisque k est commutatif on a en fait

Homont(I, k) > Homeone(I/[I, I, k) .

Si on appelle 9 cet isomorphisme et si ¢ est un homomorphisme de I/[I,I] dans k on
peut poser pour tout j dans I/[I,I] ¢7(5) = (¥(¢))?(7) ou j est un relevement de j. On
vérifie immédiatement que cette définition est indépendante du choix du relévement.

REMARQUE 1 : On a montré I'isomorphisme de Og—module :
H'(Gk,F) ~ Homeone(I/[I, ], k)G2F/®

REMARQUE 2 : On sait que pour tout z dans K, et tout € > 0 il existe 8 dans VK
vérifiant : v(z — B) > A(z) — €. On peut se demander si ’on ne peut pas avoir mieux,
c’est—a—dire se demander si 'on peut trouver pour tout z dans K, un 8 dans /K vérifiant
v(z — B) > A(z). Ax annonce ce résultat dans [2], p. 424, 425. Mais en fait, ceci ne peut
pas étre une propriété générale. En effet, si une telle propriété était vraie, on pourrait
montrer en utilisant les mémes arguments que dans la démonstration de la proposition 3
que H(Gk,Ok,) ~ VK /\/Ox + K. Ce qui impliquerait, d’aprés la version ci-dessus
du théoréme que H!(Gk, k) serait nul, ce qu’il n’est manifestement pas (en utilisant des
extensions d’Artin Schreier on peut facilement exhiber des éléments de H'(Gk, k) qui
sont non nuls).
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