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Abstract

We have constructed surfaces of general type with p, = 0 and 1 < K2 < 4.
Such a surface is a double sheeted cover of an Enriques surface. The branch
locus consists of a union of smooth disjoint curves. One has positive self-
intersection and the others are (—2)-curves. We have computed the funda-
mental group.

We have studied the special rank two vector bundles over the Enriques
surfaces. Such a bundle is the direct image of a line bundle which is not-
invariant with respect to the canonical involution of the universal cover. The
existence of a special bundle entails an embedding of the Enriques surface in
a Grassmannian of lines. The bundle is the pull-back of the dual tautological
bundle. In the moduli spaces of stable vector bundles, the special bundles
represent the singular points which are rational double points.

For a principally polarised abelian variety A, where 8 is the polarisation,
we have generalized the notions of Kummer variety and invertible sheaf in-
duced by O4(20). The generalized variety is cut out by the sum of the
components equal to zero in A(M. It maps to | 7® | and there exists an
isomorphism between the dual projective space of global sections of the in-
troduced sheaf and | 7O | such that the maps involved commute.
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Introvduction

Les trois chapitres de ce travail sont indépendents. Le point de départ a été
de regarder les configurations de (—2)-courbes sur les surfaces d’Enriques.
On démontre que les seuls revetement doubles d’une surface d’Enriques ram-
ifiés le long des (—2) courbes sont, ou bien des surfaces d’Enriques, le lieu
de ramification étant formés par quatre courbes, ou bien des surfaces biellip-
tiques, le lieu de ramification étant formés par huit courbes. Dans ce dernier
cas, on utilise 'information géométrique supplémentaire pour faire une con-
struction de surfaces de type général de genre géométrique nul. Le contenu
du premier chapitre! développe cette idée.

Ensuite on regarde une question posée par I. Dolgachev et I. Reider dans
[12]. IIs se demandaient si les fibrés vectoriels extrémaux de rang deux sur les
surfaces d’Enriques, fibrés liés a ’existence de (—2)-cycles effectifs sur les sur-
faces, pouvaient étre obtenus comme des restrictions des fibrés tautologiques
de certaines Grassmanniennes. Donnant la réponse positive a cette question
on arrive, dans le deuxiéme chapitre?, & considérer les fibrés spéciaux sur les
surfaces d’Enriques. Un fibreé E est dit spécial si E ~ E ® [Kj].

Les origines du troisieme chapitre se trouvent dans une question con-
cernant les espaces des modules des fibrés semi-stables de rang r sur une
courbe, question qui m’a été posée par A. Beauville. Un tel espace s’applique
rationnellement d’un c6té dans ’espace linéaire associé aux fonctions théta
d’ordre 7 sur la jacobienne et d’un c6té dans 1’espace linéaire associé au fibré
déterminant. Entre ces deux espaces il existe un isomorphisme compatible.
Quand le rang est deux, la jacobienne peut étre introduite dans le diagramme
(elle s’applique sur le lieu singulier de ’espace des modules) en complétant
les fleches. La question était si on pouvait compléter le diagramme d’une
maniere similaire pour un rang arbitraire. La réponse est positive.

Les problemes considérés enferment 1’existence de 1’action d’un groupe

fini. C’est cette action qui suggére les techniques qui seront utilisées pour les
résoudre.

Dans le premier chapitre, les surfaces d’Enriques S considérées, modulo

1Paru dans Math.Z. 215, 269-280 (1994), ayant presque la méme forme, sous le titre
”Surfaces d’Enriques et une construction de surfaces de type général avec p, = 0”.

2A paraitre dans Math.Ann., sous le titre ”Special rank two vector bundles over En-
riques surfaces”.



les singularités, sont le quotient d’une surface abélienne A = C/ < 1,A; >
xC/ < 1,); > par un groupe isomorphe a Z/2 x Z/2. La construction de
surfaces de type général est faite en prenant le revétement double ramifié au
dessus d’une courbe convenable, choisie en utilisant les fibrations elliptiques
induites de.A. ‘

Dans le deuxiéme chapitre, on étudie les fibrés spéciaux de rang deux
sur les surfaces d’Enriques. Ils sont des images directes des fibrés en droites
sur les revétements universels, fibrés qui ne sont pas invariants par ’action
des involutions naturelles qui agissent sur les revétements. Cette remarque
permet de réduire le probleme a 1’étude des fibrés en droites.

Dans le dernier chapitre, on généralise un résultat connu pour certaines
variétés de Kummer. La variété de Kummer peut étre regardée comme le
quotient par le groupe symétrique d’ordre deux de la sous-variété du produit
A X A obtenue en considérant que la somme des coordonnées soit nulle.

Pour la généralisation on considére la sous-variété du produit A™ et le
groupe symétrique d’ordre r.

1 Surfaces d’Enriques et une construction
de surfaces de type général avec p, =0

Dans ce chapitre nous présentons une construction de surfaces de type général
en utilisant une méthode du méme type que celle de Todorov dans [33].
La, Todorov obtient ses surfaces comme revétements doubles d’une surface
de Kummer, le lieu de ramification étant un ensemble de courbes lisses et
disjointes, dont une a ’auto-intersection positive et les autres sont de (—2)-
courbes. Nous faisons la construction en partant d’une surface d’Enriques.
Ensuite, nous évaluons le groupe fondamental pour les surfaces construites.

On doit préciser que la surface avec K? = 4, a été construite d’une maniére
analogue par J.H.Keum (cf. [17]). Il donne aussi le calcul de 7;. Les surfaces
avec K2 =1 et 2 ont paru dans les travaux de M. Reid, [29] et [30].

1.1 Préliminaires

Les surfaces considérées sont des surfaces projectives complexes, sauf dans
la démonstration du théoréme 1.3.1 ou ’on considére aussi des revétements



universels.

Une surface lisse est une surface minimale si et seulement si elle ne con-
tient pas de (—1)-courbes. Une surface minimale S est de type général si et
seulement si K% > 0'et Ks-D > 0, quelque soit D un diviseur effectif sur S.

Soient X, S deux surfaces lisses. Un revétement double ramifiér : X — S
est une application finie, génériquement 2 : 1. L’application = induit une
involution sur X. L’ensemble des points fixes de ’action forment une courbe
lisse C’, le lieu de ramification de 7 sur X. L’image réduite de C’ sur S est
une courbe lisse C, non nécessairement connexe, dont la classe dans PicS est
divisible par deux. On a C ~ 2B, de sorte que 7*C = 2C’" et 7*B ~ C'.

La surface S étant fixée, la donnée du revétement double ramifié
7 : X — S est équivalente a la donnée d’une classe de diviseur Og(B)
et d’une courbe lisse C ~ 2B. On a alors 7.0x ~ Os @ Os(—B). Un calcul
immédiat (cf.[3]) donne

| Kx ~m*Ks+ C'~n*(Ks + B) . (1)
On a
K% =2K%2+4B-Ks +2B?* (2)
et en utilisant la formule de Noether
1 1
X(Ox) = 2x(Os) + 5B Ks + 5B 3)

Pour évaluer p,(X), on considére I’action de o* sur H°(X, Ox (n*(Ks+ B))).
- Elle décompose cet espace des sections dans une somme directe formée par
les sous-espaces correspondants & +1 et —1. Celui qui correspond a +1 est
formé par les sections qui sont les images inverses des sections globales de
Os(Ks + B) sur S. Le sous-espace correspondant & —1 est formé par les
sections qui s’annulent sur C’, le lieu fixe de o sur X. Si so représente une
section globale de Os(C) et qui s’annule sur C, alors (7*s0)'/? est une section
globale de C’ sur X. Pour s appartenant au sous-espace anti-invariant de
o, s/(m*sp)}? est une section globale de 7*Os(Ks) d’apres (1). Donc ce
sous-espace est isomorphe & H°(S, Os(Ks)). On conclut que

po(X) = py(S) + 1°(S, Ks + B) . (4)
De plus 7* : PicS — PicX est injectif et #*D - #*D’ = 2D - D'.
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Les (—1)-courbes sur X apparaissent comme les images inverses de
(—1)-courbes sur S disjointes du lieu de ramification, ou comme les images
inverses réduites de (—2)-courbes sur S contenues dans le lieu de ramification.

Soit (TorsS), le sous-groupe engendré par les éléments de deux torsion
de PicS.

‘Lemme 1.1.1 Soient S, X deuz surfaces lisses, (E;)jes une famille de cour-
bes lisses et disjointes sur S et 1 : X — S un revétement double ramifié le
long des E;. Soient ( : (Z/2)! — PicS ® Z/2 I’homomorphisme associé
auz E; et e I’élément de (Z/2)7 correspondant ¢} ; E;. Si (TorsS), =0,
alors (TorsX), ~ ker(/ (eZ/2).

Démonstration. Le résultat est démontré dans [6]. Soit G ~ Z/2 le groupe
(de Galois) du revétement X — S et soit la suite exacte de G-modules

0 — Mx(X)*/C* — DivX — PicX — 0.
La suite longue de cohomologie donne
0 — (Mx(X)/C)¢ — (DivX)® — (PicX)® — 0,
et on considere le diagramme de suites exactes

0 — Mg(S)*/C* — DivS — PicS — 0
! ! !
0 — (Mx(X)/C*)¢ — (DivX)® — (PicX)® — 0
En appliquant le lemme du serpent, on obtient:

(z/2)!
" eZ/2
et en appliquant, encore une fois, le lemme du serpent a la multiplication

par 2 dans cette suite, on obtien le résultat en observant que tout élément
d’ordre deux de PicX est G-invariant. Q.E.D.

0 — PicS — (PicX)° > 0

Soit G un groupe fini d’homéomorphismes qui agit sur une variété X.
Comme dans [2], un élément g € G est nommé élément elliptique si g a des
points fixes sur X. Le sous-groupe elliptique est le sous-groupe distingué
engendré par les éléments elliptiques. Par la suite, on utilisera la méme
notation pour une action et pour 'action induite correspondante.

La proposition suivante est un cas particulier du résultat [1] d’Armstrong:
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Proposition 1.1.2 Soient X et G comme ci-dessus. Si G agit sur X et
m(X) =0, alors m(X/G) = G/ E, ou E est le sous-groupe elliptique.

Démoiistration. 11 suffit de montrer que 7;(X/E) = 1. Par conséquence on
suppose que E coincide avec G. Soit z un point sur X et y son image sur
X/G. On va noter par p la projection X — X/G. On consideére le morphisme
de groupes @ : G — m1(X/G,y) défini par g € G — [po~], ol v est un chemin
de z a g(z). '

Le noyau de ¢ est G tout entier: comme g est elliptique il existe un point
z’ fixé par g, et on considere v = g(zz’)"! o zz’.

Le morphisme ¢ est surjectif: quelque soit un lacet dans Y passant par
Y, on peut le relever a un chemin dans X avec une extrémité en z et ’autre
en un point appartenant 3 la fibre au dessus de y (cf. [14], page 574). Donc
il existe un g € G correspondant a celui-ci. Q.E.D.

Dans la partie 1.3, on utilisera I’invariance suivante qui est bien connue:

Proposition 1.1.3 Soit P une singularité rationelle sur la surface Xo et X
une résolution minimale. Alors m1(Xo) = m1(X).

Le théoréme d’annulation de Ramanujam sera souvent utilisé (cf. [27]).

Théoréme 1.1.4 Soient S une surface lisse et D un diviseur effectif, 1-con-
neze et avec D* > 0, alors H*(S,Os(—D)) = 0.

1.2 Ensembles de (—2)-courbes sur une surface
d’Enriques et une construction de surfaces
de type général

Nous voulons décrire les surfaces d’Enriques qui admettent des revétements
doubles ramifiés le long des diviseurs formés par des (—2)-courbes disjointes.
En méme temps, nous observons ’existence de ces surfaces d’Enriques et
en étudiant leurs géométrie nous pouvons faire la construction désirée des
surfaces de type général (le théoreme 1.2.10).

Soient S une surface minimale d’Enriques et (E;);es un ensemble non
vide de (—2)-courbes disjointes tels que > ies Ei ~2B.

Proposition 1.2.1 Dans les conditions ci-dessus | J |= 4 ou 8.
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Démonstration. Soit 7 : X’ — S le revétement double dont le lieu de ra-
mification est (J,¢; E;. Puisque les 77!(E;) sont des (—1)-courbes, on peut
considérer le morphisme birationnel € : X’ — X qui contracte ces courbes.
En utilisant les formules (1), on a:

I{XI = W‘(I(S + B) ~ W*I{S + Z W—I(EJ.)’
JjeJ

donc e*Ky ~ 7*Ks. Puisque €* : PicX — PicX’ est un morphisme injectif
et 2Ky ~ 1*2Kg ~ 0,0n a 2Kx ~ 0, alors X est une surface minimale
avec la dimension de Kodaira égale a zéro. Ensuite

X(©x) = x(Ox)=2x(0s)+ (B Ks + B

1
- 2—Z|J"

puisque B? = —1/2 | J |. On conclut que | J | est divisible par 4. D’apres
la classification des invariants numériques des surfaces projectives complexes
avec la dimension de Kodaira nulle (cf. [5]), X est soit une surface d’Enriques
et alors x(Ox) = 1 et | J |= 4, soit une surface bielliptique et alors x(Ox) =
Oet|J|=8. Q.E.D.

Nous voulons caractériser plus précisément le cas | J |= 8. Soient donc
7w : X' — S comme ci-dessus, p : K — S le revétement double canonique, K
étant une surface K3 et A’ = K xs X’. On a le diagramme suivant:

A, X’
/| I
K —2 .+ ¢

Sur K, il existe seize (—2)-courbes et la construction implique que ’appli-
cation ¢ est ramifiée exactement le long de ces courbes. Alors (cf. [25]) K
- est une surface de Kummer et A’ est une surface abélienne éclatée dans ses
16 points d’ordre deux. Soit A cette surface. Si on denote par o 'involution
sur X' associée & m et par 8 I'involution sur K associée a p, nous avons
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alors S = A’/(0,0) et X = A/(0). La classification des surfaces bielliptiques
(cf. [5]) implique que soit

A = C; x C; avec Ci (k = 1,2) des courbes elliptiques lisses, soit

A=C1%xC2/(Z/2),Z/2 étant engendré par une translation sur C; qui agit
aussi par translation sur Cj.

En plus o est la symétrie a+— —a sur A et 6 une symétrie sur C, agissant
par translation sur C,.

Par la suite, nous considérons le cas A = C; x C; (voir la remarque 1.3.5 sur

ce point). Nous pouvons supposer Cr = C/ <1, > k = 1,2 et choisir les
coordonnées zj; sur Ci telles que:

o(z1,22) = (—z1,—22) (5)
A A
0(z1,22) = (m+5, -2+ 2). (6)
2 2
Le résultat suivant est bien connu, mais sa démonstration va ilustrer comment

s’applique la proposition 1.1.2 d’Armstrong. Cette technique sera utilisée
dans la partie 1.3.

Lemme 1.2.2 m,(S) = Z/2.

Démonstration. Soient 71,72, 73 et 74 les translations suivantes sur C? qui
commutent:

7'1(21, 22) = (21 + 1, 22) ) 72(21, 22) = (21 + /\1,32) (7)
T3(21,22) = (21,22 + 1) , T4(Z],22) = (2’1,22 + /\2)

Alors A est la surface abélienne obtenue en considérant le réseau engendré

par les translations 7y,...,7;. En considérant (C?)’ le revétement universel
de A’ (C? éclaté dans une infinité de points), on a

(c?y D A _q>K 2, 8.
L’application r est étale. On se rappelle que ’application ¢ est ramifiée le

long de 16 (—2)-courbes sur K et que l'application p est étale. On applique
la proposition 1.1.2 pour gor : (C?) — K. Soit H le groupe engendré au

9



niveau de (C?)' par 0,7, 72,73 et 74. En utilisant la forme explicite de ces
actions, les formules (5), (6) et (7)

H=<o0,71,72,73,71 | [Tk,71) = 1,02 =1, [0, 7] = 7-k—2 >,

donc K = A’/ <o | 0 = 1> = (C?)'/H. On observe que 0,710,720, T30
et 740 sont contenues dans le sous-groupe elliptique (par exemple sur C2,
110(21,22) = (—21 + 1, —22), donc (1/2,0) est un point fixe pour 0. Au
niveau de (C?)’ la (—1)-courbe correspondante se trouve dans le lieu fixe de
110). Alors E = H et m1(K) = 1. Comme K est le revétement universel de

S, m(S) =2Z/2. Q.E.D.

Remarque 1.2.3 La surface S = (C?)'/G ou G est le groupe engendré par
0,0,11, 72,73 et 74.

Les deux projections naturelles au niveau de A’ descendent & deux fibra-

tions elliptiques sur P!, au niveau de K et aussi au niveau de S. Sur S,
notons que:

1. Il y a deux pinceaux elliptiques | Fi | (k = 1,2), tels que les deux fibres
doubles notées par 2Dy, 2D; (~ 2F}) satisfont Dy-Dy = 1 (Fy-Fy = 4).
En plus Dy et D) sont lisses.

2. Chaque fibration contient deux fibres singulieres de type I§:
2Fk+ZE,-~2I‘§C+ ZEj
JEJk JEJ]

avec Ji | J J; = J, une union disjointe. Ces fibres, avec les fibres doubles
ci-dessus, sont les seules fibres singuliéres.

8. ey Ei = 2(Fr — T —T}).
4. Ks ~ Dy — DL

Pour construire les surfaces de type général avec p, = 0, nous devons trouver
une courbe C' = 2B’ sur la surface d’Enriques S, telle que | Ks + B’ |
soit vide et que | C’ | contienne un élément lisse (cette condition n’est pas
absolument nécessaire, mais elle va éclairer la construction).

10



Soit le systéme linéaire | C |=| F; + F, |. La courbe C est divisible par
deux dans PicS , C ~ 2(D, + D,) , mais s+ B ~ D; + D; > 0. D’apreés la
formule du genre (4), nous ne trouvons pas directement la courbe C’ dans ce
systéme linéaire, mais des éléments de | C |, modifiés par des (—2)-courbes,
vont produire des candidats pour la courbe C’.

D’abord, si un élément de | C' | rencontre une courbe FE;, il doit la contenir
comme une composante, parce que C- E; = 0. Dans cecas C ~ Q4+, E;,

avec Q effectif I C J,et Q- E; #0, 1 € 1.

Théoréme 1.2.4 On peut trouver des sous-ensembles I C J, tels que | I |=
0, 1,2 et 3 et dans chaque cas:

Q+ Z E;~C
i€l
avec @ lisse. En particulier Q2 =8—2|1].
Avant que nous établissions le théoréme, nous démontrerons quelques
résultats préliminaires. Le théoreme de Riemann-Roch et le théoréeme 1.1.4

impliquent dim| C' |= 4, puisque C? =8. Comme | F; | +F, C | C |, le
systeme | C' | n’a pas de points fixes et donne une application réguliere:

wc:S — P,
Lemme 1.2.5 degpc = 2.

Démonstration. On doit vérifier que degy ne peut étre ni 1 ni 4. Dans le
dernier cas on a

2 =degp(S) > codimep(S)+1 =3,

d’ou une contradiction.

Soit B un élément générique dans | D; + D2 |. Ona B2 =2, dim| B |=1
et puisque Dy + D, ~ D] + Dj, les points D, N D] et Dy N Dy, sont les seuls
points fixes de | B |. Alors B est lisse et irréductible de genre géométrique
deux. Comme

B+ Ks ~ (D1 + D2) + (Dy — D2) ~ Dy + Dj,

11



en appliquant le théoreme 1.1.4, H'(S, Os(B)) = H'(S,0s(Ks — B)) = 0.

Alors la restriction de ¢ & B est donnée par le systeme linéaire complet
| Clsl=| 2(B+ Ks) |s |=| 2Kz | .

On conclut que ¢ |p= w2k, : B — P? est de degré 2, donc degp # 1.
Q.E.D.

Lemme 1.2.6 Soit T la composante double d’une fibre singuliére, cf. 2. ci-
dessus. La restriction de ¢oc a I' est un isomorphisme sur une conique.

Démonstration. La courbe I' est rationnelle et C - T' = 2. Comme
HY(S,05(C —T))=0et C-T'=2,|C | découpe sur I le systéeme complet
associé & H°(Or(2)) et donc I'image de " par ¢ est une conique. Q.E.D.

Notons que C - E; = 0, donc les E; sont contractées par pc. Soit
P; = pc(E;). Sur & = ¢c(S), les quatre coniques qui correspondent aux
composantes doubles des fibres singuliéres, ont, deux par deux, deux points
communs parmi les points P;. De plus, deux coniques qui se coupent, repré-
sentent une section hyperplane pour ¥.

Lemme 1.2.7 Les points P; sont lisses sur X.
Démonstration. La factorisation de Stein donne
oc: S — So— X CP?

ou la surface ¥ est de degré 4, la premiere fleche est le morphisme birationnel
qui contracte les courbes E;, la deuxiéme fleche est un revétement double ra-
mifié et le diviseur de ramification sur So contient les images des courbes T'.
Les points sur Sy correspondants aux P; sont des points doubles rationnels.
Comme les P;, vus dans le lieu de ramification, sont des points doubles, on
conclut (cf. [3]), que les P; sont lisses sur . Q.E.D.

Nous allons montrer maintenant qu’il existe des sections hyperplanes de
2, contenant exactement ! points P; ou elles sont lisses (0 < I < 3). Pour
[ < 2 ’existence est évidente. Pour [ = 3, soient I'; et I'; deux composantes
doubles telles que les coniques correspondantes sur ¥ se coupent.
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Lemme 1.2.8 Il y a une section hyperplane de ¥ qui passe par trois points

P; appartenant a p(I'1) U @(I2) dont ezactement un seul point est commun
a ces deur coniques.

Démonstration. Soient Qx = @(I'x), £ = 1,2. Soit L le 2-plan engendré
par trois points choisis comme dans 1’énoncé de la proposition. Alors, L est
contenu dans I’hyperplan de P* correspondant & @; U Q; €t ne coincide pas
avec les deux 2-plans engendrés par les coniques Q; et Q2. Comptant les
multiplicités, | ¥ N L | = 4 et le quatrieme point doit se trouver sur Q; U Q.
Il correspond a une direction au point commun aux deux coniques. Evidem-
ment, cette direction est différente des deux tangentes a @Q; et Q,. Alors,
si on considere les hyperplans qui contiennent L, on a un systéme linéaire
sur ¥ de dimension 1, passant par les 'quatre points’ de ¥ N L. D’apres le
théoreme de Bertini on conclut la proposition. Q.E.D.

Remarque 1.2.9 En regardant la démonstration ci-dessus, nous observons
que parmi les trois points choisis, il n’y a pas deux situés simultanément a
I'intersection de deux coniques ¢(I'). Nous verrons dans la remarque 1.3.3
que cette condition est nécessaire. Sous ce rapport, dans le cas | I |= 2,
les deux points situés sur la section hyperplane cherchée peuvent avoir deux
positions différentes:

e ils ne forment pas 'intersection de deux conniques ¢(T'), ou

e ils se trouvent exactement a ’intersection de deux conniques.

Démonstration du théoréme 1.2.4: Soit H une section hyperplane comme
dans le lemme 1.2.8. On note par I I’ensemble {t € J : P; € H}. Alors,

woH = Q+Y E ~C,

el

ou @ est lisse. En particulier Q- F; =2et | I |=0,1,2 et 3.

Dans le cas | I |= 2, la remarque ci-dessus implique que les courbes FE;
peuvent étre: soit des composantes qui ne se trouvent pas simultanément
sur deux fibres singuliéres, soit des composantes communes a deux fibres
singulieres. Q.E.D.

13



Théoréme 1.2.10 La courbe C' = Q+ZjeJ—I E; est divisible par deuz. La
surface Y, modéle minimal de la surface Y’ obtenue comme revétement double
de S ramifié le long de Q + 3 ;c;_1 E;, est de type général avec py(Y) = 0
et K2 =4—|I].

Démonstration. Soit I' = J — I. On peut écrire

' = Q+ZEj=C+ZEj—ZZE;

JEr Jj€J i€l
~ (Fi+F)+2(F—T,—T})—2) E
i€l
~ 2Dy + Dy + Fi —T1 =T} — ) Ey)
i€l
= 2B

(on a utilisé 3. ; E; = 2(Fr — 'y — T')). Donc C’ est divisible par deux.
Soit 7 : Y’ — S le revétement double ramifié le long de C' et e:Y' = Y le
morphisme birationnel qui contracte les (—1)-courbes #~1(E;), j € I'. En
utilisant les formules (1), (2) et (3) on obtient

E*I{Y ~ W*I{S + W-l(Q)) ]<;2’ =4- I I Ia X(Oy) =1.

Puisque S est une surface minimale, Y est minimale, donc de type général.

Pour finir on doit montrer que py(Y) = po(Y') = 0. C’est a dire | Ks+ B’ |=
0, puisque

pe(Y") = pe(S) + h°(Ks + B) = h°(Ks + B) .
Supposons que | Ks + B’ |# 0. Comme (Ks+ B)-E; = —1(j € I'), E; sont
des composantes fixes de | s + B’ |. La formule explicite de B’ donne
Ks+B ~Dj+D,+F —T1—T, -3 E.
il
Apres la soustraction des E; ,j € I,

Di+Dy+F—T1-T; - > E;>0.
J€EJ
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Maintenent, comme

(Dy+D;+F =Ty =Ty = > E;)-Ty(ouTl}) = -1,
jeJ
I'; et T} sont des composantes fixes pour ce diviseur effectif. Donc |

Di+ D+ F,—2I1 -2l = > E; ~ D+ D, — F; > 0.
jeJ '
On est arrivé a une contradiction puisque (D} + D — Fy) - Fo = —2 et F3
bouge. Q.E.D.

Remarque 1.2.11 Pour les surfaces Y pour lesquelles K = 2, 3 ou 4, le
systeme bicanonique est sans points fixes. Puisque ¢* 2Ky ~ 7*@Q , il suffit
de montrer que le systéme | () | n’a pas de points fixes sur S dans les cas
| I |=0,1 et 2. Mais ceci est clair si I’on regarde les sections hyperplanes
correspondantes sur ¥ (on utilise les notations du lemme 1.2.8). Par exemple,
dans le cas | I |= 2, les sections hyperplanes de ¥ qui passent par les deux
points P; (z € I), n’ont pas d’autres points fixes puisque la droite déterminée
par les P; (i € I) ne coupe pas & en un autre point.

1.3 Le calcul de m1(Y)

Nous voulons déterminer le groupe fondamental des surfaces de type général
que nous venons de construire. L’idée du calcul est de relever ’action du
groupe G (voir la remarque 1.2.3), qui agisse sur la surface simplement-
connexe C? en donnant la surface d’Enriques C?/G, A une surface simple-
ment-connexe U qui s’appplique sur Y. Ensuite, nous utilisons la relation
entre les éléments elliptique de cette action et de la premiere pour que nous
puissons appliquer la proposition 1.1.2.

Théoreme 1.3.1 Soit Y une surface construite dans le théoréme 1.2.10,
alors m1(Y') est égale a

G st |I|=0

(Z/2)* x Z/4 st | I|=1
Z/2xZ/4 ou (Z/2)® si | I]|= 2
Z/4 s |I|=3,

ou G est un groupe isomorphe a celui donné par la remarque 1.2.8.
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Démonstration. Soient TV =Y’ xs K et o' : Z! — A’ le revétement double
ramifié le long de ¢*p* @ (on vérifie aisement que cette courbe est divisible
par deux sur A’ parce que ¢*p* E; sont divisible par deux; elles proviennent
du lieu de ramification de ¢ sur K). On a le diagramme suivant:

Z’ g T/ f Y/
O
aw—2 g P .5

On conclut que g est ramifié le long de la courbe f*z* 3 .., E; qui est la
somme de 2- | I | (—4)-courbes sur T, que ¢ : 7' — K est le revétement
double ramifié le long de p*(Q + 3 .cs_; Ej) et que f : T" — Y’ est un
revétement double étale. Apres la contraction des (—1)-courbes sur 7", T est
une surface de Todorov (cf. [33]).

On cotracte les courbes rationnelles qui correspondent aux Ej;, 7 € J.
D’apres le lemme 1.1.3, les groupes fondamentaux sont conservés. On aug-
mente le diagramme en prenant le revétement universel de A. On a:

h
U Zy J To f Yo
N
C? " A 9 I(o 4 SO

ou U = C?% x, Zp et v:U — C? est le revétement double ramifié le long de
I’image inverse de Q.

Lemme 1.3.2 La surface U est stmplement-conneze.

Démonstration. Les lieux de ramification de v et ¥ se correspondent, donc
comme 7 est étale, h est étale. L’application ¢ : Zo — A est ramifiée le long
de I'image de ¢*p*@ par la contraction A’ — A. Cette image est un diviseur
ample sur A (c’est pour ¢a qu’on a contracté les courbes rationelles). Alors
le théoreme de Cornalba [10], implique:
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‘{p‘ . 7('1(Zo) ':) W](A) = Z4.

Au niveau de 7y, %. est un isomorphisme, r., k. sont injectives, «, est sur-
jective (v est ramifiée) et 7;(C?) =1 donc m(U) =1. Q.E.D.

On se rappele (voir la remarque 1.2.3), que So = U/G, ou:

G = <0,0,n,7,7m,7 | [te,m)] =1, [0,7] = 772,02 =1,6% = 1,

[0’7-1] =1, [077-2] =1, [9, T3] = 7'3-2a [9a74] = T4_2a [0, ‘7] = ToT4 > .

51 on dénote aussi par G le groupe relevé au niveau de U, on a que Yy = U/G.

o Le cas | I |=0. On a vu que f, g, et h sont étales (f et h par construction
et g puisque son lieu de ramification au niveau de T” est f*z* ) .. E; = 0 si
| I |=0). Alors, comme m;(U) =1, U — U/G =Y, représente le revétement
universel de Y. Donc m(Yp) = G.

Pour finir la démonstration on doit estimer le sous-groupe elliptique de G
sur U quand | I |[> 0. Soit w € E C G un élément elliptique sur C?. Si le lieu
fixe de w rencontre le lieu de ramification de v, w est elliptique au niveau de
U. Dans une premiére étape, cette relation entre les éléments elliptiques ne
permet que de trouver un sous-groupe de E. En utilisant le lemme 1.1.1 on

pourra conclure que ce sous-groupe représent le sous-groupe elliptique tout
entier.

® Le cas | I |= 1. Soient [0,0],[A1/2,22/2] € A les deux points d’ordre deux
qui se trouvent sur 'image de ¢*p*@ (voir les formules (5) et (6) pour o et 8).
Alors o et 12740 sont des éléments elliptique sur C? et d’apres la remarque
ci-dessus, 0, 72740 € E au niveau de U. En utilisant la proposition 1.1.2, on
conclut que 71(Y5) est un quotien de

G/ (0’7-27-40-) = < 7-177277-3,7—4,0 | [Tle] =1,
=T, TTa=1,0 =7, [0,1] =1 >
= (Z/2)* x Z/4.
On fait les mémes raisonements pour le groupe H (Ko = C?/H et Ty =

U/H). On obtient que m;(7o) est un quotien du (Z/2)3. On applique le
lemme 1.1.1 au revétement double ¢ : T — K:
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H*(K,Z) = Z??, alors (Tors K); = 0,

le lieu de ramification, p*@ + £;erp* E;, contient quinze courbes disjointes:
p*@ et quatorze (—1)-courbes,

: (2/2)® — PicK ® Z/2. Alors (TorsT); =~ ker(/(eZ/2) et comme
71(To) est un quotien de (Z/2)3, on a que dimg/3 (ker () < 4.

On fini si on identifie trois éléments dans ker (, tels qu’avec e, ils forment un
systéme linéairement indépendent. Pour ¢a, on doit regarder plus en detail
les pinceaux elliptiques de K. Ils ont chacun quatre fibres singulieres de type
1.

Soient E(-,-) les (—2)-courbes qui forment le lieu de ramification de A" —
K. Par exemple ¢71E(0,0) est la (—1)-courbe qui correspond au point [0, 0]
sur A. Les éléments

_ 1 11 1 1+ 1
= = E(0,§)+E(§, ) + ( a 5 E( -
14+ X 1 A1 14 A, 14+ 142,
E(0, )+E(§ ) E(g—)+ E(—=——F)
_ 1 1A 1 142
= = B(3,0)+ B3 5) + Bz 2) + Bz, —o2)
14+ 1+/\1 1 1+A1 A2 14+ 14,
_ 1 A 1 A
= = E(—— 0) + E( + 1 O)+E(0 —)+E( 2)+
,\ 1 1+,\ 1 1+A 1 142
E-Ql,g)'l'E(“—é—l =) + E(0, 2) E( —72'—2)

sont divisibles par deux dans PicK (par exarnple =1 ~ p*(F1 — 2T). Donc
ils correspondent dans ker ¢ aux éléments cherchés.

o Le cas | I |= 2. D’apres 'observation faite dans la démonstration du
theorerne 1 2.4, on peut supposer que [0,0], [, 22],[2,1] et [1th 1221 oy
[0,0], [3, 22],[&,0] et [0,22] sont les deux points d’ordre deux qui se trou-
vent sur l’1mage de ¢*p*Q. Alors 0, 72740, T\ T30, T1 ToT3T40 OU O, TaT40, To0, T4
représentent des éléments elliptiques sur C? et aussi sur U. On conclut que
71(Y0) est un qotient de Z/2x Z/4 ou de (Z/2)3. Comme pour lecas | I |= 1,
on trouve que m (T5) = (Z/2)? et donc le résultat:

m(Y)=2Z/2xZ/4 ou (Z/2)°.
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e Le cas | I |= 3. On peut supposer que [0,0], [2, 2], (3,0], [1t2, 2] 11 1
et [ 1422 sont les points d’ordre deux qui se trouvent sur l’1mage de

g*p*Q (voir la remarque 1.2.9). Alors, 0, 72740, T10, T1T2T40, T1 T30 €t T\ T2TaT40
sont elliptiques sur C? et sur U. Par la méme technique on trouve que

m(Yo)=<6|6t=1>=2Z/4. Q.E.D.

Remarque 1.3.3 Nous pouvons préciser le théoréme 1.2.4. Dans le cas
| I |=3, il n’y a pas deux courbes E; telles qu’elles soient communes a deux
meémes fibres singuliéres. Supposons le contraire; alors dans le calcule du
groupe fondamental ci-dessus on peut choisir

A1 A2, A Ao, 110 14X 142
- 2] [21’0]’[0"52']’[5"2"]a[ 9 1, 2 2]7

comme les points d’ordre deux qui se trouvent sur I’image de ¢*p*Q@. Les
éléments o, 12740, 720,740, T1 T30 €t T 7273740 sont elliptiques sur C? et U.
Donc 71(Y5) est un qotient de

[0,0], (%

G/(0, TaT40, T20, T40, T1 T30, T1 T2 T3T40 )
=< n,0|[r,0=1,7=6=1>
=2Z/2xZ/2

et m1(To) est un quotient de Z/2. En faite, 71 (Tp) = Z/2 parce que

14X\ 1 /\2 1+)\1 Az

_ 1
= = B(5,0)+E(——,0)+ E(5, =

1 Al 1+/\2 A1 1+)\2
B, ) + B 5+ B0, 252 ¢ g, LA

+ E(

est divisible par deux dans PicK (on applique encore une fois le lemme 1.1.1).
Nous sommes arrivé & une contradiction: 71(Yp) = Z/2 x Z/2 (dans [29],
M. Reid montre qu’il n’existe pas une surface de type général avec p, = 0,
K? =1 et le groupe de torsion Z/2 x Z/2).

Remarque 1.3.4 Dans [29] Section 2, M.Reid a construit les surfaces de
type général avec p, = 0, K2 = 1 et le groupe de torsion Z/4. Il décrit
le revétement étale correspondant a TorsY, plus précisément, son anneau
canonique comme le quotient d’un anneau gradué avec des poids et identifie
I’anneau canonique de Y avec le sous-anneau invarié par ’action de Z/4 (le
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théoreme 2.2). Il conclut que ’espace des modules est irréductible pour ces
surfaces.

Les surfaces que nous avons construites avec m(Y) = Z/4 se retrou-
vent dans la présentation de M. Reid: le produit fibré 7' xy T représente le
revétement étale correspondant a TorsY'.

Remarque 1.3.5 Toutes les constructions et tous les calculs des groupes
fondamentaux que nous avons faits dans les sections 1.2 et 1.3, ont eu comme
point de départ une surface d’Enriques S = A’/ (o, 6). L’application A’ — A
était 1’éclatement des points d’ordre deux, avec A une surface abelienne égale
a C; x C,. Si nous avions consideéré au début A = C; x C2 / (Z/2), nous
aurions obtenu des surfaces de Todorov avec K2 = 8 —2 | I |, et m; donné
par une étude simmilaire avec celui du théoréeme 1.3.1.

2 Fibrés vectoriels spéciaux de rang deux
sur les surfaces d’Enriques

Dans ce chapitre, le but principal est de donner une réponse a la question
suivante (voir [12]): Est-ce que tout fibré vectoriel extrémal de rang deux sur
une surface d’Enriques est un fibré de Reye? Dolgachev et Reider (cf.[12])
ont montré que la restriction du fibré tautologique de la Grassmannienne
G(2,4) a une congruence de Reye S C G(2,4) est stable. C’est le fibré de
Reye de S. 1l est extrémal dans le sens qu’il ne varie pas dans son espace des
modules. Le carré de la premiére classe de Chern est 10 et la seconde classe
de Chern est 3. Remarquons que la surface S est homologue a 70’ + 36", ou
o’ et 0" sont les deux cycles de Schubert de dimension deux dans G(2,4).

Dans [18], Kim a étudié et caractérisé les fibrés extrémaux sur les surfaces
d’Enriques. Ils existent sur les surfaces nodales seulement, et ils satisfont
2 =4n —2et c; =n, pour n > 3.

Dans [9], Conte et Verra ont prouvé qu’une surface d’Enriques générique
et nodale, peut étre plongée dans une Grassmannienne G(2,n+1), la surface
étant homologue a (3n — 2)o’ + no”. La restriction du fibré tautologique
dualisé a la surface d’Enriques considérée est nommée un fibré de Reye.



Nous allons décrire le contenu du chapitre. Dans la partie 2.1, on fait
quelques remarques sur les fibré spéciaux sur les surface d’Enriques. On con-
struit aussi des exemples. La caractérisation des fibrés extrémaux, obtenue
par Kim dans [18], est redémontrée sous des hypothéses un peu plus fortes
(voir la remarque apres le théoreme 2.1.3). Nous voulons mettre en évidence
’observation clé, présente dans tout le travail: on doit relever les construc-
tions au niveau de la surface K3. Dans la partie suivante, on donne une
réponse positive & la question mentionnée ci-dessus et dans la partie 2.3 on
montre que les singularités des espaces des modules de fibrés vectoriels stables
de rang deux sur une surface d’Enriques sont des points doubles ordinaires.
Ces points singuliers sont exactement les classes d’isomorphisme des fibrés
spéciaux. Ces espaces des modules ont été etudiés par Kim dans {19]. Dans
la derniére partie, on prouve l’assertion suivante: les espaces des modules

de dimension un sont birationnellement isomorphes a des courbes de genre
arithmétique un.

2.1 Quelques remarques sur les fibrés spéciaux

Soient S une surface d’Enriques sur C et X le revétement universel de S,
7w : X — 5. On va noter par o 'involution de X qui induit ’application =.
Tous les fibrés considérés seront holomorphes et sauf mention contraire,
ils seront de rang deux. La stabilité sera considérée par rapport a une po-
larisation fixée, qui ne sera pas toujours spécifiée. Pour un fibré quelconque
F', on notera par F le faisceau des sections holomorphes. Enfin, pour un
diviseur quelconque D, on notera par [D] le fibré en droites associé.

Définition 2.1.1 Un fibré vectoriel simple, E sur S, sera dit spécial si E ~
E ® [Ks], ou [Ks] est le fibré en droites canonique de S.

Proposition 2.1.2 Les conditions suivantes sont équivalentes:
i)E est spécial.
1)1l existe un fibré en droites L sur X qui n’est pas o-invariant, tel que

E=r.L.
111)E est un fibré stable et H*(S,EndE) ~ C.

Démonstration. C’est un cas particulier d’un résultat obtenu par Takemoto
1Y

dans [32].
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i) = ii) Si F est spécial, le faisceau correspondant £ satisfait £(Ks) ~ .
Localement ceci signifie qu’on peut définir une structure de Os @ Os(Ks)-
module sur £: en fixant un isomorphisme u : £(Ks) — £ laloi de composition
est (a,b)-e=ae+ u(b®e). Puisque 7.0x = Os @ Os(Ks), on conclut que
E ==n.L, ou L est un faisceau inversible sur X. Alors 7*E = L @ 0*L et un
calcul facile donne

End€ =~ w.Hom(L,L)® m.Hom(c*L,L). (8)

Puisque H?(S,End€) ~ C on obtient H°(X,Hom(cs*L,L)) = 0, donc L
n’est pas o-invariant.

ii) = iii) On suppose qu’il existe un sous-faisceau inversible Og(D) de €
tel que 2D - H > ¢;(FE) - H, ou H représente la polarisation fixée de S. En
appliquant 7*, on obtient #*D - 7*H > ¢;(L) - #*H. Puisque Ox(7*D) —
L®o*L, on a que Ox(7*D) est un sous-faisceau de £ (ou de 6*L), et d’apres
Pinégalité ci-dessus on obtient un isomorphisme entre Ox(7*D) et L, ce qui
contredit le fait que L n’est pas invariant. Donc E est stable et en utilisant
(8) on obtient H?(S,EndE) ~ C.

iii) = i) Soit v : E — E ® [K] le morphisme qui correspond 4 1 dans
H(S, Hom(E,E(Ks))) ~ H%*(S,EndE) ~ C. 1l n’est pas trivial et puisque
le fibré E est stable, E ® [Ks] est aussi stable et on obtient que u est un
isomorphisme. Q.E.D.

D’apres la démonstration, nous voyons que pour E spécial avec & = 7. L,

7*FE = L®oc*L et n*det E = LQ®oc*L. En utilisant les classes de Chern nous
pouvons écrire

7"c1(E) = a(L)+ ca(o*L)
W’Cg(E) = Cl(L) . Cl(O'*L) . (9)
D’apres le théoréme de Riemann-Roch pour SndS , Ious avons
R1(S,EndE) = 2k — 2 (10)

et
c2(EndE) = 4¢y(E) — ¢3(E) = 2k, (11)

ou k est un entier strictement positif.
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L’existence d’un fibré vectoriel spécial sur une surface d’Enriques se reflete
dans l’existence d’un fibré en droites sur la surface K3, fibré qui n’est pas
invariant par ’involution. L’étude des fibrés spéciaux est réduite a I’étude des
fibrés en droites. Jusqu’a la fin de cette section nous allons essayer d’illustrer
cette remarque en construisant des exemples de fibrés vectoriels spéciaux.

Pour commencer, nous considérons le cas des fibrés vectoriels extrémaux.
E sera dit extrémal s’il est spécial et si h'(S, EndE) = 0. Les fibrés extrémaux
sont les fibrés spéciaux pour lesquels k = 1 dans la formule (10).

Théorem 2.1.3 Si E est un fibré vectoriel extrémal, alors S est nodale et
il existe un diviseur D et un cycle nodal R sur S tel que E @ [D] soit donné
par

0—0s— ED)— Os(Ks+ R)— 0.

Remarque. Dans le travail de Kim [18], F extrémal signifie h°(S, End€) =
h*(S,EndE) = 1 et h1(S,EndE) = 0. Sous ces hypothéses il obtient que E

est stable sur une surface d’Enriques.

Démonstration. Soit A le réseau —Fs @ —Fs ® H & H @ H et p 'involution
p : A — A définie par p(z,y,u,v,w) = (y,z,—u,w,v). On va utiliser le
résultat suivant (cf. [3], ch.VII], Lemma 19.1): il existe une isométrie ¢ :
H?(X,Z) — A telle que oo™ = po ¢.

Soit At = {A | pA = A} ~ —2FEs @ 2H. Si A € A*, alors A? = 0 (mod4).
Soit 7*E = L@o*L et B = ¢(c1(L)). On consideére a = §— pf. Evidemment

pa = —a et a? = —4.

Lemme 2.1.4 Il existe By € ¢(PicX) tel que @ = Bo — pfo et BE = 2.
Démonstration du lemme. Soit a = (z,—z,2z,u,—u). On peut supposer
que 8 = (z,0,2,u,0). On cherche un v tel que By = (z,0,z,u + v,v). Les
conditions o? = —4 et 2 = —2 donnent 2v? + 2uv = 2%. En utilisant les
coordonnées et en considérant z? = 2a,a € Z, on obtient

2v1v9 + U V2 + UV = a.

Si uz (ou uy) est impair, on a v, = (—uov; + a)/(2v; + u;) et I’équation peut
étre résolue. Donc il reste le cas u;, u, pair et a impair. Dans ce cas z doit
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avoir au moins une coordonnée impaire. Soit z; une telle coordonnée. La
forme bilinéaire associée & Fg est représentée par

/2 0 0 -1 0 0 0 0\
0 2 -1 0 0 0 0 O
0 -1 2 -1 0 0 0 0
10 -1 2 -1 0 0 0
0 0 0 -1 2 -1 0 0
0 0 0 0 -1 2 -1 0
0 0 0 0 0 -1 2 -1
\o 0o 0 0 0 0 -1 2 )

dans la base {ej,...,eg}. En cherchant By de la forme (z + e4, 4, 2z, u + v,v),
on arrive a la situation a pair. Q.E.D.

Fin de la démonstration du théoréme. Soit R’ un cycle nodal sur X qui
correspond & B ou —f. Alors il existe un cycle nodal R sur S tel que
m*(R) = R'+ 0*R’. En utilisant le lemme, on trouve un diviseur D sur S tel
que mE(D) = Ox(R') & Ox(c*R’). L’involution ¢ agit naturellement sur
I’espace des sections globales

HO(X,0x(R) ® Ox(c*R')) = H(X,0x(R')) & H(X, Ox(c*R')) ~ C?.

Cette espace se décompose en somme directe de sous-espaces propres corre-
spondents aux valeures propres 1 et —1. Le sous-espace o-invariant s’identifie
a I’espaces des sections globales de £(D) et est engendré par la section

0x “5) 0x(R) ® Ox(a*R),

ou s’ est la section de R'.

Ce générateur est I'image inverse d’une section globale de £(D), s, et on
affirme qu’elle n’a pas de zéros. D’abord le lieu des zéros est de codimension
2. Ci ce n’est pas le cas, soit Z le lieu des zéros de codimension 1. Alors
Z CRet Z-(R—2Z)>0 (on raisonne sur s’ et o*s’). Comme £(D — Z) a
une section avec le lieu des zéros de codimension deux, on a la suite exacte

050s—ED-2)— JQ®detE(D —Z) — 0.



Mais

G(E(D-2)) = (R-22)
(R—Z2)¥—2(R-2)-Z + 2?
< —4

et c;(E(D — Z)) = degé > 0, d’ol une contradiction puisque
G(E(D — Z)) —4c(E(D — 2)) = 2.

Les seuls zéros de s peuvent étre isolés et les invariants numériques de £(D)
impliquent que ces zéros n’existent pas. Par conséquence, on a la suite exacte

0— O0s— &D) - Os(M) — 0,

avec ¢1(M) = ¢1(E ® [D)). Il y a deux possibilités pour M: ou bien M ~ R,
ou bien M ~ R+ Ks. En considérant la suite longue de cohomologie, comme

H°(S,E(D)) ~ C, on obtient le théoreme. Q.E.D.

L’exemple suivant est le point de départ de I’étude développée dans [12].
Nous allons donner un autre argument qui sera une illustration de la tech-
nique utilisée pour établir le théoréme principal dans la partie 2.2.

Exemple 2.1.5 Soient S une congruence de Reye, S C G(2,4) = G(1,P3),
et T le fibré tautologique de G(2,4). Alors T |s est un fibré vectoriel extrémal
sur S.

Soit S définie par un espace de quadriques W, de dimension projective
trois, et soit {Q;,...,Q4} une base de W. Pour prouver que S est une
surface d’Enriques, nous rappelons ’argument dans [5] page 136. Soit ¢; la
forme bilinéaire symétrique associée & la quadrique Q; C P3. On considere
la surface Y C P2 x P® — A donnée comme I’intersection compléte des quatre
(1,1)-hypersurfaces Hy,...,Hs, o0 H; : pi(p,q) =0, i=1,...,4. Y est une
surface K3 et ’application 7 : (p,q) — (g, p) représente une involution sans
points fixes avec S = Y/7. Un point de S est une droite g dans P? telle que
(p,g) €Y.

Soit X = pr;Y C P3. L’application pr; |y est 1 : 1. Si on suppose que
(p,q'), (p,q") € Y, alors quel que soit ¢ € ¢'q”, le point (p, q) est contenu dans
Y. Sur S, ceci implique que toutes les droites pg se trouvent sur des pinceaux
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de W. On arrive & une contradiction puisque Ngew @ = 0 et une quadrique
lisse qui contient le point p contient exactement deux droites passant par p.

L’involution 7.induit une involution o sur X. Si on dénote par 2 I'inclusion
X — P3, alors I'application (7,0 0) : X — P2 x P3 restreinte & son image
est ’'inverse de pr; |y. Donc X est isomorphe a Y et on a le diagramme
commutatif suivant.

X (2,200) P3xP3—A
7r P
S ! G(1,P?)

Soit T le fibré tautologique de P> et T le fibré tautologique de G(1,P3). On
dénote par L la restriction de 7' & X et par E la restriction de T' a4 S. Alors

™ FE = 7n"oj*'T
= (i,100) 09T
= (,io0)T' T
= L@o"L.

Comme
E®? = 1€ =1 LD L

on obtient que £ = 7.L = 7. 0*L (m.L est irréductible d’apres ce qui suit).
On doit montrer que L # o*L et que c;(E) = 3. Pour ceci on rappelle que
S ~ 3011 + To2p (voir [15] page 748). Puisque c;(T') est représentée comme
classe d’homologie de dimension trois par o109, on a que ¢3(T') est représenté
par 0}, = 01,1 + 02,0 ('intersection des cycles correspond par la dualité de

Poincaré au cup-produit en cohomologie). En prenant ’image inverse par j
on obtient

c(E) = &(T) |s= 10.

Ensuite, en utilisant que c¢}(L) = 4, on a que ¢;(L) - ¢;(0*L) = 6 et donc
c2(E) = 3 d’aprés (9). On conclut que L n’est pas o-invariant.
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Nous revenons au cas général. Soit E un fibré spécial. D’apres la formule
(11), c2(EndE) = 2k, ou k est un entier strictement positif. Quelles sont les
valeurs possibles de k7 Pour k¥ = 1 on a les fibrés extrémaux qui existent
sur toutes les surfaces d’Enriques nodales. Le théoréme 2.1.3 montre que la
réciproque est aussi vraie. Pour les valeurs de k plus grandes que 2, nous
allons présenter deux constructions. |

e Premiére construction. Si S est une surface d’Enriques avec comme revéte-
ment universel une surface de Kummer, alors quel que soit ’entier £ > 2, il
existe un fibré vectoriel spécial Ej sur S avec co(End Ey) = 2k.

Pour montrer ceci, soient Ej,...,E}, EY,..., E{ huit (—2)-courbes sur
X, telles que o*E] = E! et k un entier plus grand que 2. L’entier k¥ peut
étre vu comme la somme de quatre carrés k = Y i, a?

=1 0{. On prend & =
ﬂ-"‘OX (2?:1 aiE‘l{)'

eSeconde construction. Quel que soit ’entier k¥ > 2, il existe une surface
d’Enriques qui n’est pas nodale et un fibré vectoriel spécial F sur S, tels que
c2(EndE) = 2k.

Nous allons utiliser une surface d’Enriques pour laquelle le rang du groupe
de Picard de la surface K3 correspondante est égale a 11.

Supposons PicX = n*PicS & bZ et considérons la suite exacte

0 = ker(l—0*) = PicX - Z~Im(l—-0")— 0.

Nous avons Im(1 — ¢*) = (b — 0*b)Z = aZ et puisque b # o*b, en utilisant
le théoréme de Hodge d’index, nous obtenons a? = (b — 0*b)2 < 0. Comme
b+ o*b € #*PicS nous avons a? = 0 (mod4).

Lemme 2.1.6 Pour chaque entier positif k > 2 il existe une famille, {X,},
de dimension neuf de surfaces K3, telle que

i)(—2Es @ 2H @ oZ) ®z Q C ¢,q(PicX;), ot a est p-anti-invariant,
a® = —4k et a = B — pB.

i1)Chaque élément de la famille {X;} est le revétement universel d’une
surface d’Enriques.

Démonstration. Soit € A donné par

a=( Z ae;, — Z a;eq, O,f;—fz,—f1+f2)-

1 impair 1 impair
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a est primitif, a = f — pf et

o = —4 ) al-4=—4k. (12)

1 impair

On remarque que ’entier k£ peut prendre toutes les valeurs positives.

Soit v; = (0,0, f1 + 2£2,0,0), v2 = (0,0,0, f1 + f2, —(fr + f2)) et Po =
Sp(v1,v2). Po se trouve dans Q, ou 2 est le domaine des périodes. En
appliquant la surjectivité de ’application des périodes pour les surfaces K3,
on obtient une surface de Kummer exeptionelle Xy et une isométrie ¢o :
H?*(Xo,Z) — A telles que ¢o((H?°(Xo) & H®?(Xo)) N H*(X0,Z)) = P et
$o 0 05 = p o o.

Soit f : X — B la déformation locale universelle de Xy. En réduisant B
si nécessaire, on peut choisir un marquage ¢ : R?f.(Z) — Ap et donc une
application des périodes p : B — 1 qui est un isomorphisme local d’apres le
théoreme local de Torelli.

Soit ¢ le morphisme qui rend commmutatif le diagramme suivant.

R?f.(Z) ¢ AB
P PB
0 ¢
R*f.(Z) Ap

Pour chaque point de B, ¢ induit une isométrie de Hodge. Puisque ¢y = o}
est une isométrie de Hodge effective, il existe un voisinage ouvert U C B
de 0 tel que ¢, soit une isométrie de Hodge effective pour tout ¢ € U. En
utilisant le théoréeme fort de Torelli, on conclut que quel que soit t € U, il
existe un unique automorphisme o; : X; — X, tel que o = ;. Puisque ¢?
est I’identité en cohomologie, o; est une involution.

Pour finir la démonstration, on considéere ' = {P | P € Q,P C (A* &
aZ)t}. Alors p~!()') = B’ correspond a une famille de dimension neuf de
surfaces K3, f~'(B’') — B’ avec (—2Es & 2H & oZ) @z Q C ¢.q(PicXy).
Ceci implique 1).

Pour ii), on doit montrer que pour tout ¢t € U N B’ la surface X;/o; est
une surface d’Enriques. Il suffit de montrer que o n’a pas de points fixes
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isolés. On va obtenir que le lieu fixe de o est ’ensemble vide. Autrement
S = X/o serait une surface rationnelle, minimale donc, puisque le produit
d’intersection sur S est pair. Comme rk H*(S,Z) = 10, on arriverait a une
contradiction.

Soit A un point fixe isolé de 0. On peut choisir les coordonnées locales
telles que A = (0,0) et o : (z,y) — (—z, —y). Soit w une 2-forme holomorphe
représentant un générateur pour H°(X, Q% ). Localement w = (1+---)dzAdy,
donc 0w = (1 4+ ---)dz A dy. Mais p | P = —tdp implique 6*w = —w. D’ol
une contradiction. Q.E.D. -

Pour finir la construction on utilise ’assertion suivante: 1’élément géné-
rique d’une famille de dimension 7 de surfaces K3, a le nombre de Picard
égal a 20 — 5. Dans le cas considéré, j = 9. En utilisant la formule (12)
pour k > 2, on obtient a? < —8 et on conclut que la surface d’Enriques qui
correspond a un élément générique n’est pas nodale.

Pour les résultats généraux concernant les surfaces K3, qui ont été utilisés
dans ce paragraphe, on renvoie a [35].

Nous allons présenter une version plus classique de la construction ci-
dessus pour le cas k£ = 2. L’exemple sera utilisé dans la partie 2.4.

Exemple 2.1.7 Soit X C P° une surface K3 donnée comme l’'intersection
complete de trois quadriques définies par des équations de la forme

Z a;;x;x; + Z b,-ja:;:z:j=0.

0<i j<2 3<i,j<5

L’application (zq, 1, 2,23, 24,25) — (Zo,Z1,T2, —T3, —T4, —Ts5) représente
une involution sans points fixes sur X. On peut choisir les quadriques telles
qu’il existe un fibré vectoriel spécial sur la surface d’Enriques S = X /o, avec
E(E)=4¢et co(E) =2.

Pour voir ceci, soit II le réseau engendré par les quadriques considérées et
A la courbe discriminante représentant les quadriques singuliéres du réseau.
A est de degré six, étant ’'union de deux courbes de degré trois A = AU
B. Elle a, au plus, des points singuliers rationnels doubles: un point lisse
correspond a une quadrique de rang cinq et un point singulier & une quadrique
de rang quatre. On remarque que X appartient & une famille dépendant
de dix parametres modulo les projectivités de P®. Génériquement, on peut
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supposer que A et B sont irréducibles. On interprete un résultat qui se trouve
dans [4] Ch.VI, dans le cas particulier considéré. Il existe une correspondance
fini & un (modulo les projectivitiés), X — {AU B;€4,ep} ol €4 est un point
d’ordre deux dans la variété de Picard de la normalisée de A et de méme
pour €g. En fixant la courbe A avec comme seule singularité un noeud,
a € A, et en variant B, on obtient une famille de dimension neuf de surfaces
K3. L’élément générique a donc le nombre de Picard égal a onze. On a fini,
puisque la quadrique @, qui correspond & a, est de rang égal a quatre. C’est
un cdne sur une quadrique non-singuliere de dimension deux, avec comme
sommet une droite. Les deux familles de 3-plans engendrés par le sommet et
les droites qui se trouvent sur la quarique de dimension deux, découpent sur
X deux pinceaux elliptiques qui sont échangés par o. L’intersection de ces
deux pinceaux est égale & 4 (deux 3-plans qui se trouvent dans des familles
différentes engendrent un hyperplan dans P®). Si | F' | est un de ces deux
pinceaux, alors on prend E associé a m.Ox(F').

2.2 Swurfaces d’Enriques plongées dans les
Grassmanniennes

Nous allons établir le théoréme suivant:

Théoreme 2.2.1 Soit S une surface d’Enriques et E un fibré vectoriel spé-
ctal sur §. On peut trouver un nombre entier positif n et un plongement de
S dans la Grassmannienne G(2,n 4 1) tels que

i) Le fibré EV, aprés la tensorisation €ventuelle par un fibré en droites,
est I'image inverse du fibré tautologique de G(2,n + 1).
it) St c2(EndE) = 2k, alors

S ~ (n - 1 + k)an—2,n—2 + (3n - 3 + k)an—l,n—3 b

o 0, i, sont les cycles de Schubert définis comme ci-dessous. On fize une
filtration Vi c V, C ... C V, C C**! avec dimV,, = a, alors i, > i, et

Firip = {A | dim(A N Vinyr)-245-4;) 2 5,7 = 1,2}
Démonstration. On sait que 7*E = L @ o*L. En considérant H un diviseur

tres ample sur S, on regarde le fibré L @ [v*H]®™, ou m est un entier positif.
Soit ' une courbe qui correspond a ce fibré en droites. L’entier m sera
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spécifiée dans un instant tel que [I'] soit tres ample. On a le diagramme
commutatif suivant.

x b9y x (er, er) P(V)xP(V)— A
™ ¥
S ! G(2,V)

ou I’ =2n -2,V = H°(X,0Ox(T))Y ~ C™*! et 1 est donné par

( ) s le plan engendré par les droites
P1,P2 qui correspondent a p; et p, dans V

Si (er, r) o (id, o) = ¢, alors ¥ o ¢ peut étre factorisé par 7 On dénote par
j S — G(2,V) lapplication induite de S dans la grassmannienne. On va
finir la démonstration de i) en deux étapes:

Etape 1. Si T est le fibré tautologique sur G(2,V), alors j*TV ~ E @ [H]®?™.
Etape 2. Pour m > 2, en commencgant avec L ample, j est un plongement.

Démonstration de I’étape 1. Premierement on considere le plongement ¢r :
X — P(V). Si {so,...,3.} est une base fixée de V, alors ¢r : z —
[so(z),...,5a(z)]. Evidemment orOpv)(—1) = Ox(-T). Soit T’ le fibré
en droites qui correspond a Op(v)(—1). En utilisant la définition de %,
Y*T =T' x T, donc

(Yo@)T = ¢ (T'xT') = (id,0)"([[]" x [IT")
= MV@o )Y ~(LDo*L) Q[x*[H]® .
Puisque (¢ o ¢)*T est o-invariant et (L @ ¢*L)Y = 7n*EY on conclut que
E @ [H]®*™ = j*TV (E est spécial).

Démonstration de l’étape 2. On veut démontrer que j est un plongement
pour m > 2. Si j n’est pas injective, alors il existe deux point z,y € X,
appartenant a des orbites différentes de o, tels que ¢r(z), ¢r(oz), ¢r(y) et
er(oy) soient colinéaires.
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Si la différentielle de j n’est pas injective en un point s de S, alors la
droite engendrée par ¢r(z) et ¢r(cz) dans P(V), ou n(z) = s, est une
droite tangente & ¢r(X) en ¢r(z). La justification de cette assertion est
élémentaire. On doit expliciter quand un vecteur tangent a P(V) xP(V)—A,
provenant de X, se trouve dans le noyau de la différentielle de .

Soient p = ¢(z), p” = p(oz) et Ao = 3 (p',p"). Alors

T (P(V) x P(V)) = Hom(p', V/p') x Hom(p", V/p")
- TAOG'(2, V) = Hom(Ag, V/Ao)

et di(prpmy (e, ") = o +a”, o & est ’application induite par V/p' — V/A,.
Par conséquence

. Ima’ C Ao/p’
/ "
(o, a"”) — 0 ssi { Ima” C Ao/p" (13)

Soient v € T X et dp.(v) = (a/,a”). On considére le cheminy: I — X
tel que v(0) = z et dy/dt (0) = v. On choisit la base de V telle qu’on ait

(so(z),...,s:(z)) = (1,0,...,0)
(so(oz),...,sn(0z)) = (so(oz),1,...,0)
et de plus, dans un voisinage de 0, que
(ero7)(t) = (1,51(7(2)), - - -5 sa(7(2))) -
Alors le vecteur tangent o' est donné par
a'(1,0,...,0) = (ds1,z(v),...,dspz(v)),

le membre de droite étant interprété comme un élément dans V/p'. Pour que

dip(pr,pr) évaluée en (o', ) soit nulle, il faut et il suffit, d’apres la formule
(13), qu’on ait

«'(1,0,...,0) = (ds1,2(v), 0,...,0) .
e e’ e —
n fois (n-1) fois

En somme j n’est pas un plongement en s € S, si et seulement si la droite
engendrée par p’ et p” dans P(V) est une droite tangente a ¢r(X) en ¢r(z).

La démonstration maintenant, est une application d’un résultat de Bel-
trametti et Sommese (cf. [7]), et du suivant.
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Lemme 2.2.2 Soit z,vy, z trois points sur X, le cas y infiniment voisin de
z étant possible, et soit £ un sous-schéma de dimension 0 et de degré 3 tel
que le 0-cycle associé soit détérminé par z,y et z. Soit I' une courbe trés
ample sur X. Si A} (X, Je(T)) = 0, dans le cas z,y,z distincts, les points
er(z),or(y) et or(z) ne sont pas colinéaires. Dans le cas y infiniment voisin

de z, la droite qui passe par pr(z) et or(z) ne contient pas le vecteur tangent
en @r(z) correspondant a y.

Démonstration du Lemme. Premiérement on suppose que les points z,y et
z sont distincts. La suite exacte

0 — Je(T) = Ox(T) = O(T) — 0
donne en cohomologie
0 — H(J(T)) — H(Ox(T)) — C* — 0. (14)

Soit ! la droite engendrée par r(z) et ¢r(y) dans P(H°(Ox(I))Y). Cette
droite correspond au pinceau engendré par les hyperplans H, = {s | s(z) =
0} et H, = {s | s(y) = 0} dans H°(Ox(T)). Si ¢r(z) € I, alors H, =
AH; + pH,. La codimension de H°(J¢(T')) dans H°(Ox(T')) est deux, ce qui
contredit (14).

Maintenant, on suppose que y est infiniment voisin de z. On doit montrer
que la droite qui contient le point ¢r(z) et le vecteur correspondant a y ne
contient pas le point ¢r(z). Puisque ’application tangente dyr , sépare les
vecteurs tangents en z, H%( 7, ,(T)) représente un sous-espace de codimen-
sion deux W C H°(Ox(T')). Si ¢r(z) € T,y (z)pr(X) représente un vecteur
colinéaire au vecteur correspondant & y, alors W C H,, donc H°(J¢(T))
représente ’espace de codimension deux W. Cette conclusion est la suite
exacte

0 — H°(Z(T)) — H°(Ox(T)) = Czle] ® C. — 0

donnnent une contradiction. Q.E.D.

Fin de la démonstration de l’étape 2. On considére un sous-schéma de di-
mension zéro (£, O¢), comme dans le lemme ci-dessus, tel que H'(J¢(T)) # 0.
Pour m > 2, I'? > 13, donc on peut appliquer le théoréme 3.2.1 dans [7]: il
existe un diviseur effectif D sur X tel que I' — 2D soit Q-effectif et I'inégalité
suivante soit satisfaite

I‘~D—3§D2<£‘)—QS3.

<
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En utilisant la parité de la forme d’intersection sur X, on remarque que D?
peut prendre les valeurs —2, 0 et 2. De plus, dans chacun de ces cas, on
arrive a une contradiction.

Si D% = —2, alors I'- D doit étre égal & 1, mais cela est impossible puisque
m > 2.

Si D? = 0, alors I - D doit étre égal 2 3. Puisque X est une surface
K3, h°(X,Ox(D)) > 2 et | D | est composeé avec un pinceau n’ayant pas
de composantes fixes ni de points base. D’apres le théoreme de Bertini, un
élément générique de ce systéme linéaire est lisse et donc connexe (la surface
n’est pas rationnelle). On obtient que | D | est un pinceau. Maintenant,
commeI'-D = 3,on aque n*H-D = 1. #*H est une section pour le pinceau
| D |, donc I’élément générique de | #*H | est une courbe rationnelle. Alors
I’élément générique de | H | est une courbe rationnelle. On est arrivé a une

contradiction puisqu’on avait supposé que H était tres ample sur la surface
d’Enriques S.

Si D? = 2, alors I - D doit étre égal & 5. Si on considére I'? = r, on
arrive a une contradiction en appliquant le théoréme de Hodge d’index pour

le diviseur 5T — rD.

il) Soit c;(EndFE) = 2k. D’apres les considérations ci-dessus m*c;(E ®
[H]®™) = ¢1(T) + ¢1(0*T') avec ' = 2n — 2. Un calcul facile pour E ® [H]®™
donne

¢ = 4n—4+2k
Cy = n-— 1 + k (15)

(la seconde classe de Chern du fibré End ne change pas quand on tensorise
par des fibrés en droites).

Soit S ~ aon_25-2 + b0n_1,n-3. Puisque le dual de Poincaré de ¢;(T") est
01,0, la classe de cohomologie de dimension 2n — 3, on obtient que c3(T') est
représenté par o7, = 013 + 020. En prenant I'image inverse par j, on a

S(EQ[H]®")=c}(T) |s=a+b. (16)
Maintenant
011 = {A l dln’l(A N Vn—l) 2 1>d1m(A N Vn) ...>_ 2} = {A I AC Vn} ’

ou0CV,CcV,C...CV,CV est une filtration de V = C**!. Soit P" un
plan fixé de dimension n dans V. On peut lui associer une section s de TV
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telle que ker sp = AN P*. Evidemment {s = 0} = 0;,;(P") et en prenant
j*s on obtient une section de E Q@ [H]®™ avec deg{j*s = 0} = c2(EQ[H]®™).
Donc

CQ(E ® [H]®m) = 0’1,1(Pn) |5= a. (17)
En utilisant (15), (16) et (17) on a
a+b = 4n —4 42k
a = n—1+4%k

et donc le résultat. Q.E.D.

Le théoreme ci-dessus donne une représentation d’une surface d’Enriques
S, dotée d’un fibré vectoriel spécial, comme un complexe de droites dans P™
pour n suffisemment grand. Si nous regardons la relation [[') ~ L @ [*H]®™
avec m > 2, nous remarquons que 2n — 2 = I'’> > 38, donc n > 20.

Remarque 2.2.3 La surface obtenue en éclatant n — 1 + k points sur S,
admet un plongement dans P(V) = P(C"*?).

Soit S C G(2,V) et EY =T |s (nous utilisons les notations du théoréme
2.2.1). Soit P™ un plan générique de dimension n dans V/, tel que ’intersection
01,1(P*) N S soit de dimension zéro. Nous pouvons lui associer une pseudo-
section de P(F) comme suit: z — (z,P(A;) N P(P")) € P(FE). L’espace
P(F) est vu comme la variété d’incidence

P(E)={(z,y) |y e P(Az)} C S x P(V).

En prenant 'image de la pseudo-section par la projection sur P(V), nous
obtenons une application rationnelle définie sur S et a valeurs dans P(V). 1l
suffit de prouver que cette application est birationnelle. Supposons qu’il ex-
i1ste un point tel que sa préimage contienne au moins deux points. Un tel point
correspondrait au point d’intersection de deux droites projectives P(Az) et
P(Az#). Les quatre points sur la surface X donnés par une telle configuration
représentraient un sous-schéma de dimension zéro avec H*(J(T')) # 0. En
appliquant le résultat de Beltrametti et Sommese, nous arrivons a une con-
tradiction pour n > 20, comme dans la démonstration de ’étape 2 ci-dessus.

Les points éclatés sont les points d’intersection oy,1(P"*) N S sur G(2,V).
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Dans (8], Brivio étudie les fibrés vectoriels extrémaux avec ¢ = 14 et
co = 4. Elle obtient leurs caractérisation en termes du fibré tautologique
de la Grassmannienne G(2,5). Apres la description des fibrés déterminants
associés, elle montre qu’en éclatant la surface d’Enriques en quatre points,
celle-ci admet un plongement de degré 10 dans P*.

2.3 Les singularités des espaces des modules
des fibrés vectoriels stables de rang deux sur
les surfaces d’Enriques

Soit H une polarisation fixée sur la surface d’Enriques S. Soit M(C, ¢z, S)
I’espace des modules des fibrés H-stables de rang deux avec le déterminant,
det E = [C], et la deuxiéme classe de Chern c;, ou équivalent avec les classes
de Chern fixées. On suppose que M est non-vide. D’apres la théorie générale
on sait que pour E un fibré H-stable, I’espace tangent Zariski en [E] est iso-
morphe & H(S, ad€) et comme germe, (M, [E]) est isomorphe a (k71(0),0),
ou adf est le faisceau des endomorphismes de trace nulle,
0 — Os 2% £nd€ — ad€ — 0,
et £ : H'(S,ad€) — H?*(S,ad€f) est I’application de Kuranishi. Le terme
de degré deux représente la premiére obstruction, o,. En particulier, le cone
tangent se plonge dans o7 (0).
Puisque S est une surface réguliere,

h3(S,ad £) = h%(S, EndE) = h(S, Hom(E, E(Ks)))

quelque soit le fibré vectoriel E dans M et en plus le cone tangent est égale
a 0o7'(0). Si [E] se trouve dans le lieu singulier de M alors E est un fibré

spécial. Nous allons voir que la réciproque est vraie aussi et nous allons
caractériser les singularités.

Premiérement, nous remarquons qu’il n’existe qu’un nombre fini de fibrés
spéciaux avec les classes de Chern fixés: E = m.L, la classe ¢;(L ® o*L)
est fixée et ¢;(L ® 0*L®') € Pic X n’a qu’un nombre fini de possibilités
d’apres le théoréeme de Hodge d’index (L — o*L vit dans un espace euclidien

et 0> (c1(L) — e1(0*L))? = n*(c1(E)? — 4 c2(E))).

Théoréme 2.3.1 Le fibré E represent un point singulier de M si et seule- .
ment st E est spécial. De plus, [E] est un point double ordinaire.
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Démonstration. Soit C le cone tangent de M en [E]. On va montrer que C est
birationnnellement un cone quadratique non-dégénéré. Le céne quadratique
qu’on cherche, sera donné par la premiere obstruction.

Le cone C est contenu dans Tjg M, 'espace tangent Zariski de M en [E].
On a

dimC =dimM =dimTigM - 1.
En utilisant le language des schémas, on peut identifier un vecteur tangent
dans C avec une famille de fibrés vectoriels sur S paramétrée par ’anneau

local des séries convergentes C{t}. Comme C{t} C C|[t]], on considére les
familles intermédiaires paramétrées par C[[t]] et donc par C[t]/t", puisque

C[[t]] = im CJt]/t".

Pour commencer, soit E’ une famille paramétrée par C[t]/t?, une dé-
formation infinitésimalle de E. On dénote C[e] = CJt]/t™ quand aucune
confusion ne sera possible. On a E = E' X gxspecCle] S €t localement

¢I
E'| Usa x Spec Cle] =5 E' | Uap x Spec Cle] .

Alors .5 est donné par id + €uap, ol uUap € EndE(Uyp). La condition de
compatibilité sur U,g, implique

Uog t Upy = Uay- (18)

Donc {uqg} represente un 1-cocycle de End€.
En identifiant une famille paramétrée par Cle] avec un vecteur tangent
de I’espace 1|z M, on obtient ’application de Kodaira-Spencer

TiggM — HY(S, EndE) .

D’une maniére analogue, une famille paramétrée par C[t]/t® entraine la
condition de compatibilité suivante sur Uyg,:

(id + €Uap + €%v0p) 0 (3d + cupy + €%vpy) = id + EUay + E%Vary ,

ou Usp et vap sont des sections locales de EndE. Le coéficient de € donne la
relation (18) et le coéficient de €2 donne

U O Upy = —(Vap + Vpy — Vory)-
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Donc une famille E/ paramétrée par C[t]/t? peut étre relever & une famille
paramétrée par C[t]/t3 si et seulement si le 1-cocycle {u,g}, représentant E’
est dans ’ensemble des zéros de la forme quadratigue

01 : HY(S,EndE) — H?*(S, EndE)

définie par class{ung} + class{uqsg o ugy}. C’est la premiere obstruction.
Soit C, le cdne dans TjgpM defini par n7'(0; = 0). On conclut qu’un vecteur
tangent correspond 3 une famille paramétrée par C[[t]] si et seulement si il
se trouve dans le sous-cone C' C C; obtenu en considérant toutes les obs-
tructions supérieures. Puisque C C C’' C C, si C; est un cone quadratique
non-dégénéré, le théoréme est prouvé puisque dim C' = dim C;. Donc on doit
établir le lemme suivant.

Lemme 2.3.2 La forme quadratique o, est non-dégénérée.
Démonstration. Soit ¢ la forme bilinéaire sur H(S, End€) définie par

w(class{uap}, class{vap}) = class{uqyp 0 vg,}-

Evidemment ¢(u,u) = o1(u).

Pour établir le lemme, on va considérer 'image inverse de ¢ sur X.
Elle va s’identifier & la forme bilinéaire donnée par la dualité de Serre pour
HY(X,Hom(L,o*L)). On va ’étudier en montrant qu’aprés quelques identi-
fications, elle est une forme bilinéaire symmeétrique. Donc ¢ sera une forme
bilinéaire symétrique non-dégénérée. D’apres (8),

Endé ~ wHom(L,L)® m.Hom(L,o"L)
~ mHom(o"L,0*L) & . Hom(c*L, L),
et on affirme que le diagramme suivant est commutatif.

HY(X,Hom(c*L,L)) x HYX,Hom(L,o*L)) — H*X,Hom(L,L))
1 i !
H' (S, EndE) N H(S, EndE) = H?(S, EndE)

Les fléches horizontales sont données par composition et les fléches verticales
par 7.. Les derniéres sont des isomorphismes. Pour la commutativité, il
suffit de choisir un revétement de X qui correspond a un revétement de S.
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Alors pour les 1-cocycles {uqp} et {vop} of EndE, on prend les 1-cocycles
{Cap} et {€ap} de Hom(o*L, L) et de Hom(L, o* L) respectivement, tels que
m.{ = u et 7. = v en cohomologie. Localement u,g est le morphisme (g
de Ox(U,p)-modules considéré comme morphisme de Og(U,p)-modules.
On dénote aussi par ¢ la forme bilinéaire en haut. Elle correspond a la
dualité de Serre sur X, donc elle est nondégénérée. Soit 7 la forme bilinéaire

¥ : H\(X, Hom(L, 0" L)) x H'(X, Hom(L, 0" L)) — H(X, Hom(L, L))

définie par 9 (¢’, (") = p(e*¢’,("). On peut représenter 1({’, (") comme suit:
soient (/5 et C” donnés en termes des bases fixées pour L(Uyp) et 0*L(Uyp)
par a,g et alg . Alors ¥({’,(") = class{g%a ;- ap,} et on a

$(¢',¢") — ¢(C” ¢')
= class{o"a,g4 am a"a”ﬂ ap.}

= class Alt{o"a g a5, — 0 ays - ap,}

1
= class{i(a*a;ﬁ-a'ﬁ,, otans - ag, —oap, - ags+otag, - ays)}

* 1 * * * * (4
= o cla,ss{i(a anp - ap, — 0 ans - ap, — 0 ag, - ags+otag, - agg)}

= o"($(¢'5¢") — (" ()

Cela veut dire que %(¢’,{") — ¥(¢",¢’') est une classe de cohomologie o-
invariante dans H%*(X,0x) ~ H?*(X,Hom(L,L)), donc elle est la classe
nulle. Q.E.D.

2.4 Les espaces des modules 1-dimensionels

Nous allons montrer que sur une surface d’Enriques qui n’est pas nodale, un
espace des modules des fibrés vectoriels stables de rang deux avec les classes
de Chern fixées et de dimension égale a un, s’identifie & une courbe de genre
arithmétique un.

Comme dans la partie 2.3, on dénote par M(C, ¢c,,Y’) I’espace des modules
des fibrés vectoriels de rang deux sur la variété Y, stables par rapport a une
polarisation fixée, avec le déterminant [C] et la seconde classe de Chern c,.

Sur une surface d’Enriques on a

dim TigM = 4cy(E) — 2(E) — 3 + h2(EndE) .

39



En utilisant le Théoréme 1 dans [19], si dimM = 1, on peut toujours sup-
poser qu’apres une tensorisation convenable® on se trouve dans un des deux
cas: c2=0etc;=1,ouct=4etc,=2.

o Le premier cas. On étudie les espaces des modules des fibrés vectoriels
stables de rang deux sur E tels que c3(E) = 0 et c;(E) = 1. En prenant le
produit tensoriel par des fibrés en droites, on peut supposer que detE soit
un des suivants: le fibré en droites trivial, [Ks] ou [F’]. Comme d’habitude
F'" et F" représentent les deux demi-pinceaux d’un pinceau elliptique sur S.

Lemme 2.4.1 Il neriste pas de fibré vectoriel stable de rang deuz sur S avec
c2(E) =1 et de déterminant triviale ou isomorphe a [Ks).

Démonstration. On suppose que E est stable et on dénote det E = [C]
avec C linéairement équivalent & 0 ou a2 Ks. En appliquant le théoreme de
Riemann-Roch pour £, on obtient

1O(S, £) — h1(S,€) + h*(S,€) = 1.

Si E a une section globale, alors il existe un sous-faisceau iversible Og(D)
de £ avec D effectif, le lieu des zéros de la section globale. Cela contredit la
stabilité de F.

Si R2(S,E) = h°(S, EV(Ks)) > 1, alors en utilisant le méme argument on
obtient que EY ® [Ks] n’est pas stable. Mais E stable implique EY ® [Ks]
stable. D’ou une contradiction. Q.E.D.

Pour le cas qui reste, nous allons considérer la stabilité par rapport a
une polarisation H obtenue comme suit: soit Hy un diviseur ample, alors on

prend H = Ho+ (Ho- F') F'. Puisque S n’est pas nodale, pour tout diviseur
effectif D, D-H>F'-H. *

Lemme 2.4.2 L’espace des modules des fibrés vectoriels, E, de rang deuxz,
H-stables avec det E = [F'] et c;(E) = 1, est isomorphe a F”.

30n utilise le fait que pour D effectif, D*> > 0, il existe un demi-pinceau F tel que

D - F < D?. On se réduit par tensorisations successives avec des pinceaux eliptiques au
cas c3(det E) = 0 ou 4.

4 Apparemment la polarisation H dépend du déterminant, le demi-pinceau, mais d’aprés
[26], on sait que la stabilité sur une surface d’Enriques ne dépend pas de la polarisation.
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Démonstration. Puisque chaque point de F se trouve en position spéciale par
rapport a | F" |~| F' 4+ Kg |, on a une correspondance injective: p — E(p),
ou p € F" et E(p) est le fibré vectoriel donné par ’extension

0— Os = E(p) = JH(F') = 0. (19)

L’application s est donnée par la section globale s telle que {s = 0} = p (cf.
[16]). Le probléme est d’établir la stabilité de E(p) et ensuite, de montrer
que tous les fibrés vectoriels stables sont de la forme E(p), pour un p € F”.

En supposant que E = E(p) et qu’il n’est pas H-stable, on peut trouver
une suite exacte

0 — Os(D) = &(p) = Jp(F' = D) — 0

telle que 2D - H > F'- H > 0. En tensorisant par Ogs(—D) on voit que
RO(S,E(p)(—=D)) > 1. Puisque —D ne peut pas étre effectif, en tensorisant
la suite exacte (19) par Og(—D), on obtient F' — D ~ C > 0. L’instabilité
de F implique F'- H > 2C - H. C’est en contradiction avec le choix de H.

Soit maintenant F un fibré vectoriel stable avec les classes de Chern
comme dans les hypothéses. On veut montrer que E a une section avec des
zéros isolés.

En appliquanrt le théoréme de Riemann-Roch pour £ on obtient que F a
une section global (si A%(S,€) > 1, alors £Y(Ks) a une section global et apreés
la tensorisation de la suite exacte correspondante par Og(Ks) et le passage
au dual, on obtient h°(S,&) > 1). Donc on peut supposer ’existence de la
suite exacte suivante

0— Os(D) = & — Je(F'—D)—0,

ou ¢ est un sous-schéma de dimension zéro et D est effectif. Si D # 0, la
stabilité implique 2D-H < F'-H. Cela est imposible puisque 'intersection de
H avec les diviseurs effectifs a un minimum en F’. Donc D =0. Q.E.D.

o Le deuziéme cas. On va considérer ’espace des modules des fibrés vectoriels
stables de rang deux, tels que ¢? = 4 et la seconde classe de Chern soit 2. On
dénote par [C] le déterminant. Puisque on a supposé que S n’est pas nodale,
C est ample sur S.

Lemme 2.4.3 Le systéme linéaire | C | n’a pas de composantes fizes.
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Démonstration. Une composante fixe peut étre donnée seulement par un
demi-pinceau. Soit E’ un demi-pinceau contenu dans | C |. S’il existe un
autre demi-pinceau F' contenu dans | C | avec E' - F' # 0, alors

C~D+4+E +F ~D+2Ks+E' +F' ~D+E"+ F",

donc E’ n’est pas une composante fixe de | C |. L’autre possibilité est
C ~D+ FE avec D-E' =1 et D* = 2. Le fait que C soit ample et le
théoréme de Riemann-Roch pour C — 2F’ impliquent que ce diviseur est
effectif. Donc E’ ne peut pas étre une composante fixede | C |. Q.E.D.

En utilisant la démonstration du lemme on peut faire I’hypotese suivante:
S ne contient pas un pinceau elliptique pour lequel l’intersection avec C
soit 2. S’il contenait un tel pinceau, aprés la tensorisation avec un fibré
en droites correspondant a un demi-pinceau, ’espaces des modules devient
birationnellement équivalent & un des espaces étudiés dans le premier cas.
Géométriquement, I’hypotése signifie que | C | n’est pas un systéme linéaire
hyperelliptique sur S, ou ce qui est équivalent, | C | est sans points base
(cf. [11]). Dans la suite nous allons considérer | C' | un systéme linéaire
ample, irréductible, sans points base et avec C? = 4.

Lemme 2.4.4 Soit E un fibré vectoriel stable avec det E = [C] et cp(E) = 2.

E a des sections globales et, en plus, quelle que soit une section globale, ses
z€ros sont isolés.

Démonstration. En appliquant le théoréme de Riemann-Roch pour £, on

trouve que E a des sections globales. On peut donc supposer ’existence de
la suite exacte

0—0Os(D)—=E— Je(C—-D)—0,

ou £ est un sous-schéma de dimension zéro, D est effectif et
D-(C—-D)+degt=2. (20)

La stabilité de E implique 2D -C < C?* =4,donc D=0o0u D-C = 1. La
derniere possibilité ne peut pas étre réalisée puisque d’apres (20), D? = 0, ce
qui signifie que D est un demi-pinceau avec C - D = 1. On conclut que toute
section globale a les zéros isolés. Q.E.D.
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Nous allons étudier ’espace des modules M(C,2,S) en regardant les i-
mages inverses des fibrés sur la surface X. Soit M(7*C,4, X) ’espace des
modules des fibrés vectoriels de rang deux sur X, stables par rapport a =*C.
C’est une variété quasi-projective symplectique de dimension deux avec une
involution induite par o. Alors

7 M(C,2,5) = M(7"C,4,X)

est 2 : 1 sur la sous-variété lagrangéenne qui représente le lieu fixe de
I'involution induite (voir [19] et [21]).

Puisque | C | est non-hyperelliptique sur S, le systéme linéaire com-
plet | #*C | est non-hyperelliptique sur X. L’application correspondante,
définie sur X, est génériquement 1 : 1, de degré 8 et prend ses valeurs
dans P®. Le systéme linéaire | 7*C | est o-invariant, donc ’involution o
est induite par une involution linéaire de P°. Celle-ci doit étre de la forme
(zo, Z1, T2, T3, T4, T5) — (T0, T1, T2, —T3, —T4, —T5) dans un systéme de coor-
données convenable.

Affirmation. X est le lieu fixe d’un réseau de quadriques II.

Si ce n’était pas le cas , en utilisant [31], nous remarquons que le lieu
fixe W du réseau pourrait étre le cone sur le scroll S;, dans P* (le plan
projectif eclaté dans un point), ou le plongement de Segre s : P! x P2 — PS5,
Dans le dernier cas nous choisissons sur W deux droites: P! qui correspond
a P! x x, et oP!. Soit P? le plan de dimension trois, engendré par P! et
oP'). Puisque degW = 3, il existe une droite L dans W telle qu’on ait
P3NW = P'UoP'UL. L est o-invariante donc elle contient un point fixe p.
Nous obtenons un plan de dimension deux dans W, o-invariant, I’image de
{pri0s71(p)} x P2. Un tel plan contient une droite fixe qui intersecte 'image
de X dans P®, d’ol une contradiction puisque o agit librement sur X. Dans
le premier cas, le sommet du cone est un point fixe pour I’involution, et par
consequence il suffit de trouver une génératrice o-invariante. Nous regardons
une section hyperplane de W, o-invariante et qui ne contient pas le sommet.
Elle est nécessairement un scroll S ,, et puisque la (—1)-courbe de ce scroll
est o-invariante, nous obtenons la génératrice désirée.

La courbe discriminante A C II qui représente les quadriques singulieres

est de degré 6, étant I'union de deux courbes de genre arithmétique un,
A=AUB.

43



Soit M%(n*C,4, X) les composentes de M(7*C,4, X) qui contiennent au
moins un fibré vectoriel qui admet une section globale avec des zéros isolés.

Lemme 2.4.5 M°(r*C,4, X) est birationnellement isomorphe avec le revé-
tement double de II ramifié au dessus de A. L’involution induile de o
échange les deuz feuilles du revétement.

Démonstration. Cette affirmation est faite dans le papier de Mukai [21] et
a été généralisée par Tyurin dans [34]. On va se résumer ici a& esquisser
I’argument.

Quel que soit p € II — A, soit @, la quadrique correspondante. On

identifie @, avec la Grassmannienne G(2,4). Soit T}, le fibré tautologique et
Vp le quotient. On a

02T, Q,xC* -V, —0.

Les deux points du revétement double sont représentés par T,/ |x et V} |x.

Premiérement on doit montrer que ces fibrés sont stables et qu’ils sont
échangés par l'involution induite par o. Soit E, = T,/ |x. Soit P® un sous-
espace de dimension trois dans C*. Il correspond & un cycle de Schubert
de dimension deux o,;(P3) = {A | A C P®}. On peut lui associer une
section s de T} telle que ker sy = AN P, Evidemment {s = 0} = 01,:(P%),
représentant un plan de dimension deux dans P%, et en prenant la restriction
a X, on obtient, pour P? générique, une section globale de E avec deg{s |x=
0} = c2(E,) = 4. Si on denote ¢ = {s |x= 0}, on a la suite exacte

0= 0x & — Je(n"C)— 0. (21)

En regardant la suite longue de cohomologie, on voit que h°(X,E&,) = 4.
Puisque les 2-plans o;(P3) forment une famille projective de dimension
trois, on conclut que la section globale générique de E, a des zéros isolés.
Mais, en fait, quel que soit une section globale de E, ses zéros sont isolés. Un
lieu des zéros de dimension un, serait donné par !'intersection de X avec un
plan de dimension deux. Puisque X est le lieu fixe d’un réseau de quadrique,
cette intersection serait une conique, contredisant le fait que S n’est pas
nodale.

Si E, n’était pas stable, alors il existerait un sous-fibré en droites maximal
[D], tel qu’on ait

0—-O0x(D) =& = Ty(n"C—-D)— 0, (22)
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ou 2D - 7*C > (7*C)* = 8 et D - (n*C — D) + degn = 4. On conclut que
D? > 0, donc D est effectif. Ce résultat contredit le fait que toutes les
sections globales de E, ont des zéros isolés.

La stabilité de V, |x peut étre établie d’'une maniére similaire, en regar-
dant les cylces de Schubert qui correspondent & des droites dans C%. Pour
une telle droite P!, on a o,(P') = {A | A D P'}. |

Pour obtenir que o*T) |x=V, |x, il suffit de faire la remarque suivante:
sur les quadriques lisses de II, o échange les deux familles de 2-plans. En
choisissant un systéme de coordonnées sur P*° tel que @, soit donnée par
zi+ a2+l —z2—22—22 =0, les sous-variétés {zo—z3 = 0,2, — x4 = 0,2, —
zs =0} et {xo+ 23 =0,z; + x4 = 0,22 + 25 = 0} représentent des plans de
dimension deux qui sont échangés par o.

On va représenter ces fibrés différemment. En suivant Tyurin, on va
regarder les courbes lisses I €| 7*C | et les sous-schémas de dimension zéro
et de degré quatre qui se trouvent sur I', étant en position spéciale par rapport
a | 7*C | sur X. Les résultats qui se trouvent dans [34] et dont on aura besoin
sont les suivants:

1. Soit £ un sous-schéma en position spéciale par rapport a | #*C |, tel
que h'(X, Je(7*C)) = 1. Alors £ est en position spéciale dans P® par
rapport au systeme linéaire des sections hyperplans, i.e. £ engendre un
plan de dimension deux.

2. Il existe un unique fibré vectoriel E(¢,T") sur X tel que
0— Ox — g(far) - j{(ﬂ'*C) -0,

si et seulement si A'(X, J¢(7*C)) = 1, et | £ | est sans points base sur
I'. En plus, | £ | est un systéme linéaire spécial sur ' et h%(T, Or€) = 2.

3. Les fibrés vectoriels E(£,T) et E(¢',T) sont isomorphes si £ ~ ¢’ sur I

4. Sion suppose que E(£,T") est engendré par des sections globales, alors le
dual du noyau de I’application canonique X x H°(X, £(¢,T)) — E(4,T)
est E(Kr —¢,T). L'application X — G(2,4) associée a E({,T') montre
que E(¢,T) et E(Kpr—¢&,T) correspondent au dual du fibré tautologique
et respectivement, au quotient V. .
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Pour finir on doit étudier ce que se passe si p € A et montrer que M° a
une seule composante.

D’apres 3. ci-dessus, 1’égalité E(¢,T') = E(Kr—£,T') est donnée par 2¢ =
Kr. D’aprés 2., | € | est un systéme linéaire spécial sur I' avec h°(T, ) = 2.
- On regarde T' comme une courbe plongée canoniquement dans P*, donnée
par ’espace de quadriques de dimension projective deux, = = II |p«. On
dénote par 6 la courbe discriminante de 7 (c’est une courbe plane de degré
cinq). D’aprés [4] Proposition 1.2, § peut avoir au plus des points doubles
ordinaires et un point lisse correspond a une quadrique de m avec un seul
point singulier. Plus précisément, elle est un céne, @,, sur une quadrique
non-dégénérée de dimension deux. En utilisant cela, on obtient un pseudo-
revétement double de §, § — §. Les deux points qui correspondent & un
point lisse p de é sont donnés par les deux familles de 2-plans sur @,.

Soit © le diviseur théta sur J(T'), la Jacobienne de I'. Le lieu singulier de
© correspond aux diviseurs spéciaux de degré 4 sur I'. Puisque I' n’est pas
hyperelliptique, h°(T,£) < 2. La multiplicité d’un point qui correspond a ¢
sur O, est égale & dim | £ | +1. On a une identification naturelle

P(T.J(T)) ~ P(H*(T,Qr)") = P(H*(T, Kr)")

ou P(HO(T, Kr)V) = P* est ’espace ambient de ’application canonique. Soit
k : Sing® — & ’application qui fait correspondre a un point singulier de ©
le cone tangent projectif. C’est une quadrique dans P4, de rang inférieur &
quatre, engendrée par les 2-plans qui correspondent aux éléments de | ¢ |
(cf. [15], Riemann-Kempf singularity theorem). On voit que Sing® coincide
avec 6: | £ | et | Kpr — € | sont appliqués sur la méme quadrique, étant
découpés par les deux familles de 2-plans de la quadrique. Si | ¢ |=| Kr—¢ |,
alors k(| £ |) est une qudrique de rang inférieur ou égal a trois. Donc elle a
le rang égal & trois et représente un point singulier sur §.

Par conséquence, ’égalité E(¢(,T) = E(Kr — €,T) est impliquée par
I’affirmation suivante: la courbe discriminante é est singuliere et | £ | corres-
pond a un point singulier par ’application k.

Pour p € II — A, les deux fibrés vectoriels associés sont différents. On
choisit I' telle que T)Y |x= E({,T), V, |x= E(Kr —§,T) et £ =T Noyy,
Kr — £ = T'N oy, avec 01,1 et o, 2-plans dans les deux familles contenues
dans @,. Pour P* un espace projectif contenant o,; et o2, on voit que
k(| € ]) = @, NP4 Puisque tkQ, = 6 et @, N P* contient de 2-plans, son
rang est quatre. Donc | £ |#| Kt — € |.
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Pour un point lisse p € A, on considére un hyperplan P* tel que ' =
P4N X soit lisse et rk(Q, UP*) soit 3. On obtient un seul fibré vectoriel dans
MO (r*C, 4, X).

Pour montrer que M? a une seule composante, il suffit de prouver que
quelque soit un fibré vectoriel ayant des sections globales avec des zéros isolés,
il correspond comme ci-dessus a un point dans II. Soit E un tel fibré vectoriel
et £ le lieu des zéros d’une section globale avec dimé = 0 et degé = 4. ¢
est contenu dans un 2-plan Py. Soit {Q;, @2, @3} une base de II, les trois
quadriques étant données par les équations Fj, F3 et respectivement Fj.
Soient f; = F; |p, les équations des coniques découpées par les Q; sur F,.
Puisque deg{ = 4, les coniques données par f;, f» et fi engendrent un
pinceau, on doit donc avoir une relation non-triviale > B;f; = 0. Alors Py
est contenu dans la quadrique définie par ) B;F;. Q.E.D.

En utilisant les lemmes 2.4.4 et 2.4.5, nous remarquons que M(C, 2, S) est
un pseudo-revétement double d’une des deux courbes de genre arithmétique
un, A or B. En supposant que

™ M(C,2,5) — A,

pour a € A — B un point lisse, card 7~(a) = 2. Les fibrés vectoriels corres-
pondants sont E et E @ [Ks]. Pour a un point singulier, #~1(a) représente
un fibré vectoriel special. On conclut que M(C, 2, .S) est une courbe de genre
arithmetique un. Remarquons que M(C + Ks,2,S) — B.

Exemple 2.4.6 Soit S la surface d’Enriques obtenue dans ’exemple 2.1.7.
Elle n’est pas nodale et le revétement universel X C P°® est le lieu fixe
d’un espaces de quadriques de dimension projective deux, avec la courbe
discriminante A U B. B est lisse et A a un point double ordinaire a. Sur
S il existe un fibré vectoriel spécial E. Alors M(detE,2,S) est un pseudo-
revétement double de A avec E correspondant a a.

3 Variétés de Kummer généralisées

Soient A une variété abélienne principalement polarisée et © un diviseur théta
symétrique. Si§: A —| 20 | est I’application définie par §(a) = T*,04+T7,0,
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alors il existe un isomorphisme f :| 20 |Y—| 20 | qui rend commutatif le
diagramme suivant (cf.[24], page 335).

|20 [¥
©2

A B
\
| 20 |
Pour décrire I’isomorphisme 3 il faut qu’on considere la somme¢ : AXA — A,
la différence d : A x A — A et une section non-nulle 6, déterminée a une

constante pres, de H°(A, O(0)). Puisque d’apres le théoreme du carré, on a
que

H°(A x A, O(c*0 + d*0))

12

HO(A x A, O(p:20 + p320))
~ H°(A,0(20)) ® H°(A, O(20)),

I’élément B'(a, b) = 6(a+ b)8(a — b) peut étre considéré dans H°(A, O(20))®
H°(A,O(20)). On démontre qu’il induit une forme bilinéaire non-dégénérée,
symétrique ou altérnée suivant la paritée de 8 en origine, sur H°(A, O(20))V.
Alors (B est donné par cette forme.

Le but de ce travail est de généraliser ce résultat pour le systeme linéaire
| 7© |. Pour que la généralisation soit transparente, nous allons réécrire le
diagramme ci-dessus. D’abord il est invariant par ’action de l’involution
naturelle de A, i(a) = —a. Donc nous pouvons considérer ’application
comme étant définie sur la variété de Kummer associée a A, K = A/(7),
et ’application induite de .0 comme étant donnée par le faisceau F =
(m.Q4(20))%2. Maintenant si nous pensons K comme la sous-variété du
produit symétrique A®, {[a;,as] | a1 + a2 = 0} € AP le faisceau F est
'image inverse de F = (m.O4(p;0 + p3©))%2, ol p; sont les projections de
A? sur les facteurs et 7 est le passage au produit symétrique. Il est naturel
d’introduire la notion suivante:

Définition. La sous-variété K = K(r, A) du produit symétrique A", r > 2,
définie par {[a1,...,a,;] | a1+ -+ a, = 0}, sera dite variété de Kummer
généralisée associée a A, d’ordre r.
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Notations. Toutes les variétés sont définies sur C. Dans le produit direct
A" on considere la sous-variété X = {(ai1,...,a,) | a1 +---+a, =0}. On
a K = X/S,. On dénote par T le diviseur PO+ -+ pO et par T sa
restriction a X. Pour a € A, T, : A — A dénote la translation par a et

0. = T;0.

D’apres le théoreme du carré, nous avons une application réguliére § :
K —| rO | définie par 6([ay,...,a,]) =T;,0 +---+ T; ©. En méme temps,
sur K, il existe un faisceau inversible F (la démonstration va étre donnée
dans un instant), tel qu’on ait

m*F ~ Ox(T). (23)
Notre résultat principal s’énonce comme suit:

Il existe un isomorphisme B : P(HO(K,F)V) —| rO | qui rend comutatif le
diagramme:

P(HO(K,F)Y)

y

K B
\

| 7O |

Nous ferons la démonstration en deux étapes: d’abord nous évaluerons la
dimension de ’espace H°(K, F). Ensuite nous établirons I’isomorphisme 8.

Dans le paragraphe ci-dessus, on a utilisé le fait que le fibré en droites
associé a I' descend a K. Pour justifier ’assertion on remarque qu’il suffit
de la prover pour I'. On va appliquer le lemme de descente (cf. [13]): le fibré
vectoriel L = [f‘], S,-invariant sur A", descend sur le produit symetrique
si et seulement si pour tout point @ de A", le stabilisateur de @ dans S,
agit trivialement sur la fibre L;. La vérification est imédiate si on regarde
la fibre L; comme Spec(QO;/m; [s]), ou s correspond & une section locale
de L qui est S,-invariante. En interprétant la limite directe, (S,); opere
trivialement sur O;/m;. Il faut voir qu’est ce qui se passe avec s. Soit @ =
(a,...,a,a;41,...,a,) (on suppose que (S,); n’est pas trivial), et on considére
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le cas quand a € O et a; € O pouri € I C {j +1,...,r}. Alors on peut
choisir les coordonnées locales wy, ..., w, de @ telles que s = []i_, wr-[[;c; wi

et que (S;); échange que les premiéres j coordonnées. Le stabilisateur agit
trivialement sur s.

Donc il existe un faisceau inversible F tel que 7*F =~ O4- (f) Evidem-
ment, I"image inverse de F est égale au faisceau F introduit dans (23).

3.1 Le calcul de la dimension de H(K, F)

Si on regarde la fibration ¢ : A() — A définie par

g([ala-'-,ar])=a1+'°'+ar )

on remarque que K représente exactement la fibre au-dessus de 0 € A. L’idée
du calcul est de trouver un revétement étale de A tel que la fibration image

réciproque soit triviale. En appliquant le théoréme de Kiineth nous allons
obtenir la dimension cherchée.

Lemme 3.1.1 Si g, : A — A est la multiplication par r, alors le produit
fibré A" x A s’identifie avec K x A. On a le diagramme commutatif

K x A ¥ A
q S
A e A
ou ¢ est définie par ([a1,...,ar] ,a) — [a1+a,...,a-+a] et q est la projection

sur le deuziéeme facteur.

Démonstration. D’abord, on doit vérifier la commutativité du diagramme
ci-dessus. On a

(sov¥)(a1y-.-,ar]) ,a) = <([a1 +a,...,a +a])
(a1 +a)+---+(ar + a)

ra
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et aussi
(Qr o Q)([ala TR ,a,] aa) = Qr(a) =ra.

Ensuite, il faut que la variété K x A satisfasse la propriété d’universalité du
produit fibré. Soit B une variété quelconque et f : B — A, g : B — A®")
deux applications telles que g, o f = ¢og. Pour ¢g(b) = [a1,...,a,] , en
définissant h : B — K x A par k(b) = ([a1 — f(b),...,ar — f(b)], (b)), on
obtient que f =qohetg=voh. Q.E.D.

Le faisceau F peut étre regardé comme I'image inverse de F par K —

KxA% A ol la premiere fleche dénote 1'isomorphisme sur la fibre
K x {0}. 1l est naturel de se demander qu’elle est ’image inverse de F sur
K x A. La réponse est donnée par:

Lemme 3.1.2 Soit p: K x A — K la projection sur le deuziéme facteur.
Sur K x A on a l’isomorphisme suivant:

P F ~ p*F @ ¢*0O4(rO).

Démonstration. Puisque F =~ (m.O4-(I'))%", on raisonne sur le diagramme
S,-invariant

\/
X x A AT

Q@ )y

A o A

et aprés on retourne, en prenant le quotient par S,. _

Quelle que soit la fibre * x A de X x A, le faisceau U*O4r(I") restreint
a * X A est isomorphe a O4(r®). Pour justifier ceci, on considére r =
(a1,...,a,) € X et l’application «, la composition

A—~—»{:c}><A'—>X><A—q’—»A’.
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On a co(a) = (a1 + a,...,a, + a) et par conséquent pjoa : A — A est la
translation par a;, quel que soit j € {1,...,r}. Alors

V() loyxa = {2} xa")_p;0

=1

= {z} XZ@aj
~ {z} xr0O.

D’arés I’assertion ci-dessus, le faisceau U*O 4r () @ II*O o (—rO) restreint
a * X A, est trivial, donc il est isomorphe & I'image inverse d’un faisceau
inversible sur K. Comme la restriction de ¥*Oy4-(I') & X x {0} est égale a
Ox(T"), on conclut que

U O4r(T) > P*Ox(T) @ Q*O4(rO)
ou P:X x A— X est la projection sur le premier facteur. Q.E.D.

Remarque 3.1.3 La démonstration ci-dessus nous dit que si on consideére
I’application

X Xx{a)— X x A2 A7,

I'image inverse du diviseur I est (2521 750a) Ix, et T ~ (307, P;O.) |x,
quel que soit a € A.

Lemme 3.1.4 x(F) = r9.

Démonstration. D’aprés le lemme 3.1.2 et le théoréme de Kineth, on a que
X($"F) = x(F) - x(0a(r0)). (24)

Puisque la caractéristique d’Euler-Poincaré de O 4(r©) est égale & 79, il reste

a calculer le membre de gauche. L’application 3 étant un revétement étale

de degré r%9, on a (cf. [23], page 121)

X($*F) = degp - x(F) = r? - x(F). (25)
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Le faisceau F étant isomorphe 3 la partie S,-invariant du 7,0 Ar(f‘), il est un
facteur direct de 71.O4r(I') (pour obtenir la fleche 7.O4-(T) = mun*F — F
on considére une formule trace: s, section locale sur un ouvert S,-invariant, va

en1/rly " cs 09). T est un diviseur théta sur A", donc les groupes supérieurs
de cohomologie sont nuls. On conclut que

X(F) = (A Fy =1,

puisqu’on a égalité A{(AM), 7,04 (T)) = A (AT, 04 (T)) pour tout i > 0.
Q.E.D. |

Proposition 3.1.5 dim H°(K,F) =r9.

Démonstration. La caractéristique d’Euler-Poincaré du faisceau F est égale
a 79, donc il suffit de montrer que les groupes supérieurs de cohomologie
sont nuls. Comme dans le lemme précédent, F est isomorphe a la partie
S,-invariant de Ox(I'). Le méme raisonnement donne alors le résultat, en
tenant compte du fait que I' est ample sur X. Q.E.D.

Nous remarquons que la méthode utilisée pour évaluer la dimension de
H°(K,F) peut étre utilisée pour évaluer aussi la dimension de ’espace des
sections globales de 8™, m > 1; on a besoin de dim H°(A®), 7®™). Comme
F ~ OAr(f), les sections globales de F®™ sont exactement les sections
globales, S,-invariantes de OAr(mf). Ceci sugére une autre maniere pour
exprimer h°(K, F®™), maniére qui ne fait pas appel au résultat (25), assez
délicat a prouver. On calcule la multiplicité de la représentation triviale de

S, sur H°(X,mTI).
e Etape 1. On a 'isomorphisme suivant:
T 04 (1) = P porno,0ar(T) @ TN .
D’aprés la formule de projection,
T, 004 (1) ~ 0 (004 (T) ® Oxxa) ~ Opr (D) @ U,O0x x4 .

Donc il faut interpréter I’image directe du faisceau structurel. Mais Ox x4 =~
Q*O4. Alors

\II*OX XA

R

U.Q*04
£*(0r)«Oa
E‘@Af@':olq N
Brorno, TN .
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Le résultat suit.
o Etape 2.

T

dim HO(K, Fo™) = (- )? ( mét+r—1 ) .

En exprimant ¥*O 4+ (T') comme P*Ox(T") ® QO 4(r©) on observe que I’ac-
tion de S, est triviale sur Q*O4(r©®). Ensuite, on a que

H°(X,0x(mT)) @ H°(A, O 4(mr0))

H(X x A, U*O4r (mI))

HO(A, U, 9°0 4 (mT))

H(A", @ yorno, Oar(ml) ® T°N)
Prervo, H (AT, O 4r(mT) @ T*N)
Deca Tiora) H (AT, Our (mI)),

le dernier isomorphisme provenant du fait que X*A représente une classe
S,-invariante d’ordre r dans PicO(A"). En conclusion

H°(X,0x(mT)) ® H°(A, O4(mr0)) = D ,e 4, (R1H (A, 04(m0))) , (26)

ou S, agit trivialement sur le deuxiéme facteur du membre de gauche et en
permutant les facteurs dans chaque terme de la somme du membre de droite.
En regardant la partie S,-invariante de cet isomorphisme, on obtient

HO(X, Ox ()% ® HO(A, O4(mr®)) = @ e, Sym HO(A, 04(m®))
ou on identifie (RQ]H®(A, Oa(mO)))* avec Sym"H®(A, O4(m®)). Donc

R R

1

¢

r

dim HO(K, F®™) - (rm)? = 12 ( m?fr—1 ) .

Remarque 3.1.6 L’isomorphisme (26) nous permet de décrire la représen-
tation de S, sur H°(X, Ox(mI)).

Ezemple. Pour r = 3, soient p la représentation de S; sur H°(X, Ox(mI"))
et R celle sur (®?H°(A,(9A(m@)). On dénote par U, U’ et V les repré-
sentations triviale, alternée et respectivement normale de S;. En prenant le
caractere de (26) on a que

(Bm)xu - x, = 32gXR .
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Apres un calcul facile pour le caractére de R, on conclut que

3
Xp=('n—z)gXR
3 949 g 941
- (5 e (7 (5

3.2 L’isomorphisme g

Nous allons démontrer le résultat annoncé:
Théoreme 3.2.1 Soit § : K —| rO | définie par
5(lary.--rar]) = O, + -+ 0O, .
Il eziste un isomorphisme B : P(HO(K,F)V) —| rO | tel que § = px 0 B.

Avant de commencer la démonstration, nous rappelons les résultats dans
[22], dont nous avons besoin. Soit £ un faisceau ample sur A.

1. On dénote par A, le sous-groupe de A formé par les points a € A tels
que TyL ~ L. A est un groupe d’ordre fini; si 6, | ... | §, représentent
les diviseurs élémentaires de £, alors A est isomorphe® a G x G, ou

G=@7%,2/62Z et G=Hom(G,C).

1=1

2. Le groupe de Heisenberg associé a L est le groupe H(L) formé par les
couples (n,a), ol a € Az et 1 est un isomorphisme de 7L sur £. La
loi de composition est définie par (n,a) o (',a’) = (Timon',a+d’). La
projection de H(L) sur le premier facteur donne la suite exacte

0 —C*— H(L) — A — 0. (27)

Le noyau représente les isomorphismes de £ avec lui-méme. On démon-
tre que ce noyau est exactement le centre de H(L).

5 Ayant le groupe de Heisenberg et le fait que son centre est isomorphe & C*, voir 2.,
on introduit sur Az x A, une forme bilinéaire non-dégénérée anti-symétrique e£ définie
par e£(a,b) = @ba~'b~!, ou & est un élément dans H(L) au-dessus de a. Les valeurs sont
1 et —1. Alors As se décompose en somme directe tel que e est identiquement 1 sur
les facteurs et donne un accouplement non-dégénéré entre eux. L’isomoprphisme dont on

parle, est obtenu en choisissant une identification entre un de deux facteur et G, et ensuite,
utilisant €.
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3. Le groupe de Heisenberg associé a £ opere de maniere évidente sur
’espace des sections globales de £. Pour (n,a) € H(L) et s € H°(A, L),

(ma)-s=TIn7'(s).

Si D est le diviseur associé a la section globale s, alors le diviseur
correspondant & (n,a)-sest D+a = D_, = T7,D. On remarque
que l’action du centre est celle donnée par son caractere naturel, la
multiplication. Ceci implique une partie du résultat:

Proposition(cf. [22],81) Le groupe H(L) a une unique représentation irré-
ductible telle que le centre agisse par son caractére naturel. De plus, H°(A, L)
est un H(L)-module irréductible.

On applique ces résultats pour le faisceau O4(r©). Le groupe A est
le sous-groupe des points d’ordre r de A, A, ~ (Z/rZ)? x (Z/rZ)%. Soit
H=C*"x(Z/rZ) x (Z]/rZ)s.

Lemme 3.2.2 Les diviseurs Oy, + -+ + O, avec (z1,...,2z,) € X engen-
drent l’espace projectif P(H®(A, O4(r0))).

Démonstration. Puisque H°(A,O4(r0)) est une représentation irréductible
de H(r®), en passant & I’espace projectif, on obtient que P(H°(A4, O4(r0)))
est une représentation irréductible de A,. Mais on a vu, cf. 3. ci-dessus,
qu’au niveau des diviseurs, l'action de A, est donnée par translation. Un
diviseur de la forme ©,, + --- + 0., avec (z;,...,2,) € X va étre appliqué
dans un diviseur de la méme forme, donc le résultat. Plus précisément, on a

montré, par exemple, que les diviseurs {rO, | a € A,} engendre ’espace des
diviseurs r-théta. Q.E.D.

Démonstration du théoréme 3.2.1. On va montrer d’abord qu’il existe une
application B telle que pr 0 8 = §. D’aprés le lemme 3.2.2, 'image de §
engendre ’espace | 7O | tout entier et comme les dimensions sont les mémes,
on conclut que f# est un isomorphisme. L’existance va étre établie dans le
lemme suivant au niveau de X puisque la construction est S,-invariante.

Q.E.D.

Lemme 3.2.1 Soit a € A et H, le hyperplan dans | r® | formé par les
diviseurs qui contiennent le point a. Alors A*H, ~ T,
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Démonstration. Ensemblistement, sur X, on a

A7V H,) = {(a1,-..,a;)|a € Op +---0,,}
{(a1,...,a;) | 3j tel que a € O}
= {(ai1,...,ar) | 37 tel que a; € O,}

= (Zp;@a) IX .

=1

Puisque A* = (6§ o 7)*, on a, d’aprés la remarque 3.1.3, que
A*H, ~mT,

ou m est un entier positif.

On affirme que m = 1. L’idée de la démonstration est de se ramener au cas
r = 2 tout en tenant compte de la multiplicité m. Soit 7 : A — X D’inclusion
¢(a) = (a,—a,0,...,0). La restriction de I’application A est donnée par

a—0,4+0_,+(r—2)0.

L’image est un sous-espace projectif W, isomorphe & | 20 |. On regarde
I’image inverse du diviseur H, sur A. On a

(A 0i) Hy =i(m (3 5;04) |x) = m (B0 + 0).

Mais (A o 7)*H, peut étre obtenu en restreignant I’hyperplan H, &4 W et
ensuite, en prenant l’image inverse sur A. Puisque la restriction a W est un
hyperplan dans W, on conclut que m =1 d’apres 'introduction. Q.E.D.

3.3 L’étude de I’application ¢r

Dans cette partie on suppose que sur la variété abélienne A le diviseur O est
irréductible . Nous allons établir le résultat suivant:

Théoreme 3.3.1 Si O est irréductible sur A, alors application
or: K — P(H(K,F)V)=pP"!

est injective. De plus, elle est un plongement en dehors des points singuliers
de la variété de Kummer généralisée K.

57



Dans le cas particulier » = 2, le fait que ’application plonge la variété de
Kummer toute entiére est bien connu, cf. [20] par exemple. Notre démon-
stration est inspirée de la méme argumentation.

Démonstration. Encore une fois, on va raisonner sur la variété X C A7 et
ensuite, on va quotienter par S,. Pour établir 'injectivité de ¢x, on doit
montrer que si [a},...,al] et [a],...,a;] sont deux points différents sur K,
alors pr([a},...,al]) # ex([a},...,ar]). Mais d’apres le théoreme 3.2.1, il

suffit de prover ’assertion pour §. Si on suppose que
(—)a,1 +...+@a;. =@ai'+"'+6aﬂ,

puisque le diviseur théta sur A est irréductible, il existe une permutation
o telle qu’on ait af = al;, quel que soit 1 < j < r. Donc [a},...,a]] =
[a],...,a].

Pour démontrer que 1’application ¢+ est un plongement en dehors des
points singuliers, on considére un point z = (aq,...,a,) sur X tel que les
facteurs soient différents, et on montre que ’application tangente est injec-
tive. Soit donc v = (vy,...,v,) € TX; un vecteur tangent non nul. Il suffit
de trouver un diviseur linéairement équivalent a I' qui contient z et pour
lequel le vecteur v n’est pas tangent. Soit T, = P1Ot—q, + ...+ P;Oi_,,, avec
t € ©. On sait que I'; |x~ T, et puisque a; =t — (t — a;) € © + (—t + a}),
z € Ty. D’aprés les hypothéses faites, on peut préciser que = € P1O¢_q, et
que = ¢ p;O;_., quel que soit 7 > 2. On finit en choisissant un ¢ tel que v,
ne soit pas tangent a ©;_,,. Le choix est possible grace au lemme suivant.

Q.E.D.

Lemme 3.3.1 (c¢f. [28]) Soient © un diviseur ample et irréductible sur A et
G(©): © —Singd — P(TAy)

Vapplication de Gauss associée ¢ © qui fait correspondre a t le projectivisé
de T;.(T©);. Alors G(O) est une application dominante.

Démonstration. Premiérement, on doit remarquer que l'image de G(©) n’est
pas contenue dans un hyperplan (si non, 'application de restriction de
H°(A,Q5%") 4 H°(0,0%™") aurait un noyau non nul, mais d’apreés le théoréme
de la section hyperplane elle doit étre injective).
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Ensuite, si on suppose que I’application de G(©) n’est pas dominante,
alors les fibres de G(O) sont de dimension positive. Soit F' une composante
irréductible d’une fibre générique-~Quel que soit ¢t € F', ’espace T} .(TO); est
égal a un hyperplan V qui ne dépend pas de t. En particulier T} .(TF); C V,
quel que soit t € F. On considere L = Vect{T;.(TF).|t € F}. LC V et en
méme temps, L est égal a I’espace tangent en 0 & la sous-variété abélienne
engendrée par F'. Puisque les sous-variétés abéliennes sont rigides, on conclut
que L C T;.(TO); quel que soit t € O. Mais alors, 'image de G(O) est
dégénérée, d’ot une contradiction. Q.E.D.
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